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Abstract

Many natural systems which are of scientific relevance are coupled systems with time scale
separation. Low dimensional systems with fast chaotic degrees of freedom constitute a
large class of such systems. The presence of the fast degrees of freedom makes the study of
long time behavior difficult or even impossible. Such long time predictions are important
and desired in many cases, like for example in the study of climate or ecological changes,
where they play a very important role. However, only the slow variables are relevant when
considering such large time intervals. Therefore it is of great interest to find a way to get
rid of the fast degrees of freedom, and thus to achieve a reduced description in terms of
the slow variables. There are well known techniques for the elimination of fast degrees of
freedom like adiabatic elimination or averaging, which assume that the fast dynamics is
relaxing fast to an equilibrium state or quasi-periodic, respectively. However, for systems
with chaotic fast degrees of freedom these techniques cannot be applied.

In this work we examine one technique for the elimination of fast degrees of freedom
for the large class of Hamiltonian systems with time scale separation showing chaotic be-
haviour in their fast variables. This technique is based on the idea of replacing the fast
variables by a suitable stochastic process. In this method we assume that the time scale
separation is pronounced and can be expressed via a parameter that is small compared
to unity. Formal perturbation expansions over this small parameter, involving a Markov
approximation, yield a Fokker-Planck equation in the slow subspace which respects con-
servation of energy. A detailed numerical and analytical investigation of several suitable
model systems demonstrates the accuracy and the efficiency of this technique. The results
show that non-Markovian and non-Gaussian features of the fast variables are negligible,
especially if the long time behaviour is considered.
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Kapitel 1

Einleitung

Viele Phénomene in der Natur sind charakterisiert durch gekoppelte Prozesse, deren Dy-
namik auf verschiedenen Zeitskalen ablaufen. Es gibt zahllose Beispiele aus nahezu allen
Forschungsbereichen: Angefangen bei der Physik, {iber die Biologie, die Medizin, die Me-
teorologie bis hin zur Kursentwicklung von Wertpapieren auf den Finanzmérkten. Fiir eine
Reihe von Systemklassen kann man die Trennung der Zeitskalen ausnutzen, um die Lésung
der vollen, gekoppelten Dynamik in geeigneter Weise zu vereinfachen und reduzierte Glei-
chungen fiir das langsame System abzuleiten.

Im Hinblick auf das Langzeitverhalten ist es im besonderen Mafle hilfreich, die Zahl der
Freiheitsgrade, insbesondere der schnellen, zu reduzieren. Fiir eine Vielzahl gekoppelter
Systeme kann das Langzeitverhalten bei detaillierter Beriicksichtigung der schnellen Frei-
heitsgrade nicht simuliert werden. In vielen Féllen sind jedoch Langzeitprognosen, wie z.B.
beim Klima oder der Entwicklung 6kologischer Systeme wichtig und daher erwiinscht. Be-
reits im Rahmen der Statistischen Physik des Nichtgleichgewichts stellt die Modellierung
der schnellen Freiheitsgrade durch einen geeigneten stochastischen Prozess eine wohlbe-
kannte Herangehensweise dar. Sie fithrt zu effektiv reduzierten Beschreibungen wie der
Boltzmann-, der Master- oder der Fokker-Planck-Gleichung [1, 2]. Allerdings wird hier ei-
ne unendliche Anzahl schneller Freiheitsgrade, welche zu einem gewissen Grad im lokalen
thermodynamischen Gleichgewicht liegen, vorausgesetzt. Im Thermodynamischen Limes
wirkt das schnelle Teilsystem! als Warmebad fiir das langsame. Wenn kein lokales thermo-
dynamisches Gleichgewicht vorliegt, sind andere Verfahren zur Elimination der schnellen
Freiheitsgrade heranzuziehen. Zwei recht bekannte Methoden sind die adiabatische Elimi-
nation® 3] und die adiabatische Mittelung (oder averaging) [4, 5]. Die erste ist immer dann
anwendbar, wenn die zugehorige Dynamik relaxierend ist, wahrend die zweite Methode
schnelle quasiperiodische Prozesse erfordert. In diesen Fillen gewinnt man eine effektive
deterministische Bewegungsgleichung, in der nur noch die langsamen Freiheitsgrade auf-
treten. Der Einfluss der schnellen Freiheitsgrade wird in einer geeigneten Funktion der
langsamen zusammengefasst.

Ein instruktives Beispiel ist das Ozean-Atmosphéaren-Modell, das zur Vorhersage von

!Das schnelle Teilsystem ist dasjenige System, welches die schnellen Freiheitsgrade umfasst.
2Versklavungsprinzip nach Haken
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Klimadnderungen verwendet wird. Hier funktioniert allerdings keines der oben genannten
Verfahren zur Ableitung einer reduzierten Bewegungsgleichung, da die schnellen Freiheits-
grade weder relaxierend noch quasiperiodisch sind. Das Wetter wird in diesem Modell
durch sich in der Atmosphére ausbildende Strukturen in Form von Zyklonen und Antizy-
klonen mit einer Lebensdauer von wenigen Tagen bestimmt. Fiir das Klima hingegen sind
die Verdnderungen des Ozeans verantwortlich, die auf einer Zeitskala von einigen hundert
Jahren liegen. Hier existiert auf natiirliche Weise eine Trennung der Zeitskalen, bei der das
Wetter die Rolle des schnellen und das Klima die des langsamen Prozesses iibernimmt. Die
Atmosphire, die das Wetter bestimmt, ist jedoch weder im thermodynamischen Gleichge-
wicht, noch verfiigt sie iiber eine relaxierende oder quasiperiodische Dynamik. Sie zeichnet
sich vielmehr durch eine chaotische und turbulente Dynamik aus. Fiir die grofie Klasse von
schnellen chaotischen Systemen mit endlicher Anzahl von Freiheitsgraden gab es bisher
kein befriedigendes Eliminationsverfahren.

Im Rahmen der Klimaforschung wurde 1976 erstmals die Verwendung eines stochasti-
schen Klimamodells von Hasselmann [6] vorgeschlagen. Neuerdings wird diese Idee von
einigen Mathematikern [7] wieder aufgegriffen. Das Ziel ist hierbei, die schnellen chao-
tischen Freiheitsgrade durch Rauschen, d.h. einen geeigneten stochastischen Prozess, zu
ersetzen. Das volle deterministische System wird durch eine stochastische Differentialglei-
chung approximiert. Dieses Grundkonzept ist sehr verwandt mit der Vorgehensweise in der
Statistischen Physik.

In dieser Arbeit beschranken wir uns auf Systeme mit einer endlichen Zahl von Frei-
heitsgraden, wobei das schnelle Subsystem auch chaotisch ist. Auch hier sind Verfahren wie
adiabatische Elimination oder averaging nicht anwendbar. Es stellen sich an dieser Stelle
zwei entscheidende Fragen: Zum einen, wie man systematisch ein stochastisches Modell fiir
das deterministische System ableiten kann und zum anderen, in welchem Sinne die stocha-
stische Bewegungsgleichung fiir die langsamen Variablen eine sinnvolle Approximation des
deterministischen Ausgangssystems darstellt.

Fiir die Klasse Nicht-Hamiltonscher Systeme konnten diese Fragen gekléart und ein Ver-
fahren zur Elimination schneller chaotischer Freiheitsgrade entwickelt werden. Die wesentli-
chen Arbeiten wurden hierbei in der Arbeitsgruppe Kantz et al. [8, 9, 10] durchgefiihrt. Das
Ziel der vorliegenden Arbeit besteht nun darin, ein entsprechendes Verfahren fiir gekoppel-
te Hamiltonsche Systeme zu untersuchen und seine Leistungsfahigkeit mittels geeigneter
Beispielsysteme zu iiberpriifen. Der Ausgangspunkt ist, wie auch im Nicht-Hamiltonschen
Fall, ein zweikomponentiges System bei dem lediglich zwischen schneller und langsamer
Zeitskala unterschieden wird.

Die Arbeit gliedert sich in die folgende Teile: In Kapitel 2 wird die Herleitung der redu-
zierten Bewegungsgleichung zur Beschreibung der langsamen Dynamik unter Verwendung
der Projektionsmethode im Sinne des Nakajima-Zwanzig-Formalismus dargelegt, s.a. [11].
Im anschlieBenden Kapitel 3 wird das gewonnene Verfahren auf die Pseudo-Hamiltonschen
Kubomodelle angewandt, welche als idealisierte Modellsysteme zu betrachten sind. Sie be-
stehen aus einem langsamen und einem schnellen Subsystem, wobei in das schnelle ein
Gaufscher Rauschprozess geeignet eingekoppelt wird. Dadurch zerfallen die Korrelationen
exponentiell schnell und die Dynamik des schnellen Systems kann als Markov-Prozess inter-
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pretiert werden. Auf diese Weise wird die im Rahmen der Herleitung verwendete Markov-
Approximation exakt.

Im Allgemeinen ist Hamiltonsches Chaos hingegen durch Zerfallsprozesse gekennzeich-
net, die nicht ausschliefilich exponentiell verlaufen. Der Grund hierfiir ist ein gemischter
Phasenraum mit koexistierenden reguldren und chaotischen Bereichen. Vor diesem Hinter-
grund werden in Kapitel 4 die Grenzen der Anwendbarkeit der Markov-Approximation
anhand der Untersuchung von Wiederkehr-Verteilungen gekoppelter, symplektischer Ab-
bildungen diskutiert. In Kapitel 5 und 6 wird die Giite der Vorhersage und der Vorhersa-
gehorizont des betrachteten Eliminationsverfahrens bei der Anwendung auf Hamiltonsche
Systeme untersucht. In Kapitel 5 werden diese Untersuchungen an einer Reihe von einfa-
chen Modellsystemen vorgenommen, wohingegen in Kapitel 6 mit dem Wasserstoff-Atom
im homogenen Magnetfeld ein realistisches, physikalisches System betrachtet wird.

1.1 Chaos versus stochastischer Prozess

Das im Folgenden im Detail diskutierte Eliminationsverfahren fiir gekoppelte Hamiltonsche
Systeme basiert auf der Idee, die schnellen chaotischen Freiheitsgrade durch einen geeig-
neten stochastischen Prozess zu ersetzen. Dies setzt jedoch voraus, dass chaotische und
stochastische Prozesse iiber gemeinsame Eigenschaften verfiigen, wodurch dieser Ansatz
gerechtfertigt werden kann.

Betrachtet man experimentell gewonnene Messreihen derartiger Prozesse, dann ist eine
Unterscheidung chaotischer und stochastischer Prozesse auf dieser makroskopischen Ebe-
ne unter bestimmten Bedingungen schwierig oder gar unmoglich. Die von Irregularitét
geprigte Dynamik beider Prozesse unterstreicht vielmehr ihre Ahnlichkeit. Unterdessen
kann auf der mikroskopischen Ebene sehr wohl zwischen chaotischem und stochastischem
Verhalten unterschieden werden. Die chaotische Dynamik ist determiniert durch nichtli-
neare Bewegungsgleichungen einiger weniger Freiheitsgrade, wohingegen der stochastische
Prozess als die Summe einer unendlich grolen Zahl mikroskopischer Prozesse aufzufassen
ist.

Damit eng verbunden ist die Tatsache, dass der Tréager der chaotischen Dynamik im
Phasenraum im Gegensatz zum stochastischen Fall endlich ist. Die zeitliche Entwicklung
eines chaotischen Systems wird durch die zugehorige invariante Menge im Phasenraum
charakterisiert. Der maximale Abstand zwischen zwei Punkten auf der invarianten Men-
ge ist endlich und nach oben beschriankt. Diese Eigenschaft hat gravierende Folgen, wenn
man z.B. die stochastische Resonanz am Doppelmulden-Potential betrachtet. Beim Einkop-
peln einer stochastischen Kraft mit unbegrenztem Triger wie z.B. Gaufischen Rauschens
konnen némlich, auch wenn die Kraft im Mittel sehr klein ist, zuféllige Fluktuationen
mit ausreichend groflen Amplituden auftreten, so dass die Potentialerhebung iibersprun-
gen werden kann und das Teilchen die Mulde wechselt. Wird nun ein chaotisches System
an das Doppelmulden-Potential angekoppelt, dann ist bei entsprechender Skalierung der
chaotischen Systemdynamik kein Springen zwischen den Potentialmulden mdoglich, weil der
Tréger der invarianten Menge endlich ist [12].
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In der kiirzlich erschienen Arbeit von Kantz et al. [9] konnte gezeigt werden, dass die
Unterschiede zwischen chaotischen und stochastischen Prozesse lediglich auf kleinen Skalen
relevant sind. Auf groflen Skalen hingegen werden beide Prozesse ununterscheidbar. Hier-
zu wurden Dimensionsbetrachtungen auf der Basis der Kolmogorov-Sinai-Entropie (KS-
Entropie) durchgefiihrt. Die KS-Entropie ist ein Maf fiir den Informationsverlust iiber den
Systemzustand pro Zeiteinheit. Fiir regulidre Systeme ist sie gleich Null, fiir chaotische
Systeme ist sie grofler Null aber endlich, wahrend sie fiir stochastische Prozesse unendlich
grofl wird. Betrachtet man jedoch gekoppelte Systeme mit ausgepréagter Zeitskalentrennung
0 < ¢ < 1 und einem schnellen chaotischen Subsystem, dann skaliert die KS-Entropie wie
KS — KS/e. Das heifit, auf grofien Skalen divergiert also auch die KS-Entropie chaoti-
scher Systeme, wodurch sie den stochastischen Systemen zunehmend &dhnlicher werden.

Im Rahmen der Ableitung des Eliminationsverfahrens wird sich zeigen, dass der Zer-
fall der Korrelationen die entscheidende Eigenschaft des schnellen Systems ist, welche fiir
seine Anwendbarkeit erforderlich ist. Uber diese Eigenschaft verfiigen chaotische und sto-
chastische Systeme in gleichem Mafle. Vor diesem Hintergrund ist eine Modellierung der
chaotischen Freiheitsgrade durch einen geeigneten stochastischen Prozess nur konsequent.

In frithen Arbeiten von Zaslevky [13] und auch Chirikov [14] wird im Zusammenhang
mit der chaotischen Dynamik in Hamiltonschen Systemen héufig von stochastic web ge-
sprochen. Aus dieser begrifflichen Identifikation chaotischer und stochastischer Prozesse
wird ersichtlich, dass diese grolen Wissenschaftler intutiv bereits in einer frithen Phase der
Nichtlinearen Forschung die Analogie zwischen diesen Prozessen gesehen haben.



Kapitel 2

Theorie: Eliminationsverfahren fiir
Hamiltonsches Chaos

Allen Eliminationsverfahren gemein ist, dass sie auf einer reduzierten Beschreibung be-
ruhen, in der zwischen relevanten und irrelevanten Observablen unterschieden wird. Das
gemeinsame Ziel dabei ist, effektive Bewegungsgleichungen fiir die relevanten Variablen
unter geeigneter Beseitigung der irrelevanten Freiheitsgrade zu gewinnen. Dies geschieht
durch Informationsreduktion auf Kosten der irrelevanten Freiheitsgrade. Bei stochastischer
Modellierung weist die reduzierte Beschreibung infolge der unvermeidbaren Informations-
verringerung Dissipation auf. Effektiv macht sich diese in Form eines Dampfungsterms
bemerkbar. Héufig wird die Dadmpfung heuristisch angesetzt; dies ist typisch fiir phdnome-
nologische Wissenschaftsbetrachtungen. Besser ist allerdings, wenn sich die Dissipation aus
allgemeineren Betrachtungen ergibt. Mit der Dissipation einher geht die Tatsache, dass die
durch die reduzierte Beschreibung beschriebenen Prozesse irreversibel sind. Im Gegensatz
dazu sind konservative Hamiltonsche Systeme bekanntermafien reversibel und nichtdissi-
pativ. Aber gerade fiir diese Systemklasse wird in diesem Kapitel die Herleitung eines
Verfahrens zur Elimination schneller chaotischer Freiheitsgrade aufgezeigt. Das gekoppelte
Hamiltonsche System, von dem wir hier ausgehen, verfiigt iiber folgende Struktur: Es be-
steht aus einem langsamen Teilsystem, welches iiber eine Kopplung in Wechselwirkung mit
einem schnellen chaotischen Teilsystem steht. Hierbei wird eine ausgeprégte Zeitskalentren-
nung vorausgesetzt. Ziel des Eliminationsverfahren ist, ausgehend von den vollen determi-
nistischen Bewegungsgleichungen, eine effektiv reduzierte Bewegungsgleichung fiir die lang-
samen Observablen zu gewinnen. Erreichen wollen wir das durch eine geeignete Ersetzung
der chaotischen Dynamik durch einen stochastischen Rauschprozess. Die somit gewonne-
nen effektiven Gleichungen fiir die langsamen Freiheitsgrade sind stochastische Differenti-
algleichungen. An dieser Stelle konnte sich die Frage aufdringen: Was ist neu gegeniiber
Arbeiten, wie z.B. von Hasselmann [6]7 Er schldgt in den hier betrachteten Fillen ebenfalls
eine stochastische Beschreibung in Form einer Langevin- bzw. Fokker-Planck-Gleichung fiir
die langsamen Variablen vor. Der entscheidende Unterschied ist, dass er diesen Ansatz ad
hoc macht, motiviert durch die beobachtete Ahnlichkeit von chaotischen und stochasti-
schen Prozessen. Im Gegensatz dazu gewinnen wir die Fokker-Planck-Beschreibung fiir die
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relevanten langsamen Freiheitsgrade iiber eine mathematisch rigorose Herleitung. Diese
Herleitung geht auf A. Riegert [11] zuriick. Sie wird in diesem Kapitel lediglich skizziert.
Fiir diese Herleitung wird das Konzept der aus der Nichtgleichgewichts-Statistik bekannten
Projektionsmethode im Zusammenhang mit dem Nakajima-Zwanzig-Formalismus verwen-
det. Auf diese wichtigen Konzepte der statistischen Mechanik wollen wir in den néchsten
Abschnitten genauer eingehen und darauf aufbauend unser Eliminationsverfahren disku-
tieren.

2.1 Grundkonzept der Projektionsmethode

Betrachtet man ein typisches Vielteilchensystem aus der statistischen Mechanik, so ist
es ein sinnloses Unterfangen, die zeitliche Entwicklung all seiner mikroskopischen Eigen-
schaften beschreiben zu wollen. Dasselbe gilt gleichermaflen fiir gekoppelte Systeme, deren
schnelle Komponente chaotisch ist. Auch hier erscheint es wenig sinnvoll, die komplizierte
nichtlineare Dynamik im Detail zu beriicksichtigen. Das eigentliche Problem besteht darin,
die wenigen relevanten Grofien auszuwéihlen und den zeitlichen Verlauf ihrer Mittelwerte
zu bestimmen. Das Gesamtsystem enthélt nédmlich sehr viele Informationen, deren De-
tailkenntnis fiir die Dynamik der relevanten Observablen nicht nétig ist, die aber deren
Berechnung erheblich erschweren. Die Projektionsmethode [15, 16] gestattet, sich dieser
wrrelevanten Informationen auf eine elegante Weise zu entledigen. Man wird so auf eine
geschlossene Bewegungsgleichung fiir die relevanten Freiheitsgrade gefithrt. In Abb. 2.1 ist
das Prinzip zur Gewinnung der reduzierten Bewegungsgleichung illustriert.

Subsystem WW Subsystem
relevante irrelevante
Freiheitsgrade Freiheitsgrade
z.B. Klimaobservablen wie z.B. Wetterobservablen
global gemittelte Temperatur wie die Tagestemperatur

l I

reduzierte Beschreibung <= Elimination

Abbildung 2.1: Schema: Gewinnung einer reduzierten Beschreibung infolge der Elimination schneller
Freiheitsgrade.

Bei den thermodynamischen Systemen sind die relevanten Grossen makroskopische Ob-
servablen (wie z.B. Temperatur, Druck, etc.), wéhrend die irrelevanten durch die ther-
mischen Badfreiheitsgrade auf der mikroskopischen Ebene gegeben sind. Hier hat sich
die Technik der Projektionsoperatoren als ein méchtiges Instrument im Umgang mit den
schwierig handhabbaren statistischen Systemen im Nichtgleichgewicht bewéahrt.

Waihrend bei den statistischen Systemen die grofie Zahl von Freiheitsgraden fiir die
komplizierte Dynamik verantwortlich ist, folgt sie bei niedrigdimensionalen chaotischen
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Systemen aus der Nichtlinearitdt der Bewegungsgleichung. Vor diesem Hintergrund er-
scheint der Schritt naheliegend, die aus der statistischen Physik bekannten Konzepte auf
nichtlineare Systeme zu {ibertragen. In den letzten Jahrzehnten ist dies auf vielfaltige Weise
von zahlreichen Wissenschaftlern mit Erfolg angewandt worden [17].

Unter den verschiedenen Varianten des Projektions-Formalismus mochten wir hier nur
diejenige besprechen, die auf Nakajima und Zwanzig zuriickgeht. Diese hat sich fiir das
hier betrachtete Eliminationsverfahren als geeignet erwiesen.

2.1.1 Nakajima-Zwanzig-Formalismus

Historisch geht dieser Formalismus auf den japanischen Wissenschaftler S. Nakajima (1958)
und den USA-Physiker R. Zwanzig (1960) [18] zuriick. Er besteht in der Anwendung des
Projektionsoperators P und seinem korrespondierenden komplementéren Projektor Q =
1—"P auf die Liouville-Gleichung fiir eine Dichtefunktion bzw. einen Dichteoperator p(t)(=:
pt). Die Operatoren P und Q projizieren das Gesamtsystem, welches sowohl die relevanten
als auch die irrelevanten Freiheitsgrade enthélt, jeweils auf die durch die relevanten (P)
und die irrelevanten (Q) Variablen aufgespannten Unterrdume. Damit wird eine Zerlegung
der Gesamtdichte in der folgenden Weise herbeigefiihrt:

irr

Poe=pi" und Qp =p"" = pe=pi" + )" (2.1)
Kernstiick dieses Formalismus ist die Festlegung der Projektionsoperatoren geméaf:
P+Q=1 , P*=P , @*=Q , PQ=QP=0 (2.2)

d.h. die Projektoren P und Q sind notwendigerweise orthogonal zueinander und zusétzlich
idempotent. Fiir ein gegebenes System lassen sich eine Reihe von Projektoren finden, die
diesen Forderungen geniigen. Welcher Projektionsoperator hierbei der geeignete ist, muss
von Fall zu Fall entschieden werden, denn nicht jeder Operator ermdglicht in gleichem
Mafe eine Vereinfachung des Problems. Bei der Anwendung der Projektionstechnik stellt
genau dies die wesentliche Herausforderung dar.
Wie angekiindigt werden diese Operatoren nun auf die Liouville-Gleichung?:
8,0t

9 —iLpi(x,y) (2:3)

angewendet. Damit ergibt sich zum einen die Gleichung der relevanten Freiheitsgrade nach
Gl (2.1) und GI. (2.2)
op;  9Pp
ot ot
und zum anderen die der irrelevanten Freiheitsgrade
Opy" _ 0Qp:
ot ot
'Die Beschreibung der Bewegungsgleichungen in Gestalt der Liouville-Gleichung ist vollig gleichberech-
tigt zur tiblichen, trajektorieweisen Beschreibung durch Hamiltonsche Differentialgleichungen.

= —PiLPp; — PiLQp; (2.4)

= —QiLQp, — QiLPp;. (2:5)
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Mit @ sind die langsamen und mit y die schnellen Variablen in Gl. (2.3) bezeichnet. Der
wesentliche Schritt des Verfahrens besteht nun darin, den irrelevanten Teil pi'™ formal
zu eliminieren. Dazu wird Gl. (2.5) - eine operatorwertige, lineare inhomogene Differen-
tialgleichung erster Ordnung fiir pi'" - formal integriert. Die konkrete Konstruktion der
erforderlichen homogenen Losung und einer Partikularlosung wird ersichtlich, wenn man

die Gl. (2.5) folgendermaflen umschreibt
0

ST = —AdT B, (2.6)
mit A = QiL |, By := QiLPp, (2.7)
und anschliefend durch formale Integration 16st:
t
pi"=0Qp = e‘AtQ,oo—/ dt'e = B,_y (2.8)
0
t
= e_Qiﬁton—/ dt' e QiLPp,_y. (2.9)
0

Setzen wir diesen Ausdruck in die Gleichung (2.4) ein, so erhalten wir die Nakajima-
Zwanzig-Gleichung:

rel

0 , t .
gtt = —PiLPp;" — PiLe” " Qpy + / PiLe 2 QiLPp;el, dt'. (2.10)
0

Es handelt sich bei ihr um eine Integro-Differentialgleichung fiir pre.

Die formale Elimination der irrelevanten Freiheitsgrade bleibt nicht folgenlos. Im Ver-
gleich zur urspriinglichen Liouville-Gleichung (2.3) treten auf der rechten Seite zwei weitere
Ausdriicke auf: Der zweite Term beschreibt den Einfluss der irrelevanten Informationen,
die zum Anfangszeitpunkt vorlagen, wiahrend der Integralkern des letzten Terms alle von
den formal eliminierten Korrelationen herriihrende Einfliisse auf die Zeitentwicklung des
relevanten Anteils enthélt. Anschaulich bringt der Integralterm also das Geddchtnis an
vorhergehende Zustinde (Retardierung) zum Ausdruck. Dieser Gedéchtnisterm ist verant-
wortlich fiir den zeitlich nicht-lokalen Charakter der Gleichung (2.10). Seine physikalische
Bedeutung wird klar, wenn er von links nach rechts gelesen wird: Zur Zeit t’ < t koppeln
die durch P ausgesonderten relevanten Freiheitsgrade aufgrund der Wechselwirkung £ an
die irrelevanten Freiheitsgrade (ausprojiziert durch Q), die geméfl des Entwicklungsope-
rators e~ 24! sich zeitlich versndern, bis sie aufgrund einer erneuten Wechselwirkung £
Relevanz erlangen und so Einfluss auf die gegenwirtige Entwicklung der relevanten Ob-
servablen zum Zeitpunkt ¢t nehmen. In dhnlicher Weise kann der zweite Term interpretiert
werden. Die irrelevanten Komponenten des Anfangszustands (Q) entwickeln sich in der
Zeit, um wiederum zum Zeitpunkt ¢ durch die Wechselwirkung £ relevant zu werden. Eine
sinnvolle Annahme fiir den Zustand zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist pg = pi¥, d.h. am Anfang
ist die reduzierte Dichte gleich der vollen. Hieraus resultiert Qpg = 0, wodurch der zweite
Term auf der rechten Seite der Gleichung (2.10) verschwindet. Physikalisch entspricht dies
der Abwesenheit von Korrelationen zwischen den beiden Teilsystemen bei ¢ = 0.
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Die obigen Betrachtungen zeigen, dass der Einfluss der irrelevanten Freiheitsgrade, d.h.
die Komplexitit der Dynamik, auf ein zeitlich nicht lokales Verhalten abgebildet wird.
Die Berechnung der zukiinftigen Erwartungswerte stiitzt sich dann nicht nur auf die ge-
genwiértigen, sondern auch auf die vergangenen Werte. Das Auffinden einer exakten Losung
der Bewegungsgleichung (2.10) ist daher, wie im Fall der Liouville-Gleichung, illusorisch.
Der entscheidende Vorteil der Nakajima-Zwanzig-Gleichung besteht darin, dass sie eine
bessere Ausgangsposition als die entsprechende Liouville-Gleichung fiir verschiedene Ap-
proximationen bietet. Zahlreiche Gleichungen, wie die Langevin-, Fokker-Planck-, Master-,
zeitabhéngige Hartree-Fock- oder Boltzmann-Gleichung, kénnen als Spezialfélle oder mit-
tels Ndherungen aus Gl.(2.10) abgeleitet werden.

2.2 Skizze: Herleitung einer Fokker-Planck-Gleichung

Im letzten Abschnitt wurden die technischen Konzepte vorgestellt, auf denen das Verfahren
zur Elimination schneller chaotischer Freiheitsgrade aufbaut. In diesem Abschnitt folgt die
konkrete Herleitung der reduzierten stochastischen Beschreibung in Gestalt der Fokker-
Planck-Gleichung fiir Hamiltonsche Systeme mit unterschiedlichen Zeitskalen, s.a. Riegert
et al. [11].

Die Projektionsmethode wurde urspriinglich entwickelt, um Nadherungen durchzufiihren,
die auf der Existenz unterschiedlicher Zeitskalen beruhen. Tatséchlich eignet sich die allge-
meine Bewegungsgleichung (2.10) der relevanten Observablen gut als Ausgangspunkt fiir
zwei wichtige Naherungen: Die mit der Stérungsentwicklung verbundene Bornsche Néhe-
rung und die Markov-Approximation. Sie stellen, wie wir spater noch sehen werden, die
wesentlichen Schritte auf dem Weg zur reduzierten Beschreibung dar. Zuerst jedoch muss
der Projektor P (2.1) geeignet gewihlt werden. Dazu ist es erforderlich, zunéchst das Sy-
stem zu definieren, auf welches der Projektor anzuwenden ist. Wir wollen uns auf gekoppelte
Hamiltonsche Systeme beschranken, die ausschlieSlich iiber zwei Zeitskalen verfiigen, einer
langsamen 7, und einer schnellen 1. Die auf der schnellen Zeitskala ablaufenden Prozesse
werden als chaotisch vorausgesetzt.

Zur Beschreibung der hier betrachteten Systeme kann allgemein ein Hamiltonian der
folgenden Struktur zugrunde gelegt werden:

H(a,p,Q, P) = Hi(@ P) + ZHu(0,8) + (g, Q), 2.11)

wobei H; den langsamen, H, den schnellen und Hj; den Wechselwirkungs-Hamiltonian
bezeichnet. Fiir die weitere Rechnung wird hier aus Griinden der Einfachheit eine linea-
re, in diesem Fall eine harmonische Kopplung H; = %KJ(Q — ¢)? mit Kopplungsstirke &
betrachtet?.

2Das Elimininationsverfahren kann prinzipiell fiir beliebige Kopplungen durchgefiihrt werden. Die resul-
tierende reduzierte Bewegungsgleichung, welche eine Fokker-Planck-Gleichung repréasentieren wiirde, wire
jedoch bei nichtlinearer Kopplung wesentlich komplizierter hinsichtlich der auftretenden Terme.
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Subsystem 1 Subsystem
H, langsam WW =H¢ schnell
chaotisch
relevante H Kk irrelevante

Freiheitsgrade

Freiheitsgrade

Abbildung 2.2: Schema: Gekoppeltes Hamiltonsches System mit Zeitskalentrennung.

Um die Renormierungsanteile, welche aus der Kopplung resultieren, werden der zu-
gehorigen schnelle und langsame Hamiltonian erweitert. Man erhiélt also auf diese Weise
die folgende Aufteilung des Gesamthamiltonians:

H(q,p, Q. P) = Hi(Q, P) + éﬁs(q,p) +Hi(q,Q)  mit (2.12)
H, = H, + %/{cf (2.13)
Ho = Hs + %5/@2 (2.14)
Hy = —rQq. (2.15)

In Kleinbuchstaben erscheint hier der Satz an schnellen Orts- und kanonisch konjugierter
Impulsvariablen (¢, p). Entsprechend sind die langsamen Variablen in Grofibuchstaben-
Notation (@, P) gegeben®. Mit dem Parameter € kann die Zeitskalentrennung eingestellt
werden. Da wir von einer ausgeprigten Zeitskalentrennung ausgehen wollen, fordern wir 0 <
¢ < 1. In Abb. 2.2 ist das gekoppelte System illustriert. Zuséatzlich wird eine Reskalierung
der Gesamtenergie £, entsprechend E, = E /e = H(q, p, Q), P) vorausgesetzt. Dies erscheint
sinnvoll in Anbetracht der Zeitskalentrennung des Gesamthamiltonians (2.12). Durch die
Reskalierung wird sichergestellt, dass die Energie des Gesamtsystems im Limes ¢ — 0
nicht divergiert.

Ausgehen wollen wir &hnlich wie im letzten Abschnitt (2.1.1) von der Bewegungsglei-
chung des gekoppelten Systems in Gestalt der Liouville-Gleichung;:

8,0t

E = _iﬁpt(Q>p7Q7P)' (216)

Dabei ist der Liouville-Operator festgelegt durch die Poisson-Klammer-Beziehung:
iL.={H,.}. (2.17)

Im Hinblick auf die Anwendung der Projektionsmethode hat sich hier die folgende Zerle-

30hne grofere Schwierigkeiten kann man die Betrachtungen auf den Fall beliebiger Anzahl der konju-
gierten Paare (Q;, P;) und (g;,p;) mit j = 1,2,3,...N verallgemeinern.



2.2 Skizze: Herleitung einer Fokker-Planck-Gleichung 19

gung der Liouville-Operatoren:

1

L = gﬁo + El mit ﬁ() = ﬁs s £1 = ﬁl + Ek (218)
1~ ~ ~ ~

L = gﬁgf) +L  mit L9 =L 4Ly, , Lri=L+ Ly (2.19)

als geeignet erwiesen. In einer ersten Zerlegung (2.18) wird der Liouville-Operator £ nach
Ordnungen des Zeitskalenparameters ¢ aufgespalten. In einer zweiten Zerlegung (2.19)
wird er beziiglich der schnellen und langsamen Ableitungen aufgeteilt. Hierbei ist iLy s
der Wechselwirkungsbeitrag, der aus den Ableitungen nach den schnellen Variablen (¢, p)
resultiert und iLy; der Beitrag, der die Ableitungen nach den langsamen Variablen (@, P)

enthalt:
. - OH: O OH,. O
) iLh h iLhs .

Die Erfordernis einer derart komplizierten Aufteilung des Liouville-Operators riihrt
von der Hamiltonschen Struktur her. Sie fithrt zu einer Vermischung der Ordnung nach
dem Zeitskalenparameter € in den zugehorigen Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. Im
Hinblick auf die Storungsentwicklung, die in Ordnungen von & durchgefiihrt werden soll,
bedeutet dies eine zusétzliche Komplikation, da der Projektor P selbst e-abhingig wird.
In Féllen, in denen hingegen eine Hamiltonsche Struktur fehlt und keine Einschrankung
durch die Energieerhaltung besteht, reicht eine Zerlegung des Liouville-Operators gemafl
L = %Eo + £ in schnelle und langsame Anteile vollkommen aus. Dies konnte in einigen
Arbeiten [8, 9, 10|, die in unserer Arbeitsgruppe entstanden sind, verwendet werden.

Wie man aus dem letzten Abschnitt weif}, ist der Projektor P bis auf einige wenige
grundlegende Eigenschaften (2.2) nicht weiter festgelegt. Insbesondere fehlen jegliche allge-
mein verbindliche Vorschriften oder Kriterien zur Gewinnung eines geeigneten Projektors.
Man kann lediglich versuchen, fiir die konkrete Situation, die man vorfindet, eine moglichst
sinnvoll erscheinende Auswahl zu treffen*. Wihlt man den e-abhéngigen Projektor P. wie
folgt

P = Pepy zple)(q,p!Q,P)/pt dgdp =: p)(a,p|Q, P)pi(Q, P)  mit (2.21)

P. = Py+ePi+... und p((fd) = 80,0((122 + 51,022 +.. (2.22)

dann ist der Projektor (2.21) so beschaffen, dass er durch Einwirken auf die Gesamtdich-
te p; zu einer Aufspaltung dieser in Form eines Produktes fithrt. Das Produkt besteht

4Der Projektor P muss so beschaffen sein, dass kein Informationsverlust beziiglich der langsamen Dy-
namik auftritt, wihrend der Informationsverlust hinsichtlich der chaotischen Freiheitsgrade beliebig grof3
werden kann.
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aus der adiabatischen Dichte® ,offd) des schnellen Systems und der {iber die schnellen Frei-
heitsgrade gemittelten Gesamtdichte p;(Q, P). Ein solcher Ansatz, bei dem der Einfluss der
schnellen Prozesse auf die langsame Dynamik in Form der stationéren adiabatischen Dichte
zusammengefasst wird, ist bei ausgepragter Zeitskalentrennung sinnvoll. Unter derartigen
Umsténden kann die langsame Dynamik beziiglich der Prozesse, die typischer Weise auf der
schnellen Zeitskala ablaufen, als quasi-eingefroren betrachtet werden. In Gleichung (2.22)
wird sowohl die adiabatische Dichte pffd) als auch der Projektor P. einer Reihenentwicklung
nach ¢ unterworfen.

Die Idempotenz des Projektors P. (2.21) ist durch die Normierung der adiabatischen
Dichte p((fd) garantiert. Allerdings muss die adiabatische Dichte zusétzlich noch definiert
werden. Diese wihlen wir so, dass die Bedingung

iLOp) =0 (2.23)
gilt. Eine adiabatische Dichte ,offd) der folgenden Form

d(eH—-E)

pE)(q,p/Q, P) = ZOE.0 P) mit Z9(E,Q,P) = / §(cH — E) dgdp (2.24)
erfiillt die Festlegung (2.23). Mit F ist die Gesamtenergie des Systems bezeichnet. Sie ist
eine Erhaltungsgrofle, da konservative Systeme betrachtet werden. Das hat zur Konsequenz,
dass in Gl. (2.24) sowohl die stationére Dichte p((fd) als auch die zugehorige Zustandsdichte
Z©)(F) auf der mikrokanonischen Verteilungsfunktion P =4 (€H — E) des vollen Systems
aufbauen.

Fiir den hier verwendeten Projektor (2.21) gilt infolge der Beziehung (2.23):
iLOP. = 0. (2.25)
Auflerdem gilt auch der Zusammenhang;:
Pl = 0. (2.26)

Dies wird ersichtlich, wenn man die Beschrénktheit der Gesamtdichte p; bei der Auswertung
der rechten Seite von Gl. (2.26) beriicksichtigt:

PiL® = pb) /Zﬁ(ep dqdp = p, )/{OHS O _ O (H. + Hk)aap} dqdp (2.27)

dp 9q  Oq
R 87:25 00 a . . +o0
P { / {pt 5 Lo dp — / {pta—q(Hs%-aHk)} B dq} —0.  (29)
T . :6 4

Wertet man die allgemeine Nakajima-Zwanzig-Gleichung (2.10) fiir die Beziehungen (2.25)
und (2.26) aus, so nimmt die Bewegungsgleichung der relevanten Dichte pi® die folgende

5Sie ist die stationiire Losung beziiglich der schnellen Variablen bei festgehaltenen langsamen Variablen.
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Form an:

rel

Ip;
ot

t
= —PALP.pi? + / Poilie” 2 QUL P.pre, dt. (2.29)
0

Aus praktischen Erwagungen soll hier noch die folgende Abkiirzung eingefiihrt werden:

P.FP.g = PFpy = pl) { / F e dqdp} P = Pl F) . (2.30)
=)

Dabei ist JF ein beliebiger Operator und {(...)() die Ensemble-Mittelung iiber die schnellen
Variablen. So vereinfacht sich die Nakajima-Zwanzig-Gleichung (2.29) zu

p N ‘. PPN
8[: = —(iL;))®p, +/ (iLyie” %" QL)) py v dt’ (2.31)
Frequenzterm 0 V” g
Gedéchtnisterm

Bei dem ersten Term auf der linken Seite der Gleichung (2.31) spricht man vom Frequenz-
term, wihrend es sich bei dem zweiten Term erneut um den besprochenen Geddchtnisterm
handelt. Auffillig ist, dass sich der Gedachtnisterm gegeniiber dem Ausdruck in Gl. (2.29)
vereinfacht hat: Der erste Operator z'EAl im Kern des Gedachtnisterms reduziert sich auf
1Ly;. Das ergibt sich zum einen, da ¢£; nur von den langsamen Variablen abhingt und aus
der Mittelung iiber die schnellen Variablen {(...)(®) gezogen werden kann. Zum anderen gilt
PQ. = 0.

An dieser Stelle wird offenkundig, dass die anfangs angesprochenen Naherungen benotigt
werden, um den komplizierten Ausdruck des Gedéachtnisterms in geeigneter Weise zu ver-
einfachen. Darauf wird in den néchsten Abschnitten im Detail eingegangen.

2.2.1 Bornsche Niherung

Gekoppelte Systeme, wie wir sie hier betrachten, verfiigen iiber eine ausgeprigte Zeit-
skalentrennung. Bei den Molekiilen beispielsweise verlauft die Kernbewegung wegen der
wesentlich grofieren Masse der Atomkerne viel langsamer, als die der Elektronen. Dies be-
deutet, dass sich die Elektronenhiille bei der Bewegung der Kerne praktisch instantan auf
den jeweiligen Kernabstand einstellt. Die langsame Dynamik kann also als quasi-eingefroren
betrachtet werden. An dieser Stelle kann man mit der so genannten Bornschen N#herung
ansetzen, indem das langsame und das schnelle chaotische Subsystem in erster Ndherung als
unkorreliert angenommen werden und das gesamte System nach dem bereits eingefiihrten
Zeitskalenparameter € entwickelt wird. In der Bornsche Néherung bricht man die Entwick-
lung des Zeitentwicklungsoperators e~2<***" im Gedéchtnisterm der Gl. (2.31) nach der
niedrigsten nicht verschwindenden Ordnung in € ab, und erhé&lt somit:

. . 5(g)
o= Qeillt o il /e (2.32)
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Héufig wird die Bornsche Néherung in Zusammenhang mit schwacher Wechselwirkung
zwischen System und Umgebung gebraucht. Dann kann eine Entwicklung des zugehdorigen
Zeitentwicklungsoperators in Ordnungen des Kopplungsparameters vorgenommen werden.
Im Gegensatz zu dieser géngigen Interpretation der Bornschen Néherung wird in unserem
Fall die ausgepriagte Trennung der Zeitskalen ausgenutzt. Anstelle der Entwicklung nach
Potenzen der Kopplungsstérke tritt eine Entwicklung in Ordnungen des Zeitskalenparame-
ters € auf.

Die exakte Nakajima-Zwanzig-Gleichung (2.31) vereinfacht sich infolge der Bornsche-
Néherung (2.32):

op Py
aptt <2£l>(6 ,0t+/ (il e 2 veQ, 2Ez> Pr_y dt’. (2.33)
Frequenzterm 0 ~- -
Gedéchtnisterm

Die Auswertung und Umformung des Gedédchtnisterm in Gl. (2.33) geht auf A. Riegert
zuriick und ist in [11] ausgefiithrt. Das Resultat ist

' 9O 1 9, . o2
/0&2{ 55 5P 70 5 0l (00,300 + 55 (0,4 (D)) }pt pdt'. (2.34)

Mit 5ad ¢s = q — (¢)©® werden anschaulich die Fluktuationen beziiglich der schnellen
Variable ¢ beschrieben, wéhrend ¢,(t) := L ¢q die zeitabhéngige Losung bei quasi-
eingefrorenen langsamen Variablen zu der Anfangsbedingung ¢s(0) = ¢ darstellt.

Die Integro-Differentialgleichung (2.33), in die nur die Bornsche N#herung eingeht, wird
als verallgemeinerte Mastergleichung bezeichnet.

2.2.2 Markov-Approximation

Durch die Bornsche Naherung wurde lediglich der Anteil der Korrelationen, die infolge
der Wechselwirkung erscheinen, im Gedéchtnisterm beseitigt. Die Korrelationen, die in-
nerhalb des schnellen chaotischen Teilsystems auftreten, werden in (2.33) jedoch weiterhin
beriicksichtigt. Das ist aber genau der springende Punkt: Die Korrelationen in einem chao-
tische System zerfallen im Allgemeinen sehr schnell, im Fall einer hyperbolischen Dynamik
sogar exponentiell. Die Gleichung (2.33) wird daher durch Markov-Approximation weiter
vereinfacht.

Die Zeitskala, auf der die schnellen Korrelationen verschwinden, ist durch 7, gegeben,
wéhrend die Verdnderungen im langsamen System auf der Zeitskala 7; stattfinden. Die
Markov-Approximation beruht nun darauf, dass es eine Zeitskala A7 gibt, fiir die gilt:

Ts K AT L 7. (2.35)

In unserem Fall ist diese Bedingung wegen der Voraussetzung 0 < ¢ < 1 erfiillt. Sie ga-
rantiert, dass die schnellen Korrelationen auf einer sehr viel kleineren Zeitskala verklingen
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als sich Verédnderung im langsamen System ergeben. Somit kann man in Gleichung (2.33)
die reduzierte Dichte der langsamen Variablen p;  durch p; ersetzen. Anschlieend kann
die obere Integrationsgrenze bis unendlich ausgedehnt werden, da fiir Zeiten t — ¢/ > 7,
der Integrand verschwindet. Damit ergibt sich mit Hilfe der Gleichung (2.34) die auf einer
vergroberten Zeitskala At giiltige Fokker-Planck-Gleichung als reduzierte Bewegungsglei-
chung der langsamen Dynamik

0 .3 0 87:2[ ~(e) 0? (2,e)
atpt(@ P) = <z£z> B+ & 5P {a—P} (Q,P) pt+gap DES(Q, P) (2.36)
~ N~ -~ lefus:ornsterm
Dampfungsterm
mit den Koeffizienten
BEQ.P) = [ lanide 2.37)
0
» 19,
QP = & [ S0t
1 0 .
= o as(Z9(E.Q. P)DEY Q. P)). (2.38)

Z@(E,Q,P)OE

Der eliminierte irrelevante Anteil der chaotischen Freiheitsgrade macht sich in der redu-
zierten Bewegungsgleichung effektiv in Form eines Dampfungs- und Diffusionsterms be-
merkbar. Die Fokker-Planck-Gleichung ergibt sich hier auf natiirliche Weise, ohne dass sie
durch eine ad hoc Annahme wie bei Hasselmann [6] eingefiithrt werden muss.

Allerdings enthalten die Koeffizienten D( 55 und 7 noch eine Reihenentwicklung nach
. Im néchsten Schritt soll die e-Entwicklung nach der niedrigsten nicht-trivialen Ordnung
abgebrochen werden. Somit ergibt sich die endgiiltige Form fiir die zugehorigen Fokker-
Planck-Koeffizienten zu

D(Q,P) = K:dy—eHydy) + O() (2.39)
N 1 0 B
NQP) = w gz (Z0d) + O(e) = *(di + dos=nZ®) + Oe)  (2.40)

mit der Zustandsdichte in niedrigster Ordnung in e

ZO(E) = / §(Hs — E) dqdp (2.41)
und den zu bestimmenden Unterkoeffizienten
dy = / (qs(t)q)Vat und dy = %. (2.42)
0

Man sieht anhand von dy und d;, dass sowohl der Dampfungs- als auch der Diffusionsterm
im wesentlichen durch das Zeitintegral {iber die schnellen Korrelationen bestimmt ist. Zur
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Auswertung der Korrelationsfunktionen dy und dy (2.42) sowie der Zustandsdichte Z (0)
(2.41) reicht es demnach aus, das isolierte chaotische System zu betrachten.

Von besonderer Bedeutung ist nicht nur die Viskositdt der auftretende Dampfung,
sondern auch die erstaunliche Kleinheit mit der sie erscheint. Sie geht in quadratischer
Ordnung des Zeitskalenparameter ¢ ein, wiahrend die Diffusion von linearer Ordnung ist.
Ihre Viskositédt kann auf die Linearitdt der verwendeten harmonischen Kopplung zuriick-
gefithrt werden, wohingegen die Entdeckung der enormen Kleinheit der Dampfung bei
energieerhaltenden Hamiltonschen Systemen eine echte Neuheit darstellt. IThre Ursache ist
in der natirlichen Reskalierung der Gesamtenergie mit 1/¢ begriindet. Sie wird durch eine
entsprechende Skalierung des schnellen Hamiltonian H, nach Gl. (2.11) nahegelegt. Oh-
ne diese Reskalierung der Energie wire hier auch die Diffusion von der Ordnung 2. Im
Nicht-Hamiltonschen Fall hingegen konnte die Dampfung und Diffusion der reduzierten
Bewegungsgleichung (die auch hier eine Fokker-Planck-Gleichung ist) jeweils in linearer
Ordnung von ¢ bestimmt werden [9, 10]. Dieser Unterschied rithrt daher, dass die Kopp-
lung im schnellen Hamiltonschen Subsystem in der Ordnung O(e) erscheint, wihrend sie
bei dissipativen Dynamik von O(1) ist.

In der Arbeit von Jarzynski [19] wird in diesem Zusammenhang von deterministischer
Reibung gesprochen, aber die enorme Kleinheit dieser dynamischen Grofie wird nicht er-
kannt. Wie wir spéter sehen werden, hat sie weitreichende Konsequenzen, insbesondere
wenn man sich die Schwierigkeiten vor Augen fiihrt, die sich daraus fiir die konkrete Be-
stimmung der Dampfung aus Zeitreihen der langsamen Variablen bei Simulation des vollen
Systems ergeben. Die empirischen Verfahren zur Drift- und Diffusionsbestimmung basieren
auf der Kramers-Moyal-Entwicklung in niedrigster Ordnung. Diese Verfahren funktionieren
nur dann befriedigend, wenn die zu bestimmenden Koeffizienten groff genug sind, so dass
Korrekturen hoherer Ordnung keine Rolle spielen. Diese Voraussetzung ist hier aber nicht
mehr gegeben.

Aus dem Vergleich der Dampfungs- und Diffusionskoeffizienten nach Gl. (2.39) und
Gl. (2.40) ersieht man, dass beide dynamischen GroBen iiber dy und d; in Verbindung
stehen. Dies kann als Fluktuations-Dissipations-Relation interpretiert werden.

Die Fokker-Planck-Gleichung (2.36) mit den entwickelten Koeffizienten (2.42) und der
Zustandsdichte in niedrigster Ordnung (2.41) ist Kernstiick unseres Eliminationsverfahrens.
Sie kann in eine dquivalente Langevin-Gleichung umgeformt werden. Das anfangs gesteckte
Ziel, ausgehend von den deterministischen Bewegungsgleichungen des gekoppelten Systems
auf formal exakte Weise eine stochastische Differentialgleichung herzuleiten, wurde also
erreicht.

In den folgenden Kapiteln werden wir auf der Basis der Darstellung (2.36) die Methode
zur Elimination schneller chaotischer Freiheitsgrade auf eine Reihe von Beispielsystemen
anwenden und in Form von Vergleichen zwischen Theorie und Numerik ihre Leistungsfahig-
keit im Detail untersuchen. Insbesondere die Giite, mit der das Langzeitverhalten der lang-
samen Freiheitsgrade vorhergesagt werden kann, bildet den wesentlichen Schwerpunkt bei
den durchgefiihrten Untersuchungen.



Kapitel 3

Pseudo-Hamiltonsches Kubo-Modell

Nichtlineare Systeme sind Systeme mit einer reichen und komplexen Dynamik. Das macht
sie auf der einen Seite zu interessanten Untersuchungsobjekten. Auf der anderen Seite
verhindert gerade die Nichtlinearitit eine analytische Behandlung.

Im letzten Abschnitt, in dem das Eliminationsverfahren analytisch abgeleitet wurde,
hat man aus diesem Grund bei der Einbeziehung der schnellen chaotischen Dynamik des
gekoppelten Systems auf eine Markov-Approximation zuriickgegriffen. Natiirlich wére es
wiinschenswert, in einem ersten Schritt die Leistungsfahigkeit und den Vorhersagehorizont
unseres Vefahrens anhand eines einfachen und vollsténdig analytisch handhabbaren Mo-
dells zu iiberpriifen. Damit kénnte man im Detail verfolgen, wie sich beispielsweise die
Déampfungs- und Diffusionsbeitrige ergeben.

Das war die Motivation, nach einem idealisierten Beispielsystem zu suchen. Eine Auf-
gabe bestand darin, das schnelle chaotische System durch ein geeignetes lineares System
zu ersetzen. Zusatzlich musste dieses System der Forderung nach Energieerhaltung und
nach einer Hamiltonischen Struktur der zugehorigen Bewegungsgleichungen geniigen. Um
schliefllich den hinreichend schnellen Zerfall der Korrelationen (des schnellen Subsystems)
zugewéhrleisten, kommt man unter den vorliegenden Einschrénkungen nicht umhin, ein sto-
chastisches System zu wéhlen. In der Tat erfiillt der stochastische Kubo-Oszillator [2, 20]
alle Anforderungen. Das Rauschen, welches eingekoppelt wird, ist hierbei Gauflsches Rau-
schen. Die Korrelationen zerfallen in diesem System exponentiell schnell. Demzufolge ist
der Kubo-Ostzillator selbst ein Markov-Prozess, womit die entsprechende Approximation
exakt wird.

Ziel dieses Kapitels ist es, anhand des pseudo-Hamiltonschen Kubo-Modells, bestehend
aus einem schnellen Kubo- und einem langsamen harmonischen Oszillator, die wesentlichen
Aspekte unseres Eliminationsverfahrens eingehend zu untersuchen.

3.1 Kubo-0Oszillator

Der Kubo-Oszillator ist eines der wenigen stochastischen Systeme, das sowohl energieer-
haltend ist als auch iiber eine pseudo-Hamiltonische Struktur der Bewegungsgleichungen
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verfiigt [20]. Die Energieerhaltung wird durch das tangentiale Einkoppeln des Rauschens
erreicht. Dies schlégt sich in den Bewegungsgleichungen wie folgt nieder:

¢ = p(1+£()) (3.1)
po= —q(1+£()), (3.2)

wobei ¢ die Ortsvariable und p der zugehorige kanonisch konjugierte Impuls ist. £(¢) ist
eine geeignete Realisierung des unkorrelierten Gauflischen Rauschprozesses, d.h. es gilt

@) =20 =) und  (£(t)) = 0. (3-3)

Die hier erscheinenden Bewegungsgleichungen Gl. (3.1) und Gl. (3.2) des Kubo-Oszillators
sind als Langevin-Gleichungen im Sinne von Stratonovich zu interpretieren [20].

Geht man von ‘H = %(p2 + ¢?) als Hamiltonian des Kubo-Oszillators aus, dann weist
der nach der Zeit differenzierte Hamiltonian %H = pp + qq neben den Orts- und Impuls-
variablen zusétzlich die zugehorigen Zeitableitungen dieser Variablen auf. Diese konnen im
néchsten Schritt unter Verwendung der Bewegungsgleichungen des Kubo-Oszillators (3.1)
und (3.2) ersetzt werden. Es lédsst sich zeigen, dass %H = 0 gilt. Infolge der Energieerhal-
tung ist die Bewegung des Kubo-Oszillators auf eine Energiefliche beschrinkt. Das wird
deutlicher, wenn man zu Zylinderkoordinaten iibergeht:

q = rsin(p) (3.4)
p = rcos(p). (3.5)

Unter Verwendung dieser Transformation ergeben sich aus den Gleichungen (3.1) und (3.2)
des Kubo-Oszillators fiir die Winkelkoordinate ¢ und den Radius r folgende Differential-
gleichungen:

= —(1+&(1)
Po= 0.

6)
7)
Man erkennt, dass der Radius r konstant bleibt, wihrend die Winkelkoordinate ¢ eine

Funktion des zeitlich verénderlichen Rauschprozesses £(t) ist. Der Radius ist dabei festge-
legt durch die Gesamtenergie Fy, des Kubo-Oszillators. Es gilt r = \/2E,.

(3.
(3.

Zerfall der Korrelationen

Ein entscheidendes Kriterium fiir die Anwendbarkeit unseres Eliminationsverfahrens ist,
dass das betrachtete schnelle System die Voraussetzungen fiir die Markov-Approximation
(nach Abschnitt 2.2.2) erfiillt. Als schnelles System wird in diesem Kapitel der Kubo-
Oszillator dienen. Im Folgenden wollen wir sehen, wie es sich mit dem Zerfall der Korrela-
tionen in diesem System verhélt.

Durch Einfithren der komplexen Variable z := p+1q konnen die Bewegungsgleichungen
(3.1) und (3.2) des Kubo-Systems zu einer einzigen Gleichung

=i(14£(t))2 (3.8)
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mit reelwertigem Rauschen zusammengefasst werden. Bei der Gleichung (3.8) handelt es
sich um eine einfache homogene, lineare Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit,
die man geméf

2(t) = 2o exp (z'(t + /0 t&(t’)dt’)) (3.9)

16sen kann. Da man hier von einem Gaufischen Rauschprozess entsprechend (3.3) ausgeht,
ergibt sich die komplexwertige Autokorrelationsfunktion zu

(z(t)z(t")) = Zoexp(i|t — t'|) exp (=t — t|) . (3.10)

Mit Hilfe der Beziehung (3.10) erhélt man die zugehérige reellwertige Korrelationsfunktion
der Ortskoordinate q:

Clt —t') := (q(t)q(t")) = Epocos(|t — t'|)e T, (3.11)

Auf dhnliche Weise ergibt sich die Korrelationsfunktion fiir die zugehorige kanonisch kon-
jugierte Impulskoordinate p. Die Korrelationen in einen Kubo-Oszillator mit weissem Rau-
schen zerfallen nach (3.11) exponentiell schnell in der Zeit. Somit sind die Bedingungen
zur Anwendung der Markov-Néherung erfiillt.

3.2 Einkubomodell

Nun wollen wir das Modell vorstellen, auf dem unsere Untersuchungen in diesem Kapi-
tel basieren. Es besteht aus einem langsamen harmonischen Oszillator und einem schnel-
len Kubo-Ostzillator, die iiber eine harmonische Kopplung miteinander wechselwirken. Die
zeitliche Entwicklung dieses Systems wird durch die folgenden Hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen

Q =P (3.12)
P = —(14+kK)Q+ kg (3.13)
i = 0+ VEED) (3.14)
b= —<(1+ VEEW)(1L+ em)g — o) (3.15)

beschrieben. Hierbei erscheint der Satz an kanonisch konjugierten Orts- und Impulsva-
riablen des langsamen Oszillators in Grolbuchstaben und der fiir den schnellen Kubo-
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Oszillator in Kleinbuchstaben. Der zugehorige Hamiltonian hat die folgende Gestalt:

H = H;+ éHS + H, mit (3.16)
H = %(Q2 + P?) (harmonischer Oszillator) (3.17)
H, = %(q2 +p°) (Kubo-Oszillator) (3.18)
Hr = %KJ(Q —q)? (harmonische Kopplung). (3.19)

Durch H; ist der Hamiltonian des langsamen, durch H, der des schnellen Systems und
mit Hy, der fiir die Wechselwirkung zusténdige Hamiltonian mit der Kopplungsstérke x be-
zeichnet. Abkiirzend wird hier fiir dieses gekoppelte System die Bezeichnung Einkubomodell
bzw. -system eingefiihrt. In spiateren Abschnitten werden auch gekoppelte Kubomodelle mit
mehr als einem Kubo-Oszillator untersucht.

Dass der harmonische Oszillator als langsames System verwendet wird, ist auf seine
einfache Dynamik zuriickzufithren. Mogliche Zusatzeftfekte, die sich aus einer komplexen
langsamen Dynamik ergeben und die grundlegenden Prozesse der reduzierten Bewegung
iiberlagern kénnten, werden somit vermieden.

3.3 Diracsche Storungsrechnung fiir das Einkubomo-
dell

Infolge der Einfachheit und Linearitiat des Finkubomodells ist eine vollstandig analytische
Behandlung moglich. Diese ihrerseits gestattet eine alternative Herleitung der Drift- und
Diffusionskoeffizienten, die im Rahmen der reduzierten Beschreibung in Gl. (2.36) benétigt
werden. Insbesondere kann hier anstelle der Projektionsmethode die Diracsche Storungs-
rechnung in heuristischer Weise verwendet werden. Ziel der Storungsrechnung ist es zu
vergleichen, inwieweit die Fokker-Planck-Gleichung, die mittels der Projektionsmethode
gefunden wurde, reproduzierbar ist. Auflerdem kann auf diesem Wege im Detail nachvoll-
zogen werden, woher die Dampfung rithrt. Das heifit, auf der Basis dieses einfachen Sy-
stems mochten wir die physikalischen Ursachen und Mechanismen, die mit der Reduktion
der schnellen Freiheitsgrade einhergehen, besser verstehen lernen.

Bevor wir zur angekiindigten Herleitung iibergehen, muss, um spétere Missverstandnis-
se zu vermeiden, darauf aufmerksam gemacht werden, dass wir uns im Folgenden auf die
leicht verdnderte Variante der harmonischen Kopplung H; = %&(Qz — 2()q) beschrinken
wollen. Es wird also lediglich der Renormierungsanteil der schnellen Ortsvariablen g ver-
nachléassigt.
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3.3.1 Herleitung des Driftkoeffizienten

Als Ausgangspunkt fiir die Herleitung des Driftkoeffizienten D(l)(Q,P) = (DS),DS))T
wéhlen wir die Definition, die sich aus der Kramers-Moyal-Entwicklung [20] ergibt. Be-
trachten wir zunéchst die Driftkomponente in P:

(M) iy L
Dp'(Qo, o) = lim —=(P(At) = Fo) go,p0)e25.£() ot (3.20)

Um die Notation so einfach wie moglich zu halten, wird hier der Driftkoeffizient Dg) an
der speziellen Stelle (Qo, Fy) betrachtet. Dieses Wertepaar reprisentiert die langsamen
Anfangsbedingungen des harmonischen Oszillators zum Zeitpunkt t = 0 und P(At) ist die
Losung des vollen Systems, ausgehend von (Qo, Fo, qo, po) zur Zeit At.

Die eckigen Klammern in Gl. (3.20) bedeuten eine Ensemble-Mittelung iiber alle schnel-
len Anfangsbedingungen (qo, po), die auf der Energieflache Qg des Gesamtsystems (3.16)
liegen. Zusétzlich muss hier eine Mittelung tiber alle Rauschrealisierungen £(t) durchgefiihrt
werden (was im Fall einer schnellen chaotische Dynamik entfallen wiirde).

Ausgehend von GI. (3.20) wird im Folgenden die P-Komponte der Drift schrittweise
fiir kleine Zeiten entwickelt. Dazu betrachten wir zunéchst die Impulsdifferenz P, die sich
durch Auswertung zu den Zeitpunkten ¢ = 0 und ¢t = At und unter Verwendung der
langsamen Bewegungsgleichung (3.14) zu

At

P(At) — P(0) = /AtP(t) dt = —(1+k) Q(t) dt + K/Atq(t) dt (3.21)

0

ergibt. Das betrachtete Zeitintervall At wird, gemessen an der langsamen Zeitskala 77,
als klein vorausgesetzt. Nun kann man () um den Anfangszeitpunkt ¢ = 0 in einer
Taylorreihe entwickeln:

Q) = Q(0)+tQ(O)+§Q(O)+... = Q(0)+tP(0) + O(t?). (3.22)

Damit erhalten wir fiir die Driftkomponente Dg) den folgenden genédherten Ausdruck:

(3.23)

At
(1) 1 .
DY (Qo, Py) = —(1+kK)Qo+ lim </ q(t) dt>
At—0 At 0 (90,p0)ENE,E(Y)

(Qo,Po)

(. J

:ilAtEémPO)

Der zweite Integralterm in Gl. (3.21) lésst sich nicht auf diese Weise behandeln. Er enthélt
wesentliche Beitrage, die aus der Wechselwirkung herriihren. Deshalb wird er im Folgenden
abkiirzend als Wechselwirkungsterm Ia:(Qo, Fo) bezeichnet. Um diesen Term in geeigneter
Weise zu entwickeln, werden wir auf das Konzept, das der Diracschen Storungsrechnung
zugrunde liegt, zuriickgreifen.
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Ansatz fiir schnelle Kubo-Dynamik

Der entscheidende Schritt zur Approximation des Wechselwirkungsterms im Rahmen der
Diracschen Storungsrechnung besteht darin, zunédchst die ungestérten Losungen des freien
Kubo-Ostzillators zu betrachten. Diese sind aus dem Abschnitt 3.1 mit den Lésungsgleichun-
gen (3.4) und (3.6) bekannt. Beim Ubergang zum gekoppelten Fall kann die auftretende
Wechselwirkung fiir hinreichend kleine Zeiten ¢t < 7; als kleine Storung der freien Losungen
des schnellen Oszillators interpretiert werden. Die Folge ist, dass die bislang konstante Am-
plitude A (Radius A :=r in Gl. (3.4)) zeitabhéngig wird. Zusétzlich ergibt sich infolge der
Wechselwirkung mit dem harmonischen Oszillator eine Nullpunktsverschiebung der schnel-
len Ortvariablen. Sie wird sichtbar, wenn man unter Verwendung der Bewegungsgleichung
(3.15) der schnellen Impulsvariablen, die folgende Umformungen durchfiihrt:

. 1
0 = (P) (qo.po)eQp.c(t) = —g<(1 + VEE(1)(q — €RQ)) (qo.p0) Q. (1)
= (D@roeasen = ERQ- (3.24)

Somit konnen fiir hinreichend kleine Zeiten ¢t < 7; folgende Losungen fiir die schnelle
Kubo-Dynamik angesetzt werden:

q(t) = A(t)sin(po +t + Wi) + k@

(3.25)
p(t) = A(t)cos(po+t+ W) mit W = /ﬁ(t) dt. (3.26)
Dabei ist ex@ in Gl. (3.25) die erwéhnte Nullpunktsverschiebung und W; ist ein Wiener-
Prozess'. Der Ausdruck ¢ = ¢q+t+W,; ergibt sich durch formale Integration der Gl. (3.6).
Unter Ausnutzung der Energieerhaltung des Gesamtsystems kann im néchsten Schritt
die Amplitude A(t) bestimmt werden. Dazu muss man lediglich die obigen Ansétze (3.25)
und (3.26) in den Gesamthamiltonian Gl. (3.16) einsetzen. Anschliefend kann nach der
Amplitude aufgelost werden:

Alt) = Vey2E, — ((1+r —er2)Q%+ P2). (3.27)

Die Amplitudenfunktion (3.27) enthélt hier den Zeitskalenparameter . Das ist die Kon-
sequenz aus dem Kopplungsvorgang. Mit E} ist die Gesamtenergie des Einkubosystems
bezeichnet.

Taylorentwicklung der Amplitude A(t)

Unter Verwendung von Gl. (3.27) fiir die Amplitudenfunktion und der Ansétze (3.25) und
(3.26) zur Beschreibung der schnellen dynamischen Prozesse im Kubo-Systems, kann der

!Dieser Prozess ist ein Beispiel eines Markov-Prozesses. Er dient h#ufig als Modell fiir rein diffusi-
ve Transportprozesse in der statistischen Physik. Der Diffusionskoeffizient fiir einen Wiener-Prozess ist
konstant und durch D® = 1 festgelegt.
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Wechselwirkungsterm Ia; geméf

In, = < / A sin(e(0) dt>

umgeschrieben werden. Aus rein praktischen Griinden wurde hier durch Einfiithren von
Ri¢ = {(qo,po) € Qg,&(t)} die bisherige Mittelungsvorschrift kompakter aufgeschrieben.
Diese Abkiirzung wird auch im weiteren Verlauf der Rechnung verwendet.

Die langsamen zeitabhéngigen Orts- und Impulsvariablen, die in der Amplitudenfunk-
tion (3.28) erscheinen, konnen fiir kleine Zeitintervalle t < At entwickelt werden. Fiir die
Ortsvariable @ erhédlt man nach Gl. (3.22) naherungsweise @) ~ @Qo. Der langsame Impuls
P kann dhnlich zu Gl (3.21) um ¢’ =~ 0 entwickelt werden:

At
+ K Q(t) dt. (3.28)
(Qo.Po) 0

Rp.¢

t t
P = P—t(1+r)Qo+ /1',/ (") dt" + Ot~ Py+ /1‘,/ q(t") dt" (3.29)
0 0
2

t t
= P’ =~ P?+2Pk / q(t") dt” + K < / q(t") dt”) : (3.30)
0 0

(. J

o)

Der dritte Term in Gleichung (3.30) wird vernachléssigt, da die Zeit ¢’ quadratisch eingeht.
Sie wird hier als sehr klein vorausgesetzt (' < 1). Somit erhélt man fiir die Amplitude unter
Beriicksichtigung von Gleichung (3.29) und der konstanten Anfangsamplitude Ay := A(0):

t/
AW) m AnToSE) mit S() = / o(t") dt". (3.31)
0 0

SchlieBlich kann man die Amplitude selbst noch fiir kleine Terme von S um die Null in
einer Taylorreihe entwickeln und erhélt auf diese Weise:

1 P [
Alt) = A (1 — —S(t’)) = A- = 0/ q(t") dt”. (3.32)

Die zusammengesetzte Funktion S(t') ist eine kleine Grofle, da sowohl der Kleinheitspara-
meter € als auch die als sehr klein angenommene Zeit ¢’ eingehen.

Ausnutzung: Markov-Prozess

Betrachten man zunéchst fiir ¢(t”) eine Losung entsprechend (3.25). Bei Ersetzung von A(t)
nach (3.32) in die Gleichung (3.23) fiir den Driftkoeffizienten bleiben im Limes At — 0 nur
konstante Terme der Ordnung At {ibrig, so dass ¢(t") in (3.32) durch ¢(t") = Ag sin(p(t”))+
ek vollstandig beschrieben ist. Damit ergibt sich fiir die Gl. (3.28):

At t
Ine = —»SKJPO/ dt’/ dt” (sin(e(t")) sin(e(t")) ryp +erAtQo + O(At?). (3.33)
0 0 (Qo,P)

(. J

Co(t'—t")
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Mit Co(¥' — t”) ist hier die normierte schnelle Autokorrelationsfunktion bezeichnet. Sie
ergibt sich nach Gl. (3.11) zu Co(# —t") = cos((t' —t")/e)el*~")/=. An dieser Stelle kénnen
wir eine wesentliche Vereinfachung erzielen, indem wir ausnutzen, dass die Dynamik des
schnellen Kubo-Oszillators ein Markov-Prozess ist. Damit ergibt sich fiir den ersten Term
auf der rechten Seite von Gl. (3.33):

At t! At t! 1 .
/ dt’ / dt"Co(t' —t") = / dt’ / dt" cos (—|t’ — t”|) eIt/
0 0 0 0 €
At / /
/ t t
— {At + lim e /e (sin (—) — cos (—)) dt’]
2 At—o00 0 I &

- %At. (3.34)

Der exponentielle Zerfall der Autokorrelation mit der schnellen Rate % bedingt, dass das
Zweifachintegral iiber die Zeit durch ein einziges Zeitintegral ersetzt und dessen obere
Integralgrenze bis unendlich ausgedehnt werden kann. Dieses Zweifachintegral entspricht in
seinen Grundziigen einer Entwicklung des Zeitentwicklungsoperators des Gesamtsystems
(im Dirac-Bild) in der Dyson-Reihe, wie man es aus der Diracschen Stérungsrechnung
kennt.

Setzt man den ausgewerteten Ausdruck fiir das Zeitintegral iiber die schnellen Auto-
korrelationen (3.34) in den Wechselwirkungsterm in Gl. (3.33) ein, so erhélt man hierfiir

2
IAt = At (8/{1@0 — 8TII‘{'PQ) + O(At2) (335)

Abschlieflend wird der gewonnene Ausdruck fiir Ia;, unter Beriicksichtigung der Grenz-
wertbildung At — 0, in die Ausgangsgleichung (3.23) fiir die P-Komponente der Drift
eingesetzt und ausgewertet:

DY(Qo, o) = Qo — nxFo (3.36)
mit )
2 %K

O =1+ Kk —er%) und K = 5 (3.37)

Der erste Term in Gl. (3.36) fiir die P-Komponente der Drift ist der deterministische Drift-
anteil. Mit Q;x ist die renormierte Frequenz des langsamen harmonischen Oszillators be-
zeichnet. Sie enthilt zwei weitere Beitrdage gegeniiber der urspriinglichen Oszillatorfrequenz
des freien Systems: Zum einen x, welches der Renomierungsanteil aus der harmonischen
Kopplung ist und zum anderen ex?, dieser Term entspricht der Nullpunktsverschiebung
infolge der Wechselwirkung. Der Dampfungsterm ist hier mit ~1x abgekiirzt. Man findet
also in Ubereinstimmung mit der Ableitung auf der Basis der Projektionsmethode einen
Déampfungterm in Ordnung €2, wobei das erste e durch die schnelle Amplitude und das
zweite € durch den exponentiellen Zerfall der schnellen Korrelationen des Kubo-Oszillators
resultiert.

Auf dhnliche Weise, aber ohne die zusétzliche Komplikation durch die Kopplung, erhélt
man die )-Komponente der Drift zu DS )(QO, ) = h.
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3.3.2 Herleitung des Diffusionskoeffizienten

Im letzten Abschnitt wurden die Driftkoeffizienten des langsamen harmonischen Oszillators
bestimmt. Hier wollen wir nun die Koeffizienten des zugehorigen Diffusionstensors

(2) (2)

D D

D(Q,P) = ( b® pl ) (3.38)
PQ PP

mit Hilfe der Beziehungen, die sich aus der Kramers-Moyal-Entwicklung [20] ergeben, ab-
leiten. Zunéchst betrachten wir die PP-Komponente des Diffusiontensors (3.38):

DEMQo, Po) = Jim S {(P(AY) — Ry

Am o (3.39)

Rp¢

(Qo,Po)

Nach Gl. (3.39) ist die Diffusionkomponente im Wesentlichen durch den mittleren quadra-
tischen Abstand des langsamen Impulses P im Limes At — 0 bestimmt.

Wegen der augenfilligen Gemeinsamkeiten der PP-Komponente der Diffusion D}f}
mit der P-Komponente der Drift, konnen an geeigneter Stelle eine Reihe von Teilergebnis-
sen und Zwischenschritten {ibernommen werden. Dadurch wird die Rechnung wesentlich
verkiirzt. In diesem Sinne kénnen wir die quadrierte zeitliche Abstandsdifferenz der lang-
samen Impulsvariablen P unter Verwendung der Beziechung (3.21) gemé&8

(P(At) — P)? = (F+G)?*=F"+2FG+G* mit (3.40)
F = —(1+k) AtQ(t’) dt’ (3.41)
G = K/Atq(t’) dt’ (3.42)

umschreiben. Der erste Term auf der rechten Seite der Gl (3.40) kann mit Hilfe der
Gl (3.22), wie folgt

(F?) ~ A(1+ k)*Qp. (3.43)
(Qo,Po)

Rp.¢

gendhert werden. Der zweite Term ist ein Mischterm und ist ein wenig komplizierter. Er
erweist sich bei genauerer Betrachtung als eine leicht verdnderte Form des Wechselwir-
kungsterms Ia;. Fiir diesen kennen wir nach Gl. (3.35) (vorhergehender Abschnitt) die
Néherung fiir kleine Zeitintervalle At < 7;. Damit kann auch dieser Term abgeschétzt
werden und ergibt sich zu

(2FG)Ry, ~ —2k(1+ Kk)AtQo < /0 Atq(t’) dt’> (3.44)

(Qo,Po)

Rpe1(Qo,P)
= —2/%(1 + K)AtQ()IAt(Qo, P()) (345)
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Der letzte Term aus Gl. (3.40) lésst sich auf folgende Weise umformen:

At 2
_ K2<(/ (’)dt’)> '
(Qo,Po) (Qo,Po)
At
/ dt// dt// t//)>
E,£
(Qo,Po)

At
/ dt/ dt (sin(¢ Sln(@(t“)»RE,g
(Qo,Po)

<G2>RE,§

Q

Q

In einem abschlieenden Schritt werden nun die gendherten Ausdriicke (3.43), (3.44)
und (3.46) fiir die besprochenen drei Terme zur Bestimmung der P P-Diffusionskomponente
aus Gl. (3.39) verwendet. Fiir A2 ist die Gl. (3.27) zum Zeitpunkt ¢ = 0 zu betrachten.
Damit ergibt sich:

2 . 1
Dj(Dj)D(Qm PO) = AI%EIO 2—N{<F2>RE’§ + <2FG>RE,§ + <G2>RE,§ } (3'47)
(Qo,Po) (Qo,Po) (Qo,Po)
e2K? ~
= T(Ek ~HY), (3.48)

wobei H\") = $((1+K)Q%+ P?) den durch die Kopplung verénderten Hamiltonian des lang-
samen harmonischen Oszillators bezeichnet. Man kann durch entsprechende Vorgehenswei-
se auch die anderen Komponenten der Diffusionmatrix (3.38) berechnen und zeigen, dass
sie verschwinden.

Auffillig ist, daB auch die Diffusion nun von der Ordnung £? ist. Dies steht keines-
wegs im Widerspruch zum Ergebnis aus dem Eliminationsverfahren, sondern kann darauf
zuriickgefithrt werden, dass die Gesamtenergie Ej nicht mit e reskaliert ist. Geht man

jedoch zur reskalierten Energie £, — FE /e tiber, dann kann der Ausdruck fiir die Diffusi-

onskomponente D\ 1)3 nachtréglich so umformt werden, dass die reskalierte Gesamtenergie

FE erscheint:
2

ER ~
D(Qo, Py) = 7(E—gﬁfl(”). (3.49)

In dem hier betrachteten Fall, in dem das schnelle System als Kubo-Oszillators gewéhlt
wird, ist es nicht entscheidend, ob die Energie mit dem Zeitskalenparameter reskaliert wird
oder nicht. Die Eigenschaften der schnellen Dynamik bleiben davon unberiihrt. Es hat
lediglich Auswirkungen auf die maximalen Amplituden, die bei den langsamen Observablen
auftreten. Anders ist es im chaotischen Fall: Hier muss verstdndlicherweise sichergestellt
werden, dass im zeitlichen Mittel geniigend Energie im schnellen System vorhanden ist, da
es ansonsten reguldr werden kann. In diesen Fall ist die Reskalierung der Gesamtenergie
sinnvoll.
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3.3.3 Vergleich mit Eliminationsverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir die Resultate aus der Diracschen Storungsrechnung den Re-
sultaten, die sich auf der Basis des Eliminationsverfahrens ergeben, gegenuberstellen Fiir
den Vergleich miissen zunéchst die theoretischen Fokker-Planck-Koeffizienten DPP(Q P)
(Diffusionsterm) und ¥(Q, P) (Dédmpfungsterm) aus dem Eliminationsverfahren nach Gl.
(2.39) und Gl. (2.41) fiir das Einkubosystem bestimmt werden. Zuvor miissen jedoch die
Zustandsdichte Z(®) nach Gl. (2.41) und die Koeffizienten dy, d; nach Gl. (2.42) fiir den
Kubo-Oszillator ausgewertet werden:

70 = / / §(Hy — E) dgdp =7 (3.50)

00 ) 1
dy = / (q(t)q(t—l—7)>d7':/ ECOS(T)G_TdT:§/€2E (3.51)
0 0
9, 1
d = opdo= 5k (3.52)
Mit Hilfe der Beziehungen (3.50), (3.51) und (3.52) ergeben sich der Dampfungs- und

Diffusionskoeflizient zu:

0 1
Y(Q,P) = —InZ©® = —x? .
(@, P) dy + dy aEan 5 (3.53)
o~ o~ 2 o~
DENQP) = do—eHVdr = (B —<H[). (3.54)
SchlieBlich mufl noch der Frequenzterm berechnet werden. Er ergibt sich hierbei wie folgt:
- oHY o oH"M 9 OH,, 0 ) 0
<£l> = <£l‘|‘£k,l>- :( Lo ) P—-—QH{Q—-(3.55)
oP 0Q OQ 0P OQ opr 0Q 0P
F e s

Wie man aus Gl. (3.55) ersieht, geht die Nullpunktverschiebung x{q) = ex*Q beim Elimina-
tionsverfahren aus dem Frequenzterm hervor. Hierbei besteht der folgende Zusammenhang
zu den Koeffizienten, die mittels der Diracschen Stérungsrechnung bestimmt wurden:

1
Mg = €€7= 552&2 (3.56)
PR _ .pe _ &R )

pp = eDpp=—(E —cH;"). (3.57)

2

In der Tat sind die resultierenden Ausdriicke (3.53) und (3.54) sowohl fiir die Drift- als
auch fiir die Diffusionskoeffizienten identisch mit denen, die zuvor mit Hilfe der Diracschen
Storungsrechnung ermittelten wurden. Die zugehorige Fokker-Planck-Gleichung hat also
in beiden Féllen die folgende Gestalt:

o o B, 8~
atpt(Q P) = ant+leQa—Ppt+e 551 P0+ 555 Dopir. (3.58)
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Bei Q) x handelt es sich um die renormierte Oszillatorfrequenz (3.37) (s. Abschnitt 3.3.1).

Die gefundene Uberstimmung beziiglich der reduzierten Bewegungsgleichung (3.58) fiir
das betrachtete Modellsystem ist ein guter Hinweis, dass die vorgenommenen Né&herun-
gen (Bornsche und Markov-Approximation) des Eliminationsverfahrens fiir das vorliegende
Einkubosystem geeignet sind. Die Ergebnisse, die mit Hilfe der Diracschen Stoérungsrech-
nung gefunden wurden, sind weiterhin genéherte Groflen. Die zugehorige Rechnungen in
Abschnitt 3.3.1 und 3.3.2 beruhen auf den gleichen Niherungen. Daher ist eine Uber-
priiffung dieser Resultate auf der Basis von numerischen Simulationen notwendig. Wird
werden dabei die numerischen Verfahren ausfiihrlich erldutern, die wir spéter auch bei
streng Hamiltonschen Systemen anwenden. Diese Systeme jedoch erlauben keine analyti-
sche Losung mehr.

3.4 Vergleich Theorie und Numerik: Fokker-Planck-
Naiherung

Im Folgenden wollen wir uns der Simulation des Einfachkubosystem zuwenden und iiber-
priifen, ob die numerisch bestimmten Fokker-Planck-Koeffizienten das theoretische Re-
sultat bestétigen. Zur Bestimmung der Drift- und Diffusionskoeffizienten wihlen wir ein
empirisches Verfahren nach Siegert et al. [21], das auf der Kramers-Moyal-Entwicklung

(1)
P

beruht. Der Schéatzer zur Bestimmung des Driftkoeffizienten D’ sieht wie folgt aus:

1
DR(Q, P, At) = ——(P(t + At) — P(t)) (gop0)crn

Y + O(A?). (3.59)

(Qo,Po)

Fiir den Diffusionskoeffizienten DgI)D nehmen wir den nach Ragwitz und Kantz [22] verbes-
serten Schétzer:

DENQ.P.0) i (P + 80 = POPh | = APDP(@,P.0)?). (3.60

(Qo,Po)

Die eckigen Klammern in Gl. (3.59) und Gl. (3.60) bedeuten eine statistische Mittelung der
Losungen mit unterschiedlich schnellen Anfangsbedingungen (qo, po) auf der Energieschale
Qp.

Der Fehler bei dem Driftschétzer (3.59) wichst quadratisch mit zunehmenden Zeitab-
stand At an. Daher muf§ die Drift zu mdoglichst kleinen Werten At bestimmt werden, um
den Fehler klein zu halten. Entsprechendes gilt fiir den Diffusionsschétzer (3.60). An die-
ser Stelle wird ein Problem sichtbar, dass im Zusammenhang mit der Dampfung steht.
Nach den theoretischen Vorhersagen ist sie von der Ordnung £ und damit sehr klein.
Der Fehler der Ordnung O(At?) des Driftschitzer (3.59) miifite kleiner als die Ddmpfung,
welche von der Ordnung O(e?) ist, sein. Das Zeitintervall At kann jedoch nicht beliebig
klein gewahlt werden, da sich unterhalb eines bestimmten Wertes der Zeitdifferenz At
Markov-Verletzungen bemerkbar machen. Fiir solch kurze Zeitrdume sind die schnellen
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Korrelationen nicht hinreichend zerfallen (siehe Abb. 3.1 (al) - (a2)). Die Anwendung des
konventionellen Verfahrens nach (3.59) ist also zu grob, um eine derart kleine Dampfung
zu bestimmen. In Folgenden werden einige Ideen vorgestellt, die das empirische Verfahren
zur Driftbestimmung (3.59) verbessern konnen.

Bei der nachfolgenden numerischen Drift- bzw. Diffusionberechnung wird, soweit nicht
anders beschrieben, immer von der vollen harmonischen Kopplung ausgegangen.

3.4.1 Numerische Bestimmung von Drift- und Diffusionskoeffizi-
enten

Zur Verbesserung des besprochenen Driftschétzers (3.59) ist es notwendig, Korrekturen bis
zu einer ausreichend hohen Ordnung in At zu beriicksichtigen, so dass die die Dampfung
der Beobachtung zugénglich wird. Fiir die Korrektur ist jedoch die detaillierte Kenntnis
der Koeffizienten notig. Das bedeutet insbesondere, dass man mit Hilfe der theoretisch
zu erwartenden Driftkoeffizienten die Korrekturen berechnet und anschlieBend damit die
numerischen Werte korrigiert. Beschreiben die theoretisch vorhergesagten Koeffizienten in
zutreffender Weise die tatsidchlichen Gegebenheiten im System, dann ergibt sich in selbst-
konsistenter Weise eine Ubereinstimmung von theoretischen und numerischen Koeffizien-
ten. In allen anderen Fillen sind Diskrepanzen zu erwarten. Natiirlich ist die Notwendigkeit
der exakten Kenntnis der Koeffizienten gleichzeitig auch eine grofle Schwiche dieser Idee.

Im Falle vollsténdig linearer Drift, welche fiir das Einkubosystem zu erwarten ist, hat
DS) die folgende Form:

DY(Q, P) = M( g ) mit M = ( OCL Z ) . (3.61)

Die Koeffizientenmatrix M mit den konstanten Komponenten a, b, ¢ und d wird zur Kor-
rektur der Drift entsprechend

A"
n!

N
D), x(Q,P)=DY(Q,P) =Y —M" ( g ) +O(AENH) (3.62)
n=2

verwendet. Wie man leicht erkennt, liegt bei Gl. (3.62) eine Taylorentwicklung um At =0
zugrunde. Je mehr Korrekturordnungen N einbezogen werden, desto kleiner wird der Fehler
bei der Bestimmung der korrigierten Drift Dkim ~- Von einer Korrektur des Diffusionkoeffi-
zienten wird hier abgesehen, da dieser verhéltnisméfig grofl gegen At ist. Der besprochene
Schétzer (3.60) sollte also zur numerischen Diffusionsbestimmung geniigen.

Weiterhin wird eine spiirbare Verbesserung des empirischen Verfahrens zur Drift- und
Diffusionsbestimmung erreicht, indem abweichend von der gédngigen Herangegehensweise,
bei der nur eine Systemtrajektorie zum Zweck der statistischen Mittelung herangezogen
wird, eine Vielzahl von Systemtrajektorien mit unterschiedlichen Anfangsbedingungen des
schnellen Systems verwendet wird. Diese Methode wird hier unter den Begrift Gitterme-
thode zusammengefasst und nachfolgend erlautert.
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Gittermethode

Die Gittermethode basiert auf der Idee, anstelle einer einzigen Trajektorie ein Biindel von
Trajektorien zu unterschiedlich schnellen Anfangsbedingungen (qo, po) bei fest vorgegebe-
nen langsamen Ort- und Impulsvariablen (@, P) zu betrachten. In dem Eintrajektorien-
Verfahren werden die Drift- bzw. Diffusionskoeffizienten nach den langsamen (Q, P)-Paaren
aussortiert, um im Anschluss eine Mittelung des Koeffizienten zu festen (@, P) durch-
zufithren. Damit ergeben sich einige Nachteile: Zum einen ist das Aussortieren der Koef-
fizienten zu einem bestimmten Wertepaar (Q, P) sehr aufwéndig. Hinzu kommt, dass der
Genauigkeit bei der Diskretisierung enge Grenzen gesetzt sind, um eine ausreichende stati-
stische Basis zu haben. Daher werden u.U. zeitintensive numerische Rechnungen nétig. Im
Gegensatz dazu werden beim Vieltrajektorien-Verfahren im Vorfeld die interessierenden
langsamen (Q, P)-Wertepaare, fiir die man die Koeffizienten bestimmen méochte, anschau-
lich auf einem (Q, P)-Gitter fest vorgegeben. Jeder der Gitterpunkte (@, P) ist zugleich
die Anfangsbedingung des langsamen Systems. Die Trajektorien, die im selben Gitter-
punkt starten, unterscheiden sich lediglich in den schnellen Anfangsbedingungen (qo, po).
Ihre Werte sind dabei zuféllig iiber die Energiefliche des gekoppelten Systems verteilt.
Mit der Zahl der Trajektorien wird so die Basis der statistischen Mittelung gewéhlt. Eine
jede Trajektorie mufl dabei jeweils fiir das betrachtete Gesamtzeitintervall in At nume-
risch integriert werden. Dabei handelt es sich in der Regel um sehr kurze Zeitrdume. Das
wiederum eroffnet die Moglichkeit, dass auch numerische Integratoren mit geringerer Ge-
naugigkeit erfolgreich angewendet werden konnen. Dies ist ein weiterer Vorteil gegeniiber
dem herkémmlichen Verfahren.

Die Schétzer (3.59) und (3.60) setzen stillschweigend eine langsame Dynamik voraus,
die sich Markovsch verhilt. Dies stellt eine Einschréinkung bei der Anwendung dar. Hier
kann sie jedoch als zusétzlicher Test fiir die verwendete Markov-Approximation ausgenutzt
werden. Anhand der in Abhéngigkeit von At aufgetragenen Koeffizienten, wird eine mogli-
che Markov-Verletzung direkt beobachtbar. Zusétzlich kann das Zeitintervall At,,, in der
die Verletzung vorliegt, bestimmt werden.

Drift

In Abbildung 3.1 sind einige Ergebnisse zur numerisch bestimmten Drift fiir das Einkubo-
system in einer Ubersicht zusammengestellt. Die Ergebnisse wurden mit der besprochenen
Gittermethode gewonnen. Das zentrale Resulat ist, dass man tatséchlich auch auf numeri-
schem Wege eine viskose Dampfung —%52/£2P findet, die in sehr guter Ubereinstimmung
mit der theoretische Vorhersage ist. In Abb. 3.1 (bl) wird das besonders eindrucksvoll
demonstriert. Fiir drei unterschiedliche Werte der langsamen Ortsvariablen () sind sowohl
die theoretischen Werte der Drift fiir die P-Komponente (rote Gerade) als auch die zu-
gehorigen numerisch ermittelten Werte (blaue Kreissymbole) aufgetragen. Wie man sieht,
liegen die zugehdrigen numerischen Werte nahezu perfekt auf der theoretisch vorhergesag-
ten Geraden. Die viskose Dampfung fiithrt hier zu einer sehr kleinen negativen Steigung der
beobachteten Geraden, die fiir alle drei Ortsvariablen ) von gleichem Betrag ist. Lediglich
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Abbildung 3.1: Numerisch berechnete Driftkoeffizenten nach Gl. (3.62) fiir Q = 0 eines langsamen
harmonischen Oszillators (Einkubosystem GI. (3.13)-(3.15)), welcher mit einem Kubo-Oszillator ge-
koppelt ist (Gl. (3.16)), (¢ = 0.02, Kk = 4 und E = 4). (al) Tiirkise Linie: unkorrigiertes Ergebnis,
griine Linie: umfasst auch lineare Korrekturen (reskaliert um einen Faktor 1/10), rote Linie: umfasst
auch kubische Korrekturen, blaue Kreissymbole: Korrekturen bis O(At?). Die Zusatzabbildung (a2)
zeigt die schnelle Autokorrelationsfunktion des Kubo-Oszillators, Grund fiir die anfangliche Markov-
Verletzung ist der unzureichende Zerfall der schnellen Korrelationen. In (bl) ist fiir drei Q-Werte

die Driftkomponente Dg) berechnet, rote Linien: theoretische Vorhersage, blaue Kreissymbole: nu-

merische Berechnung. (b2) Vergleich der ermittelten Drift Dg) fiir drei Varianten der harmonischen
Kopplung (@ = 1). Parameter bei (bl) - (b2): ¢ = 0.02, kK = 2 und E = 8000. (Bei der Simulation
wurde die reskalierte Energie betrachtet.)
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der y-Achsenabschnitt ist wegen des deterministischen Driftanteils in der P-Komponente
gemifl Gl. (3.36) (entsprechend —(1 + k — ex?)Q) verschoben.

Wie wir oben bereits diskutiert haben, erfordert die Bestimmung einer derart kleinen
Déampfung Korrekturen in den héheren Ordnung von At. In Abb. 3.1 (al) ist die Driftkom-
ponente Dg) fiir drei unterschiedliche Impulswerte P an der Stelle Q = 0 ausgewertet. Erst
die Beriicksichtigung der Korrekturen bis einschliellich der fiinften Ordnung in At (blaue
Kreissymbole) erlaubt die Beobachtung der Dampfung (s. Abb.3.1 (al)). Fiir Zeiteninter-
valle At < 0.1 wird hier die Markov-Verletzung sichtbar. Die Ursache liegt im mangelnden
Zerfall der schnellen Korrelationen fiir kleine Zeitintervalle. In der Zusatzabbildung 3.1
(a2) kann das nachvollzogen werden. Hier ist zum Vergleich fiir den selben Zeitraum die
Autokorrelationsfunktion der schnellen Ortsvariable ¢ aufgetragen.

Bei der Herleitung der Drift- und Diffusionskoeffizienten im Rahmen der Diracschen
Storungsrechnung wurde von der harmonischen Kopplung ohne den schnellen Renormie-
rungsanteil %/ﬁq2 ausgegangen. Es stellt sich die Frage, inwieweit die Vernachléssigung der
schnellen bzw. langsamen Renormierungsanteile in der harmonischen Kopplung berechtigt
ist und welche Auswirkungen sie beispielweise auf die beobachtete Dampfung hat. Die letz-
ten Untersuchungen dieses Abschnitts sind dieser Frage gewidmet. In Abb. 3.1 (b2) werden
zwei Varianten, die durch die genannte Vernachlassigung der Renormierungsanteile zustan-
de kommen, mit der vollen harmonische Kopplung fiir () = 1 verglichen. Tatséchlich bleibt
die Dampfung davon unberiihrt. Im dem Fall, in welchem die Kopplung lediglich den bili-
nearen Anteil Hy = —xQq enthiilt, verschiebt sich, wie erwartet, der y-Achsenabschnitt, da
im deterministischen Driftanteil gem&fi Gl. (3.36) der langsame Renormierungsanteil %&Qz
entfillt. Wenn man diesen Anteil zusétzlich zum bilinearen hinzufiigt, dann ist die beobach-
tete Drift nahezu deckungsgleich mit der Drift bei vollstdndiger harmonischen Kopplung.
Damit kann die anfangs aufgeworfene Frage dahingehend beantwortet werden, dass im
Fall des Einkubomodells die Vernachlissigung der Renormierungsanteile keine wesentliche
Auswirkung auf die dynamischen Verhéltnisse hat. Dies ist zu erwarten, da der langsame
Renormierungsanteil zu einer Renormierung der entsprechenden Oszillatorfrequenz fiihrt
und der schnelle Anteil mit € eingeht. Damit ist er in der Regel vernachléssigbar. Aller-
dings darf im Falle der bilinearen Kopplung x nicht zu grofl gewahlt werden, weil sonst das
harmonische Potential negativ werden kann.

Diffusion

Die numerische Bestimmung der Diffusion ist weit weniger kritisch, da sie von der Ordnung
in eE, = ¢(E/¢) ist, und durch geeignete Wahl der Energie E ausreichend vergrofert wer-
den kann. Es reicht also vollig aus, das bekannte Verfahren nach Gl. (3.60) zu verwenden.
Dies wird von der Abb. 3.2 (b) bestétigt. Die Kurven zu unterschiedlichen Impulswerten P
bei festgewihltem Ortswert () = 0 verlaufen im Zeitintervall At = 0.05— 0.2 nahezu paral-
lel. Der Diffusionskoeffizient ist also zu einem festen At aus diesem Intervall zu bestimmen.
In der Ubersicht Abb. 3.2 sind einige Ergebnisse hinsichtlich der PP-Komponente der Dif-
fusion zusammengestellt. Die anderen Komponenten entfallen, da sie Null sind, was auch
numerisch bestétigt werden konnte. Der Vergleich der theoretisch vorhergesagten Diffusi-
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Abbildung 3.2: Numerisch berechnete Diffusionskomponente D

(Einkubosystem GI. (3.13)-(3.15))

PP

des langsamen harmon. Oszillator

: (a) 3-dimensional, (b) in Abhingigkeit von der Zeitdifferenz At
nach Gl. (3.60). (c) und (d) Vergleich fiir Dgl)g im Querschnitt: rote Linien: theoretische Vorhersage
und blaue Kreissymbole: numerische Werte. Parameter fiir (a) - (d): ¢ = 0.02, kK = 2 und E = 8000.
(Bei der Simulation wurde die reskalierte Energie betrachtet.)

on (rote durchgezogene Kurven) mit der resultierenden numerischen (blaue Kreissymbole)
wird in Abb. 3.1 (a) und (b) anhand von Querschnitten parallel zur Achse der langsamen
Ortsvariablen ) bzw. der dazugehorigen konjugierten Impulsvariablen P durchgefiihrt.
Man sieht, dass die numerischen Werte nahezu perfekt auf den theoretisch vorhergesag-
ten Diffusionkurven liegen. Die parabelformige Gestalt der Diffusion als Funktion von @)
bzw. P, bei jeweils festem Wert fiir die konjugierte Variable, ist im Einklang mit der
theoretischen Vorhersage aus Gl. (3.47). Die auffillige Stauchung der P P-Komponente der
Diffusion in Richtung der ()-Achse kann auf den langsamen Renormierungsanteil von %/@QQ
zuriickgefiithrt werden, der aus der Kopplung resultiert.
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Abbildung 3.3: Abweichungen zwischen Theorie und Numerik fiir die Diffusionskomponente ADgI)D
des Einkubosystem gemaB Gl. (3.13) - (3.15): (a) in Abhangigkeit vom Zeitskalenparameter ¢ und (b)
in Abhéngigkeit von der Kopplungsstdrke k. Parameter: (a) kK = 1, (b) ¢ = 0.01 und E = 8000 in

beiden Féllen. (Bei der Simulation wurde die reskalierte Energie betrachtet.)

3.4.2 Abweichungen von der Theorie

Fiir die oben betrachtete Parameterwahl konnte eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen
Simulation und Theorie fiir die Drift- und Diffusionskoeffizienten gefunden werden. Dabei
war klar, dass der Zeitskalenparameter geniigend klein zu wéhlen ist, da die analytisch ge-
wonnene Fokker-Planck-Gleichung nur bis zur quadratischen Ordnung in € richtigist. In der
Storungsrechnung werden alle Terme héherer Ordnung nicht nur aus praktischen Griinden
vernachléssigt, sondern auch, weil hohere Ordnungen in € mit rédumlichen Ableitungen
héher als 2-ter Ornung einhergehen und somit die resultierende Gleichung nicht interpre-
tierbar wére. Insbesondere wire hierbei die Posivitit der reduzierten Dichte p; nicht mehr
gewihrleistet. Damit dréngt sich die Frage auf: Welche Diskrepanzen ergeben sich zwi-
schen numerisch bestimmten und theoretisch vorhergesagten Fokker-Planck-Koeffizienten
bei systematischer Variation des Zeitskalenparameters ¢ oder der Kopplungsstérke k7 Wie
kann man die Abweichung quantifizieren, welcher funktionale Zusammenhang besteht zu
e oder k7 Zur Untersuchung dieser Frage kommt der giinstige Umstand zur Hilfe, dass
sich die Diffusionkoeffizienten numerisch vergleichsweise einfach bestimmen lassen. Genau
das kann man ausnutzen, um beipielsweise bei fixiertem ) den Parameter £ oder x zu
variieren und jeweils die Abweichung zur theoretisch vorhergesagten Diffusion zu bestim-
men. Von dieser Idee ausgehend, werden zunéchst bei festgehaltener Kopplungsstiarke s
und fixierter langsamer Ortsvariable () = 0 die besagten Abweichungen in Abh#ngigkeit
vom Zeitskalenparameter € bestimmt. Anschlieend wird dasselbe in analoger Weise fiir die
Kopplungsstirke x bei festen € wiederholt. In Abb. 3.3 sieht man das Resultat beziiglich
der P P-Diffusionskomponente ADgI)D als Funktion von € (Abb. 3.3 (a)) und von x (Abb.
3.3 (b)). In beiden Féllen erkennt man in guter Néherung einen linearen Zusammenhang,
wobei dieser beziiglich der Kopplungsstéarke viel klarer und ausgeprégter ist.
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Fiir einen Zeitskalenparameter € < 0.05 ist die Abweichung ADgI)D kleiner als 15% und
wéchst linear mit . Aus der linearen Extrapolation ergibt sich fiir die relative Abweichung
der Zusammenhang ADgI)D ~ 300c% in Prozent. Demzufolge eignet sich das hier vorge-
stellte Eliminationsverfahren erwartungsgeméafl nur bei ausgeprigter Zeitskalentrennung
zwischen schnellem und langsamen System. Der Zeitskalenparameter ¢ sollte einen Wert
von = 0.1 nicht {iberschreiten, d.h. das schnelle System muss mindestens zehn Mal schnel-
ler als das langsame sein. Bei diesem Zeitskalenparameter liegt die relative Abweichung
bereits um die 30%.

Aus der Variation nach der Kopplungsstirke x lisst sich zweierlei ersehen. Zum einen
wéchst auch hier die Abweichung ADE?}D proportional mit x, wenn auch schwécher. Und
zum anderen ist die Abweichung zur Theorie auch fiir groe Kopplungsparameter verhélt-
nismafig gering. Zum Beispiel liegt sie fiir eine Kopplungsstirke bis x = 5 unter 7%. Mit
zunehmendem k greift das langsame System stérker in die Dynamik des schnellen Systems
ein. Damit sind in immer geringerem Mafle die Voraussetzungen erfiillt, unter denen die
Fokker-Planck-Koeffizienten angegeben werden kénnen. Nach den zugehorigen Gleichun-
gen (2.39) und (2.41) wird angenommen, dass der Einfluss des langsamen Systems auf das
schnelle vernachlassighar ist und man folglich die Koeffizienten mit Hilfe der Kenntnis des
isolierten schnellen Systems bestimmen kann.

In diesem Zusammenhang mufl jedoch angemerkt werden, dass prinzipiell zu jeder
Kopplungsstirke x eine Zeitskalentrennung ¢ gewahlt werden kann, so dass die Abweichun-
gen von der Theorie vernachléssigbar klein werden. Umgekehrt jedoch kann nicht durch
eine hinreichend schwache Kopplung bei fester Zeitskalentrennung eine beliebig geringe
Abweichung von der theoretischen Vorhersage erzielt werden. Der Grund hierfiir ist, dass
die Storungsrechung, welche im Rahmen des Eliminationsverfahrens durchgefiihrt wurde,
nur die Zeitskalentrennung als Entwicklungsparameter beriicksichtigt.

3.5 Momente und Autokorrelation des langsamen Os-
zillators

Nachdem in den vorhergehenden Abschnitten ausfiihrlich die aus dem Eliminationsver-
fahren resultierenden Drift- und Diffusionskoeffizienten diskutiert wurden, wollen wir in
diesem Abschnitt den Vorhersagehorizont des Verfahrens untersuchen. Dabei erscheint es
sinnvoll, sich sowohl den Kurzzeit- als auch den Langzeitlimes anzusehen. Auf diese Weise
kann Aufschluss iiber den Zeithorizont, auf dem das Eliminationsverfahren die dynamischen
Verhéltnisse im langsamen System richtig beschreibt, erlangt werden. In einem spétereren
Abschnitt iiber die reduzierte stationére Dichte wird erneut das Langzeitverhalten betrach-
tet, allerdings in Hinblick auf den thermodynamischen Limes.

Momente und Korrelationsbeziehungen sind wichtige Gréflen, um die Dynamik eines
stochastischen Systems zu studieren. Anhand von ihnen wollen wir uns die Zeitentwick-
lung des langsamen harmonischen Oszillators ansehen. Ausgehend von der reduzierten
Bewegungsgleichung (3.58) fiir das Einfachkubosystem, kann man analytisch die Momente
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des reduzierten langsamen Systems berechnen. Hierzu ist lediglich die betrachtete Fokker-
Planck-Gleichung (3.58) mit Q, P, Q2 QP oder P? zu multiplizieren und anschliefiend
iiber den langsamen Phasenraum zu integrieren. Auf diese Weise erhélt man folgendes ge-
koppeltes, lineares Differentialgleichungsystem erster Ordnung in der Zeit fiir die ersten
Momente

S = ) (3.63)

SR = ~urdQ) —mx(P) (3.64)
und fiir die zweiten Momente

S = 2ep) (3.65)

S@PI) = ~uk(@) —xlQP) + (P (3.66)

P = k@)~ 20lQP) ~ kP + 2k T, (367

wobel 4 = (1—|—/<;—5/-§2) die renormierte Frequenz des langsamen harmonischen Oszillators
und y1x = 2e?k? der Dampfungsfaktor nach Gl. (3.37) ist.

Mit den ersten Momenten sind (@) und (P) und mit den zweiten (Q?), (QP) und (P?)
gemeint. Das Gleichungssystem fiir die ersten Momente lésst sich sofort auflésen und wir
erhalten die folgenden Losungen:

(P)(#) = Pycos(at) exp[—%'let] (3.68)

@) = %[a sin(at) — %'yu( cos(at)] exp[—%vmt] ;o a= 4Kk — iva. (3.69)

Den Losungen (3.68) und (3.69) zufolge ist ein sehr langsamer exponentieller Zerfall fiir die
ersten Momente des reduzierten langsamen Systems zu erwarten. Der Exponent, mit dem
der Zerfall erfolgt, entspricht gerade dem halben Dampfungsfaktor v, k. Diesen kennen wir
aus der reduzierten Bewegungsgleichung (3.58) des langsamen harmonischen Oszillators
und wir haben bereits zuvor die enorme Kleinheit dieser Grofle diskutiert. Somit eroffnet
der besprochene Zerfallsprozess die Moglichkeit eines alternativen Weges zur Bestimmung
der Dampfung. Begleitet wird der Zerfallsprozess von Oszillationen, die im wesentlichen
durch die renormierte Frequenz 2 g des langsamen harmonischen Oszillators gegeben sind.
Die Oszillationsfrequenz e nach Gl. (3.69) ist tiberwiegend durch die verhéltnisméBig grofie
Frequenz 2 bestimmt. Der zweite Anteil ist vernachléssighar, da der auftretende Damp-
fungsfaktor sehr klein ist.

Auch das lineare Gleichungssystem der zweiten Momente lésst sich durch entsprechende
Diagonalisierung 16sen. Allerdings ergeben sich duflerst komplizierte und uniibersichtliche
Ausdriicke fiir die berechneten Eigenwerte. Deshalb soll an dieser Stelle auf die Angabe
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Abbildung 3.4: Vergleich Theorie und Numerik fiir das Kurzzeitverhalten, anhand der kinetischen
Energie bzw. des Moments (P?) des langsamen harmon. Oszillators (Einkubosystem Gl. (3.13)-(3.15)):
(a) bis t=3 und (b) bis t=20. Anfangsbedingung: Q9 = Py = 0, Parameter: ¢ = 0.01, k =2, E = 2.
(Bei der Simulation wurde die reskalierte Energie betrachtet.)

der zugehorigen Losungen verzichtet werden. Fiir die weiteren Untersuchungen wird die-
se Schwierigkeit umgangen, indem die Differentialgleichnugen (3.65) - (3.67) numerisch
integriert werden.

3.5.1 Kurzzeitverhalten

In Abbildung 3.4 wird zu festen Anfangsbedingungen Qg = Fy = 0 des langsamen Oszil-
latorsystems das zweite Moment (P?), das der mittleren kinetischen Energie entspricht,
mit der zugehorigen theoretischen Vorhersage verglichen. Im Vordergrund steht dabei das
anfiangliche dynamische Verhalten fiir kurze Zeitdauern. Mit dieser speziellen Wahl der
langsamen Anfangsbedingung wird sichergestellt, dass die gesamte Energie zum Anfangs-
zeitpunkt ¢ = 0 in dem schnellen System enthalten ist. Aus beiden Abbildungen 3.4 (a)
und (b) geht hervor, dass das auf der Basis des Eliminationsverfahrens prognostizierte
Kurzzeitverhalten in der Tat das tatsédchliche Verhalten widerzuspiegeln vermag. In Abb.
3.4 (b) ist der lineare Anstieg von periodischen Oszillationen iiberlagert. Diese rithren, wie
wir bereits diskutiert haben, aus der oszillatorischen Dynamik des langsamen Systems her.
Bei den ersten Momenten ist die Periode solcher Oszillationen durch « nach Gl. (3.69)
festgelegt. Entsprechendes ist fiir die zweiten Momente zu erwarten.

Fiir das zugehorige Moment (Q?) wird ein dhnliches Verhalten beobachtet. Die ersten
Momente interessieren hier nicht, da sie aufgrund der gewéhlten Anfangsbedingungen gleich
Null sind.
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3.5.2 Langzeitverhalten

Wie sieht es nun mit dem Langzeitverhalten aus? Die Antwort darauf erhalten wir durch die
Abbildung 3.5. Hier wurden zu fest vorgegebenen langsamen Anfangsbedingungen Qo = 5
und Py = 5 (reskalierte Gesamtenergie E, = 200) sowohl die ersten als auch die zweiten
Momente fiir grofle Zeitraume bestimmt. Die Zeitintervalle umfassen hierbei einige hundert
Zeiteinheiten. Hierzu wurden die Gleichungssysteme der theoretisch vorhergesagten ersten
Momente (3.63) - (3.64) und der zweiten Momente (3.65) - (3.67) numerisch integriert.
Die so gewonnenen Momente wurden mit den entsprechenden Momenten aus der Simu-
lation des vollen Einkubosystems verglichen. Das transiente Verhalten, das in Form des
langsamen exponentiellen Zerfalls theoretisch vorhergesagt wird, ldsst sich in sehr guter
Néahrung wiederfinden und zwar bei allen Momenten. Fiir die ersten Momente haben wir
diesen langsamen Zerfall bereits anhand der Gleichungen (3.68) und (3.69) diskutiert. Auf
den vergroferten Bildausschnitten 3.5 (a2), (¢2) und (e2) wird im Detail die langsame Dy-
namik mit der theoretisch zu erwartetenden Zeitentwicklung nach Verstreichen von einigen
hundert Zeiteinheiten verglichen. Man erkennt hieraus, dass auch das Langzeitverhalten
richtig von unserem Eliminationsverfahren vorhergesagt wird.

3.5.3 Langsame Autokorrelationen

SchlieBlich erscheint es in diesem Zusammenhang lohnenswert, auch die langsame Auto-
korrelationsfunktion zu studieren. Fiir sie kann auf eine d&hnliche Weise wie bei den ersten
Momenten, und zwar auf der Grundlage der reduzierten Bewegungsgleichung ein System
von analogen Differentialgleichungen fiir die Korrelationen aufgestellt werden. Ersichtlich
wird das, wenn man das Gleichungssystem der ersten Momente (3.63) - (3.64) beispiels-
weise mit Q(t') bzw. P(t') zur festen Zeit ¢’ multipliziert. Somit sind Q(¢') bzw. P(t')
konstant und koénnen in die eckigen Klammern hineingezogen werden, wodurch die Au-
tokorrelationsfunktion sichtbar wird. Formal sollte dieses Gleichungssystem, insbesondere
hinsichtlich des eingehenden Dampfungsfaktors v und der renomierten Frequenz €2,
vollkommen mit dem Gleichungssystem der ersten Momente iibereinstimmen. Demzufolge
wére ein ebenso langsamer exponentieller Zerfall der Autokorrelation fiir das reduzierte
harmonische Oszillatorsystem zu erwarten. In Abb. 3.5 (g) bestétigt sich diese theoretische
Vorhersage. Es kann ein zeitlicher Zerfall entsprechend exp(—371x7) (nach Gl. (3.68) und
Gl. (3.69)) bei der numerisch berechneten Autokorrelation (Q(t)Q(t')) ermittelt werden.

Praktischer Vorteil des Eliminationsverfahrens

Die numerische Integration der gekoppelten Gleichungssysteme (3.63) - (3.64) und (3.63)
- (3.64) fiir die Momente erfordert bei Verwendung des simplen Fuler Integrators nur we-
nige Minuten, um das oben beschriebene Langzeitverhalten zu berechnen. Demgegeniiber
benétigt man fiir die numerische Berechnung der Momente auf der Basis der Simulation
des vollen Systems fiir einen entsprechenden Zeitraum und fiir eine ausreichende Statistik
einige Tage. Entsprechendes gilt auch fiir die Berechnung der Momente auf einer kurzen
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Abbildung 3.5: Momente des langsamen harmon. Oszillators (Einkubosystem Gl. (3.13) - (3.15)): Er-
ste Momente: (al) fiir (P), griine Linien: asymtotisch vorhergesagtes Langzeitverhalten nach GI. (3.63)
- (3.64), (a2) VergroBerter Ausschnitt: rote Linie: Theorie und blaue Kreissymbole: Simulation, fiir
(Q): (b1) Simulation, (b2) Theorie. Zweite Momente: (c1) (P?) und (el) (QP), griine Linien: asymto-
tisch vorhergesagtes Langzeitverhalten nach Gl. (3.65) - (3.67), (c2), (e2) VergroBerter Ausschnitt:
rote Linie: Theorie und blaue Kreissymbole: Simulation, fiir (Q): (d1), (f1) Simulation, (d2), (f2)
Theorie. (Bei allen Momente: Parameter: ¢ = 0.025, k = 3 und E = 5, Anfangsbed.: ()9 = 5 und
Py = 5 (Gesamtenergie bei Simulation E, = E/e = 200)). (g) langsame Autokorrelationfunktion
(Parameter: ¢ = 0.025, Kk = 3, E = 5).
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Zeitskala. Mit unserer Methode erfolgt die Berechnung in weniger als einer Minute fiir
eine Zeit t < 20, wihrend die volle Simulation, verkniipft mit hinreichender statistischer
Mittelung, mehrere Stunden erfordert.

Die Zeitersparnis, die auf der Grundlage des Eliminationsverfahrens erzielt wird, ist
also erheblich und reicht tiber einige Groflenordnungen. Dies verdeutlicht auf eindruckvolle
Weise die Effizienz und das Leistungsvermogen des vorgeschlagenen Verfahrens.

Selbst wenn man die zur Fokker-Planck-Gleichung korrespondierende Langevin-Gleichung
der effektiven langsamen Dynamik numerisch integriert, wire die Zeitersparnis gegeniiber
der Simulation des vollen Systems grof3.

3.6 Zweikubomodell - Einfluss der schnellen Dimen-
sionen

Der schnelle Kubo-Oszillator, den wir hier betrachten, ist niedrigdimensional. Gerade die
Dimension bzw. die Anzahl der schnellen Freiheitsgrade ist ein Aspekt, dem bisher nicht
genug Beachtung geschenkt wurde. Was wiirde beispielweise geschehen, wenn wir den ein-
fachen Kubo-Ostzillator durch einen entsprechenden héherdimensionalen Oszillator austau-
schen wiirden? Wie wiirde sich das insbesondere auf die dynamischen Verhéltnisse beziiglich
der Dampfung und der Diffusion im langsamen System auswirken?

Das Ziel dieses Abschnittes ist es also, die Verdnderungen zu untersuchen, die mit
dem Anwachsen der schnellen Dimensionen bei den Fluktuations-Dissipations-Relationen
einhergehen. Dazu empfiehlt es sich, als langsames System den harmonischen Oszillator
beizubehalten und lediglich das schnelle Subsystem zu veréndern.

Ein naheliegender Schritt ist, anstelle der Ankopplung eines schnellen Kubo-Ostzillators
zwei separate Kubo-Oszillatoren an den langsamen harmonischen Oszillator zu koppeln.
Jeder der Kubo-Oszillatoren wechselwirkt mit dem langsamen System iiber eine separa-
te harmonische Kopplung, wiahrend die Kubo-Oszillatoren untereinander nicht gekoppelt
sind. Die zeitliche Entwicklung dieses Systems, das hier in Analogie zum Einkubosystem
als Zweikubosystem bezeichnet sei, wird durch die folgenden Hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen beschrieben:

- P (3.70)
P = —(1—|—2/~$)Q—|—/{Zqi (3.71)
G = S+ VAR (372)

= _§(1+\Eg(t))((ug%)qi—em@) mit =12 (3.73)
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Der zugehorige Hamilonian hat die Form

H = Hi+ - (H(l +HP) + H, mit (3.74)
H = §(Q2 + P?) (harmonischer Oszillator) (3.75)

- 1
HY = §(qf + p?) (i-ter Kubo-Oszillator) (3.76)
Hr = —KJ Z — ), (harmonische Kopplung) (3.77)

wobei auch hier der Satz an langsamen kanonisch konjugierten Orts- und Impulsvariablen
in Groflbuchstaben- und der Satz an schnellen in Kleinbuchstaben-Notation notiert ist.
Mit dem Index i = 1,2 sind die Kubo-Oszillatoren und die zugehorigen Variablen durch-
numeriert.

3.6.1 Reduzierte Bewegungsgleichung

Die eingangs gestellte Frage, wie ein schnelles System mit héherer Dimension auf die redu-
zierte langsame Dynamik wirkt, kann zunéchst auf analytischem Wege untersucht werden,
da es sich bei dem Zweikubosystem erneut um ein vollsténdig lineares System handelt.
Ganz dhnlich wie im Falle des Einkubomodells kann man auch hier mit Hilfe der heuristisch
angesetzten Diracschen Storungsrechnung die Koeffizienten der reduzierten Bewegungsglei-
chung, sprich Drift und Diffusion, herleiten. Die Vorgehensweise ist dabei entsprechend der
in Abschnitt 3.3. Deshalb wird an dieser Stelle auf die detaillierte Rechnung verzichtet und
direkt das Resultat diskutiert. Man findet im Gegensatz zum Einkubosystem eine doppelt
so grofle Dampfung bei quasi unveranderter Diffusion:

DY@, P) - 0k Q = DENQ,P) = pox(E —eHP)  (3.78)

~ 1
mit foK = Yor 1=Kk Hz(2) = 5((1 +2K)Q% + P?). (3.79)

2 )
Hierbei bezeichnet o5 den Dampfungs- und psox den Diffusionsfaktor. Durch Qo =
(1 + 2(k — €k?)) ist die renormierte Frequenz des langsamen harmonischen Oszillators
bei Ankopplung an zwei Kubo-Oszillatoren definiert. Der neu eingefithrte Hamiltonian
Hz(2) entspricht dem langsamen Hamiltonian erweitert um die beiden Renormierungsanteile
2%&@2, die aus den beiden harmonischen Kopplungen herriihren. In der Rechnung wurde,
wie auch beim Einfachkubosystem, nicht die volle harmonische Kopplung, sondern die
Variante mit vernachliissigtem schnellen Renormierungsanteil Hy = 35 Z?ZI(CP —2Qq;)
verwendet. Damit sieht die vollstdndige Fokker-Planck-Gleichung fiir das Zweikubomodell
wie folgt aus:

0 0?
atm(@ P) = —Pg5p KPPy + 53 DUb(Q, P)pr. (3.80)

0
t+Q2KQ apz

ap"t T ap ™
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Abbildung 3.6: Dampfung des langsamen harmon. Oszillators im Zweikubomodell: (a) Driftkompo-
nente Dg) fiir drei verschiedene (Q-Werte, rote Linien: Theorie und blaue Kreissymbole: Numerische
Simulation nach Gl. (3.62) (b) Vergleich der Dampfung fiir das Ein- und Zweikubomodell. (Parameter
fiir (a) und (b): € = 0.02, kK = 2, E = 8000 (numerische Simulation mit Gesamtenergie E, = E/¢)).

Wendet man das Eliminationsverfahren auf das Zweikubosystem an, dann erhélt man er-
neut die reduzierte Bewegungsgleichung in Gestalt von Gl. (3.80). Die Diracsche Storungs-
rechnung und das Eliminationverfahren fithren unabhéngig voneinander wiederum auf die
gleichen Resultate.

3.6.2 Numerischer Vergleich

In diesem Abschnitt gilt es anhand von Simulationen des Zweikubosystems die theoreti-
schen Ergebnisse des letzten Abschnitts zu tiberpriifen. Man erwartet, dass die Dampfung
hier zwei Mal so grof§ ist wie fiir das Einkubosystem. In Abb. 3.6 sind einige Ergebnisse
zur Drift des Zweikubomodells, die aus der numerischen Simulation gewonnenen wurden,
graphisch dargestellt. Exemplarisch ist in Abb. 3.6 (b) fiir @ = 0 die P-Komponente der
Drift Dg) sowohl fiir das Einkubo- (blaue Gerade) als auch fiir das Zweikubosystem (rote
Gerade) bei gleichen Systemparametern berechnet worden. Mit der Wahl der langsamen
Ortsvariablen () = 0 entféllt der deterministische Driftanteil in Dg) und der verbleiben-
de Dampfungsanteil kann direkt beobachtet werden. Aus dem graphischen Vergleich geht
ganz klar die Richtigkeit der theoretische Vorhersage hervor. In Abb. 3.6 (a) ist fiir drei un-
terschiedliche Werte der langsamen Ortsvariablen () wiederum die Driftkomponente Dg)
numerisch bestimmt worden. Auch hier sieht man, dass die numerischen Werte nahezu
perfekt auf den theoretisch vorhergesagten roten Geraden liegen. Wir beobachten also wie
erwartet in der Simulation eine Verdopplung der Démpfung. Nun gilt es die zweite Vor-
hersage, ndmlich dass die Diffusion unverédndert bleibt, zu iiberpriifen. In Abb. 3.7 sind
die numerisch berechneten Werte der P P-Diffusionskomponente (blaue Kreissymbole) zu-
sammen mit den zugehorigen theoretisch vorhergesagten (parabelférmigen roten) Kurven
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Abbildung 3.7: Numerisch berechnete Diffusionskomponente Dﬁf}; nach Gl. (3.60) des harmon. Os-
zillators im Zweikubosystems: (a) 3-dimensional, (b) Vergleich zwischen Ein- und Zweikubomodell
fir @ = 0. (c) und (d) Vergleich fiir Dgl)g im Querschnitt: rote Linien: theoretische Vorhersage und
blaue Kreissymbole: numerische Berechnung nach Gl. (3.60). (Parameter fiir (a), (b), (c1) und (c2):

€ =0.02, Kk =2, E = 8000 (numerische Simulation mit Gesamtenergie E, = E/¢)).

aufgetragen. Der Vergleich weist eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und
Numerik nach. In Abb. 3.7 (b) ist fiir ) = 0 die PP-Diffusionskomponente der beiden
Kubosysteme zu identischen Parametern zum Vergleich gemeinsam aufgetragen. Die zu-
gehorigen Werte liegen nahezu perfekt iibereinander, d.h auch die zweite Aussage kann
bestétigt werden.

Im Hinblick auf die Ausgangsfrage lédsst sich zusammenfassend also folgendes sagen:
Die VergroBlerung der Anzahl der Dimensionen bzw. Freiheitsgrade des schnellen Teilsy-
stems fithrt zu einer Anderung der Fluktuations-Dissipations-Relation in der reduzierten
Beschreibung dahingehend, dass die Dampfung wéchst, wiahrend die Diffusion quasi un-
verdndert bleibt. Dies wird vom Eliminationsverfahren vorhergesagt.
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3.7 Reduzierte stationire Dichte

Im letzten Abschnitt haben wir bereits gesehen, dass die Vergroflerung der Anzahl der
schnellen Dimensionen bzw. Freiheitsgrade eine Verdnderung der Fluktuations-Dissipations-
Relation bewirkt. Es ist naheliegend, einen Schritt weiterzugehen und nach dem thermo-
dynamischen Limes zu fragen. In diesem Abschnitt werden wir uns das Langzeitverhalten
des reduzierten Systems genau unter diesem Gesichtspunkt ansehen.

In den meisten Fillen, in denen eine Beschreibung im Rahmen der Fokker-Planck-
Gleichung moglich ist, existiert auch eine stationére Dichte, die das langsame System
asymptotisch in der Zeit anstrebt. Die stationédre Dichte eignet sich demnach sehr gut
zum Studium des Langzeitverhaltens. Einige Teilaspekte des Langzeitverhaltens wurden
bereits im Abschnitt 3.5 anhand der zeitlichen Entwicklung von Momenten der Autokor-
relationsfunktion des langsamen Systems untersucht. Hier geht es uns nun darum, den
direkten Vergleich zwischen dem theoretisch vorhergesagten und dem tatséchlich erreich-
ten Zustand der reduzierten stationére Dichte durchzufiihren.

Die Linearitit des Einkubomodells erlaubt hier sogar die analytische Berechnung der
reduzierten stationére Dichte des langsamen Oszillatorsystems. Hierzu ist es lediglich erfor-
derlich, die Gesamtdichte des vollen Systems p, = 6(H — E,) iiber dem schnellen Phasen-
raum zu integrieren und anschlieBend durch die Gesamtzustandsdichte Z(E,) zu dividieren:

ﬁil)(@P) — Z(E’g) /dqdp S(H—E,), Z(E, = /deP/dqdp S(H—E,). (3.81)

Wir wenden also lediglich die Definition (3.81) der reduzierten stationéren Dichte an. Hier
empfiehlt es sich fiir die konkrete Rechnung, den Gesamthamiltonian H zunéchst in Po-
larkoordinaten zu iiberfithren und zusétzlich die Ansétze (3.25) und (3.26) fiir die schnelle
Dynamik zu verwenden. Auf diese Weise ergibt sich die reduzierte stationdre Dichte im
Falle des Einkubosystems zu:

UTS

TLig

(@, P) = O(&(Q,P)  mit Qg =1+rk—ex?, (3.82)

wobei mit ©(&(Q, P)) die zugehorige Heaviside-Funktion mit dem Argument
1
&(Q,P)=E, — E(QlKQZ + P2). (3.83)

bezeichnet ist. Durch sie wird die Positivitdt der stationdren Dichte sichergestellt. Die
stationdre Dichte des langsamen harmonischen Oszillatorsystems ist demnach konstant
und ist festgelegt durch die renormierte Frequenz ;5 und die Gesamtenergie £,.

Es muss angemerkt werden, dass auf die beschriebene Weise die reduzierte stationére
Dichte nur dann berechnet werden kann, wenn in der Kopplung der schnelle Renormie-
rungsanteil %mf vernachléssigt wird. Damit wird also eine harmonische Kopplung der
Form ‘Hj, = 3x(Q* — 2Qq) verwendet.
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3.7.1 Thermodynamischer Limes: Das n-Kubomodell

Wie das Einkubosystem auf ein Zweikubosystem erweitert werden kann, haben wir bereits
gesehen. Daraus wird auch ersichtlich wie man die Verallgemeinerung auf ein n-Kubosystem
erreichen kann, bei dem der langsame harmonische Oszillator an n separate schnelle Kubo-
Oszillatoren iiber n separate harmonische Kopplungen gekoppelt ist. Im Hamiltonian (3.74)
und den zugehorigen Bewegungsgleichungen (3.70) des Zweikubomodells wird dann der
Index fiir Anzahl der Kubo-Oszillator von zwei auf n ausgedehnt. Mit dieser Erweiterung
kénnen wir im Folgenden den thermodynamischen Limes untersuchen. Dazu betrachten
wird die reduzierte stationére Dichte. Diese kann auch fiir ein beliebiges n-Kubosystem
analytisch berechnet werden. Zunéchst berechnen wir fiir das Zwei-, Drei- und Vierku-
bosystem genau wie im Fall des Einkubosystems die reduzierte stationére Dichte. Wir
erhalten:

24/}
2 Kubo: FOQP) = 22K
™ g

3V sk
7TE§’

A/ Qi

4
7rEg

B, — 5(0x@* + POEQ, P)  (384)

3 Kubo: 7H(Q,P) = B, — 5 (k@ + PIPO(E(Q. P) (3.85)

4 Kubo: pY(Q,P) =

*

B, — 5 (k@ + PYPO(EQ, P)). (3.56)

mit den langsamen renormierten Oszillatorfrequenzen
Qr=1+j(k—ex?) mit j=1,273/4 (3.87)

und der Heaviside-Sprungfunktion mit den Argumenten
1
&(Q,P)=E, — 5(Q]»KQ? +P?)  mit  j=1,2,34. (3.88)

Die Struktur der oben bestimmten Dichten legt eine GesetzméfBigkeit offen, die wir leicht
zu einer Rekursionsformel fiir den Fall von n linear angekoppelten Kubo-Oszillatoren ver-
allgemeinern konnen. Demzufolge ergibt sich die reduzierte stationdre Dichte fiir ein n-
Kubomodell zu:

o nv QnK

n Kubos: 7" (Q, P)
TEy

1

By~ 5(Quc@ + P I0(E(Q. P)  (3:89)
Physikalisch ist es sinnvoll, anstelle von k — g zu betrachten, da ansonsten u.U. die
Ostzillatorfrequenz €2,k negativ werden kann. Eine derartige Gegebenheit ist jedoch physi-
kalisch auszuschlieen. Im n&chsten Schritt wollen wir den thermodynamischen Limes fiir
n — oo betrachten. Hierzu wird zunéchst die stationdre Dichte (3.89) des n-Kubomodell
durch Einfithren von E := E,/n noch weiter umgeformt:

Qni 1

TEn [E - 2(71 _ 1) (QHKQ2 + P2)](n_1)@(€n(Q>P))

(O {1 1 (L(QM(@ + p2))}(n_1)@(£n(Q,P)). (3.90)

M (Q,P) =

TE | n—1\2F
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An dieser Stelle kann ausgenutzt werden, dass die Exponentialfunktion der Grenzwert der
Zahlenfolge

n—oQ

lim [1 - ﬂ T exp(—1). (3.91)

darstellt. Mit Hilfe der Beziehung (3.91) kann der thermodynamische Limes fiir die stati-
onére Dichte (3.90) eines n-Kubosystems durchgefiihrt werden und wir erhalten:

1
pP(Q, P) := lim p{(Q, P) = W—EeXp( - ﬂ) (3.92)

Mit ‘H; = %(Q2 + P?) wird weiterhin der Hamiltonian des langsamen harmonischen Oszilla-
tors bezeichnet. Nach Gl. (3.92) konvergiert im thermodynamischen Limes von unendlich
vielen schnellen Kubo-Oszillatoren die reduzierte stationdre Dichte des langsamen har-
monischen Ostzillators gegen die Boltzmann- Verteilung ﬁka)(Q, P). Auf diese Weise wird
gewissermaflen ein thermisches Warmebad mit Hilfe von unendlich vielen schnellen Kubo-
Ostzillatoren konstruiert.

3.7.2 Untersuchungen zum Langzeitverhalten

Aus der Analyse im letzten Abschnitt kennen wir nunmehr fiir ein beliebiges n-Kubomodell
die zugehorige stationédre Dichte des reduzierten Systems exakt. Es mufl jedoch noch iiber-
priift werden, inwieweit die einzelne reduzierte Dichte-Verteilung, welche das vom Elimi-
nationsverfahren vorhergesagte Langzeitverhalten reprisentiert, der stationéren Dichte des
langsamen Oszillators bei Simulation des vollen Systems entspricht. Bei der Untersuchung
dieser Frage beschrinken wir uns auf das Einkubo- und Zweikubomodell. Diese werden
hier numerisch simuliert.

In Abb. 3.8 sind die zugehérigen Resultate in einer Ubersicht zusammengetragen. Es
geht daraus hervor, dass durch die reduzierten stationéren Dichten die langsamen Dichte-
Verteilungen des vollen Systems fiir die betrachten Fille des Einkubo- und Zweikubosy-
stems vollstindig reproduziert werden konnen. Dies wird besonders deutlich, wenn man
die theoretisch vorhergesagte und die durch Simulation des vollen Systems gewonnene sta-
tiondren Dichte im Querschnitt parallel zur Q- und P-Achse vergleicht. Die roten Kurven
entsprechen der theoretischen Vorhersage des Eliminationsverfahrens, wiahrend die blauen
Kreisymbole die durch Simulation des vollen Systems gewonnenen Werte fiir die langsame
stationére Dichte reprisentieren. Wie man erkennen kann, ist die Ubereinstimmung sehr
gut.

Eine letzte Untersuchung gilt dem bereits diskutierten thermodynamischen Limes. Hier-
zu wurde ein Achtkubosystem, bei der acht schnelle Kubo-Oszillatoren an dem langsa-
men harmonischen Oszillator angekoppelt werden, die theoretisch zu erwartende stationére
Dichteverteilung des reduzierten Systems berechnet. Man kann hier bereits eine Tendenz
hin zur Boltzmann-Verteilung erkennen. Die Verteilung ist weniger parabelférmig, und fallt
zu den Réndern schwicher ab.
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Abbildung 3.8: Langzeitverhalten: (reduzierte) stationdre Dichte des langsamen harmonischen Os-
zillators fiir 1) Einkubomodell: (al) Simulation, (a2) im Querschnitt (rote Linien: Theorie, blaue
Kreissymbole: Numerik ), (a3) Theorie (Parameter ¢ = 0.03, xk = 3, E = 300). 2) Zweikubomo-
dell: (b1) Simulation, (b2) im Querschnitt (rote Linien: Theorie, blaue Kreissymbole: Numerik ), (b3)
Theorie (Parameter ¢ = 0.03, k = 1.5, E = 300). Ankopplung 8 schneller Kubo-Oszillatoren: (c1)

theoretisch vorhergesagte reduzierte stationdre Dichte, (c2) im Querschnitt (Parameter

K = 0.375, E = 300).
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Kapitel 4

Koexistenz von regulidrer und
chaotischer Dynamik

Generische Hamiltonsche Systeme sind von Natur aus weder vollstéindig reguldr noch
vollstédndig chaotisch, sondern weisen zumeist einen gemischten Phasenraum aus koexi-
stierenden reguldren und chaotischen Regionen auf. Héufig ist eine jede regulédre Insel
umgeben von einer Hierarchie von kleiner werdenden Inselketten. Auf diese Weise ergeben
sich selbstéhnliche Strukturen auf unterschiedlichen Hierarchiestufen.

In einem integrablen System ist der anféngliche Phasenraum mit Familien von invarian-
ten Kolmogorov-Arnold-Moser Tori (KAM-Tori) aufgefiillt. Durch Erhéhung der Energie
werden nach und nach diese reguldaren Tori zerstort, wodurch sich der irregulidre Bereich
(man spricht bildhaft von einem chaotischen See) zusehends ausdehnt. Die Energie wirkt
also in Hamiltonschen Systemen als Bifurkationsparameter. Im Zuge dieses Zerstorungs-
prozesses entstehen héufig hierarchische Inselstrukturen gemeinsam mit den sogenannten
Cantori. Diese sind gewissermafen als die Uberreste der zerstorten reguliren Tori zu be-
trachten. Die Cantori sind fraktal beschaffene Begrenzungen in der Nédhe von Inseln. Im
Gegensatz zu den KAM-Tori stellen sie keine uniiberwindbaren Schranken dar. Die iiberle-
benden KAM-Tori hingegen trennen einzelne Regionen des Phasenraums voneinander. An
ihrer Oberflache ist der Lyapunov-Exponent Null.

Die sich auf diese Weise entfaltende Komplexitdt der Hamiltonschen Dynamik gibt An-
lass zu Beobachtungen [23] -[34], die bis heute von Wissenschaftlern kontrovers diskutiert
werden. Eine dieser Beobachtungen steht in unmittelbarer Verbindung mit dem Zerfall der
Korrelationsfunktion C(T'), die eine fundamentale GroBe zur Charakterisierung der Dyna-
mik darstellt. In Systemen mit gemischten Phasenraum findet man oft algebraische Zerfélle
23] - [34], die auch in der Verteilung von Wiederkehrzeiten W (T") beobachtet werden. Sie
machen sich durch die sogenannten power law tails bemerkbar, d.h. der anfdnglich expo-
nentielle Zerfall der Héufigkeitsverteilung W (7') wird durch einen im Mittel algebraischen
Zerfall (in den Schwdnzen der Wiederkehrzeit-Verteilung) abgeldst [33]:

e fir T < T,

WAT) ~ { T fwT.<T<T,. (41)
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Hierbei sind 7 und [ die zugehdrigen Zerfallsexponenten. Der Zerfall der Wiederkehrzeit-
Wahrscheinlichkeit determiniert nach Chirikov und Shepelyansky [34] den Korrelationszer-
fall gemaf:

C(T) ~ TW(T). (4.2)

Bei streng chaotischen Systemen ohne stabile Inseln, wie z.B. bei der Arnoldschen Katzen-
Abbildung, ist der Zerfall ausschlielich exponentiell.

Die Idee zur Betrachtung von Wiederkehrzeiten geht auf Poincaré zuriick. Nach dem von
ihm aufgestellten Theorem, kehrt in einem energieerhaltenden System jede Trajektorie, die
eine kleine Region A des Phasenraums verlisst, nach endlicher Zeit T' zu dieser zuriick!. Im
Grenzfall unendlich langer Zeit durchlauft die Trajektorie diese Umgebung also unendlich
haufig.

Eine Trajektorie, die im chaotischen See startet, kommt frither oder spéter infolge der
Ergodizitit in die Ndhe von regulédren Inseln, deren Umgebung wie bereits erwéhnt hierar-
chisch strukturiert ist. In diesem Bereich verweilt sie u.U. fiir ldngere Zeit; man spricht von
stickiness (Klebrigkeit) [26, 24, 29]. Dieser Effekt fithrt zu den genannten power law tails,
d.h. einem algebraischen Zerfall der Wiederkehrzeit-Statistik. Ein Eindringen der Trajek-
torie in den regulédren Bereich ist hierbei ausgeschlossen, da ansonsten das Phasenraumvo-
lumen schrumpfen wiirde. Das jedoch steht im Widerspruch zu dem Liouville-Theorem fiir
konservative Systeme.

Im Hinblick auf das Eliminationsverfahren spielt der Zerfall der Korrelationen eine ent-
scheidende Rolle, da die verwendete Markov-Approximation eine exponentiell mischende
Dynamik voraussetzt (s. Kap. 2). Auler Frage steht, dass bei Hamiltonschem Chaos der
gemischte Phasenraum eher die Regel als die Ausnahme darstellt und demnach der alge-
braische Zerfall ein nicht vernachlassighbarer Umstand ist. Die Frage, die sich in der Kon-
sequenz ergibt, lautet: Welche Auswirkungen hat dies fiir die Giiltigkeit des Eliminations-
verfahrens? An dieser Stelle muss angemerkt werden, dass sich bisherige Untersuchungen
zu den besprochenen algebraischen Zerféllen auf isolierte chaotische Systeme und insbe-
sondere symplektische Abbildungen beschrénkt haben [23] - [34]. Es ist also a priori nicht
klar, was im Falle eines chaotischen Systems zu erwarten ist, welches in Wechselwirkung
mit einem anderen System steht. Ob es zu einer Schwachung (evtl. gar Beseitigung) der
storenden algebraischen Zerfille oder deren Verstéirkung kommt, ist bis jetzt unbekannt.
Der zweite Abschnitt, der den zentralen Abschnitt in diesem Zusammenhang darstellt, ist
genau dieser Frage gewidmet.

Die Intention dieses Kapitels ist, anhand von konkreten Beispielen, den hier aufgewor-
fenen Fragen genauer nachzugehen. Hierzu bedienen wir uns der Einfachheit halber gekop-
pelter symplektischer Abbildungen. Sie kénnen gewissermaflen als diskretisierte Modelle
fiir Hamiltonsche Systeme betrachtet werden. Thr Vorzug ist, dass sie weniger Dimensionen

!'Dieses Theorem beruht auf der Erhaltung des Phasenraumvolumens Hamiltonscher Systeme. Eine
Trajektorie, die eine kleine Region A des Phasenraums mit dem Volumen I" 4 verlésst, muss in diese nach
endlicher Zeit T zuriickkehren. Andernfalls schrumpft die Phasenraumvolumen. Dies ist jedoch nach dem
Theorem von Liouville verboten (siehe auch [33]).
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als kontinuierliche Hamiltonsche Systeme besitzen, aber dennoch chaotisches Verhalten
aufweisen kénnen.

In der akutellen Forschung wird in zahlreichen Arbeiten die Méglichkeit eines universel-
len Zerfallsexponenten fiir den algebraischen Zerfall der Wiederkehr-Verteilung diskutiert
[23, 34]. Bevor wir uns also den gekoppelten Abbildungen zuwenden, wollen wir im néchsten
Abschnitt diskutieren, ob mit Hilfe dieses Exponenten der Fehler, der sich aus der Verwen-
dung der Markov-Approximation fiir das Eliminationsverfahren ergibt, abgeschéitzt werden
kann.

4.1 Hamiltonsches Chaos und Markov-Approximation

Mit Hilfe der Markov-Approximation konnten wir im Kapitel 2 den dort auftretenden
Gedachtnisterm vereinfachen und somit durch das Eliminationsverfahren eine Fokker-
Planck-Gleichung gewinnen. Der Gedéchtnisterm seinerseits ist grob gesprochen durch das
Zeitintegral iiber das Produkt aus der reduzierten Dichte p;_4 und der Korrelationsfunktion
C(t —t') der schnellen Freiheitsgrade gemafl

/ dtp,_pC(t —t) (4.3)

bestimmt. Ist der Zerfall der Korrelationen im schnellen chaotischen Teilsystem exponen-
tiell und verklingen sie schnell auf der langsamen Zeitskala 7;, dann ist der Fehler, den
man beim Abschétzen dieses Integrals auf der Basis der Markov-Approximation macht,
gering. Dies ist im Fall von hyperbolischer Dynamik idealerweise erfiillt. Uns aber interes-
siert der allgemeine Fall mit gemischtem Phasenraum. Nach Beziehung (4.1) und (4.2) ist
hier fiir Zeiten T' < T, ein exponentieller Zerfall der Korrelationen zu erwarten. Insbeson-
dere fiir grofle Zerfallsexponenten p ist der Fehler durch Anwendung der Markov-N#herung
klein, wie im hybolischen Fall. Fiir groflere Zeiten T' > T, wéchst der Fehler. Wie grof3 er
schliefllich wird, hdngt von dem Exponenten [ des algebraischen Zerfalls ab. Damit die
Markov-Approximation giiltig bleibt, darf [ nicht kleiner als 2 sein, sonst divergiert das
Integral (4.3). An dieser Stelle ergibt sich die Frage, ob der Exponent [ des algebraischen
Zerfalls bestimmbar ist.

Der algebraische Zerfall scheint eine universelle Eigenschaft von Hamiltonschen Syste-
men zu sein. Vor diesem Hintergrund ist es naheliegend, auch die Existenz eines univer-
sellen Zerfallsexponenten 3 zu vermuten. Der Exponent 3, der bisher mittels numerischer
Berechnungen fiir endliche Simulationsdauern bestimmt wurde, scheint nicht universell zu
sein. Er variiert von System zu System und mit den Parametern. Typischerweise ran-
giert er zwischen 1 und 2.25 [25]-[29]. Bei der numerischen Berechnung der Verteilung von
Wiederkehrzeiten handelt es sich um eine aufwéndige und zeitintensive Angelegenheit, ins-
besondere wenn man eine grofle Zahl von Wiederkehrereignissen erreichen will. Dies ist im
Hinblick auf eine aussagekriftige Statistik notwendig. Je schlechter die Statistik ist, desto
starker streuen die Werte fiir grofle Zeiten in der Wiederkehr-Verteilung. Es verwundert
also nicht, dass hier unterschiedliche Werte des Exponenten gefunden werden.
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In der 1999 erschienen Arbeit von Chirikov und Shepelyansky [34] wird argumentiert,
dass fiir asymptotisch grofie Zeitdauern der Zerfallsexponent 3 unabhéngig von den spezifi-
schen Systemeigenschaften und Parametern wird. Der universelle Exponent, den sie auf der
Basis der Renormierungstheorie gewinnen, betragt 3. Weiss, Hufnagel und Ketzmerick [23]
finden hingegen anhand von numerischen Langzeitsimulationen zur Standard-Abbildung
einen universellen Koeffizienten 3 = 1.85 des algebarischen Zerfalls der Wiederkehrwahr-
scheinlichkeit. Dieser Wert fiir den universellen Koeffizient § stimmt relativ gut mit dem
theoretisch vorhergesagten Wert 3 = 1.96 iiberein, den Meiss und Ott [24] auf der Basis
ihres markov-tree model ableiten konnten. Denoch ist das kein Beweis fiir die Richtigkeit
der Resultate von Weiss et al. [23]. Die Diskussion beziiglich der Existenz des universellen
Exponenten 3 und seines Zahlenwertes bleibt offen. Eine Abschétzung des Integrals (4.3)
ist auf diesem Wege nicht moglich.

Allerdings sind die universellen Exponenten 3 ausschliefflich fiir isolierte Systeme be-
rechnet worden. Wir aber betrachten gekoppelte Hamiltonsche Systeme, die iiber eine
schnelle chaotische Komponente verfiigen. Solche Systeme sind jedoch nicht generisch. Wie
sich die Zerfallseigenschaften der schnellen Korrelationen durch die Ankopplung veréandern,
ist damit nicht geklédrt. Es erscheint sinnvoll, diese Liicke durch entsprechende Untersu-
chungen zu schlieflen. Im n#chsten Abschnitt werden hierzu Wiederkehrverteilungen fiir
die schnelle Komponente einiger gekoppelter symplektischer Abbildungen qualitativ unter-
sucht. Wir beschrianken uns hier auf eine qualitative Analyse, da die fiir die quantitative
Untersuchung notwendige Statistik, wie bereits erlautert, schwierig zu erreichen ist.

4.2 Gekoppelte symplektische Abbildungen: Zerfall
schneller Korrelationen

In diesem Abschnitt wird anhand dreier unterschiedlich gekoppelter symplektischer Ab-
bildungen der Zerfall der schnellen Korrelationen studiert. Symplektische Abbildungen
konnen als stark vereinfachte diskretisierte Modelle fiir Hamiltonsche Systeme verwendet
werden. Eine Abbildung ist symplektisch, wenn sie den folgenden Bedingungen geniigt:

(1) det(J) =1 (2) J'SJ=S8 mit S= ( _OI é ) . (4.4)

Hierbei ist J die zur Abbildung gehorige Jacobi-Matrix, S die im Rahmen der Symplek-
tizitat erforderliche antiymmetrische Matrix und I die Einheitsmatrix. Als schnelle Ab-
bildung dient in allen drei Féllen die Schanz-Abbildung [35]. Thr Vorteil ist, dass sie bei
einer geeigneten Wahl der Parameter nur eine einzige grofle regulére Insel im ansonsten
chaotischen See aufweist (siche Abb. 4.1(d)). Bei den drei gekoppelten Abbildungen un-
terscheiden sich also lediglich die langsamen Abbildungen. Die konkrete Wahl erfolgt nach
dem Kriterium der Integrabilitdt. Die zugrunde liegende Idee war es zu iiberpriifen, ob eine
vollstédndig regulére, eine gemischte oder eine vollstéindig chaotische langsame Dynamik
jeweils unterschiedliche Auswirkungen auf die schnelle Dynamik hat. Eine naheliegende



4.2 Gekoppelte symplektische Abbildungen: Zerfall
schneller Korrelationen 61

(c) | Katzen-Abb. (langsam) (b) 1Standard-Abb. (langsam) (a) 1Harmonische Abb. (langsam)

0.5 | 0.5t

P1
Pi

0 0.5 1 0 0.5 1
q q; q;

!

(d) ) Schanz-Abb. (schnell)

P1

q;

Abbildung 4.1: Ubersicht: Verschiedene langsame symplektische Abbildungen zur Ankopplung mit
(c) Schanz-Abbildung (siehe GI. (4.5) mit b = 0, Parameter: K = 3 ). (a) 1. Fall: Arnoldsche
Katzen-Abb. (siehe GI. (4.5) mit b = 0), 2. Fall: Standard-Abb. (siehe Gl. (4.6) mit b = 0, Parameter:
K = 3) und 3. Fall: Harmonische Abb. (siehe Gl. (4.7) mit b = 0, Parameter: o = 0.01).

Vermutung, welche wir im Verlauf der ndchsten Abschnitte bestétigen werden, ist, dass
sich eine chaotische langsame Dynamik begiinstigend auf den Zerfall der Korrelationen im
schnellen Teilsystem auswirkt.

Die drei Félle werden exemplarisch an den folgenden langsamen Abbildungen unter-
sucht: An der Harmonischen-Abbildung (reguldre Dynamik), der Standard-Abbildung zu
geeigneten Parametern (gemischter Phasenraum) und schliellich der Arnoldschen Katzen-
Abbildung (chaotisch hyperbolisch). In allen drei Fallen wird linear gekoppelt und die
Kopplungsstéirke iiber den Parameter b reguliert. Abb. 4.1 zeigt alle drei besprochenen
Abbildungen in ihrem ungekoppelten Zustand zu dem Parametersatz, wie er im Folgenden
verwendet, wird.

Was bedeutet schnelle oder langsame Abbildung?

Bisher wurde ohne ndhere Erlauterung von schneller und langsamer Abbildung gesprochen.
Bei der Kopplung der dynamischen Hamiltonschen Systeme wird die Zeitskalentrennung
durch die Einfithrung eines Parameters ¢ erreicht. Dies ist nicht ohne weiteres auf ge-
koppelte Abbildungen iibertragbar. Es besteht dabei die Gefahr, dass die dynamischen
Eigenschaften der Abbildungen (unerwiinscht) grundlegend verdndert werden.

Das Ziel der Uberlegung bleibt aber, den Einfluss der Kopplung auf die Dynamik der
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einen Abbildung - im Folgenden die schnelle Abbildung - zu bestimmen.

Die Einkopplung der langsamen Abbildung geschieht daher nach folgendem Schema: Die
schnelle Abbildung wird iteriert, wobei n der Iterationsindex ist. n = T stellt das Analogon
zur Zeit in einem dynamischen System dar. Nach einer Anzahl A von Iterationsschritten
wird dann fiir genau einen Iterationschritt die langsame Abbildung eingekoppelt. Fiir diesen
Schritt wird nun auch die langsame Abbildung iteriert. Thr Index [ 1duft um den Faktor A
langsamer als n. Die Abbildungen koppeln also stets, wenn n = [A gilt.

Diese Kopplung ist anders als im zeitkontinuierlichen Fall, da nur in festen Zeitabsténden
gekoppelt wird. Durch die Einhaltung der Symplektzitétsbedingung der hier betrachteten
Abbildungen ist die Wahl der Kopplung stark eingeschrénkt. Die vorgeschlagene Kopplung
erfiillt diese Bedingung und wurde deshalb hier favorisiert.

Vorschlag: Methode zur Berechnung von Wiederkehrzeiten

Eine recht géngige Herangehensweise zur Berechnung von Wiederkehrzeit-Verteilungen be-
steht darin, die Zeit T zwischen dem Verlassen und der Wiederkehr einer Trajektorie in
eine kleine Umgebung A zu messen, und die zugehorigen Wiederkehr-Ereignisse zu zéhlen.

Der Nachteil dieser Methode sind zeitintensive numerische Berechnungen. Der Aufwand
lasst sich verringern, indem man nicht eine einzige Umgebung betrachtet, sondern den
gesamten der Abbildung zur Verfiigung stehenden Bereich mit einem Gitter von n x m
Stiitzstellen {iberzieht. Anschlieflend startet man die Trajektorie von einer beliebigen Box
im Bereich des chaotischen Sees und ermittelt dann die Wiederkehrzeiten der Trajektorie
wéahrend ihres fortlaufenden Wanderns zu den einzelnen Boxen im Gitter. Damit kann
in der gleichen Simulationszeit eine wesentlich grofiere Zahl von Events erreicht werden.
Zusitzlich wird dadurch die Auszeichnung einer Umgebung vermieden, und man erhéalt
eine globale Mittelung iiber die gesamte schnelle Dynamik.

Anmerkung

Zu welchem Zeitpunkt T genau der exponentielle oder der algebraische Zerfall einsetzt, ist
abhéngig von der Grofle der Umgebung, die fiir die Wiederkehr der Trajektorie betrach-
tet wird. Je kleiner die Umgebung gewéhlt ist, desto geringer wird die Wahrscheinlichkeit
fiir die Wiederkehr der Trajektorie. Das ihrerseits bedingt die Verschiebung der gesamten
Verteilung zu groferen Wiederkehrzeiten. Damit ist die Zeitskala der Wiederkehr nicht
absolut, sondern mufl immer zur UmgebungsgréBe ins Verhiltnis gesetzt werden?. In Be-
zug auf die hier verwendete Methode zur Berechnung von Wiederkehr-Ereignissen ist die
Feinheit der Box-Zerlegung zu beriicksichtigen.

In den kommenden Unterabschnitten wird die Dynamik der schnellen Schanz-Abbildung
bei Ankopplung an unterschiedliche langsame Abbildungen untersucht. Dazu werden so-
wohl Wiederkehrzeit-Verteilungen als auch Poincaré-Schnitte herangezogen. Das verwen-
dete Gitter wird in allen Féllen zu jeweils 100 x 100 Stiitzstellen gewéhlt.

2Nach dem Lemma von Kac ist die mittlere Wiederkehrzeit umgekehrt proportional zum Phasenraum-
volumen.
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4.2.1 Langsame Katzen- und schnelle Schanz-Abbildung

Der denkbar giinstigste Fall ist der, bei dem durch die langsame Dynamik keine zusétzli-
chen Korrelationen in die schnelle Dynamik eingebracht werden. Dazu mufl das langsame
System notwendigerweise vollstiandig chaotisch sein. Die Arnoldsche Katzen-Abbildung
verfiigt iiber eine derartige Dynamik. Daher erscheint es sinnvoll, zunéchst diesen Fall
zu betrachten. Dazu wird die Katzen-Abbildung linear an die schnelle Schanz-Abbildung
gekoppelt. Die resultierende Abbildung hat die folgende Gestalt:

Katzen-Abb.: ¢/ = ¢f* + pj** (mod1)
cat cat cat sc
pity = pi* 4+ ¢ty + bg; mod1
I+1 l I+1 e 1)A ( ) (4.5)

Schanz-Abb.: ¢, = ¢° + (|§§Z| + L Cos(27rpff)) (mod1)

P = 05 — (@551 — 3) + b0n,qenyagsty  (modl).

Mittels der Bedingungen (4.4) kann gezeigt werden, dass sowohl die einzelne der beiden
Abbildungen als auch die daraus hervorgehende Abbildung in Gl. (4.5)-(4.5) symplektisch
ist.

Um Einblick in die dynamischen Abldufe und Verédnderungen infolge der Ankopplung
der schnellen Schanz-Abbildung zu gewinnen, ist es sinnvoll, eine Serie zeitlich aufeinan-
der folgender Poincaré-Schnitte zu betrachten. In Abb. 4.2 sind diese in einem Abstand
von einer Million Iterationsschritten aufgenommen worden. Das beobachtete Szenario ist
charakterisiert durch eine zeitlich verénderliche Inselregion. Sie dehnt sich hier nicht iiber
die urspriinglichen Inselgrenzen der freien Schanz-Abbildung hinaus aus. Dies ersieht man
aus dem Vergleich mit Abb. 4.1 (d), die zu demselben Parametersatz berechnet wurde. Die
Kopplung fithrt also im zeitlichen Mittel zu einer Schrumpfung der Inselregion. Zusétzlich
beobachtet man das Eindringen der Systemtrajektorie in die regulére Insel. Beispielsweise
in den Poincaré-Schnitten 4.2 (a), (f) und (h) wird dieses Verhalten sichtbar. Ohne die
Ankopplung wére die Systemtrajektorie fiir immer hier gefangen. Durch die Wechselwir-
kung @ndert sich aber fortwédhrend der schnelle Phasenraum, so dass nach einer Weile die
Trajektorie wieder im chaotischen See verlduft (siche dazu den Ubergang von (a) zu (b)).
Das Eindringen in die Inselregion ist in dieser Konstellation nicht mehr verboten, da das
schnelle System nicht isoliert ist.

Die Poincaré-Aufnahmen sind hier fiir eine schwache Kopplung b = 0.01 erstellt worden.
Die Schanz-Abbildung wird hier zehnmal h&ufiger als die langsame Katzen-Abbildung ite-
riert. Fiir weniger schwache Kopplungen b > 0.01 ist der Eingriff des langsamen Systems in
die schnelle Dynamik wesentlich tiefgreifender. Man beobachtet eine starkere Schrumpfung
der regulédren Inselregion in der schnellen Schanz-Abbildung.

Wir gewinnen auf der Basis der berechneten Poincaré-Schnitte lediglich einige Einblicke
in die dynamischen Prozesse, die in der schnellen Abbildung stattfinden. Interessanterweise
wird nicht das Entstehen von neuen Inseln oder etwa das Wandern der Insel in der schnellen
Schanz-Abbildung beobachtet, was durchaus denkbar wére.
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Abbildung 4.2: Dynamisches Szenario der schnellen Schanz-Abb. beim Einkoppeln der langsamen
Katzen-Abb. nach Gl. (4.5): Zeitlich aufeinanderfolgende Momentaufnahmen mittels Poincaré-Schnitte
(der Schanz-Abb.) alle 10° Iterationen 7' (Parameter: K5 =3, A = 10 und b = 0.01).

Aus der Einleitung dieses Kapitels wissen wir, dass stabile Inseln - bildhaft gesprochen
- klebrig (sticky) sind, d.h. die Trajektorie klebt fest ohne einzudringen. Es kommt da-
durch zu algebraischen Zerfillen in der Wiederkehr-Verteilung. Die hier beobachtete Insel
ist nicht mehr stabil, sondern verédndert sich in der Zeit. Welche Folgen hat das nun fiir
den Zerfall der schnellen Korrelationen? Zur Beantwortung dieser Frage wollen wir uns
im n#chsten Schritt die Wiederkehr-Verteilungen fiir die gekoppelte Schanz-Abbildung an-
sehen. In Abb. 4.3 (a) ist diese zu drei unterschiedlichen Kopplungsstiarken b bestimmt
worden. Dabei ist die Schanz-Abbildung stets zehnmal so schnell wie die angekoppelte
Katzen-Abbildung. Es werden jeweils 102 Wiederkehr-Ereignisse beriicksichtigt. Zusétzlich
sind hier die Wiederkehr-Verteilungen fiir die isolierte Katzen- und Schanz-Abbildung mit-
aufgenommen. Sie wurde zu den gleichen Parametern wie die Teilabbildungen der gekop-
pelte Abbildung bestimmt. Damit konnen sie hier als Referenz-Verteilungen eingesetzt wer-
den, um qualitative Verdnderungen bei der Verteilung der gekoppelten Schanz-Abbildung
zu registrieren. Erwartungsgemaf zerféllt die Wiederkehr-Verteilung der isolierten Katzen-
Abbildung exponentiell. In der halblogarithmischen Darstellung erscheint sie daher als
abfallende Gerade. Im Gegensatz dazu geht der exponentielle Zerfall bei der isolierten
Schanz-Abbildung bei ungefihr 7' &~ 60000 in einen algebraischen Zerfall iiber. Das ist die
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Abbildung 4.3: Wiederkehr-Verteilungen fiir die schnelle Schanz-Abb. bei Ankopplung an die langsa-
me Katzen-Abb. nach Gl. (4.5): (a) fiir drei verschiedene Kopplungsstarken b bei A =10 und (b) fur
drei verschiedene Zeitskalenparameter A bei b = 0.03 (Parameter: K, = 3 und Beriicksichtigung von
108 Wiederkehr-Ereignissen).

Folge der groBen reguléren Insel. Bei den Verteilungen der gekoppelten Schanz-Abbildung
beobachtet man prinzipiell ein dhnliches Verhalten. Nach einem exponentiellen Zerfall folgt
ein algebraischer. Aus dem Vergleich mit diesen Referenz-Verteilungen ersieht man aber
zweierlei: Zum einen wird die Zahl von Wiederkehr-Ereignissen fiir grofle Zeiten T" mit
wachsender Stéarke der Kopplung b immer geringer, d.h. die algebraischen Zerfallschwénze
immer kiirzer. Zum anderen wird der anféngliche exponentielle Zerfall mit zunehmender
Kopplung fiir immer grofiere Wiederkehrzeiten beobachtet. Bei z.B. b = 0.02 kann ein expo-
nentieller Zefall bis 7" = 100000 registriert werden, wéhrend er fiir eine mehr als zweifache
Kopplungsstéarke b = 0.05 bis einschliellich 7" = 140000 beobachtet werden kann. Wenn
man sich die Prozesse vergegenwiértigt, die in Zusammenhang mit den Poincaré-Schnitten
beobachtet wurden, dann lésst sich das verstehen: Durch die Kopplung (verbunden mit der
Zeitskalentrennung) wird in immer gleichen Zeitabstanden in die schnelle Dynamik einge-
griffen. Jeder dieser Eingriffe fithrt zur Umstrukturierung des Phasenraums, insbesondere
zur Verdnderung der Inselgrofle. Eine Trajektorie, die z.B. infolge der stickiness in der
unmittelbaren Inselumgebung eingefangen ist, kann durch diese Umstrukturierungsprozes-
se entkommen. Thre Verweildauer wird in solchen Regionen des Phasenraums wesentlich
verkiirzt, wodurch sich die Zahl von Ereignissen mit groflen Wiederkehrzeiten verringert.
Das erklart die Beobachtung der sich verkiirzenden Schwénze der Wiederkehr-Verteilung,
d.h. des Teils, der im Mittel algebraisch zerfillt. Diese sind fiir nicht zu schwache Kopp-
lungen (b > 0.02) wesentlich kiirzer als bei der isolierten Schanz-Abbildung. Sogar die
zeitweiligen Aufenthalte in der Insel haben keine dramatischen Konsequenzen, da die Tra-
jektorie durch eine Schrumpfung der Inselregion wieder im chaotischen See verlaufen kann.
Die Ankopplung wirkt sich hier also in unserem Sinne positiv auf die Zerfallseigenschaf-
ten der schnellen Korrelationen aus, indem sie moglichen Effekten, wie z.B. der stickiness,
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entgegenwirkt.

Eine Variation der Zeitskalentrennung bei einer festen Kopplungstirke b = 0.03 ist in
Abb. 4.3 (b) durchgefithrt. In dieser werden fiir drei schnelle Zeitskalen (A = 10 Mal,
A = 20 Mal und A = 40 Mal schneller), bei sonst gleichen Parametern, die Verteilung
der Wiederkehrzeiten der schnellen Schanz-Abbildung berechnet. Erkennbar ist, dass ei-
ne geringere Anzahl schneller Iterationen, wie z.B. im Fall von A = 10, den Zerfall der
schnellen Korrelationen begiinstigt. Die Ursache hierfiir ist in der gewihlten Realisierung
der Kopplung zu suchen. Im Gegensatz zum kontinuierlichen Hamiltonschen System ist
die Kopplung nicht fortwéhrend aktiv, sondern wird zu ganz bestimmten Zeitpunkten
eingeschaltet. Dadurch tritt eine Wechselwirkung mit der langsamen Katzen-Abbildung,
die infolge ihrer chaotischen Dynamik den Abbau schneller Korrelationen unterstiitzt, mit
wachsender Anzahl von A in immer grofferen Zeitabstéinden und damit immer seltener auf.

4.2.2 Langsame Standard- und schnelle Schanz-Abbildung

Im vorhergehenden Abschnitt wurde gewissermaflen der Idealfall beziiglich der langsa-
men Dynamik betrachtet. Wie verdandert sich aber das Zerfallsverhalten bei der schnellen
Schanz-Abbildung, wenn die wechselwirkende langsame Komponente nicht mehr vollsténdig
chaotisch, sondern einen gemischten Phasenraum aufweist? Im Gegensatz zu dem vor-
hergehenden Fall besteht hier die Moglichkeit, durch die Ankopplung einer derartigen
langsamen Abbildung zusétzliche Korrelationen in die schnelle Dynamik einzubringen.
Zur Untersuchung dieses Falls tauschen wir lediglich die Arnoldsche Katzen-Abbildung
durch die Standard-Abbildung zu geeigneten Parametern aus. Hierbei wird ein Parameter-
satz gewahlt, fiir den die freie Standard-Abbildung einen gemischten Phasenraum geméfl
Abb. 4.1 (b) aufweist. Damit ergibt sich die zugehdérige gekoppelte Abbildung zu:

Standard-Abb.: ¢, = ¢ + p}' (mod1)
st st K o st sc
Pty =p" — o=sin(2mg’t ) + bg? mod1
+1 l 21 ( l+1) n=(14+1)A ( ) (46)
Schanz-Abb.: ¢%, = ¢ + (|§§Z| + 52 Cos(27rpff)) (mod1)

P =0 — (@i — %) + b0y (1 1)A 0 (mod1).

Es erscheint auch hier sinnvoll, sich anhand von zeitlich aufeinander folgenden Poincaré-
Schnitten erste Einblicke in die infolge der Kopplung verdnderten dynamischen Prozesse der
schnellen Schanz-Abbildung zu verschaffen. In Abb. 4.4 sind wie im vorhergehenden Fall
alle 1 Million Zeiteinheiten Poincaré-Schnitte erstellt worden. Es stellt sich die Frage: Wel-
che grundlegenden Anderungen sind im Vergleich zur Ankopplung der langsamen Katzen-
Abbildungen festzustellen? Das dynamische Szenario, das die Abb. 4.4 offen legt, ist quali-
tativ sehr dhnlich zu dem vorhergehenden Fall (vergleiche hierzu Abb. 4.2). Auch hier ist die
Dynamik der schnellen Schanz-Abbildung charakterisiert durch eine zeitlich verénderliche
Inselregion. Eine Wanderung oder Entstehung zusétzlicher regulirer Inseln tritt in Uber-
einstimmung mit dem voll chaotischen Fall nicht auf. Die unbestreitbare Ahnlichkeit der
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Abbildung 4.4: Dynamisches Szenario der schnellen Schanz-Abb. beim Einkoppeln der langsamen
Standard-Abb. nach GI. (4.6): Zeitlich aufeinanderfolgende Momentaufnahmen mittels Poincaré-
Schnitte (der Schanz-Abb.) alle 10° Iterationen T (Parameter: K, = 3, K = 3, A = 10 und b = 0.01).

Szenarien bei der Ankopplung der Katzen- und Standard-Abbildung legt die Vermutung
nahe, dass die Auswirkungen auf die Zerfallsprozesse der schnellen Korrelationen ebenfalls
dhnlich sein miissten. Diese Vermutung kann mit Hilfe der Wiederkehr-Verteilungen fiir
die schnelle Schanz-Abbildung (zu gleichen Parameterwerten) iiberpriift werden. Zu die-
sem Zweck werden die Verteilungen in Abb. 4.4 (a) zu gleichen Werten der Kopplungsstérke
(b =10.02,0.03 und 0.05) und bei gleicher Zeitskalentrennung (A = 10 Mal schneller) dar-
gestellt. Das Zerfallsverhalten, welches anhand dieser Wiederkehr-Verteilungen abgelesen
werden kann, stimmt qualitativ vollkommen mit der voll chaotischen Katzen-Abbildung
iiberein. Mit wachsender Kopplungsstéirke nehmen die algebraisch zerfallenden Verteilungs-
Schwinze zu Gunsten eines verldngerten exponentiellen Zerfalls ab. Demnach wirkt sich die
Kopplung selbst im Falle einer nicht vollstdndig chaotischen langsamen Dynamik giinstig
auf den Zerfallsprozess der schnellen Korrelationen aus. Im letzten Abschnitt 4.2.4 wird
gezeigt, dass die Ankopplung der Katzen-Abbildung und der hier betrachteten Standard-
Abbildung (bei gleicher Kopplungsstérke und Zeitskalentrennung) zu einem nahezu iden-
tischen Zerfall der Korrelationen in der Schanz-Abbildung fiihrt.

Bei der Betrachtung unterschiedlich starker Zeitskalentrennung stellt man ein sehr
ahnliches Zerfallsverhalten schneller Korrelationen wie bei der Ankopplung der Katzen-
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Abbildung 4.5: Wiederkehr-Verteilungen fiir die schnelle Schanz-Abb. bei Ankopplung an die lang-
same Standard-Abb. nach Gl. (4.6): (a) fiir drei verschiedene Kopplungsstirken b bei A = 10 und
(b) fiir drei verschiedene Zeitskalenparameter A bei b = 0.03 (Parameter: K, = 3 und K = 3 und
Beriicksichtigung von 108 Wiederkehr-Ereignissen).

Abbildung fest. Dies wird durch die Abb. 4.5 (b) nahegelegt. Eine weniger ausgepragte
Trennung von schneller und langsamer Zeitskala wirkt sich auch hier positiv auf den be-
obachteten Zerfall in der Wiederkehr-Verteilung der Schanz-Abbildung aus. Begriinden
lasst sich dies auf &hnliche Weise wie im Falle der Ankopplung der Katzen-Abbildung (s.
Abs. 4.2.1).

4.2.3 Langsame Harmonische- und schnelle Schanz-Abbildung

Nachdem wir im letzten Abschnitt 4.2.2 gesehen haben, dass selbst die Kopplung einer
langsamen Abbildung mit gemischtem Phasenraum den schnellen Korrelationszerfall po-
sitiv beeinflusst, ist es naheliegend, nach dem Extremfall vollstdndig reguldrer langsamer
Dynamik zu fragen. Dazu wird hier eine gekoppelte symplektische Abbildung bestehend
aus einer langsamen harmonischen Abbildung und einer schnellen Schanz-Abbildung be-
trachtet:

Harmon. Abb.: ¢ = ¢/ + ap}® + 1

Pl = Pt — aqlty + bgy

n=(1+1)A (4.7)
Schanz-Abb.: ¢, = ¢3¢ + (p’ic + K Cos(27rpff)) (mod1)

P3|

Die Parameter sind so gewéhlt, dass die betrachteten Abbildungen im ungekoppelten Zu-
stand einen Phasenraum geméafl Abb. 4.1 (a) bzw. (d) aufweist. Welche Unterschiede erge-
ben sich bei dieser Konstellation fiir die schnelle Dynamik der Schanz-Abbildung gegeniiber
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Abbildung 4.6: Dynamisches Szenario der schnellen Schanz-Abb. beim Einkoppeln der langsamen
Harmonischen Abb. nach Gl. (4.7): Zeitlich aufeinanderfolgende Momentaufnahmen mittels Poincaré-
Schnitte (der Schanz-Abb.) alle 10° Iterationen T (a) - (c) bei einer Kopplungstirke b = 0.01 und
(d) - (f) fur b= 0.02. (Parameter: Kg = 3, Zeitskalentrennung A = 10).

den vorhergehenden Féllen? Einen wesentlichen Unterschied kann man aus der Abb. 4.6
(a) - (c) entnehmen. Die dargestellten Poincaré-Schnitte, die hier erneut mit einer Zeit-
differenz von einer Million Iterationsschritten und fiir eine schwache Kopplung b = 0.01
aufgenommen wurden, zeigen eine geringfiigig geschrumpfte Inselregion. Sie verédndert sich
in ihrer Ausdehnung im Gegensatz zu den anderen Fillen zeitlich kaum. Man beobachtet
bei der schnellen Schanz-Abbildung lediglich zwei dynamische Zusténde. Entweder ist die
Trajektorie im chaotischen See (Abb. 4.6 (a) und (b)) oder hélt sich in der Insel (Abb. 4.6
(c)) auf. W&hlt man die zweifache Kopplungsstérke b = 0.02 und belésst die Zeitskalen-
trennung wie zuvor bei A = 10, dann #ndert sich das Szenario (s. Abb. 4.6 (d) - (f)). Es
wird dhnlich dem dynamischen Szenario, welches bei der Einkopplung von Katzen- oder
Standard-Abbildung zu einer halb so schwachen Kopplungsstérke b = 0.01 (s. Abb. 4.4
und Abb. 4.4) erscheint. Die Inselregion der schnellen Schanz-Abbildung ist, wie anhand
der Abb. 4.6 (d) - (f) ersehen werden kann, wesentlich geschrumpft. Welche Folgen ergeben
sich aus diesem dynamischen Verhalten der schnellen Schanz-Abbildung fiir den zugehori-
gen Korrelationszerfall? Die Antwort erhalten wir durch die in Abb. 4.7 (a) berechneten
Wiederkehrzeit-Verteilungen. Fiir eine schwache Kopplung (b = 0.02 oder b = 0.03), wie
wir sie auch schon bei den vorhergehenden Fillen betrachtet haben, ergibt sich ein Zerfalls-
verhalten, das qualitativ der freien Schanz-Abbildung mit gemischtem Phasenraum sehr
dghnlich ist. Erst ab einer Kopplungsstérke von b = 0.04 ist eine Verbesserung der Zerfalls-
eigenschaften der gekoppelten Schanz-Abbildung zu verzeichnen, und zwar dahingehend,
dass sich die Zahl der Wiederkehr-Ereignisse fiir groflere Zeiten T' veringert.
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Abbildung 4.7: Wiederkehr-Verteilungen fiir die schnelle Schanz-Abb. bei Ankopplung an die langsa-
me Harmonische-Abb. nach Gl. (4.5): (a) fiir drei verschiedene Kopplungsstérken b bei A = 10 und (b)
fiir drei verschiedene Zeitskalenparameter A bei b = 0.03 (Parameter: Ks = 3 und Beriicksichtigung
von 10® Wiederkehr-Ereignissen).

Berechnet man die Wiederkehr-Verteilung bei festgewéhlter Kopplungsstérke b fiir un-
terschiedlich schnelle Schanz-Abbildungen, wie in Abb. 4.7 (b), so kann eine interessante
Beobachtung gemacht werden. Bei einer ausgepréigten Zeitskalentrennung von beispielwei-
se A = 40 sind deutlich weniger Ereignisse fiir grofe Wiederkehrzeiten T als bei einer
schwicher ausgepriagten Trennung der Zeitskalen wie z.B. A = 20 oder A = 30 beobacht-
bar. Der Grund hierfiir ist, dass die einkoppelnde Harmonische Abbildung infolge ihrer
reguldren Dynamik zusétzliche Korrelationen in die schnelle Schanz-Abbildung einbringt.
Solange der Eingriff durch die langsamen Abbildung in einem geniigend grofien Zeitabstand
erfolgt, wirkt es sich positiv auf den Zerfall der Korrelationen aus, da es zu einer Aufmi-
schung der schnellen Dynamik fiihrt. Dies ihrerseits schwécht stickiness Effekte. Wenn
allerdings die langsame Harmonische Abbildung in zu kurzen Zeitabstdnden A in Wech-
selwirkung mit der schnellen Schanz-Abbildung tritt, so werden im wesentlich groflerem
Umfang Korrelationen in die schnelle Dynamik eingebracht als durch Umstrukturierungs-
prozesse abgebaut werden konnen.

4.2.4 Vergleich der Zerfallseigenschaften

In den letzten Abschnitten haben wir die drei grundlegenden Félle der Ankopplung ei-
ner Abbildung mit schneller Dynamik an eine Abbildung mit langsamer Dynamik dis-
kutiert. Im Zentrum stand die Frage, welche Auswirkungen die Kopplung auf den Zer-
fallsprozess der schnellen Korrelationen hat. Als schnelle Abbildung diente in allen Féllen
die Schanz-Abbildung mit gemischtem Phasenraum nach Abb. 4.1 (d). Hier wollen wir
nun abschlieend diese Fille jeweils représentiert durch die Wiederkehr-Verteilung fiir die
schnelle Schanz-Abbildung zu fester Kopplungsstérke einander gegeniiberstellen. Aus der
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Abbildung 4.8: Im Vergleich: Einfluss der langsamen Dynamik auf die Zerfallseigenschaften der
schnellen Schanz-Abb. bei Ankopplung an drei unterschiedliche Abbildungen: Katzen-, Standard- und
Harmonische Abbildung bei einer Kopplungsstirke b = 0.03 und einer Zeitskalentrennung A = 10
nach Gl. (4.5): (Parameter: Ks = 3, K = 3 und Beriicksichtigung von 108 Wiederkehr-Ereignissen).

Abb. 4.8, die genau zu diesem Zweck fiir die Kopplungsstirke b = 0.03 und einer Zeits-
kalentrennung A = 10 berechnet wurde, ersehen wir, dass die Ankopplung der Katzen-
und der Standard-Abbildung zu nahezu identischen Wiederkehr-Verteilungen fiithren. Sie
weisen gegeniiber der freien Schanz-Abbildung ein verbessertes Zerfallsverhalten auf. Im
Falle der Harmonischen Abbildung, die vollsténdig regulér ist, ist auch bei der betrachteten
Kopplung zunéchst eine Verbesserung der Zerfallseigenschaften hinsichtlich der schnellen
Korrelationen festzustellen. Sie féllt jedoch im Vergleich zu den Fiéllen chaotischer langsa-
mer Abbildungen geringer aus. Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass sich sowohl
durch eine ausgeprégte Zeitskalentrennung als auch starkere Kopplung im Fall reguléarer
langsamer Dynamik eine weitere Steigerung des Zerfalls schneller Korrelationen erreichen
lasst.

Zusammenfassend lasst sich also feststellen, dass eine nicht zu schwache Kopplung und
eine hinreichend ausgeprigte Zeitskalentrennung zu einem verbesserten Korrelationszer-
fall bei der schnellen chaotischen Komponente fiihrt. Ist die langsame Dynamik selbst
chaotisch, dann kann bereits fiir sehr schwache Kopplungen ein beschleunigter Korrelati-
onszerfall fiir die schnelle Dynamik erreicht werden. Die algebraischen Zerfélle werden mit
wachsender Kopplungsstéirke weiter zuriickgedrangt. Anschaulich fithrt die Kopplung zu
einer anhaltenden Aufmischung und Umstrukturierung des schnellen Phasenraums. Dies
wiederum begiinstigt gewissermaflen die Zerstérung von vorhandenen Korrelationen, wel-
che fiir die algebraischen Zerfélle in der Wiederkehr-Verteilung verantwortlich sind. Dem-
nach besteht berechtigte Hoffnung, dass die Markov-Approximation fiir einen Grofiteil der
gekoppelten Hamiltonschen Systeme mit chaotischem schnellem Subsystem, wie wir sie
hier betrachten, giiltig bleibt. Das gilt insbesondere, wenn man beriicksichtigt, dass das
resultierende System wesentlich mehr Dimensionen hat, als entsprechende symplektische
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Abbildungen. Dadurch werden vermutlich Effekte wie stickiness immer unbedeutender, da
eine Trajektorie durch den hoherdimensionalen Phasenraum wesentlich mehr Méglichkei-
ten, wie z.B. Arnold-Diffusion, zur Verfiigung stehen, um zu entweichen. Damit wird die
Wahrscheinlichkeit, in die Ndhe von Inselregionen zu geraten und dort fiir langere Zeiten
zu verweilen, entsprechend gering.



Kapitel 5

Anwendungen I: Schnelles
Hamiltonsches Chaos

Bisher beschrénken sich unsere Untersuchungen hinsichtlich der Leistungsféhigkeit des Eli-
minationsverfahrens auf die im Kapitel 3 vorgestellten Pseudo-Hamiltonschen Kubomodel-
le. Es handelt sich dabei um stochastische Systeme, die fiir erste Untersuchungen durchaus
geeignet sind, aber keinen abschliefenden Test fiir das Eliminationsverfahren darstellen.
Diese Liicke soll in diesem Kapitel nun geschlossen werden, indem das Eliminationsver-
fahren auf eine Reihe von gekoppelten Systemen mit unterschiedlichen chaotischen Sub-
systemen angewendet wird. Eine analytische Berechnung der Fokker-Planck-Koeffizienten,
die fiir die reduzierte Bewegungsgleichung (2.36) (s. Kap.2) erforderlich ist, ist hier nicht
moglich. Sie miissen ausschlieflich numerisch bestimmt werden.

In den folgenden drei Abschnitten wird wie im Kapitel 3 als langsames System immer
der harmonische Oszillator verwendet. Zusétzliche Effekte, die von der Dynamik des lang-
samen Systems herriihren, sollen damit soweit wie moglich vermieden werden. Auflerdem
beschréanken wir uns auf eine harmonische Kopplung. Dies liegt in der Tatsache begriindet,
dass das hier betrachtete Eliminationsverfahren fiir lineare Kopplungen auf die vereinfach-
ten Ausdriicke in Gl. (2.36) fiihrt, wihrend fiir eine allgemeinere Kopplung komplizierte
Ausdriicke auftreten. Eventuell konnen auch nicht-viskose Dampfungsterme erscheinen. Im
néchsten Kapitel 6 wird in Zusammenhang mit dem Wasserstoff-Atom nicht die harmoni-
sche Kopplung, sondern ein anderer Typ der linearen Kopplung betrachtet werden.

Die hier zu untersuchenden schnellen chaotischen Systeme sind zunéchst ein Hamilton-
sches System mit quartischem Potential, dann das Hénon-Heiles-System und schliefllich
ein 6-dimensionales System. Anhand dieser unterschiedlichen schnellen Systeme werden
verschiedene Aspekte untersucht: Bei dem erstgenannten System konnen durch geeignete
Wahl der Gesamtenergie die reguldren Regionen soweit zuriickgedrangt werden, dass der
Phasenraum nahezu allein von der chaotischen Dynamik beherrscht wird. Damit eignet
sich dieses System, um die grundsétzliche Giiltigkeit der Eliminationsmethode zu {iber-
priifen. Das Hénon-Heiles-System hingegen verfiigt sowohl iiber ein asymmetrisches Poten-
tial als auch bekanntermaflen iiber einen ausgeprigt gemischtem Phasenraum, selbst bei
der groffitmoglichen Energie. Dies eroffnet die Moglichkeit zwei wesentliche Aspekte zu un-
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tersuchen: Zum einen die Leistungsgrenzen des Eliminationsverfahrens bei der Vorhersage
des Langszeitverhaltens bei einem schnellen Subsystem mit ausgedehnten reguléren Re-
gionen, und zum anderen unterschiedliche Realisierungen der Ankopplung (symmetrische
bzw. asymmetrische) an das schnelle Subsystem. Bei der Untersuchung des 6-dimensionalen
Systems steht die Frage im Vordergrund, welche méglichen Effekte beim Ubergang zum
thermodynamischen Limes zu erwarten sind.

Konvention

Im Folgenden werden haufig die Begriffe theoretisch oder Theorie z.T. ohne néhere Erlaute-
rung gebraucht. Mit der Bezeichung theoretisch oder Theorie sind hier, soweit nicht anders
beschrieben, die theoretischen Aussagen, welche aus dem Eliminationsverfahrens resultie-
ren, gemeint.

5.1 Hamiltonsches System mit quartischem Potential

Das System mit quartischem Potential' gehort zu den wenigen Beispielen aus der Klasse
der Hamiltonschen Systeme, die niedrigdimensional sind und eine chaotische Dynamik auf-
weisen. Dabei finden sich in der Literatur leicht unterschiedliche Varianten in der konkreten
Modellierung [36, 38, 37]. Wir wihlen hier die folgende Variante des Hamiltonian:

M, = %(p3+p?+qg+ﬁ+qgcﬁ)- (5.1)
Mit (qo, q1) ist der Satz der Orts- und mit (po, p1) die zugehorigen kanonisch konjugierten
Impulsvariablen bezeichnet. Wie man am Hamiltonian (5.1) sehen kann, handelt es sich
um ein sehr einfaches System mit einem vollstdndig symmetrischen Potential. Der Vorteil
gegeniiber Systemen, wie z.B. dem Hénon-Heiles-System ist, dass es auch fiir beliebig grofie
Energien gebunden bleibt. Zusatzlich verhélt es sich ab einer geniigend grofien Energie
nahezu vollsténdig irregulér, d.h. chaotisch. Dies wurde eingehend in Arbeiten, wie z.B.
von Carnegie et al. [36] und Steeb et al. [37] fiir den klassischen Fall und von Pullen et al.
[38] auch fiir den quantenmechanischen Fall untersucht.

In Abb. 5.1 (a) - (d) sind jeweils zu unterschiedlichen Energien Poincaré-Schnitte darge-
stellt. Fiir die Gesamtenergie E = 1 ist die beobachtete Dynamik noch vollsténdig regulér.
Ab einer Energie E = 5 ist der Phasenraum bereits gemischt. Man findet regulére Inseln
umgeben von einem chaotischen See. Oberhalb der Energie £ = 20 sind mit dem blo-
Ben Auge keine reguldren Bereiche mehr auszumachen, die Dynamik ist fast vollsténdig
chaotisch. Nach heutiger Kenntnis ist auch bei vollstéandiger Irregularitit die Existenz von
regulidren Inseln mit sehr geringer Ausdehnung nicht auszuschlieBen. Eine Ausnahme bil-
den die sogenannten Arsonov-Systeme, die iiber eine hyperbolische Dynamik verfiigen. Die
hier betrachteten chaotischen Systeme gehoren nicht zu dieser Systemklasse.

Im Folgenden vereinfachend als Quartisches System bezeichnet.
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Abbildung 5.1: Poincaré-Schnitte fiir das Systems mit quartischem Potential (5.1) zu verschiedenen
Energiewerten.

Gekoppeltes System

Das gekoppelte System, das hier untersucht wird, setzt sich zusammen aus dem oben
besprochenen Quartischen System und einem langsamen harmonischen Oszillator. Der Ge-
samthamiltonian dieses Systems weist die folgende Struktur auf:

H = Hi + éHS + Hi mit (5.2)
H = %(Q2 + P?) (harmonischer Oszillator) (5.3)
H, = %(pg +pi+ g+ 4+ 95qr) (Quartisches System) (5.4)
Hry = %K(Q —q)? (harmonische Kopplung). (5.5)

Die numerischen Simulationen erfolgen hier aus den im Abschnitt 3.3.2 diskutierten Griinden
fiir die reskalierte Energie F, = g Damit wird sichergestellt, dass ausreichend viel Energie
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im Zeitmittel im schnellen Subsystem vorliegt und es nicht regulér wird. Das Ziel ist, wie im
Kapitel 3, die numerisch berechneten Drift- und Diffusionskoeffizienten mit den theoretisch
vorhergesagten Fokker-Planck-Koeffizienten der reduzierten Bewegungsgleichung (2.36) (s.
Kap. 2) zu vergleichen. Dabei ist die Herangehensweise in vielen Punkten &dhnlich dem
Vorgehen bei den Kubomodellen aus Kapitel 3.

5.1.1 Theoretisch vorhergesagte Fokker-Planck-Koeffizienten

Das schnelle System ist in diesem Fall im Gegensatz zu den gekoppelten Kubomodellen
chaotisch. Das heifit, dass die im Rahmen des Eliminationsverfahrens abgeleiteten Koeffizi-
enten do, d; (Gl. (2.42)) und die zugehérige Zustandsdichte Z® (Gl. (2.41)) des schnellen
Systems nicht analytisch bestimmt werden koénnen, sondern numerisch ausgewertet wer-
den miissen. Aus diesen Koeffizienten setzen sich dann die theoretisch zu erwartenden
Drift- und Diffusionskoeffizienten nach Gl. (2.40) und Gl. (2.39) zusammen. Man beachte,
dass in die Gleichung zur Bestimmung der Koeffizienten und der Zustandsdichte lediglich
das freie chaotische System eingeht. Der Grund hierfiir ist, dass die Koeffizienten dy, dy
und die Zustandichte Z(©) Ausdriicke in der niedrigsten Ordnung in der Stérungsrechnung
(s. Kapitel 2) darstellen. Fiir die niedrigste Ordnung aber geniigt es, das schnelle Sub-
system zur Gesamtenergie F ohne die Ankopplung an das langsame zu betrachten. Bei
genauer Betrachtung dieser Beziehungen erkennt man, dass die Hauptaufgabe in der nu-
merischen Berechnung des Zeitintegrals tiber die Autokorrelation des schnellen Systems
nach do = [;(gs(t)gs(t + ¢'))?dt’ und der Bestimmung von Z() besteht. Hierbei ist ¢,
diejenige schnelle Ortsvariable, iiber die gekoppelt wird.

In Abb. 5.2 sind die Resultate aus der numerischen Auswertung der besprochenen Ko-
effizienten dargestellt. Man ersieht aus der Abb. 5.2 (a), dass dy in sehr guter Nahrung eine
linear wachsende Funktion der Energie ist. Durch Extrapolation erhédlt man den Zusam-
menhang dy ~ 0.0252F. Unmittelbar daraus resultiert der Koeffizient d; = éfg = 0.0252.
Die Zustandsdichte ldsst sich unter Ausnutzung der Symmetrie des betrachteten Quarti-
schen Systems durch das folgende elliptische Integral ausdriicken (s.a. Anhang B):

2F — ¢3
1443

VIE
%WE%i/NE—HOMMmWMm=2j/ (5.6)
0

Dieses Integral kann numerisch ausgewertet werden, wodurch man den in Abb. 5.2 (b)
dargestellten Zusammenhang zwischen der Zustandsdichte Z(© und der Energie E erhilt.
Er ist in guter Néherung durch ein Potenzgesetz Z(©)(E) ~ 1.58 E*7 beschreibbar. Damit
ergeben sich die nach der Theorie zu erwartenden Dampfungs- und Diffusionskoeffizienten
Zu:

BINVAS)
OF
DEL(Q,P) = r*(dy— cHydy) ~ 0.0252x%(E — H,). (5.8)

7 = K(d +do ) ~ 0.043x> (5.7)
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Abbildung 5.2: Numerische Auswertung der theoretisch vorhergesagten Koeffizienten (bzw. Zu-
standssumme) der reduzierte Bewegungsgleichung (2.36) fiir das Quartische System: (a) dp nach
Gl. (2.42) fiir freien (s. Gl. (5.1)) und gekoppelten Fall (s. Gl. (5.2) - (5.5)). Fiir das isolierte Quarti-
sche System: (b) Zustandsdichte Z(°) nach Gl. (5.6) und (c1) - (c3) schnelle Autokorrelationsfunktion
der Ortskoordinate g zu unterschiedlichen Gesamtenergien.

Mit H; = L((1+ #)Q? + P?) ist der infolge der Ankopplung veréinderte Hamiltonian des
langsamen harmonischen Oszillators gemeint. Es tritt eine Renormierung seiner Frequenz
Qp1 := (1+k) auf. Der Zusammenhang, der nach Gleichung (5.7) und (5.8) zwischen Damp-
fung und Diffusion durch den Koeffizienten d; hergestellt wird, stellt eine Fluktuations-
Dissipations-Relation dar.

Aus dem Vergleich mit dem Einkubomodell (siehe Kapitel 3) ersieht man, dass die
hier auftretende Dampfung mehr als zehnmal kleiner ist. Im Falle des Einkubosystems war
diese durch y1x = €5 = 1e?s? (nach Gl (3.57), Abschnitt 3.3.3) gegeben. Die Démp-
fung hier hingegen betriigt v41 = 27 = 0.043e?x? und ist damit sehr klein. An dieser
Stelle wird deutlich, dass eine numerische Bestimmung der hier auftretenden Dampfung
iiber die Kramers-Moyal-Koeffizienten auch auf der Basis der verbesserten Gittermethode
(nach Gl. (3.62)) wegen ihrer enormen Kleinheit und der unzureichenden Kenntnis der
Nullpunktverschiebung unméglich ist. Die Nullpunktverschiebung der langsamen Ortsva-
riablen @ tritt infolge der Ankopplung auf und ist aufgrund der Nichtlinearitét des schnellen
Systems nicht ohne weiteres bestimmbar. Es sind lediglich Schétzungen moglich.
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Auf einen Aspekt soll hier noch ndher eingegangen werden. In der Theorie wird zur
Bestimmung des Koeffizienten d lediglich die Autokorrelation des isolierten chaotischen
Systems betrachtet. Man geht hierbei davon aus, dass auch im gekoppelten Fall die schnel-
len Korrelationen in dhnlicher Weise zerfallen. Die Frage ist, ob diese Annahme richtig ist?
Zur Beantwortung dieser Frage wurde dy ein zweites Mal berechnet, diesmal mittels der
Autokorrelation des gekoppelten Quartischen Systems. Die auf diese Weise gewonnenen
Werte stimmen gut mit denen {iberein, die man fiir dy im ungekoppelten Fall ermittelt hat
(siche Abb. 5.2 (a)).

Eine weitere interessante Beobachtung ist, dass auch im Energieintervall zwischen £ = 5
und F = 20, in welchem der Phasenraum gemischt ist, ndherungsweise eine lineare Bezie-
hung zwischen dy und der Energie E (siehe Abb. 5.2 (a)) gefunden wird. Mit dieser wird
das lineare Verhalten aus dem Energiebereich, bei dem eine nahezu vollsténdig chaotische
Dynamik vorliegt, fortgesetzt.

Um Einblick in den Zerfallsprozess der Autokorrelationen im Quartischen System (iso-
liert) zu erhalten, sind in Abb. 5.2 (cl) - (¢3) zu drei unterschiedlichen Energiewerten
(E = 20, 90 und 200) die Autokorrelationsfunktionen der Ortsvariable g in Abhéngigkeit
von der Zeit 7 aufgetragen. In allen drei Fillen ist der Korrelationszerfall begleitet von
Oszillationen. Diese sind fiir grofle Energien, wie z.B. 90 und 200, schwicher ausgeprigt.
Der Grund ist die wachsende Irregularitit der Dynamik des Quartischen Systems mit zu-
nehmender Gesamtenergie (siehe Poincaré-Schnitte 5.1). Dies wiederum ist der Grund fiir
einen verbesserten Zerfall der Korrelationen.

5.1.2 Numerisch: Diffusionsbestimmung

Fiir das gekoppelte Quartische System ist die Dampfung aufgrund ihrer enormen Klein-
heit nicht direkt iiber die Kramers-Moyal-Koeffizienten bestimmbar. Die Diffusion ist im
Gegensatz dazu durch eine geeignet Wahl der Energie weiterhin grofl genug, um durch das
Verfahren nach Siegert et la. [21] und Ragwitz et al. [22] (siche Gl. (3.60), Abs. 3.4) ermit-
telt zu werden. Hier betrachten wir das durch die Gittermethode modifizierte Verfahren.
Diese Methode hatten wir zuvor erfolgreich fiir die Kubomodelle aus Kapitel 3 angewen-
det. In Abb. 5.3 sind die numerischen Berechnungen zur Diffusionskomponente Dﬁf}; im
Uberblick dargestellt. Auf die Darstellung der anderen Komponenten der zugehorigen Dif-
fusionsmatrix (3.38) wurde verzichtet, da sie sich gemé&8 der Theorie zu Null ergeben. Die
Ubereinstimmung zwischen theoretisch vorhergesagter und der tatséchlich beobachteten
Diffusion ist nahezu perfekt. Dies wird durch Diffusionsquerschnitte parallel zur (- und
P-Achse in Abb. 5.3 (c¢) und (d) bestétigt.

Die abrupten Abfille an den Réndern der drei-dimensionalen Darstellung der Diffusi-
onskomponente Dgl)g sind unphysikalisch. Sie sind auf die Unzulédnglichkeiten der Gitter-
methode fiir die Randwerte zuriickzufiithren. In diesem Bereich ist eine ausreichend genaue
Bestimmung der Diffusion durch die Gittermethode nicht mehr gewé&hrleistet.

Eine Auffilligkeit sticht in Abb. 5.3 (d) ins Auge: Man findet bei den numerisch be-
rechneten Diffusionskurven zu Dgl)a mit wachsender Zeitdifferenz At eine leicht abfallen-
de Tendenz. Jede der dargestellten Kurven ergibt sich hier durch Auswerten des Diffu-



5.1 Hamiltonsches System mit quartischem Potential 79

(a) (b)
0.45 3 Fe,
0.3 S 04 [ g e
0.15 o B e
Q& )
0 °F 02| %,
200
0 L
0 0.1 0.2 0.3
At
@ 0% (d) 045 ‘

2

D) (Q.P)
2

D) (Q.P)

\

\
\

Q
\
\
\

N\

\

# P=0 Q=0
03 g % 1 0.3 °
\
Q=100 %

\ )
\ 4
0.15 | [ b0 b\ — 015 |/
/ \ \ 9
//’ /(P éb\ \\ /
s‘ / \ // /

O L A L L L L L
-150 -100 -50 0 50 100 150 -150 -100 -50 0 50 100 150

P

Abbildung 5.3: Diffusion des langsamen harmonischen Oszillators: Numerisch berechnete Diffusions-
komponente Dﬁf}a mit Hilfe des empirischen Verfahrens (s. Gl. (3.60) (in Kombination mit Gitterme-
thode) bei Simulation des vollgekoppelten Quartischen Systems (s. Gl. (5.2) - (5.5)): (a) als Funktion
von @ und P, (b) in Abh&ngigkeit von der Zeitdifferenz At nach Gl. (3.60). In (c) und (d) Schnitte
von (a): rote Linien: theoretische Vorhersage und blaue Kreissymbole: numerisch bestimmte Werte

DgI)D. Parameter fiir (a) - (d): € =0.02, kK =2 und E = 200.

sionskoeffizienten zu unterschiedlichen Werten des langsamen Impulses P bei fest vorge-
bener Ortsvariable () = 0. Der Abfall rithrt von den hoheren Korrekturtermen her, die
in der Kramers-Moyal-Entwicklung im Rahmen des Verfahrens nach Ragwitz et al. [22]
vernachlissigt werden. Sie gewinnen mit zunehmender Zeitdifferenz At an Einfluss. Thre
Vernachlédssigung ist dennoch vertretbar, da die Diffusionskoeffizienten fiir moglichst klei-
ne Werte von At bestimmt werden. In diesem Bereich fallen die Korrekturen nicht ins
Gewicht.

5.1.3 Abweichungen von der Theorie

Wie eingangs gesagt, lassen sich eine Reihe von Analysen analog zum Kapitel 3 durchfiihren.
Eine in diesem Zusammenhang interessante Untersuchung betrifft die Abweichungen, die
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gegeniiber der theoretischen Vorhersage des Eliminationsverfahrens bei systematischer Va-
riation des Zeitskalenparameters € bzw. der Kopplungsstirke x beobachtet werden. Diesen
Aspekt hatten wir zuvor am Beispiel des Einkubomodell im Kapitel 3 untersucht. Es stellt
sich also die Frage: Wie fallen die Diskrepanzen zur Theorie im Fall von echtem Hamilton-
schen Chaos im Vergleich zum stochastischen Einkubomodell aus? Man koénnte vermuten,
dass diese Diskrepanzen grofler ausfallen, da im Einkubomodell bereits optimale Zerfallsei-
genschaften der Korrelationen im schnellen Subsystem vorliegen. Der Grund hierfiir ist das
einkoppelnde weifle Rauschen im schnellen Kubo-Oszillator. Die zugehorigen Korrelationen
zerfallen auf einer sehr kurzen Zeitskala exponentiell. Zur Untersuchung dieser Frage wurde
die Abweichung wie im Fall des Einkubosystems mit Hilfe der numerisch verhéltnismafig
einfach bestimmbaren Diffusionskomponente DEE}D zu () = 0 ermittelt. Das Ergebnis findet
sich in Abb. 5.4 (a) - (b) wieder.

Es zeigt sich, dass auch hier im wesentlichen ein linearer Zusammenhang zwischen der
ermittelten Abweichung ADﬁf}D und den Parametern € (siehe (a)) und s (siehe (b)) auf-
tritt. Dieses Ergebnis steht im Einklang mit dem Pseudo-Hamiltonschen Fall (vergleiche
Abb. 3.3, Abs. 3.4.2). Auch im chaotischen Fall gelangt man also zu dem Schluss, dass
eine ausgeprigte Zeitskalentrennung die Voraussetzung fiir die Anwendung der Eliminati-
onsmethode bildet. Das ist, da zu ihrer Ableitung eine Stérungsentwicklung in Ordnungen
des Zeitskalenparameters € vorgenommen wird, auch nicht anders zu erwarten.

Im Fall des Quartischen Systems ist speziell zu beachten, dass der Parameter der Zeits-
kalentrennung nicht grofler als e = 0.05 wird, da ansonsten der Fehler die 15%-Grenze iiber-
steigt. Im Gegensatz dazu hiangen die Abweichungen weniger empfindlich von der Kopp-
lungsstérke ab, wie auch schon im Fall des Einkubomodells (siehe Abb. 3.3, Abs. 3.4.2). Bei-
spielsweise liegt der prozentuale Fehler bei einer Kopplungsstérke von x = 5 (mit € = 0.01)
unterhalb von 10%. Bei einer genaueren Gegeniiberstellung der Resultate fiir das Ein-
kubosystem und das gekoppelte Quartische System ergibt sich, dass die Abweichungen
hinsichtlich der theoretischen Vorhersage nach dem Eliminationsverfahren im chaotischen
Fall geringfiigig (um 1% bis 2%) grofier ausfallen, als im Fall des idealisierten stochasti-
schen Modellsystems. Zu diesem Ergebnis gelangt man beim Vergleich der entsprechenden
Resultate nach Abb. 3.3 und Abb. 5.4.

5.1.4 Lyapunov-Exponenten

Eine naheliegende Frage, die sich beim Vergleich zwischen Kubo-System und Quartischem
System unmittelbar ergibt, ist die nach den Lyapunov-Exponenten. Wie variiert der maxi-
male Lyapunov-Exponent des schnellen Quartischen Systems in Abhéngigkeit von System-
parametern wie etwa dem Zeitskalenparameter ¢, der Kopplungsstiarke x oder der Energie
E?

Allgemein ist der Lyapunov-Exponent ein Maf fiir die Geschwindigkeit, mit der sich
zwei anfangs benachbarte Trajektorien voneinander entfernen:

1 F
A= tlim sup In|dx(t)] mit i(?%(t) 0

= Sx(t) (5.9)

0T |50, (1)
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Abbildung 5.4: Abweichungen zwischen theoretisch vorhergesagter und mittels des empirischen Ver-
fahrens nach Gl. (3.60) ermittelter Diffusionskomponente ADgI)D des harmonischen Osz. bei Ankopp-
lung des Quartischen Systems: (a) in Abhangigkeit vom Zeitskalenparameters € und (b) in Abhangig-

keit von der Kopplungsstarke x. Parameter: (a) k = 1,(b) € = 0.01 und E = 400 in beiden Fillen.

Hierbei bezeichnet dx(t) =  — x, den Abstand zwischen der betrachteten Systemtrajek-
torie  zu einer gewéhlten Referenztrajektorie a,. Die zugehdrige Jacobi-Matrix ist mit
OF [0x|sx, 1) gegeben.

Abbildung 5.5 zeigt zusammenfassend die Ergebnisse dieser Untersuchung. Eine er-
ste interessante Beobachtung lésst sich anhand der Abb. 5.5 (b) machen. Hier ist zu un-
terschiedlichen Paarungen von Zeitskalenparametern € und Kopplungsstiarken s bei fest
gewahlter Gesamtenergie der maximale Lyapunov-Exponent des schnellen Quartischen Sy-
stems berechnet worden. Auffillig ist der signifikante Einbruch des positiven Lyapunov-
Exponenten bei abnehmender Zeitskalentrennung und bei vergleichsweise starker Kopp-
lung. AuBlerhalb dieses Bereichs findet man ein nahezu ebenes Plateau, wo der Lyapunov-
Exponent durchgehend den konstanten Maximalwert von A\; ~ 1.2 aufweist. Im Bereich
des Einbruches hingegen geht der Wert bis auf nahezu % dieses maximalen Wertes zuriick.
Demzufolge wirkt sich eine schwache Trennung von schneller und langsamer Zeitskala ver-
bunden mit einer starken Kopplung nachteilig auf die Irreqularitdt des schnellen Teilsystems
aus. Dies lasst sich verstehen, wenn man bedenkt, dass der langsame harmonische Oszil-
lator mit abnehmender Zeitskalentrennung und zunehmender Kopplung zusehends stérker
in die chaotische Dynamik eingreift. Da dieser im isolierten Zustand regulér ist, kann er
zusétzliche Korrelationen in das schnelle System einbringen.

Der zweite wesentliche Aspekt ist, wie sich der Ubergang von regulirer zu chaotischer
Dynamik - gemessen am maximalen Lyapunov-Exponenten - im schnellen System voll-
zieht, der durch die zur Verfiigung stehende Energie reguliert wird (siche Abb. 5.1). Die
Abbildung 5.5 (a) zeigt den maximalen Lyapunov-Exponent im schnellen Teilsystem bei
systematischer Variation sowohl des Parameters ¢ als auch der Energie E. Man beobachtet,
wie erwartet, einen deutlichen Anstieg des Lyapunov-Exponenten mit wachsender Energie
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Abbildung 5.5: Maximaler Lyapunov-Exponenten des Quartischen Systems A4 bei Variation: (a) des
Zeitskalenparameter ¢ und der Energie E' bei fester Kopplungsstirke x = 1, (b) des Zeitskalenpara-
meter ¢ und der Kopplungsstirke « bei fester Energie E = 200 und (c) in Abhangigkeit der Energie
E sowohl fiir den freien als auch fiir den gekoppelten Fall (verschiedene ¢) bei fester Kopplungsstarke
k = 1. (Bei dem gekoppelten Quartischen System ist immer die im zeitlichen Mittel vorliegende
Energie gemeint.)

FE und zwar nahezu unabhéngig vom Zeitskalenparameter €. In der Abb. 5.5 (¢) wird diese
Tendenz besonders deutlich sichtbar. Hier féllt der Anstieg anfangs bis zu einer Energie
von E = 50 sehr steil aus, wiahrend er danach abflacht. Dies lédsst sich verstehen, wenn wir
uns die Poincaré-Schnitte 5.1 zu Beginn dieses Abschnittes ins Gedéchtnis zuriickrufen. Ab
einer Energie von F = 20 ist der Phasenraum vollsténdig durchsetzt von irreguléren Punk-
ten. Die anfénglich existierenden regulidren Bereiche waren im Zuge der Energieerhhung
verschwunden. Genau das muss die Ursache fiir diesen Kurvenverlauf sein. Ab einer be-
stimmten Energie sind die reguldren Regionen soweit geschrumpft, dass das System durch
groflere Energiezufuhr nur unwesentlich irregulérer wird. Dies schlédgt sich im schwécheren
Anwachsen des positiven Lyapunov-Exponenten nieder.

Zusétzlich ist hier der Lyapunov-Exponent des ungekoppelten Quartischen Systems in
Abhéngigkeit mit der Energie berechnet worden. Aus dem Vergleich wird ersichtlich, dass
fiir eine Zeitskalentrennung von ¢ < 0.05 das dynamische Verhalten des gekoppelten und
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des ungekoppelten schnellen Systems quasi ununterscheidbar ist. Fiir eine abnehmende
Zeitskalentrennung wird der beschriebene Verlauf tendenziell beibehalten. Allerdings ist
er iiberlagert von Schwankungen und insgesamt weniger steil. In diesem Parameterbereich
macht sich also der negative Einfluss der langsamen Dynamik auf das chaotische Verhalten
des schnellen Teilsystems bemerkbar. Aus der Regression fiir den Bereich ¢ < 0.05 kann
die folgende Beziehung \s(FE) ~ E%17 — 1.035 extrapoliert werden.

5.1.5 Kurz- und Langzeitverhalten

In diesem Abschnitt wollen wir das Kurz- und Langzeitverhalten des langsamen harmo-
nischen Oszillators bei Ankopplung des Quartischen Systems untersuchen. Es soll geklért
werden, inwieweit die reduzierte Bewegungsgleichung, die aus dem Eliminationsverfahren
gewonnen wird, fiir kurze Zeiten und auch im Langzeitlimes Giiltigkeit behélt. Diese Fra-
gestellung wurde zuvor fiir das stochastische Einkubo- bzw. Zweikubomodell im Kapitel 3
behandelt. Fiir diese Systeme konnte eine sehr gute Vorhersage sowohl des Langzeit- als
auch des Kurzzeitverhaltens auf der Basis der zugehorigen reduzierten Bewegungsgleichung
erzielt werden. Das Vorgehen im Folgenden ist analog, d.h. es werden die Momente, die
Autokorrelation und schliellich die reduzierte stationdre Dichte analysiert.

Zeitliches Verhalten: Momente

Durch Einsetzen der ermittelten Fokker-Planck-Koeffizienten (5.7) und (5.8) in die allge-
mein formulierte Gl. (2.36) aus Kapitel 2 ergibt sich die reduzierte Bewegungsgleichung des
langsamen harmonischen Oszillators, welcher an das schnelle Quartische System gekoppelt
ist. Ausgehend von dieser Bewegungsgleichung gewinnt man in derselben Weise wie im
Fall des Einkubomodells (siche Gl. (3.63) - (3.67), Abs. 3.5) ein gekoppeltes Differential-
Gleichungssystem fiir die ersten Momente

0

%@W) = (P) (5.10)
50 = Q) = mlP) (5.11)

und fiir die zweiten Momente

0, B

S = 2A@P) (512
TQPII) = i@~ alQP) + () (5,13
CAPYO) = (@) — 20 (QP) — (2 + o) () + 2 s (514

mit
Q1 = (1+k) (5.15)
Y1 = 0.043k%¢? und ;= 0.0252k%€. (5.16)
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Abbildung 5.6: Vergleich theoretisch vorhergesagter und durch numerische Simulation berechneter
Zeitentwicklung der langsamen kinetischen Energien (P?) des harmon. Osz. bei Ankopplung mit
Quartischen System: (a) Kurzzeitverhalten bis t = 3 bzw. ¢t = 20 und (b) Langzeitverhalten: bis ¢ =
40000. Anfangsbedingung: Qg = Py = 0, Parameter: ¢ = 0.02, k = 2, E = 200. Fiir ausgepragtere
Zeitskalentrennung ¢ = 0.01: (a) bis ¢ = 3 und (b) bis ¢ = 20 (sonstige Parameter wie vorher).

Hierbei ist €25 gerade die renormierte Frequenz des langsamen harmonischen Oszillators,
~vp1 die Dampfungs- und pup; der Diffusionsfaktor im Falle des Quartischen Systems nach
Gl (5.7) - (5.8).

In Abbildung 5.6 wird das in direkter Beziehung zur kinetischen Energie stehende Mo-
ment (P?) fiir unterschiedlich lange Zeitriume berechnet. Als Anfangsbedingung ist stets

o = Py = 0 gewéhlt. Im Vordergrund steht hier der Vergleich der zeitlichen Entwick-
lung zwischen dem durch Simulation und statistische Mittelung gewonnenen und dem auf
Grundlage der Fokker-Planck-Gleichung abgeleiteten Moment (P?).

In der Abb. 5.6 (a) ist das Kurzzeitverhalten bei einem Zeitskalenparameter von ¢ =
0.02 dargestellt. Aus dieser Abbildung geht hervor, dass die dynamische Zeitentwicklung
der betrachteten langsamen Observablen (P?) gut durch die theoretisch prognostizierte
Entwicklung beschrieben ist.
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Die Ubereinstimmung ist allerdings wie in Abb. 5.6 (a) deutlich zu sehen nicht voll-
kommen. In der Abb. 5.6 (c), bei der lediglich der Zeitskalenparameter ¢ halbiert wurde,
fallen die Abweichungen geringer aus. Das bedeutet, dass sich der Fehler mit zunehmen-
der Zeitskalentrennung verringert. Aus Abb. 5.2 entnehmen wir, dass die Korrelationen im
betrachteten System fiir 7 ~ 50 zerfallen sind, d.h. auf der langsamen Zeitskala geschieht
dies fiir ¢ = 0.02 nach einem Zeitraum von 7; = 1. Die Diskrepanzen sind also durch
Markov-Verletzungen zu erklaren und kénnen durch Vergroflerung der Zeitskalentrennung
abgeschwicht werden. Dieses Ergebnis wird durch die Resultate in Abs. 5.1.3 unterstiitzt.

Der lineare Anstieg in all den bisher erwdhnten Abbildungen ist iiberlagert von pe-
riodischen Oszillationen. Der Grund hierfiir ist, wie im Falle des Einkubosystem, in der
periodischen Dynamik des harmonischen Oszillators zu suchen. Die Periode dieser Oszilla-
tionen entspricht in guter Ndherung der renormierten Frequenz ;.

Geht man nun zu sehr groffen Zeitrdumen wie in Abb. 5.6 (b) iiber, dann séttigt die
bisher linear anwachsende Kurve von (P?) bei ungefihr 30000 Zeiteinheiten. Dies ist in
Anbetracht der Energieerhaltung und der zugehorigen Fluktuations-Dissipations-Relation
zu erwarten. Die kinetische Energie (P?) kann in einem konservativen System nicht beliebig
anwachsen.

Anhand dieser Langzeitberechnung wird nachgewiesen, dass das Eliminationsverfah-
ren auch das Langzeitverhalten richtig reproduziert. Man findet in diesem Falle eine gu-
te Ubereinstimmung zwischen theoretisch vorhergesagter und beobachteter Entwicklung
der kinetischen Energie (P?) des reduzierten Oszillatorsystems. Die Abweichungen, die
hier auftreten, sind wiederum auf Effekte hoherer Ordnung in e zuriickzufiithren. Bei ei-
ner ausgeprigteren Zeitskalentrennung verringern sie sich, genau wie wir es bereits beim
Kurzzeitverhalten gesehen haben.

Wichtig ist hierbei, dass zur numerischen Berechnung einer langsamen Grofle, wie
z.B. der kinetischen Energie (P?), fiir einen Zeitraum von 40000 langsamen Zeiteinhei-
ten (Abb. 5.6 (b)) auf der Basis der Simulation des voll gekoppelten Systems ungefahr
eine Woche benétigt wird. Dies ist erforderlich, um im ausreichenden Mafle statistische
Mittelungen vorzunehmen. Dem gegeniiber bedarf die numerische Integration des gekop-
pelten Differential-Gleichungssystems (5.10) - (5.13) zur Vorhersage von (P?) fiir densel-
ben langsamen Zeitraum weniger als drei Minuten. Dieses Gleichungsystem wurde auf der
Grundlage der reduzierten Bewegungsgleichung gewonnen. Aus diesem einfachen Vergleich
wird der grofle Vorzug des Eliminationsverfahrens bei Langzeitvorhersagen gegeniiber der
konventionellen Herangehensweise ersichtlich.

Zeitliches Verhalten: Autokorrelation

Es ist hierbei interessant, sich auch die langsame Autokorrelationsfunktion des reduzierten
Oszillatorsystems fiir die Ortsvariable anzusehen. Diese hatten wir bereits im Zusammen-
hang mit den stochastischen Kubomodellen (s. Kap. 3) diskutiert. Auf der Grundlage
des gekoppelten Gleichungssystems der ersten Momente (5.10) - (5.11) kann, wie auch im
Falle der Kubomodelle, der Zerfall der langsamen Autokorrelationsfunktion vorhergesagt
werden. Dazu muss zuvor dieses Gleichungssystem fiir die Autokorrelationen reformuliert
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Abbildung 5.7: Langsame Autokorrelationfunktion (normiert) des harmonischen Oszillators bei An-
kopplung des schnellen Quartischen Systems. Einhiillende (blaue Linien): gemaB der Theorie vorherge-
sagter Zerfall unter Beriicksichtigung des numerischen Wertes von 7. (Parameter e = 0.02, k = 2,
E = 400).

werden. Die Struktur dieser Gleichungen bleibt davon unberiihrt.

In Abbildung 5.8 ist die langsame Autokorrelationsfunktion (Q(¢)Q(t+7)) fiir die lang-
same Ortsvariable (des harmonischen Oszillators) numerisch bestimmt worden. Die aufge-
tragene Einhiillende (blaue Linien) entspricht der theoretischen Vorhersage ihres Zerfalls.
Dieser ist hier durch exp(—2y,17) festgelegt. Wie man aus der Abb. 5.8 ersieht, erweist
sich diese Vorhersage als richtig.

Langzeitverhalten: Reduzierte stationire Dichte

Im Extremfall einer unendlich grofien Zeitdauer nimmt das reduzierte System den asym-
ptotisch angestrebten Zustand der stationdren Dichte an (falls dieser existiert). Daraus
ergibt sich die Frage, ob das Eliminationsverfahren auch diesen Grenzfall des Langzeitver-
haltens richtig vorhersagen kann. Abbildung 5.8 zeigt die stationédre Dichte. In Abb. 5.8
(a) und (b) des langsamen harmonischen Oszillators, welche man aus der Simulation des
gekoppelten Quartischen Systems erhélt, derjenigen, die man durch numerische Integra-
tion der Langevin-Gleichung gewinnen kann, in Form von dreidimensionalen Graphiken
gegeniibergestellt. Die Darstellung der reduzierten Bewegungsgleichungen in Gestalt der
Fokker-Planck-Gleichung ist dquivalent zu einer Darstellung entsprechend einer Langevin-
Gleichung.

Bereits aus dieser Gegeniiberstellung lisst sich eine sehr gute Ubereinstimmung erah-
nen. Besser erkennt man dies jedoch anhand der vergleichenden Abbildungen 5.8 (c1) und
(c2). Hier sind Querschnitte parallel zur Q- und P-Achse durch die stationdren Dich-
ten erstellt worden. In diesen Querschnitten sind sowohl die theoretisch zu erwartenden
als auch die numerisch berechneten Werte der reduzierten Dichte zu unterschiedlichen P-
bzw. (Q-Werten aufgetragen. Es wurde eine ausgepréigte Zeitskalentrennung mit ¢ = 0.02
und eine Kopplungsstirke von x = 2 fiir die Berechnungen gewéhlt. Die numerisch be-
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Abbildung 5.8: Asymptotischer Grenzfall des Langzeitverhaltens: (Reduzierte) stationdre Dichte des
langsamen harmonischen Oszillators (gekoppelt an das Quartische System): (a) Simulation (des vollen
Systems), (b) Theorie, (c1) - (c2) Vergleich im Querschnitt (rote Linien: theoretische Vorhersage, blaue
Kreissymbole: numerisch bestimmte Werte). Parameter ¢ = 0.02, k = 2, E = 200.

rechneten Werte der stationédren Dichte (blaue Kreissymbole) des vollen Systems liegen
nahezu perfekt auf den theoretisch vorhergesagten Kurven (rote durchgezogene Linien).
Diese Kurven ergeben sich nach der reduzierten Bewegungsgleichung (2.36) ausgewertet
fiir die Koefhizienten Gl. (5.7) - (5.8).

Eine dhnlich gestaltete reduzierte stationére Dichte haben wir im Falle des stochastisch
angetriebenen Zweikubomodells gefunden. In beiden Fillen ist der schnelle Phasenraum
vierdimensional und das langsame System ist der harmonische Oszillator. Die Ursache fiir
diese Ahnlichkeit ist in einem dhnlichen Verhiltnis von Dampfungs- und Diffusionsfaktor
begriindet. Sie ergibt sich im Falle des Zweikubomodells nach Gl. (3.79) zu

2.2
Yok - E°KR
epor  0.5e2kK2

=2 (5.17)

S2K =

Fiir das gekoppelte Quartische System erhélt mit den Beziehungen aus Gl. (5.15) das
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folgende Verhiltnis:

Y 0.043k%?
eppt 0.0252K2¢2

Zpl =

=1.7. (5.18)

Wie man sieht, liegen die berechneten Verhéltnisse nahe beieinander. Ein dhnliches Verhéalt-
nis von Dampfungs- und Diffusionsfaktor ist die Folge einer &hnlich gestalteten Fluktuations-
Dissipations-Relation.

Zusammenfassende Bemerkungen

Die gute Vorhersage sowohl des Kurzzeit- als auch des Langzeitverhaltens des langsamen
harmonischen Systems bei Ankopplung mit dem Quartischen System kann als starkes In-
diz fiir die Anwendbarkeit der Markov-Approximation gedeutet werden. Obwohl die Dy-
namik des Quartischen Systems nicht hyperbolisch ist, liefert diese Approximation die
richtige Beschreibung. Die Untersuchungen an Beispielen von gekoppelten symplektischen
Abbildungen aus Kapitel 4 deuten bereits auf ein derart positives Ergebnis hin. Anhand
des betrachteten Systems bestehend aus langsamen harmonischen Oszillator und schnellen
Quartischen System kann es hier bestéitigt werden.
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5.2 Hénon-Heiles-Modell als schnelles Subsystem

Das weitaus bekannteste Modell, das niedrigdimensionales Hamiltonsches Chaos aufweist,
ist 1964 von Hénon und Heiles eingefithrt worden [40]. Es wurde urspriinglich entwickelt,
um die Bewegung eines Sternes in einem zylindrisch geformten galaktischen Potential zu
untersuchen. Man betrachtete hauptséchlich die dynamische Entwicklung fiir sehr lange
Zeitrdaume. Die zugehorige Hamilton-Funktion weist die folgende Gestalt auf:

H, = %(pﬁ + a0+ a) Fagn — %Qf- (5.19)
Das Hénon-Heiles-System besteht also aus zwei gekoppelten harmonischen Oszillatoren,
wobei die Kopplung iiber kubische Koordinatenterme erfolgt. Die besondere Struktur des
korrespondierenden Potentials

V. = %(qg + i + 2501 — %ﬁ) (5.20)

ermoglicht den Einsatz dieses Modells auch zur Simulation von dreiatomigen Festkorper-
strukturen und von vibrierenden dreiatomigen Molekiilen nach Abspaltung der Schwer-
punktsbewegung [41]. Es handelt sich gemafl Gl. (5.20) um ein asymmetrisches Potential
im Gegensatz zum vollstdndig symmetrischen Potential des Quartischen Systems. Infolge
dessen ist eine Unterscheidung zwischer symmetrischer und asymmetrischer Ortsvariablen
entsprechend ¢o und ¢; moglich. Es stellt sich die Frage, welche Auswirkungen die Ankopp-
lung iiber die symmetrische bzw. asymmetrische schnelle Ortsvariable auf den stationédren
Zustand hat, den das volle System im Limes unendlich grofler Zeit einnimmt, und inwieweit
wird durch das Eliminationsverfahren die richtige Beschreibung hierfiir geliefert.

Allerdings ist das Hénon-Heiles-System ein schwierig handhabbares System. Dies wird
ersichtlich, wenn man bedenkt, dass erst oberhalb einer Energie £ > 0.12 mehr als 50% des
Phasenraums von dem chaotischen See iiberdeckt sind. Unterhalb dieser Energie ist das
Hénon-Heiles-System weitgehend regulédr. Im Zuge der Vergréferung der Gesamtenergie
kénnen nach und nach die reguldren Tori zerstort werden, wodurch der chaotische Bereich
wéchst. Dadurch wird die reguldre Dynamik zunehmend verdrédngt. Dieser Prozess wird
jedoch bei einer Energie von F = % = 0.16667 beendet, denn oberhalb dieser Energie
verldsst das System den gebundenen Zustand. Der Phasenraum ist auch fiir diese maximal
mogliche Energie weiterhin stark gemischt.

Die Verwendung des Hénon-Heiles-Systems als schnelles Teilsystem ermoglicht also,
zwei wichtige Aspekte im Hinblick auf das Eliminationsverfahren zu untersuchen: Zum
einen die Bedeutung der Symmetrie des schnellen Potential hinsichtlich der Ankopplung
und zum anderen die Anwendbarkeit des Verfahrens bei chaotischer Dynamik mit ausge-
priagtem gemischten Phasenraum. Die damit verbundenen Untersuchungen sind Ziel dieses
Abschnittes.

Gekoppeltes System

Im Hinblick auf die beschriebenen Untersuchungen erscheint es sinnvoll, das gekoppelte
System aus dem Abschnitt 5.1 beizubehalten und lediglich das schnelle Quartische Sy-
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stem durch das Hénon-Heiles-System zu ersetzen. Auf diese Weise erhilt man das folgende
Hamiltonsche Gesamtsystem:

H = H;+ éHS + H mit (5.21)
H, = %(Q2 + P?) (harmonischer Oszillator) (5.22)
Hs = %(pg + @ +pi+ 4+ 2¢3q — %qi’) (Hénon-Heiles-System)  (5.23)
H, = %KJ(Q —q)? mit i =0 oder 1 (harmonische Kopplung). (5.24)

Das Potential des Hénon-Heiles-Systems ist nach Gl. (5.20) beziiglich seiner Ortskoordinate
qo eine symmetrische Funktion, wahrend es fiir die andere Ortskoordinate ¢; asymmetrisch
ist. Demnach kann hier zwischen einer harmonischen Ankopplung (5.24) iiber die symme-
trische und asymmetrische schnelle Ortsvariable unterschieden werden.

5.2.1 Theoretisch vorhergesagte Fokker-Planck-Koeffizienten

Fiir die Anwendung des Eliminationsverfahrens miissen auch hier zunéchst die theoretisch
vorhergesagten Koeffizienten dy bzw. d; nach Gl. (2.42) und die Zustandsdichte Z(®) nach
Gl. (2.41) fiir das schnelle Hénon-Heiles-System numerisch ausgewertet werden. Dazu emp-
fiehlt es sich, wie im letzten Abschnitt 5.1 vorzugehen. In der Abbildung 5.9 (a) ist der
Koeffizient dy in Abhéngigkeit der Energie E berechnet. Betrachtet wurde bei der nume-
rische Auswertung die schnelle asymmetrische Ortsvariable ¢;. Dieser Koeffizient ist von
essentieller Bedeutung. Aus ihm ergeben sich unter Beriicksichtigung der Zustandsdich-
te Z(0 alle weiteren Koeffizienten. Man findet auch hier ein lineares Anwachsen mit der
Energie. Durch lineare Regression ergibt sich der Zusammenhang do(E) ~ 0.58F. Damit
ist d; = % ~ 0.58. Die Zustandsdichte wurde hier von Holger Kantz mit Hilfe einer
Monte-Carlo-Simulation bestimmt; es gilt a%an ) ~ 1. Auf dieser Basis kénnen wir nun
die zugehorigen Déampfungs- und Diffusionskoeffizienten nach Gl. (2.40) - (2.39) der redu-

zierten Bewegungsgleichung errechnen. Wir erhalten das Folgende:

¥y = 52(d1+doa%ln2(0)) ~ 1.16x% (5.25)
DEL(Q,P) = K*(dy—cHidy) ~ 0.58:*(E —eH,). (5.26)

Die zugehorigen Dampfungs- und Diffusionsvorfaktoren ergeben sich hier zu:
Yho = %7 = 1.16k%* und  pupe := 0.58kK%¢. (5.27)

Damit erhélt man das Verhéltnis =2 dieser Vorfaktoren (5.27) zu

D= 12— 9, (5.28)
ELR2
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Der Zahlenwert dieses Verhiltnisses (5.28) hingt empfindlich von der Zustandsdichte Z®
des isolierten schnellen Teilsystems ab. Dies hatten wir auch schon bei dem Fall des ge-
koppelten Quartischen Systems und der stochastischen Kubomodelle aus Kapitel 3 gese-
hen. Dieses Verhéltnis ist unter anderem entscheidend fiir den im Langzeitlimes eingenom-
menen stationdren Zustand der reduzierten Dichte und Ausdruck der hierbei geltenden
Fluktuations-Dissipations-Relation.

Die Déampfungs- und Diffusionskoeffizienten in Gl. (5.25) - (5.26) sind auffillig grof.
Sie sind ungefdhr zwanzig Mal gréfler als im Falle des gekoppelten Quartischen Systems
und zwei Mal grofler als im Fall des Zweikubomodells. Der Vergleich der zugehérigen Au-
tokorrelationsfunktionen fiir das Quartische System (Abb. 5.2 (c1) - (¢3)) mit denen fiir
das Hénon-Heiles-System (Abb. 5.9 (bl) - (b3)) zeigt einen wichtigen Unterschied auf:
Die Anfangsamplitude der zeitlich veranderlichen Autokorrelationsfunktion entspricht im
Falle des Quartischen Systems grob geschétzt i der Gesamtenergie. Im Falle des hier be-
trachteten Hénon-Heiles-Systems ist diese grofier als % des Energiebetrages. Dies gibt einen
wichtigen Ausschlag bei dem Zeitintegral iiber die Autokorrelationsfunktion und damit fiir
den Koeffizienten dj.

Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass im Falle des Hénon-Heiles-Systems die
Autokorrelationen wesentlich langsamer zerfallen. Der Zerfallsprozess wird gegeniiber dem
Quartischen System von deutlich mehr und ausgepréigteren Oszillationen begleitet. Das
langsame Abklingen der Korrelationen ist die Folge eines Phasenraums mit stark ausge-
dehnten reguléren Bereichen. Selbst bei der maximalen Energie £ = 0.166 sind regulére
Inseln von signifikanter Grosse und Anzahl zu beobachten. Dies ersieht man aus den Poin-
caré-Schnitten 5.9 (c1) - (¢3). Der langsame Korrelationszerfall ist einer der Hauptursachen
dafiir, dass die numerisch ermittelte Koeffizientenfunktion d fiir das freie und das gekoppel-
te Hénon-Heiles-System weniger gut zusammenfallen als im Falle des Quartischen Systems
(siehe Teil-Abb. 5.9 (a)).
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Theoretische Koeffizienten
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Abbildung 5.9: Numerische Auswertung der theoretisch vorhergesagten Koeffizienten der reduzier-
ten Bewegungsgleichung (2.36) fiir das Hénon-Heiles-System: (a) dyp nach Gl. (2.42) fiir freien (s.
Gl. (5.19)) und gekoppelten Fall (s. Gl. (5.21) - (5.24)). Fiir das isolierte Hénon-Heiles-System: (b1)
- (b3) schnelle Autokorrelationfunktion der Ortskoordinate ¢; und (cl) - (c1) zugehérige Poincare-
Schnitte zu unterschiedlichen Gesamtenergien.
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5.2.2 Langzeitverhalten: Einfluss reguléirer Regionen und der An-
kopplung

Im letzten Unterabschnitt wurden die erforderlichen Démpfungs- und Diffusionskoeffizi-
enten auf der Grundlage des isolierten Hénon-Heiles-Systems fiir die reduzierte Bewe-
gungsgleichung (2.36) bestimmt. Dabei wurde die Auswertung anhand der asymmetrische
schnelle Ortsvariable ¢; durchgefiihrt. Damit konnen die in der Einleitung dieses Kapitels
angekiindigten Untersuchungen durchgefithrt werden. Ziel der Untersuchungen ist es zu
iiberpriifen, mit welcher Giite das Langzeitverhalten des langsamen harmonischen Oszilla-
tors auf der Basis des Eliminationsverfahrens vorhergesagt werden kann, wenn das schnelle
System asymmetrisch und nicht vollstandig chaotisch ist.

Langzeitverhalten: Reduzierte stationire Dichte

Wie wir sowohl im Falle des gekoppelten Quartischen Systems als auch im Zusammenhang
mit den Pseudo-Hamiltonschen Kubomodellen gesehen haben, eignet sich die reduzier-
te stationdre Dichte fiir Untersuchungen zum Langzeitverhalten. Sie représentiert geméafl
ihrer Definition den Zustand, dem sich das reduzierte System im zeitlichen Ablauf asym-
ptotisch ndhert. Wie die reduzierte stationédre Dichte numerisch bestimmt wird, wurde
sowohl im Abschnitt iiber das gekoppelte Quartische System (siche Abs. 5.1) als auch im
Rahmen der stochastischen Kubomodelle (siche Kapitel 3) detailiert erlautert. Wir wollen
daher direkt zu den Resultaten iibergehen. In Abbildung 5.10 ist die reduzierte Dichte des
langsamen harmonischen Oszillators fiir eine ausgeprigte Zeitskalentrennung € = 0.02 und
eine Kopplungstiarke von k£ = 4 bestimmt worden. Dabei wurde das gekoppelte System
zu der maximalen Energie ' = 0.166 berechnet, um in gewissen Grenzen sicherzustellen,
dass die Dynamik des angekoppelten Hénon-Heiles-Systems nicht vollsténdig regulér durch
den Energieaustausch wird. In der Abb. 5.10 (a) ist die reduzierte stationére Dichte durch
die numerische Simulation des vollgekoppelten Systems in einer dreidimensionalen Darstel-
lung abgebildet. Hier wurde eine harmonische Ankopplung iiber die schnelle asymmetrische
Orstvariable ¢; betrachtet. Diese Dichte wurde ebenfalls mit Hilfe der zugehérigen reduzier-
ten Bewegungsgleichung berechnet. Sie ist in der Abb. 5.10 (b) dargestellt. Der Vergleich
dieser Dichteverteilungen wird hier mittels Querschnitten parallel zur Achse der langsamen
Orts- und Impulsvariablen durchgefiihrt. Die damit verbundene Gegeniiberstellung in den
Abbildungen 5.10 (c1) und (c¢2) zeigt auf eindrucksvolle Weise die hohe Giite mit der das
Langzeitverhalten hierbei durch das Eliminationsverfahren vorhergesagt wird. Die durch
Simulation gewonnenen Werte der reduzierten Dichte (blaue Kreissymbole) liegen nahezu
ohne Abweichung auf den theoretisch berechneten Kurven (rote Linien). Damit erweist sich
das Eliminationsverfahren selbst im schwierigen Fall schneller Dynamik, mit stark ausge-
pragt gemischten Phasenraum, als erfolgreich. Dieser letzte Punkt ist besonders wichtig,
da gerade fiir derartige Fille die Anwendbarkeit des Eliminationsverfahrens bisher nicht
abschlieflend geklart war.
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Abbildung 5.10: Langzeitverhalten: (Reduzierte) stationdre Dichte des langsamen harmonischen Os-
zillators (gekoppelt an das Hénon-Heiles-System): (a) Simulation (des vollen Systems), (b) Theorie,
(c1)-(c2) Vergleich im Querschnitt (rote Linien: theoretische Vorhersage, blaue Kreissymbole: nume-
risch bestimmte Werte). Parameter ¢ = 0.02, k = 4, E = 0.166.

Einfluss von symmetrischer und asymmetrischer Ankopplung

SchlieBlich ist unsere letzte Untersuchung dem Aspekt der Ankopplung gewidmet. Diese
Untersuchung erscheint sinnvoll, wenn eine Unterscheidung zwischen symmetrischen und
asymetrischen Koordinaten gegeben ist. Dies ist in der Tat bei dem betrachteten Hénon-
Heiles-System der Fall. Die reduzierte stationdre Dichte des langsamen harmonischen Os-
zillators ist in Abbildung 5.10 (a) durch die Simulation des vollgekoppelten Systems bei
harmonischer Ankopplung iiber die schnelle asymmetrische Ortsvariable ¢; gewonnen wor-
den. Die harmonische Kopplung hat die Form 1x(Q — ¢1)?. Im néchsten Schritt wurde zu
den selben Parametern die reduzierte stationdre Dichte bei Ankopplung iiber die schnel-
le symmetrische Ortsvariable ¢p auf dieselbe Weise numerisch bestimmt. In Abbildung
5.11 sind die durch symmetrische und asymmetrische Ankopplung ermittelten reduzierten
Dichte im Querschnitt sowohl beziiglich der langsamen Ortsachse () als auch der Impul-
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Abbildung 5.11: Vergleich der stationire Dichte des langsamen harmonischen Oszillators bei An-
kopplung tiber die symmetische Ortsvariable gy und iiber die asymmetische ¢; des schnellen Hénon-
Heiles-Systems: Vergleich im Querschnitt: (a) beziiglich langsamer Ortsvariablen @ und (b) beziiglich
langsamer Impulsvariablen P (Parameter ¢ = 0.02, k = 4, E = 0.166).

sachse P gemeinsam aufgetragen. Aus dem graphischen Vergleich ersiecht man eine perfekte
Uberstimmung beider Verteilungen. Demzufolge spielt also die Ankopplung beziiglich der
schnellen symmetrischen bzw. asymmetrische Variablen keine Rolle fiir die Langzeitent-
wicklung des langsamen Systems.

Kuzzeitverhalten: Momente

Bisher ging es ausschliefSlich um das Langzeitverhalten. Wie steht es mit dem zugehori-
gen Kurzzeitverhalten? Spielen hier die reguldren Gebiete im Hénon-Heiles-System eine
wesentliche Rolle? Dazu wollen wir, wie auch in den vorhergehenden Beispielsystemen, die
Zeitentwicklung der Momente ansehen. Speziell soll das mit der mittleren kinetischen Ener-
gie korrespondierende Moment (P?) zur festen langsamen Anfangsbedingung Qo = Py = 0
betrachtet werden. In Abb. 5.12 ist die dynamische Entwicklung dieser Grofle, die sich auf
der Basis der Fokker-Planck-Gleichung (2.36) ergibt, mit der tatséchlichen, die aus der Si-
mulation des gekoppelten Systems resultiert, verglichen. Einmal fiir einen sehr kleinen Zeit-
raum von t = 3 Zeiteinheiten (Abb. 5.12 (a)), und dann fiir ein etwas lingeres Zeitintervall
von t = 20 Zeiteinheiten (Abb. 5.12 (b)). Aus dem Vergleich ersieht man eine weniger gu-
te Ubereinstimmung zwischen dem theoretisch vorhergesagten und dem durch numerische
Simulation gewonnenen Kurzzeitverhalten. Das Langzeitverhalten hingegen wurde nahezu
perfekt durch die reduzierte Bewegungsgleichung reproduziert (s. letzten Abschnitt). Zum
einen sind die periodischen Oszillationen, die dem steilen Anstieg von (P?) innewohnen,
wesentlich ausgepréagter als von der Theorie vorhergesagt (Teil-Abb. (b)). Zum anderen be-
obachtet man systematische Abweichungen, die besonders stark fiir sehr kurze Zeitdauern
in Erscheinung treten. In der Abb. 5.12 (a) ist das der Fall. Ermutigend ist die Tatsache,
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Abbildung 5.12: Vergleich theoretisch vorhergesagter und durch numerische Simulation berechneter
Zeitentwicklung der langsamen kinetische Energie (P?) des harmon. Osz. (gekoppelt mit Hénon-
Heiles-System): (a) Kurzzeitverhalten bis ¢ = 3 bzw. ¢t = 20. (Parameter: ¢ = 0.02, k = 2 und
E = 0.166, Anfangsbedingung: Qo = Py = 0)

dass sowohl die Periodizitét der Oszillationen als auch der Anstieg von (P?) durch die
reduzierte Bewegungsgleichung ndherungsweise richtig wiedergegeben wird.

Die beobachteten Diskrepanzen hinsichtlich des Kurzzeitverhaltens sind auf die nicht
hinreichende chaotische Dynamik des schnellen Hénon-Heiles-System zuriickzufiihren. Der
Grund hierfiir ist dessen gemischter Phasenraum mit zum Teil groflen reguléren Regionen.
Dies macht sich verstdndlicher Weise fiir kurze Zeiten besonders negativ bemerkbar.

Bemerkung zum Kurzzeitverhalten

Fiir das Kurzzeitverhalten ist eine wesentlich schlechtere Vorhersage auf der Grundlage
des Eliminationsverfahrens zu erwarten, da die Korrelationen im schnellen Hénon-Heiles-
System sehr langsam zerfallen (s.a. Abbildungen 5.9 (b1) - (b3) fiir die zeitliche Entwicklung
der Autokorrelationsfunktion des isolierten Hénon-Heiles-Systems). Die Zeitskala, auf der
die Korrelationen abgeklingen, ist vergleichbar mit der langsamen Zeitskala. Dazu betrachte
man beispielsweise eine Zeitskalentrennung von z.B. ¢ = 0.01. Die Autokorrelationen zer-
fallen bei einer Energie von z.B. ' = 0.166 auf der schnellen Zeitskala von schitzungsweise
7 = 100. Das kann auf die langsame Zeit umgerechnet werden, und ergibt sich zu 7, = 1.
Das bedeutet eine Dominanz von nicht-Markovschen Effekten fiir verhédltnismafig lange
Zeitintervalle. Demnach ist fiir kurze Zeitintervalle das Eliminationsverfahren in diesem
Fall nicht anwendbar, da die erforderlichen Voraussetzungen nicht mehr gegeben sind. Das
vorrangige Ziel, welches mit dem Eliminationsverfahren allgemein verfolgt wird, ist nicht die
Beschreibung und Vorhersage des Kurzzeitverhaltens, sondern des Langzeitverhaltens der
langsamen MeBgrofien. Damit stellt diese Erkenntnis keine grundsétzliche Einschrankung
der Brauchbarkeit des Verfahrens dar.



5.3 Hoherdimensionales Chaos: 6-dimensionales System 97

5.3 Hoherdimensionales Chaos: 6-dimensionales Sy-
stem

In den vorangegangenen Abschnitten 5.1 und 5.2 wurden zwei gekoppelte Hamiltonsche
Systeme mit unterschiedlichen chaotischen Teilsystemen untersucht. Als langsames Sub-
system wurde stets der harmonische Oszillator gewéhlt. Trotz der Unterschiede zwischen
dem Quartischen System und dem Hénon-Heiles-System, welche als schnelle Subsysteme
verwendet wurden, ergab sich in beide Féllen ein dhnliches Verhéltnis von Daémpfungs-
und Diffusionsfaktor. Sie betrug im Falle des gekoppelten Hénon-Heiles-System Zj, = 2
(Gl. (5.28)) und beim gekoppelten Quartischen System Zj,; = 1.7 (Gl. (5.18)). Dies hat
sich wiederum in einer &hnlich gestalteten stationédren Dichte-Verteilung des reduzierten
langsamen Oszillatorsystems niedergeschlagen. Eine dhnlich geformte, reduzierte stationére
Dichte konnte bereits im Zusammenhang mit dem Zweikubomodell im Kapitel 3 beobachtet
werden. Im zugehorigen Abschnitt 3.7 konnte gezeigt werden, dass mit wachsender Zahl
schneller Freiheitsgrade die reduzierte stationére Dichte des jeweiligen n-Kubo-Systems
sich zunehmend der Boltzmann-Verteilung annéherte. Im thermodynamischen Limes von
unendlich vielen schnellen Freiheitsgraden konvergierte diese Dichte schliellich gegen die
Boltzmann-Verteilung. Hierbei verschob sich mit zunehmender Anzahl der angekoppelten
schnellen Kubo-Oszillatoren das Verhéltnis von Dampfungs- und Diffusionsfaktor zu Gun-
sten der Dampfung. Der Grund hierfiir ist, dass die Dampfung mit der Zahl der angekop-
pelten Kubo-Oszillatoren anwéchst, wihrend die Diffusion im Wesentlichen unveréndert
bleibt. Es stellt sich die Frage, ob ein dhnlicher Effekt auch fiir gekoppelte zweiskalige
Systeme mit schnellen chaotischen Subsystemen existiert. Dies ist zu erwarten, da die
chaotische Dynamik beziiglich ihres Zerfallsverhaltens hinsichtlich der Korrelationen eine
gewisse Wesensverwandtschaft zu den stochastischen Prozessen aufweist. Je nach Typ des
chaotischen Systems wird sich dieser Limes unterschiedlich gestalten. Das erkennt man
durch Gegeniiberstellung der schnellen Zustandsdichte: Fiir das Quartische System findet
man den Zusammenhang Z(*)(E) ~ E%7 (siehe Abs. 5.1), wohingegen sich fiir das Hénon-
Heiles-System eine Beziehung Z()(E) ~ E (siehe Abs. 5.2) ergibt. Die Zustandsdichte Z®
weist eine empfindlich Abhéngigkeit von der speziellen Auspriagung der schnellen Dynamik
auf. Sie bestimmt hier mafigeblich das Verhéltnis von Dampfungs- und Diffusionsfaktor
und somit auch die zugehorige Fluktuations-Dissipations-Relation.

Die hier aufgeworfene Frage wird in diesem Abschnitt keiner detaillierten Untersuchung
unterzogen. Vielmehr soll in Hinblick auf eine Grenzwertbildung beziiglich der Zahl der
Freiheitsgrade (thermodynamischer Limes) das Quartische System erweitert werden. Dazu
wird ein 6-dimensionales Hamiltonsches System vorgeschlagen, dessen Hamiltonian die
folgende Form besitzt:

im 1
HI =§%+%+ﬁ+ﬁ+@+ﬁ+%ﬁ+%ﬁ+ﬁ@ (5.29)

Wie man sieht, besteht es aus drei harmonischen Oszillatoren, die iiber quartische Kopp-
lungsterme miteinander verbunden sind. Wegen der Analogie zum Quartischen System
werden wir in Zukunft gelegentlich vom 6-dimensionalen Quartischen System sprechen.
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Gekoppeltes System

Fiir die anschlieBenden Untersuchungen wird folgende Komposition von Subsystemen ver-
wendet:

1
H = H, + gHs + H. mit (5.30)
1
H = §(Q2 + P?) (harmonischer Oszillator) (5.31)
H, = HOUm (6-dim. Quartisches System) (5.32)
Hr = %KJ(Q — qo)? (harmonische Kopplung). (5.33)

Der harmonische Oszillator wird auch hier als langsames System beibehalten.

5.3.1 Lyapunov-Exponenten

Die dynamischen Eigenschaften des vorgeschlagenen 6-dimensionalen Systems sind bisher
unbekannt. Aufgrund der starken strukturellen Verwandtschaft zum Quartischen System
ist anzunehmen, dass es sich in vielen Aspekten dhnlich verhélt. Ob dies tatséchlich der
Fall ist, wird im Folgenden mittels Berechnung des maximalen Lyapunov-Exponenten nach
Gl (5.9) untersucht. Dieses Vorgehen ist sinnvoll, da gerade das irregulére Verhalten im
Zusammenhang mit der Eliminationsmethode von Interesse ist. Die Betrachtung von Poin-
caré-Schnitten ist schwierig aufgrund der gréfleren Zahl der Dimensionen.

In Abbildung 5.13 sind einige Ergebnisse aus der Bestimmung des maximalen Lyapunov-
Exponenten fiir das freie und das gekoppelte 6-dimensionale Quartische System zusammen-
getragen. Aus der Abb. 5.13 (c) ersieht man, dass die Vergroerung der Energie des freien
6-dimensionalen Quartischen Systems Hand in Hand mit einem Anwachsen des positi-
ven Lyapunov-Exponenten (blaue Kreissymbole) geht. Der Kurvenverlauf stimmt in seiner
Gestalt mit dem des einfachen Quartischen Systems (griine, durchgezogene Linie) iibe-
rein. Er ist lediglich gegeniiber dieser (parallel zur Energie-Achse) zu kleineren Werten des
Lyapunov-Exponenten verschoben. Der steile Anstieg bis zu einer Energie £ = 50 wird
abgelost von einem zunehmend abflachenden Verlauf. Es ist anzunehmen, dass sich dies
genau wie im Falle des Quartischen Systems auf die Schrumpfung der reguldren Regio-
nen zuriickfithren lésst, da oberhalb eines bestimmten Energiewertes nahezu alle reguléren
Bereiche verschwunden sind (siche Abb. 5.1, Abs. 5.1). Ab diesem Energiewert wichst
die Irregularitét des Systems und damit der Lyapunov-Exponent schwécher an. Zusétzlich
sind zu drei unterschiedlichen Zeitskalenparametern € die Kurvenverlaufe des gekoppelten
6-dimensionalen Systems aufgetragen. Sie sind denen des freien chaotischen Systems sehr
dghnlich. Im Gegensatz zum einfachen Quartischen System iibersteigen die beobachteten
Lyapunov-Exponenten mit zunehmender Zeitskalentrennung immer stérker die zugehori-
gen Lyapunov-Exponenten des freien Systems und ndhern sich den Werten des Quartischen
Systems an. Demnach fiihrt die Ankopplung in Verbindungen mit einer ausgepréigten Zeits-
kalentrennung zu einer Verstdrkung des chaotischen Verhaltens bei dem 6-dimensionalen
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Lyapunov-Exponenten
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Abbildung 5.13: Maximaler Lyapunov-Exponent des schnellen 6-dimensionalen Teilsystems A;. Va-
riation des: (a) Zeitskalenparemters £ und der Energie E bei fester Kopplungsstirke x = 1, (b) des
Zeitskalenparemters ¢ und der Kopplungsstérke r bei fester Energie £ = 200 und (c) in Abhingig-
keit von der Energie E sowohl fiir das freie als auch das gekoppelte System (verschiedene ¢) bei
fester Kopplungsstarke k = 1 (Griine Kurve: freies Quartisches System). Bei dem gekoppelten 6-dim.
Quartischen System ist immer die im zeitlichen Mittel vorliegende Energie gemeint.

System. Eine &hnliche Beobachtung konnte im Zusammenhang mit den gekoppelten sym-
plektischen Abbildungen in Kapitel 4 gemacht werden.

In der Abb. 5.13 (a) ist der maximale Lyapunov-Exponent bei systematischer Variation
des Zeitskalenparameters € und der Energie F des gekoppelten 6-dimensionalen Systems be-
rechnet worden. Wahrend in der Abb. 5.13 (b) anstelle der Energie E die Kopplungsstérke
r variiert wird. Die Resulate sind &@hnlich den entsprechenden Untersuchungen des ein-
fachen Quartischen Systems (siehe Abb. 5.5). Der wesentliche Unterschied besteht darin,
dass der maximale Lyapunov-Exponent hier ungefahr um 10% kleiner ausfillt. Der hier
beobachtete Einbruch des Lyapunov-Exponenten bei schwacher Zeitskalentrennung und
wachsender Kopplungstérke (Teil-Abb. 5.13 (b))belegt, zu welch negativer Verkettung eine
derartige Konstellation fiir die Irregularitéit im schnellen System fithren kann.

Die Untersuchungen auf der Basis des maximalen Lyapunov-Exponenten bestétigen die
Vermutung, dass das hier betrachtete 6-dimensionale System ein dhnliches dynamisches
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Theoretische Koeffizienten
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Abbildung 5.14: Numerische Auswertung der theoretisch vorhergesagten Koeffizienten (bzw. Zu-
standssumme) der reduzierten Bewegungsgleichung (2.36) fiir des 6-dim. Quartische System: (a) dj
nach Gl. (2.42) fir freien (s. Gl. (5.30)) und gekoppelten Fall (s. Gl. (5.33) - (5.5)). Fiir das iso-
lierte 6-dim. Quartische System: (b) Zustandsdichte Z(®) nach Gl. (5.6) und (c1) - (c3) schnelle
Autokorrelationfunktion der Ortskoordinate ¢g zu unterschiedlichen Gesamtenergien.

Verhalten wie das einfache Quartische System aufweist.

5.3.2 Theoretisch vorhergesagte Fokker-Planck-Koeffizienten

Um die allgemeine reduzierte Bewegungsgleichung (2.36) fiir das vorliegende gekoppelte
System zu spezifizieren, ist die Auswertung der zugehorigen Dampfungs- und Diffusionsko-
effizienten nach Gl. (2.39) und Gl. (2.40) vorzunehmen. Dies geschieht ganz analog zu den
vorhergehenden Beispielen. Das heifit, es miissen erneut die Koeffizienten dy bzw. d; nach
Gl. (2.42) und die Zustandsdichte Z(®) nach Gl. (2.41) bestimmt werden. Die Zustands-
dichte kann aufgrund der Symmetrie des 6-dimensionalen Systems genau wie im Falle des
einfachen Quartischen Systems, auf ein elliptisches Integral zuriickgefithrt werden (siche
Anhang B). Wir erhalten nach numerischer Bestimmung des Integrals Z(® ~ E'9 (s.
Abb. 5.14 (b)). Den Koeffizienten dy gewinnen wir durch Auswerten des Zeitintegrals tiber
die Autokorrelationsfunktion des 6-dimensionalen Systems. In Abbildung 5.14 (a) ist das
zu verschiedenen Energien durchgefiithrt worden und zwar sowohl fiir den freien als auch fiir
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den gekoppelten Fall. Sie liegen nahezu deckungsgleich auf einer Geraden. Es lésst sich in
sehr guter Néherung eine lineare Beziehung dy(F) =~ 0.0078E' aufstellen. Dieses Verhalten
stimmt mit den Beobachtungen, die wir in den vorangehenden Abschnitten machen konnte,
iiberein. Es wird erneut die Richtigkeit der Annahme bestétigt, wonach es ausreichend ist
dy ausschliefllich unter Verwendung des freien chaotischen Systems zu bestimmen. Diese
Néherung ergibt sich im Rahmen der e-Entwicklung des Eliminationsverfahrens.

Damit ergibt sich d; = %ﬂg ~ 0.0078. Auf der Basis dieser Koeffizienten kénnen nun die
Dampfungs- und Diffusionskoeffizienten aufgestellt werden:

7 = w&d + doa%an(O)) ~ 0.0195x> (5.34)
DEL(Q,P) = r*(dy— cHydy) ~ 0.0078x%(E — H,). (5.35)
Es ergeben sich also die zugehorigen Dampfungs- und Diffusionsfaktoren zu:
Yhs := 0.0195k%? und g3 := 0.0078k%¢. (5.36)
Das Verhiltnis =3 dieser Faktoren (5.36) ist
Shs = % — 2.5, (5.37)

Dieses Verhiltnis ist um ein Drittel grofler als beim Quartischen System nach Gl. (5.18).
Im Abschnitt 5.3.4 werden wir untersuchen, welche Konsequenzen dies fiir den im Lang-
zeitlimes eingenommenen Zustand der reduzierten stationdren Dichte hat.

An dieser Stelle sei noch auf den raschen Zerfall der Korrelationen im betrachteten
6-dimensionalen System hingewiesen. Dies kann anhand der Abbildungen 5.14 (cl), (c2)
und (c3) zu verschiedenen Energiewerten nachvollzogen werden. Die Amplitude der Auto-
korrelationsfunktion zu allen drei Energiewerten £ = 20, £ = 90 und £ = 200 geht nahezu
gleich schnell gegen Null. Der Zerfallsprozess ist von sehr wenigen Oszillationsdurchgéngen
gekennzeichnet. Aus dem Vergleich mit dem Quartischen System (siehe Abb. 5.2) stellt man
fest, dass die Autokorrelationen zu entsprechenden Energiewerten hier wesentlich schneller
verklingen.

5.3.3 Numerische Diffusionsbestimmung

Im letzten Abschnitt wurde der theoretisch zu erwartende Diffusionskoeffizient (5.35) fiir
das gekoppelte 6-dimensionale Quartische System bestimmt. Hier mochten wir diesen mit
der tatséchlich beobachtbaren Diffusion vergleichen. Dazu wird das vollgekoppelte System
simuliert und mit Hilfe des empirischen Verfahrens (3.60) (siehe Abs. 3) (in Verbindung
mit der Gittermethode) die Diffusion numerisch ermittelt. In Abb. 5.15 wurde hierzu die
Diffusionskomponente D}f} an der Stelle ) = 0 als Funktion des langsamen Impulses P
berechnet. Die rote Kurve entspricht der theoretischen Vorhersage und die blauen Kreis-
symbole der Diffusionswerte, welche durch das empirische Verfahren gewonnen wurden.
Diese Werte liegen relativ gut auf der theoretisch vorgegebenen Kurve. Damit wird die im

Rahmen des Eliminationsverfahrens theoretisch vorhergesagte Diffusion bestétigt.
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Abbildung 5.15: Diffusion des langsamen harmonischen Oszillators: Numerisch berechnete Diffusi-
onskomponente Dg}a mit Hilfe des empirischen Verfahren (s. Gl. (3.60) in Kombination mit Gitterme-
thode) bei Simulation des vollgekoppelten 6-dim. Quartischen Systems (s. Gl. (5.30) - (5.33)): Schnitt
entlang der Impulsachse P bei ) = 0: rote Linien: theoretische Vorhersage und blaue Kreissymbole:

numerische bestimmte Werte Dﬁf}. (Parameter fiir: e = 0.01, K =2 und E = 300.)

5.3.4 Einfluss der schnellen Dimensionen auf das Zeitverhalten

Durch die zuvor bestimmten theoretischen Fokker-Planck-Koeffizienten (5.34) - (5.35) ist
die reduzierte Bewegungsgleichung (2.36) fiir den langsamen harmonischen Oszillator, wel-
cher mit dem 6-dimensionalen Quartischen System gekoppelt ist, festgelegt. Mit ihrer Hilfe
kann die zeitliche Entwicklung des langsamen harmonischen Oszillators vorhergesagt wer-
den. Das Ziel dieses Abschnitts ist zu untersuchen, welche Anderungen sich fiir die redu-
zierte Dynamik ergeben, wenn man vom vierdimensionalen Quartischen System zu seinem
sechsdimensionalen Analogon iibergeht. Auf der Grundlage der zugehorigen reduzierten
stationdren Dichte werden diese vergleichenden Untersuchungen durchgefiihrt. Wir wollen
hier einige Betrachtungen zu der eingangs gestellten Frage nach dem thermodynamischen
Limes anstellen und fragen, welchen Einfluss die Vergroflerung der Anzahl schneller Frei-
heitsgrade auf die reduzierte Dynamik ausiibt und inwieweit das Eliminationsverfahren die
richtige Beschreibung dafiir liefert.

Langzeitverhalten: Reduzierte stationire Dichte

In Abbildung 5.16 ist fiir das volle gekoppelte System die theoretisch vorhergesagte der
durch die Simulation gewonnenen, reduzierten stationdren Dichte gegeniibergestellt. Hier-
bei wurde eine ausgepragte Trennung von schneller und langsamer Zeitskala mit e = 0.025
und eine Kopplungsstirke von k£ = 2.5 gewéhlt. Fiir die Simulation wurde hierbei die
reskalierte Energie F, = g verwendet.

Aus der Abbildung 5.16 ersieht man zweierlei: Zum einen wird durch die theoretisch
vorhergesagte stationédre Dichte die tatséchlich beobachtete Dichteverteilung des langsamen

Oszillatorsystems nahezu perfekt reproduziert, wie in den Abbildung 5.16 (a) und (b)
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Abbildung 5.16: Langzeitverhalten: (Reduzierte) stationdre Dichte des langsamen harmonischen Os-
zillators gekoppelt an das 6-dimensionale Quartische System: (a) Simulation, (b) Theorie, (c1)-(c2)
Vergleich im Querschnitt (rote Linien: Theorie, blaue Kreissymbole: Numerik ). Parameter £ = 0.025,
k = 2.5, E'= 375 (Simulation mit reskalierte Energie).

deutlich zu sehen ist. Noch klarer zeigen die Querschnitts-Abbildungen 5.16 (c1) und (c2),
die durch Aufschneiden der reduzierten stationéren Dichte parallel zur Q- und P-Achse
gewonnen werden, die quantitativ sehr gute Ubereinstimmung.

Zum anderen féllt die reduzierte stationére Dichte wesentlich schwicher zu den Réndern
hin ab als im Falle des einfachen Quartischen Systems (vergleiche Abb. 5.8). Dieser verénder-
te Abfall der reduzierten Dichte, die ihre Parabelform verloren hat, muss auf die vergrofierte
Anzahl schneller Freiheitsgrade zuriickgefiihrt werden. Denn gegeniiber dem gekoppelten
einfachen Quartischen System wurde hier ausschliellich dies verdndert. In der entsprechen-
den Diskussion fiir die stochastisch angetriebenen Kubomodelle in Kapitel 3 (anlésslich
des thermodynamischen Limes) war die wesentliche Aussage, dass mit wachsender Zahl
der einkoppelnden schnellen Kubo-Oszillatoren die Dampfung wuchs. Ein derartiges Ver-
halten kann auch hierbei festgestellt werden. Dies wird ersichtlich aus dem Vergleich der
ermittelten Verhéltnisse = von Dampfungs- und Diffusionsfaktor fiir den Fall der Ankopp-
lung des Quartischen Systems mit der Ankopplung des sechsdimensionalen Analogons.
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Abbildung 5.17: Vergleich theoretisch vorhergesagter und durch numerische Simulation berechneter
Zeitentwicklung der langsamen kinetische Energie (P?) des harmon. Osz. (gekoppelt mit 6-dim. Quar-
tischen System): (a) Kurzzeitverhalten bis ¢ = 3 (b) bzw. ¢t = 20. Parameter: ¢ = 0.02, xk = 2 und
E =200 (Simulation mit reskalierte Energie).

In Abschnitt 5.3.2 ergibt sich auf der Basis des Eliminationsverfahrens ein um ein Drit-
tel vergrofertes Verhéltnis =3 = 2.5 (siehe Gl. (5.37)) fiir die Dynamik des langsamen
harmonischen Oszillators bei Ankopplung des 6-dimensionalen Quartischen Systems. Das
Modellpotential fiir das Quartische System lésst sich leicht verallgemeinern, so dass hoher-
dimensionale Systeme konstruiert werden kénnen. Es ist zu erwarten, dass das Verhéltnis =
fiir das reduzierte System dann mit der Ankopplung zunehmend héherdimensionaler Quar-
tischer Systeme wéchst. Auf diese Weise kann im Grenzfall von unendlich vielen chaotischen
Freiheitsgraden, genau wie bei den n-Kubomodellen, der thermodynamische Limes durch-
gefithrt werden. Falls der thermodynamische Limes existiert, wiirde man hierbei erneut
die Boltzmann-Verteilung erhalten. Das angekoppelte schnelle chaotische System verhélt
sich mit wachsender Zahl seiner Freiheitsgrade zunehmend mehr als Warmebad im Bezug
auf den langsamen harmonischen Oszillator. Das Eliminationsverfahren beschreibt die-
ses Verhalten korrekt, da das schnelle chaotische System hierbei als endlich-dimensionales
Wiérmereservoir interpretiert wird.

Kurzzeitverhalten: Momente

AbschlieBend wollen wir noch das Kurzzeitverhalten betrachten. In Abbildung 5.17 (a) - (b)
ist die zeitliche Entwicklung anhand des quadratische Moments (P?) dargestellt. Die Vor-
hersage dieser langsamen Grofle ergibt sich nach dem Eliminationsverfahren ganz analog
zum Beispiel des gekoppelten Quartischen Systems in Abschnitt 5.1.5. Das entsprechende
Gleichungssystem ist von derselben Form wie Gl. (5.12) - (5.14). Auch das zeitliche Ver-
halten der mittleren kinetischen Energie (P?) ist qualitativ von derselben Art, wie im Falle
des gekoppelten Quartischen Systems (siche Abb. 5.6 und Abschnitt 5.1.5 fiir Details).
Entscheidend ist, dass auch hier eine gute Vorhersage auf der Grundlage des Eliminati-
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onsverfahrens fiir das Kurzzeitverhalten von (P?) gelingt. Dies wird durch die Abb. 5.17
(a) fiir ein sehr kurzes Zeitintervall bis ¢ = 3 und durch die Abb. 5.17 (b) fiir ein etwas
ausgedehnteres Intervall bis t = 20 bestétigt. Die gemeinsam aufgetragenen Kurven der
theoretisch vorhergesagten und durch Simulation des vollen Systems bestimmten Grofie
(P?) liegen dicht beieinander.

Die beobachteten Abweichungen sind auch hier auf nicht-Markovsche Effekte zuriick-
zufithren (vgl. Unterabs. 5.1.5, Abs. 5.1).






Kapitel 6

Anwendungen II: Wasserstoff-Atom
im homogenen Magnetfeld

Im Kapitel 5 wurde das Eliminationsverfahren an einer Reihe von gekoppelten Modellsy-
stemen erprobt. Dabei spielten vorwiegend mathematische Modellsysteme eine Rolle, fiir
die keine physikalische Realisierung existiert. In diesem letzten Kapitel wollen wir das vor-
geschlagene Verfahren zur Elimination von chaotischen Freiheitsgraden auf ein tatsdchlich
existierendes System anwenden.

Im Falle von Hamiltonschen Systemen ist wohl eines der einfachsten realistischen Bei-
spiele, bei denen der Ubergang von regulirem Verhalten zu Chaos beobachtet werden kann,
das Wasserstoff-Atom in einem homogenen Magnetfeld. Es verfiigt infolge des groflen Mas-
senunterschieds von Kern und Elektron iiber eine besonders ausgeprigte Zeitskalentren-
nung zwischen Relativ- und Schwerpunktbewegung auf der atomaren Zeitskala.

Seine Dynamik wurde sowohl theoretisch [42, 43, 44] als auch experimentell [45] in
den letzten Jahrzehnten mit einer enorm hohen Genauigkeit untersucht. Insbesondere die
schnelle chaotische Relativbewegung des Elektrons beziiglich des Kerns war Gegenstand
zahlreicher wissenschaftlicher Abhandlungen. Die langsame Schwerpunktbewegung hinge-
gen wurde zumeist ignoriert, weil zum einen die zugehorigen Koordinaten nicht mehr
explizit im Hamiltonian erscheinen und zum anderen wegen der verhéltnisméafiig grofien
Kernmasse. Schmelcher und Cederbaum konnten 1992 [46] anhand von numerischen Expe-
rimenten zeigen, dass die Schwerpunktbewegung nicht vernachléassigbar ist und ihrerseits
chaotisch werden kann. Sie stellten fest, dass die Schwerpunktbewegung im chaotischen Re-
gime der zufilligen Bewegung eines Brownschen Teilchens entsprach. Sie ist weder abhéngig
von der speziellen Wahl der Anfangsbedingung, noch im Ortsraum in ihrer Ausdehnung
beschriankt. Aus der Berechnung des mittleren quadratischen Abstands konnte geschlossen
werden, dass es sich um einen voll diffusiven Prozess handelt. Das Abstandsquadrat wéchst
bei konstanter Diffusion linear mit der Zeit. Aufgrund dieser Beobachtungen wurde von
ihnen eine Langevin-Gleichung zur Beschreibung der chaotischen Schwerpunktbewegung
vorgeschlagen.

Im Gegensatz dazu soll im Folgenden gezeigt werden, dass das Eliminationsverfahren
auf natiirliche Weise die richtige Beschreibung fiir die langsame Schwerpunktbewegung
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liefert, ohne auf einen derartigen ad hoc Ansatz, der empirisch motiviert ist, zuriickgreifen
Zu miissen.

6.1 Klassische Behandlung des Wasserstoff-Atoms

Als Ausgangspunkt wihlen wir die nichtrelativistische klassische Beschreibung des Wasserstoft-
Atoms in einem homogenen Magnetfeld. Die zugehorige Hamiltonfunktion in kartesischen
Koordinaten hat die folgende Gestalt:

H, = — ( eer)2+ ! (P +€B><R)2+V (6.1)
©~ om, \Pe 72 ) T\ g c) TV ‘
Eleﬁron Pr?)gon

wobei (7., p,.) den Ortsvektor und den kanonisch konjugierten Impulsvektor des Elektrons
und (R, P.) die entsprechenden Vektoren des Kerns bezeichnet. Wie iiblich ist e die
elektrische Ladung und m. die Masse des Elektrons, wahrend M, die Kernmasse ist. Der
letzte Term V von Gl. (6.1) umfasst das Coulomb-Potential. Infolge der Eichsymmetrie
enthélt der obige Hamiltonian das Vektorpotential A = %B X r. bzw. A = %B X R,
wobei B die Magnetfeldstérke darstellt.

é Mp>>me

Abbildung 6.1: Veranschaulichung: Wasserstoff-Atom im homogenen Magnetfeld B

Das konservative Hamiltonsche System nach Gl. (6.1) besitzt eine Konstante der Be-
wegung, den so genannten Pseudo-Impuls K:

K:pc+§erc+Pc—§Bch. (6.2)
K ist die Summe aller Impulse und beschreibt in gewisser Weise die Kollektivbewegung.
Mit seiner Hilfe kann eine Zerlegung der Schwerpunktsbewegung erreicht werden. Hierzu
sind zwei Transformationen notwendig. Zum einen miissen die kartesischen Koordinaten
in geeigneter Weise in die Relativ- und die Schwerpunktskoordinate r bzw. R iiberfiihrt
werden. Es gilt

B M,R. + mr,

r=r.— R, und R %

mit M = M, + m.. (6.3)
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Mit M ist die Gesamtmasse des Wasserstoff-Atoms, bestehend aus Elektron und Kern,
bezeichnet. Der Pseudo-Impuls kann nun wie folgt zusammengefasst werden:

K:P+§er. (6.4)

Der Gesamtimpuls P ist hier der kanonisch konjugierte Schwerpunktsimpuls. In einem ab-
schlieflenden Schritt kann der Hamiltonian (6.1) in die Schwerpunkts- und Relativkoordi-
naten {iberfithrt werden, wenn zusétzlich zur Beziehung (6.4) die Transformationsvorschrift

p:p’—ngR (6.5)
beriicksichtigt wird. Hierbei sind p und p’ der zugehorige neue und der alte kanonisch kon-
jugierte Impuls zur Relativkoordinate . Damit ergibt sich der resultierende Hamiltonian
Zu:

1 5 1 ep 2
wobel y = J\Z e die reduzierte Masse und ' = AX"% ist. Mit Hilfe der Transforma-

tionen (6.4) und (6.5) kann der Pseudo-Impuls K ebenfalls als kanonisch konjugierter
Schwerpunktsimpuls interpretiert werden [46].

6.1.1 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Auf der Basis des umgeformten Hamiltonian (6.6) kénnen nun die Hamiltonschen Be-
wegungsgleichungen fiir die gekoppelte Relativ- und Schwerpunktsbewegung aufgestellt
werden:

. 1

R = (K- c(Bxr) (6.7)
K =0 (6.8)

.o L, _ g,

"o u( e ) o
p = —M(BXK)_TM(BXP)+@BX(BXT)_62W' (6.10)

Wie man anhand des obigen Gleichungssystems (6.7) - (6.10) ersieht, wird die Kopplung
zwischen Relativ- und Schwerpunktsbewegung durch das Magnetfeld erzwungen. Bei Ab-
wesenheit des Magnetfeldes (B = 0) wiirden diese beiden Arten der Bewegung entkoppelt
und der Schwerpunkt wiirde eine uniforme Translationsbewegung ausfiithren. Schaltet man
das Magnetfeld ein, dann koppeln selbst im Falle eines verschwindenden Pseudo-Impulses
K = 0 die Relativ- und Schwerpunktsbewegung. Die Bewegung des Schwerpunkts wire
hierbei vollstandig durch die Relativbewegung nach Gl. (6.7) determiniert. Fiir diesen Fall
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verschwindet der erste Term — ﬁ(B x K) aus Gleichung (6.10) und die ausgeprégte Zeitska-
lentrennung zwischen den beiden Bewegungsarten als Folge des groflen Massenunterschieds
tritt deutlich in Erscheinung. Zusétzlich verlauft hier die Bewegung rotationssymetrisch um
die Magnetfeldachse (welche in Richtung der z-Achse gew&hlt wird). Der Hamiltonian (6.6)
kann fiir K = 0 wie folgt umgeschrieben werden:

H= ip2 ~ " B.L.+ €—2(B xr)?+V, (6.11)

20 20 20 ’

wobei L, die zugehorige Drehimpulskomponente in z-Richtung ist. In dem Hamiltonian
(6.16) erscheinen die Schwerpunktskoordinaten nicht mehr explizit. Anhand der Bewe-
gungsgleichung (6.7) ersieht man, dass die Schwerpunktsbewegung weiterhin Teil der Ge-
samtdynamik ist.

In der géngigen Literatur erscheint in Zusammenhang mit dem Wasserstoff-Atom gewdhn-
lich der Hamiltonian (6.16). Insbesondere wird er haufig fiir den Fall L, = 0 diskutiert.
Genau auf diesen Fall K = 0 und L, = 0, wollen wir uns im Folgenden beschrénken und
zwar sowohl bei der Ableitung der reduzierten Bewegungsgleichung des Schwerpunkts im
néchsten Abschnitt als auch bei dem darauf anschlieenden Vergleich mit der numerisch
ermittelten Diffusion und den numerisch bestimmten Momenten.

6.1.2 Anwendung des Eliminationsverfahrens: Diffusionsgleichung
der Schwerpunktsbewegung

In der Einleitung zu diesem Kapitel wurde darauf hingewiesen, dass Schmelcher und Ce-
derbaum [46] auf rein empirischem Wege eine Diffusionsgleichung fiir die chaotische Bewe-
gung des Schwerpunktes finden konnten. Hier wollen wir im Gegensatz dazu durch Anwen-
dung des Eliminationsverfahrens eine entsprechende reduzierte Bewegungsgleichung fiir den
Schwerpunkt gewinnen. Es werden im Folgenden nur die wesentlichen Schritte vorgestellt
und kurz diskutiert. Die vollstdndige Rechnung findet sich im Anhang C. In einem allerer-
sten Schritt ist es wichtig zu iiberpriifen, ob das betrachtete System iiber eine Hamiltonsche
Struktur geméf Gl. (2.11) verfiigt. Eine Unterteilung in schnellen Teil, langsamen Teil und
Wechselwirkungsanteile muss wie in Gl. (2.11) moglich sein. Dies ist die Voraussetzung fiir
die Anwendbarkeit des Eliminationsverfahrens. Sie ist im Falle des Wasserstoff-Atoms im
homogenen Magnetfeld erfiillt. Das wird deutlich, wenn der zugehorige Hamiltonian (6.6)
wie folgt umgeformt und aufgeteilt wird:

~ - 1~ o~
Ho= MH=H+ _H. +H g::% (6.12)
mit 1
H = §K2 (langsam)  (6.13)
I/ 1 ep . 2 2
Hs = 5 <(p - Q_M/B X r) +e MW +ee(B xr) (schnell) (6.14)

H, = —eK(B xr). (Kopplung) (6.15)
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Zunéchst wurde die Gl. (6.6) mit der Gesamtmasse M multipliziert, wodurch der Zeits-
kalenparameter ¢ mit dem Verhéltnis von Relativ- zu Gesamtmasse identifiziert werden
konnte. Anschlieﬁegd konnte der Hamiltonian H ngch seinem schnellen Anteil H,, seinem
langsamen Anteil H; und seinen Kopplungsanteil H; aufgespalten werden.

Die Kopplung (6.15) ist auch in diesem Fall linear und wird iiber das Magnetfeld aus-
geiibt. Das homogene Magnetfeld, welches hier speziell zu B = (0,0, B, )T gewiihlt ist, fithrt
zu einer Aufmischung der Ortskomponenten der schnellen Relativbewegung. Die Konse-
quenz ist eine Kopplung der einzelnen schnellen Ortskomponenten untereinander.

An diesem Punkt verfahrt man Schritt fiir Schritt nach der in Kapitel 2 vorgeschlagenen
Prozedur (entsprechend Eliminationsverfahren) und eliminiert die schnellen chaotischen
Freiheitsgrade der Relativbewegung. Die resultierende effektive Bewegungsgleichung fiir
den Schwerpunkt hat die folgende Gestalt:

0 0?2 ~ 0?2~ 0?2 ~
(R =¢|—DYR)5 —2———D¥ (R 5 + —DP(R)5 1
i R) == (S D R~ 2 DY (Rt 5 DY) (610)
mit den Diffusionskoeffizienten:
DY(R) = kg’ /0 (ri()rj(t+7))dr  mit Q=12 (6.17)
kr = eB,. (6.18)

Bei der abgeleiteten Gl. (6.16) handelt es sich um eine Diffusionsgleichung. Sie ist ein Spe-
zialfall der Fokker-Planck-Gleichung. Die Diffusionskoeffizienten ergeben sich nach (6.17)
durch Integration iiber die Autokorrelationen der schnellen Relativbewegung. Der Einfluss
der schnellen chaotischen Dynamik wird hier effektiv durch die Diffusion erfasst. Die Rolle
der Kopplungsstérke wird von der magnetischen Feldstérke B, iibernommen. Dies geht
aus Gl (6.17) hervor. Der vollstandige Diffusionskoeffizient ist durch ijz )(R) = 5D§; )(R)
gegeben. Dies wird beim Vergleich mit Diffusionskoeffizienten, welcher auf der Basis empi-
rischer Verfahren bestimmt werden kann, (in den folgenden Abschnitten) beriicksichtigt.

Das Fehlen einer Drift ist darauf zuriickzufiihren, dass hier der Fall K = 0 betrachtet
wird. Damit tritt aber auch keine Dampfung auf. Im Hinblick auf die Energieerhaltung
stellt das kein Widerspruch dar, da mit der Diffusionsgleichung (6.16) die Schwerpunkts-
bewegung im Ortsraum beschrieben wird. Bei der Bewegung der Schwerpunkts beziiglich
des Impulsraum ist hingegen ein Démpfungsterm zu erwarten.

Interessanterweise entspricht das Produkt aus kr und € im wesentlichen der Zyklotron-
frequenz w,yu = eﬁz. Das ist nicht erstaunlich, da das Elektron bzw. Proton im homogenen
Magnetfeld eine vergleichbare Situation wie in einem Beschleuniger vorfindet.

Ubereinstimmend mit Schmelcher et al. [46] ist also eine Diffusionsgleichung zur Be-
schreibung der Schwerpunktsbewegung gefunden worden. Die Frage ist, ob diese reduzierte
Gleichung tatséchlich die Bewegung des Schwerpunkts richtig zu beschreiben vermag. Die-
ser Frage sind die anschlieBenden Untersuchungen in den folgenden Abschnitten gewidmet.
Im Zentrum steht dabei der Vergleich zwischen numerisch bestimmter und theoretisch vor-
hergesagter Diffusion. Eine weitere Uberpriifung wird anhand der Momente durchgefiihrt.
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Regularisierung: Numerische Simulation des Wasserstoff-Atoms

Das hier betrachtete Coulomb-Potential hat infolge seiner %-Abhéingigkeit eine Singularitét
bei r = 0. Aufgrund dieser Singularitét ist die numerische Integration der gekoppelten Be-
wegungsgleichungen (6.7) - (6.10) fiir Relativ- und Schwerpunktskoordinate nicht direkt
moglich. Man kann dieses Schwierigkeit beheben, indem man durch geeignete Transfor-
mation der Zeit, der Energie, der Orts- und Impulskoordinaten die Singularitét formal
beseitigt. Man spricht hierbei von Regularisierung. Das auf diese Weise gewonnene Glei-
chungssystem kann nun ohne grofiere Probleme einer numerischen Integration unterworfen
werden.

Das regularisierte Gleichungssystem fiir das Wasserstoff-Atom im homogenen Magnet-
feld, welches bei der numerischen Simulation im Folgenden verwendet wurde, findet sich in
Schmelcher et al. [46]. Zur numerischen Integration wurde hier ein symplektischer Runge-
Kutta-Integrator 7-ter Ordnung verwendet.

6.2 Chaotische Schwerpunktsbewegung und Elimina-
tionsverfahren

Nachdem im letzten Abschnitt auf der Basis des Eliminationsverfahrens eine Diffusions-
gleichung zur Beschreibung der Schwerpunktsbewegung abgeleitet werden konnte, soll in
diesem Abschnitt die Giite ihrer Vorhersage mittels numerischer Simulationsexperimente
iiberpriift werden. Dazu werden die Diffusion und die Momente der langsamen Schwer-
punktsbewegung untersucht.

Zuvor wollen wir die irreguldre Bewegung des Schwerpunkts anhand von Phasenraum-
portrats betrachten. In Abb. 6.2 sind diese fiir zwei unterschiedliche Gesamtenergien er-
stellt worden. Die Magnetfeldstirke wurde stets zu B, = 107° atomaren Einheiten [a.u.]
gewdhlt. Dies entspricht in SI Einheiten B, = 2.5 Tesla. Mit dieser Wahl ist sichergestellt,
dass die Schwerpunktsbewegung im chaotischen Regime ist [44]. Fiir alle weiteren Simula-
tionen wird diese Magnetfeldstirke beibehalten. Anzumerken ist, dass mit der Energie des
Systems hier stets die Bindungsenergie beziiglich der Ionisationsgrenze bei F = 0 gemeint
ist. Die Phasenraumportrits 6.2 (al) und (a2) sind fiir eine Energie von F = —22.3-107°
[a.u.] berechnet worden. Sie stellen Momentaufnahmen der Schwerpunktsbewegung zu zwei
unterschiedlichen Zeitpunkten dar. In der Abb. 6.2 (al) ist das Phasenraumportrat nach
Ablauf einer langsamen Zeit von 2-107 [a.u.] erstellt worden, wihrend die Abb. 6.2 (a2) zu
einem wesentlichen spéteren Zeitpunkt 5 - 10® [a.u.] bestimmt wurde. Aus dem Vergleich
dieser Abbildungen erkennt man, dass die Bahnkurve des Schwerpunktes mit zunehmender
Zeit ein immer grofleres Phasenraumvolumen iiberdeckt. Die Trajektorie des Schwerpunkts
breitet sich hierbei irregulédr im Phasenraum aus. Ihre Bewegung weist Anzeichen eines
diffusiven Prozesses auf. Auf kurzen Zeitintervallen hingegen zeigt sich, dass die Schwer-
punktstrajektorie immer wieder Bahnsegmente durchléduft, in denen die Bewegung regulér
erscheint. Diese Segmente sind von kreisformiger Gestalt, wie man anhand der Kurzzeit-
Aufnahmen 6.2 (al) oder (bl) beobachten kann. Bei Vergrofierung der Energie wie in Abb.
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chaotische Schwerpunktbewegung

(al) E=-22.3%10"° T= 2%10 " (a2) E=-22.3%10"° T= 5%10 °
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Abbildung 6.2: Phasenraumportrats der chaotische Schwerpunktsbewegung in der (R, R2)-Ebene
des langsamen Ortsraums fiir unterschiedliche Energien: Fiir E = —22.3 - 1079 [a.u] : (al) nach
Ablauf der Zeit T = 2-107 [a.u.] und (a2) Zeit T = 5- 108 [a.u]. Fir E = —44.7-107° [a.u]:
(b1) nach Ablauf der Zeit T =4- 107 [a.u.] und (a2) Zeit T = 7- 10 [a.u.]. In beiden Fillen ist die
Magnetfeldstirke B, = 1077 [a.u.].

6.2 (bl) sind diese Segmente weniger ausgeprégt. Die Phasenraumportréts 6.2 (bl) und
(b2) wurden fiir eine doppelt so groBe Energie £ = —44.7 - 107% [a.u.] erstellt. Das hier
beobachtete Verhalten ist grundsétzlich sehr &hnlich zu dem bereits besprochenen Fall (zu
einer Energie £ = —22.3-1079 [a.u.]).

Diese Untersuchungen bestétigen also die Beobachtungen von Schmelcher und Ceder-
baum [46], nach denen der Schwerpunkt in der R;-Rs-Ebene des langsamen Ortsraums
eine Zufallsbewegung entsprechend einem Brownschen Teilchen ausfiihrt.

6.2.1 Vergleich der Diffusionskoeffizienten

Die Beobachtungen auf der Basis des Phasenraumportréts 6.2 (al) - (b2) legen eine Inter-
pretation der chaotischen Schwerpunktsbewegung im Sinne eines diffusiven Prozesses nahe.
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Konstante Diffusion
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Abbildung 6.3: Vergleich gemaB der Theorie vorhergesagter und numerisch ermittelter Diffusionko-
effizienten fiir die chaotische Schwerpunktsbewegung. Aufgetragen sind die zugehorigen Diffusions-
koeffizienten, s. Legende von (a) und die zugehdrige Autokorrelationsfunktion beziiglich der Rela-
tivkoordinate (7 = e7, ist langsam). Parameter: E = —40.23 - 107% [a.u.] und B, = 107° [a.u.].

Unter Verwendung des Eliminationsverfahrens konnten in Abschnitt 6.1.2 die chaotischen
Freiheitsgrade der schnellen Relativbewegung beseitigt werden, und man gewann eine Dif-
fusionsgleichung (6.16) zur Beschreibung der Schwerpunktsbewegung. Demnach sind die
bisherigen qualitativen Beobachtungen konsistent mit der theoretischen Vorhersage. Im
Folgenden wollen wir einen Schritt weiter gehen und auf der Grundlage von quantitativen
Untersuchungen im Detail die Giite dieser Vorhersage iiberpriifen. Hierzu ist es notwendig,
die theoretisch vorhergesagten Diffusionskoeffizienten mit der tatsdchlich beobachtbaren
Diffusion zu vergleichen. Die theoretischen Koeffizienten ergeben sich durch Berechnung
des Zeitintegrals {iber die Autokorrelationsfunktion der Relativkoordinate nach Gl. (6.17).
Vollig unabhéngig von Modellannahmen kann die tatsédchliche Diffusion mittels des empi-
rischen Verfahrens nach Siegert et al.[21] wie folgt

1

(2) ~
DR, M) ~

Ri(t+At) — Ri(t))(R;(t+ At) — R;j(t)))rocar R (6.19)
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bestimmt werden. Auch hier wird das Verfahren nach Gl. (6.19) kombiniert mit der Git-
termethode (siehe Kapitel 3).

In Abb. 6.3 (a) sind die einzelnen Diffusionskoeffizienten DZ(;) exemplarisch zu einer
Energie £ = —40.23 - 107% [a.u.] mit Hilfe des Schitzers (6.19) fiir das Schwerpunkts-
system numerisch ermittelt worden. Die Diagonalelemente der Diffusionsmatrix Dﬁ) und
Dg? sind ungleich Null und konvergieren gemeinsam gegen den konstanten Wert 15.8-10~°
[a.u.]. Die Nichtdiagonalelemente Dg) und Dgﬁ) hingegen ergeben sich identisch zu Null
(rosa Kurven). Demnach liegen keine Kreuzkorrelationen im Schwerpunktsystem vor. Je-
der Koeffizient Dg) wurde jeweils zu sechs unterschiedlichen Ortswerten R berechnet. Die
zugehorigen Kurven in Abb. 6.3 (a) liegen so dicht iibereinander, dass eine Unterschei-
dung nicht méglich ist. Die Drift ist hierbei Null. Hiermit erscheint eine Interpretation
der Schwerpunktsbewegung im chaotischen Regime im Sinne eines voll diffusiven Prozes-
ses mit konstanter Diffusion mdoglich. Dieses Ergebnis stimmt mit der Beobachtung von
Schmelcher et. al. [46] {iberein. Sie bestimmten, wie bereits in der Einleitung dieses Ka-
pitel beschrieben, die Diffusion durch die Berechnung des Abstandsquadrats entsprechend
+{((R(0) — R(T)))ryea,| g- Die Existenz der Drift kann bei dieser Methode nur indirekt
iiberpriift werden.

Auf der Basis der aus der Theorie bestimmten Koeffizienten kann also die Diffusion rich-
tig vorhergesagt werden. Die zugehorigen Werte liegen sehr dicht auf den Diffusionswerten
von DZ(;)(R, At) im konvergierten Bereich. Die theoretisch zu erwartenden Diffusionsko-

effizienten Dﬁ) und Dg? sind in guter Ndherung identisch und in Abb. 6.3 (a) als blaue
Dreiecksymbole aufgetragen. In Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus dem empiri-
schen Verfahren (Gl. (6.19)) verschwinden die gemischten Diffusionselemente in Abb. 6.3
(a) (tiirkise Rechtecksymbole), wie nach dem Eliminationsverfahren zu erwarten ist.

Fiir Zeiten At < 400 sind signifikante Abweichungen von dem konstanten Wert der
Diffusion nach Abb. 6.3 (a) zu beobachten. Grund hierfiir ist, dass die schnellen Korre-
lationen fiir derart kurze Zeitintervalle noch nicht hinreichend zerfallen sind. Dies ersieht
man aus dem Vergleich mit der Darstellung der Autokorrelationsfunktion (siehe Abb. 6.3
(b)), welche zum selben Energiewert bestimmt wurde.

Diffusionsberechnung in Abhingigkeit von der Energie

Nachdem zuvor fiir einen festen Wert der Gesamtenergie der Vergleich exemplarisch durch-
gefithrt wurde, soll nun die Energie variiert und in ihrer Abhéngigkeit die Diffusion ermittelt
werden. Die damit verfolgte Absicht ist, die Qualitéat der theoretischen Vorhersage hinsicht-
lich der Schwerpunktshewegung iiber einen zusammenhéngenden Bereich des chaotischen
Regimes zu priifen.

In Abbildung 6.4 (a) - (b) ist der Diffusionskoeffizient Dﬁ) und Dg) in Abhéngigkeit von
der Gesamtenergie bestimmt worden. Dabei wurde der Energiebereich von £ = —44.7-10~°
la.w] bis F = —22.3-107°% [a.u.] gewihlt. Man findet eine nahezu identische Beziehung
zur Energie der Diffusionskoeffizienten Dﬁ) und Dg?. Dies war nach der vorangegange-
nen exemplarischen Untersuchung zu erwarten. Die Abhéangigkeit der Diffusionskonstante
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Abbildung 6.4: Vergleich gemaB der Theorie vorhergesagter und numerisch ermittelter Diffusionkoef-
fizienten als Funktion der Energie fiir die chaotische Schwerpunktsbewegung: (a) Diffusionskoeffizient

Dﬁ) und (b) Dg). Exemplarische: (c1) - (c3) Autokorrelationsfunktion beziiglich der Relativkoordinate
(7 = e7s ist langsam) zu drei unterschiedlichen Energien. (Parameter: B, = 107° [a.u.])

von der Energie ist ndherungsweise durch ein Potenzgesetz beschreibbar. Mit wachsen-
der Energie wichst hierbei die zugehorige Diffusionskonstante. Die auf der Grundlage des
Eliminationsverfahrens vorhergesagten Diffusionskoeffizienten zeichnen in guter N&herung
den beobachteten Verlauf zwischen Energie und tatséchlicher Diffusion nach (siehe 6.4 (a)
- (b)). Allerdings werden ab einer Energie von E = —29 - 107 [a.u.] kleine Abweichun-
gen sichtbar. Die Ursache hierfiir ist, dass mit wachsender Energie das diffusive Verhalten
immer stérker von einer Zufallsbewegung abweicht [46] und damit immer schlechter durch
eine Markov-Approximation beschreibbar ist.

In diesem Zusammenhang erscheint es interessant, den schnellen Korrelationszerfall zu
unterschiedlichen Energien miteinander zu vergleichen. In den Abbildungen 6.4 (c1) - (c3)
ist die Autokorrelationsfunktion der Relativkoordinate zu drei unterschiedlichen Gesamt-
energien dargestellt. Man ersieht hierbei, dass sich die Zerfallszeit der Autokorrelationen
fiir eine Gesamtenergie £ = —44.7-107% [a.u.] (Abb. 6.4 (c1)) bei Ubergang zu einer Ener-
gie £ = —31.3-107% [a.u.] (Abb. 6.4 (¢2)) kaum veréndert. Die Zerfallszeit ist die Zeit,
in welcher die schnellen Autokorrelationen hinreichend abgeklungen sind. Fiir die zuvor
diskutierten Félle (c1) und (c2) betragt sie schiatzungsweise 7, = 350. Bei einer Gesamt-
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Abbildung 6.5: Vergleich gemaB der Theorie vorhergesagter Momente nach Gl. (6.20) - (6.22) mit
den numerisch berechneten Momenten der Schwerpunktsystems (R). Betrachtete Parameter: E =
—36-107% [a.u.] und B, = 107° [a.u.] (mit R = 0 als Anfangsbedingung).

energie von F = —22.3-107° [a.u.] (Abb. 6.4 (¢3)) hingegen kann ungefihr eine Zerfallszeit
7, = 420 ermittelt werden. Diese Beobachtung macht die auftretenden Abweichung zwi-
schen theoretisch vorhergesagter und empirisch ermittelter Diffusion fiir gréflere Energien
verstandlich.

6.2.2 Zeitliche Entwicklung: Momente

Im vorangegangenen Abschnitt 6.2.1 wurde mittels einer Reihe von Untersuchungen nach-
gewiesen, dass die auf der Basis des Eliminationsverfahrens vorhergesagten Diffusionsko-
effizienten durch die Beobachtung bestétigt werden. In diesem letzten Abschnitt wollen
wir die langsam verénderlichen Grofien, wie die Momente des Schwerpunktssystems, stu-
dieren. Unter Verwendung der zugehorigen reduzierten Bewegungsgleichung (6.17) kénnen
theoretisch die langsamen zweiten Momente, geméafl

(R2)(t) = 2Dt  i=1,2  mit (6.20)
(RiR;)(t) = 0O i # ] (6.21)

und die ersten Momente mit
(Ri)(t) = 0 1=1,2 (6.22)

vorhergesagt werden. Mit D = Dﬁ) bzw. D = Dg? ist hier die Diffusionskonstante be-

zeichnet (wobei Dﬁ) ~ Dg? nach vorhergehende Abschnitten gilt). Nach Gl. (6.21) - (6.22)
sollten die gemischten Momente und die einfachen Momente verschwinden.
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In Abb. 6.5 sind die langsamen Momente fiir eine Energie £ = —36 - 107 [a.u.] durch
Simulation der Bewegungsgleichungen (6.7) - (6.10) des Wasserstoff-Atoms im homogenen
Magnetfeld numerisch bestimmt worden. Als Anfangsbedingung wurde R = 0 gewéhlt.
Tatséchlich beobachtet man, dass die Momente (R?) und (R3) wie nach Gl. (6.20) linear
mit der Zeit anwachsen. Thre Steigung ist in sehr guter Naherung durch die vorhergesagte
Diffusionskonstante D gegeben. Alle anderen Momente verschwinden in Ubereinstimmung
mit der theoretischen Vorhersage nach Gl. (6.21) - (6.22). Das diffusive Verhalten der
chaotischen Schwerpunktsbewegung wird hier also in Form des linearen Anwachsens der
quadratischen Momente sichtbar.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass das Verfahren zur Elimination schneller chao-
tischer Freiheitsgrade auch im Falle des Wasserstoff-Atoms im homogenen Magnetfeld eine
gute Vorhersage der reduzierten langsamen Dynamik ermoglicht.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Eine Vielzahl von Naturphdnomenen hat seinen Ursprung in der Wechselwirkung von Sy-
stemen, deren Prozesse auf unterschiedlichen Zeitskalen ablaufen. Zahllose Beispiele aus
nahezu dem gesamten Spektrum der Wissenschaftsdisziplinen sind bekannt. Ein interes-
santes Beispiel aus der Meteorologie ist das Ozean-Atmosphéren-System, welches sowohl
unserer Wetter als auch unser Klima bestimmt. Weitere Beispiele lassen sich im Zusam-
menhang mit der Molekulardynamik nennen.

Eine wichtige und grofle Klasse von Systemen stellen die konservativen Hamiltonschen
Systeme mit Zeitskalentrennung dar. Hier gilt unser Interesse den gekoppelten niedrig-
dimensionalen Systemen, deren schnelles Subsystem chaotisch ist. Bei den beschriebenen
Systemen interessiert hdufig lediglich die zeitliche Entwicklung einiger langsamer Variablen.
Das volle System jedoch enthélt infolge der einkoppelnden schnellen chaotischen Freiheits-
grade viele Informationen, deren Detailkenntnis zur Beschreibung der langsamen Dyna-
mik nicht erforderlich ist, die aber deren Berechnung erheblich erschweren. Im Rahmen
des hier vorgeschlagenen Eliminationsverfahrens werden die schnellen chaotischen Frei-
heitsgrade beseitigt und durch einen geeigneten stochastischen Prozess modelliert. Ist das
schnelle Subsystem nicht chaotisch, so entspricht das Eliminationverfahren in der O-ten
Ordnung anderen Verfahren wie der adiabatische Elimination oder dem averaging. Da a
priori keine Trennung im Sinne von schnellen und langsamen Freiheitsgraden vorliegt, wird
eine derartige Trennung hier angenommen. In der Regel sind u.U. aufwéindige nichtlineare
Transformationen der Systemvariablen erforderlich, um eine derartige Trennung zu errei-
chen.

Eine effektiv reduzierte Beschreibung im Sinne einer Fokker-Planck-Gleichung ergibt
sich hier durch eine formale Storungsrechnung in Ordnungen des Zeitskalenparameters e
unter Verwendung einer Markov-Approximation. Es wird hierbei eine ausgepréigte Zeits-
kalentrennung mit 0 < ¢ < 1 vorausgesetzt. Dem schnellen chaotischen System kommt
in diesem Zusammenhang die Rolle eines endlich-dimensionalen Energiereservoirs zu. Die
sich ergebenden Dampfungs- und Diffusionsterme erfassen auf dieser Beschreibungsebene in
effektiver Weise den Einfluss der schnellen chaotischen Freiheitsgrade auf die langsame Dy-
namik. Zwischen ihnen besteht ein Zusammenhang, welcher physikalisch als Fluktuations-
Dissipations-Relation interpretiert werden kann.
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Bemerkenswert ist hier die enorme Kleinheit der gefundenen Dampfung. Sie erscheint
in quadratischer Ordnung des Zeitskalenparameters €, wihrend die zugehérigen Diffusi-
onskoeffizienten von linearer Ordnung in ¢ sind. Ohne die natiirliche Skalierung der Ge-
samtenergie mit 1/e, welche im Hinblick auf eine entsprechende Reskalierung des schnellen
Hamiltonians sinnvoll erscheint, wéire auch die Diffusion {ibereinstimmend von der Ord-
nung 2. Im Gegensatz hierzu ergeben sich die Dampfungs- und Diffusionskoeffizienten im
nicht-Hamiltonschen Fall lediglich in linearer Ordnung. Die Ursache fiir diesen Unterschied
liegt in der symplektischen Struktur der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. Sie fiihrt
bei der Kopplung zweier Hamiltonscher Systeme zur einer Vermischung der Ordnungen des
Zeitskalenparameters €.

In der vorliegenden Arbeit wurde durch detaillierte numerische und analytische Unter-
suchungen einer Reihe von Hamiltonschen Systemen die Genauigkeit und Giite des vorge-
stellten Eliminationsverfahrens bei der Vorhersage der langsamen Dynamik, insbesondere
im Langzeitlimes, demonstriert.

In einem ersten Schritt wurden lineare Systeme, wie die pseudo-Hamiltonschen Ku-
bomodelle in Kapitel 3 betrachtet. Infolge ihrer Linearitdt erlauben sie, im Gegensatz zu
nichtlinearen Systemen, eine vollstéindig analytische Behandlung. Um den hinreichenden
Zerfall der schnellen Korrelationen zu gewéhrleisten, wurde der Kubo-Oszillator als schnel-
les Subsystem gewéhlt. Bei diesem handelt es sich um ein energieerhaltendes stochastisches
System. Das einkoppelnde Rauschen ist Gauf$sch. Damit entspricht die Dynamik des schnel-
len Subsystems idealerweise einem Markov-Prozess, wodurch die im Zusammenhang mit
dem Eliminationsverfahren benotigte Markov-Approximation exakt ist.

Die theoretisch vorhergesagten Démpfungs- und Diffusionskoeffizienten konnten sowohl
anhand empirischer Verfahren zur Bestimmung von Drift- und Diffusionskoeffizienten als
auch analytisch mittels einer heuristisch durchgefiihrten Diracschen Stérungsrechnung ve-
rifiziert werden. Die Untersuchungen der Momente, der Autokorrelationsfunktion und der
stationdren Dichte des langsamen harmonischen Oszillators, welcher hier als langsames
System verwendet wurde, bestéitigten vollstdndig sowohl im Kurzzeit- als auch im Lang-
zeitlimes die Prognosen, die sich auf der Basis des Eliminationsverfahrens ergaben.

Durch die lineare Ankopplung des langsamen harmonischen Oszillators mit einer wach-
senden Anzahl von Kubo-Oszillatoren konnte der Ubergang zum thermodynamischen Li-
mes ausgefithrt werden. Ubereinstimmend mit den Vorhersagen des Eliminationsverfahrens
wuchs die Ddmpfung mit zunehmender Zahl der schnellen Freiheitsgrade bzw. Dimensionen
bei nahezu unveridnderter Diffusion. Aufgrund der Linearitéit der betrachteten Kubomodel-
le konnte die stationdre Dichte des langsamen Systems analytisch berechnet werden. Fiir
das Ein- und Zweikubosystem konnte sie durch die reduzierten stationéren Dichten, welche
auf der Basis der reduzierten Bewegungsgleichung gewonnen wurden, reproduziert werden.
Im thermodynamischen Limes konvergierte diese Dichte gegen die Boltzmann-Verteilung,
wodurch das schnelle System bestehend aus unendlich vielen Kubo-Oszillatoren als thermi-
sches Wirmebad interpretiert werden konnte. Klassisch wird ein Warmebad mittels einer
unendlich groflen Zahl von harmonischen Oszillatoren unterschiedlicher Frequenzen kon-
struiert. Dabei sind die Frequenzen so verteilt, dass das Leistungsspektrum Gaufisch ist.
Bei gleicher Frequenz aller Oszillatoren wiirde sich kein thermisches Wéarmebad ergeben.
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Im Gegensatz hierzu weisen die betrachteten Kubo-Oszillatoren, welche das Warmebad
erzeugen, die gleiche Frequenz auf.

Abweichend von der idealisierten Konstellation, welche man bei den stochastischen Ku-
bomodellen vorfindet, ist Hamiltonsches Chaos im Allgemeinen nicht als Markov-Prozess
beschreibbar. Typischerweise ist es charakterisiert durch einen gemischten Phasenraum
mit koexistierenden reguldren und chaotischen Regionen. Die regulédren Inseln sind ver-
antwortlich fiir die im Mittel algebraisch zerfallenden Wiederkehr-Verteilungen fiir grofle
Zeiten. Damit ergibt sich die Frage nach der Giiltigkeit und Anwendbarkeit der Markov-
Approximation, da ein hinreichend schneller Zerfall der Korrelationen im chaotischen Sub-
system nicht immer gewéhrleistet ist. Mit Hilfe von Untersuchungen der Wiederkehr-
Verteilungen der schnellen Schanz-Abbildung bei Ankopplung unterschiedlicher langsamer
Abbildungen in Kapitel 4 wurde qualitativ gezeigt, dass sich unabhéngig von der Dynamik
der langsamen Komponente eine Ankopplung verbunden mit einer geeigneten Zeitskalen-
trennung positiv auf die Zerfallseigenschaften der schnellen Korrelationen auswirkt. Die
Ankopplung an ein langsames System fithrt gewissermafien zu einer Verminderung bzw.
Zerstorung urspriinglich vorhandener Korrelationen des schnellen Systems, wodurch der
Zerfall begiinstigt wird.

Bei einer Reihe gekoppelter Hamiltonscher Systeme in Kapitel 5 erwies sich das betrach-
tete Eliminationsverfahren selbst unter schwierigen Bedingungen, wie z.B. bei ausgepragt
gemischtem Phasenraum, als erfolgreich. Die gekoppelten Systeme unterschieden sich ledig-
lich in der Wahl des schnellen chaotischen Subsystems, wahrend der harmonische Oszillator
als langsames Systems beibehalten wurde. Als schnelle Subsysteme wurden das Quartische
System, sein 6-dimensionales Analogon und das Hénon-Heiles-System gewihlt. Das schnel-
le und langsame System wurden iiber eine harmonische Kopplung miteinander verbunden.
Besonders bemerkenswert ist, dass selbst bei der Ankopplung des Hénon-Heiles-System
das Langzeitverhalten des langsamen Systems in sehr guter Nidherung vorhergesagt wer-
den konnte. Dieses Ergebnis ist deshalb so bemerkenswert, weil das Hénon-Heiles-System
selbst bei der maximalen Energie weiterhin einen ausgeprégt gemischten Phasenraum auf-
weist. Zusétzlich konnte anhand dieses Beispielsystems der Nachweis erbracht werden, dass
das Eliminationsverfahren unabhénigig sowohl von der Symmetrie des schnellen Potentials
als auch von der Art der Ankopplung, welche hier entweder iiber die symmetrische oder
asymmetrische schnelle Variablen realisiert wird, uneingeschréankt anwendbar ist. Die Un-
tersuchungen wurden durch Vergleich der numerisch bestimmten stationéren Dichte des
langsamen Oszillators und der zugehoérigen reduzierten Dichte, welche sich aus der redu-
zierten Bewegungsgleichung ergab, durchgefiihrt.

Aus dem Vergleich des Verhéltnisses des Dampfungs- und Diffusionsfaktors des lang-
samen harmonischen Oszillators bei Ankopplung des Quartischen Systems und seines 6-
dimensionalen Analogons kann eine Verdnderung der zugehorigen Fluktuations-Dissipations-
Relation zu Gunsten der Dampfung aufgedeckt werden, genau wie im Falle der stocha-
stischen Kubomodelle. Dies spiegelt sich in einer verdnderten Verteilung der stationédren
Dichte des langsamen Oszillators wider. Thr Verlauf wird durch die zugehorigen reduzier-
ten stationdren Dichten, die man auf der Basis des Eliminationsverfahrens gewinnt, na-
hezu perfekt nachgezeichnet. Auflerdem konnte mit derselben Giite sowohl das Langzeit-
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als auch das Kurzzeitverhalten des langsamen Systems exemplarisch anhand der dyna-
mischen Entwicklung der zugehdrigen mittleren kinetischen Energie vorhergesagt werden.
Die Abweichungen auf kurzen Zeitskalen konnten auf nicht-Markovsche Effekte zuriick-
gefithrt werden. Die Ursache ist der nicht hinreichende Zerfall der schnellen Korrelationen
auf kurzen Zeitintervallen.

Eine systematische Untersuchung derartiger Abweichungen auf der Basis der Diffusi-
onskoeffizienten fithrte zu dem Schluss, dass die Vorhersagen, welche auf der Grundlage
des Eliminationsverfahrens getroffen werden, um so besser sind, je ausgepréigter die Zeits-
kalentrennung ist.

Abschlielend konnte gezeigt werden, dass das Verfahren zur Elimination schneller chao-
tischer Freiheitsgrade in Hamiltonschen Systemen auch bei der Anwendung auf realitdtsna-
he physikalischer Systeme, wie das Wasserstoff-Atom im homogenen Magnetfeld in Kapitel
6, zu guten Resultaten fithrt. Infolge des groflen Massenverhéltnisses von Kern- und Elek-
tronmasse findet man eine ausgeprégte Zeitskalentrennung zwischen Relativ- und Schwer-
punktsbewegung. Fiir die langsame chaotische Schwerpunktsbewegung wurde durch Eli-
mination der schnellen chaotischen Freiheitsgrade der Relativbewegung eine Diffusions-
gleichung abgeleitet. Die in diesem Zusammenhang iiber ein grofles Energieintervall des
chaotischen Regimes vorhergesagten Diffusionskoeffizienten wiesen eine gute Ubereinstim-
mung mit den tatsidchlich beobachteten Koeffizienten auf. Auflerdem erfolgte die Vorhersage
der zeitlich verdnderlichen Momente der langsamen Schwerpunktsbewegung hier mit einer
hohen Genauigkeit.

Ausblick

Die Ergebnisse, welche in dieser Arbeit durch systematische Untersuchung einiger Ha-
miltonscher Systeme gewonnen wurden, belegen die erfolgreiche Beschreibung der langsa-
men Dynamik auf der Grundlage des hier betrachteten Verfahrens zur Elimination schnel-
ler chaotischer Freiheitsgrade. Diese Systeme wurden numerisch simuliert. Es erscheint
wiinschenwert und erfolgversprechend dieses Verfahren in einem néchsten Schritt auf rea-
listische physikalische Beispiele, wie z.B. Molekiilsysteme anzuwenden.

In der vorliegenden Arbeit wurde das Eliminationsverfahren haufig hinsichtlich der li-
neare Kopplung betrachtet. Der Grund hierfiir war, dass das Eliminationsverfahren fiir
diesen Kopplungstyp auf vereinfachte Ausdriicke der zugehorigen reduzierten Bewegungs-
leichung fiihrt, wihrend fiir eine allgemeinere Kopplung komplizierte Ausdriicke zu erwar-
ten sind. Um eine breitere Anwendung des Verfahrens zu erreichen, ist es notwendig, das
Eliminationsverfahren auch fiir den allgemeineren Fall der nichtlinearen Kopplung zu be-
trachten. Eine nichtlineare Kopplung hétte eine verdnderte Dampfung zur Konsequenz. Im
Gegensatz zur viskosen Démpfung, welche sich bei linearer Kopplung ergibt, wére hierbei
eine wesentlich komplexere Dampfung zu erwarten.

Es gibt einige Ansétze und Arbeiten, ein derartiges Verfahren fiir den quantenmechani-
schen Fall zu konstruieren [50]. Sie belegen das Interesse und die Erfordernis eines solchen
Eliminationsverfahrens, um eine Reihe quantenmechanischer Systeme in geeigneter Weise
zu beschreiben. Eine Verallgemeinerung des hier vorgeschlagenen Eliminationverfahrens
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auf den quantenmechanischen Fall ist ein lohnenswertes Zukunftsprojekt.

Um eine préazisere Abschétzung des Fehlers zu erreichen, welcher durch die Verwendung
der Markov-Approximation resultiert, ist es erforderlich, weitergehende Untersuchungen so-
wohl numerisch auf der Basis der Wiederkehr-Verteilungen als auch auf analytischem Wege
durchzufithren. Ein erster Schritt in diese Richtung wurde in dieser Arbeit in Zusammen-
hang mit den Untersuchungen in Kapitel 4 unternommen. Aufbauend darauf kénnen wei-
tere Untersuchungen durchgefiihrt werden. Insbesondere eine quantitative Analyse kénnte
einen tieferen Einblick in das Problem ermdoglichen.

Ein weitere offene Fragestellung besteht darin, den Zusammenhang zwischen dem Maf}
an Chaos gemessen an den Lyapunov-Exponenten bzw. an der KS-Entropie und der Stdrke
des Rauschens bei der stochastischen Modellierung zu ermitteln. Dazu sind weitergehende
Untersuchungen, insbesondere Dimensions- und Entropiebetrachtungen durchzufiihren.






Anhang A

Numerische Integratoren

Im Rahmen dieser Arbeit wurden eine Reihe von Systemen numerisch simuliert. Hierbei
kamen unterschiedliche numerische Integratoren zur Anwendung.

Numerische Integratoren fiir stochastische Systeme mit symplektischer Struk-
tur

Bei den Pseudo-Hamiltonschen Kubomodellen aus Kapitel 3 handelt es sich um ganz spe-
zielle stochastisch angetriebene Systeme. Das Gauflsche Rauschen wird tangential in den
Kubo-Oszillator eingekoppelt, wodurch die zugehérigen Bewegungsgleichungen eine sym-
plektische Struktur aufweisen. Sie entsprechen Langevin-Gleichungen mit multiplikativem
Rauschanteil. Diese Gleichungen sind im Sinne von Stratonovich zu interpretieren. Fiir die-
se spezielle Klasse von Systemen gibt es nur wenige numerische Integrationsverfahren, die
hinreichend genau arbeiten. Besonders zu empfehlen sind die Verfahren fiir stochastische
Systeme mit symplektischer Struktur, die Milstein et al. [51] in seinem kiirzlich erschienen
Artikel vorschlagt.

Bei der Simulation der Pseudo-Hamiltonschen Kubomodelle wurde hier die midpoint
method [51] mit groBem Erfolg angewendet. Dabei handelt es sich um ein vollstédndig impli-
zites Integrationsverfahren fiir energieerhaltende, stochastische Systeme. Ist das betrach-
tete System vollstiandig symmetrisch, wie es bei den Kubomodellen der Fall ist, dann kann
fiir verhéaltnisméaBig grofle Integrationsschrittweiten der Zeit eine nahezu perfekte Energie-
erhaltung festgestellt werden. Die betrachteten Bewegungsgleichungen der Kubomodelle
sind von der Form

dX = a(t, X)dt + Zm: by(t, X)E,(t)Vdt, (1.1)

p=1

wobei X stellvertretend fiir die kanonisch konjugierten Variablen (@, P,q,p) steht. Die
madpoint method ist in der folgenden Weise gegeben:

dt X; +X; = X+ X
Xjn=X,+a (tj + 5 %’“) dt+> b, (tj, %) (&), Vdt.  (1.2)
pn=1
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Fiir das konjugierte Orts-und Impulsvariablen-Paar ergibt sich:

P; + P;
Qj—i—l — Qg + ag (t + E QJ +2Qj+17 ‘|‘2 y—i—l7 qj ‘|‘2%+1 Py ‘|‘2p3+1) dt

o Q+Q1P+P1Q+Q1p+p1
+Z%( I T e P ) @)V (13)

p=1

t _|_dt Qg"‘Qg—i—l P ‘|‘Pj+1 QQ‘FQJ—H pj ‘|‘pj+1 dt
2’ 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2

S Qi+ Q1 Pi+ Py ¢+ qi41 pj+Dpin
I e ) [NV

Das implizite gekoppelte Gleichungssystem (1.3) - (1.4) kann im Falle des Einkubo- und
Zweikubosystems aus Kapitel 3 so umgeformt werden, dass die Variablen in ihrer expliziten
Darstellung erscheinen.

Numerische Integratoren fiir konservative Hamiltonsche Systeme

In dieser Arbeit wurden eine Reihe von energieerhaltenden Hamiltonschen Systemen in
Kapitel 5 und 6 vorgestellt. Zur ihrer Simulation wurde stets ein numerisches Runge-
Kutta-Integrationsverfahren 7-ter Ordnung, welches speziell fiir Systeme mit symplekti-
scher Struktur geeignet ist, verwendet.



Anhang B

Zustandsdichte Quartischer Systeme:
Elliptische Integrale

Fiir die Auswertung der theoretischen Ausdriicke fiir Diffusion- und Dampfungskoeffizient
bendtigt man neben den Koeffizienten dy und d; die Zustandsdichte des isolierten Quar-
tischen Systems (bzw. seines 6-dimensionalen Analogons), das als schnelles Subsystem
verwendet, wird.

Zustandsdichte des Quartischen Systems

Man kann nun zeigen, dass die Zustandsdichte des Quartischen Systems auf ein elliptisches
Integral zuriickgefithrt werden kann. Dazu beginnen wir mit der Definition der Zustands-
dichte:

ZO(E) = /dQO/dQ1/dp0/dp1 0(E —Hs)
= /dQO/dQI/dPO/dpl ( qo +pg +qi +p1+qu1))- (2.1)

Mit pp = rsin e und p; = 7 cos ¢ erhélt man:

2 o) 1 ) ) 7’2
Z(O)(E) = /dCJo/dCh/ dgp/ dr T5<(E—§(q0+ +CIOCI1)) ) )
0 0
. J =~

:47r/dq0/dq1/ dr ro( —2)
1 .
= 47r/dq0/dq1/ dr 7—=9( —?)@(E)
2K
= 27r/dq0/dq1 O(E)
E
= 27T/ dqo/ ' odg
0 0
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2F 2

v 2E —

— o / g, i (2.2)
0 1T+ qi

Das elliptische Integral (2.2) kann mittels konventioneller numerischer Integrationsverfah-
ren berechnet werden. Hier wurde zur Berechnung von (2.2) mathematica verwendet.
Zustandsdichte des 6-dimenionalen Quartischen Systems

In dhnlicher Weise kann die Zustandsdichte im Falle des 6-dimenionalen Quartischen Sy-
stems berechnet werden. Auch hier findet man ein elliptisches Integral:

2E— (ql +a2+a3a3

Z(O _ 27T/ /\/ 1443 dq/ T 1vairad /E2 e, (2.3)

Mit E2 := (2E — (2 4+ ¢2 + ¢2¢2)) und 0 := (1+¢2 4 ¢2) sind hier einige Abkiirzungen ein-
gefiithrt worden. Das elliptische Integral (2.3) lésst sich hier ebenfalls mit Hilfe numerischer
Integrationsverfahren auswerten.



Anhang C

Herleitung: Diffusionsgleichung der
Schwerpunktsbewegung

In Kapitel 6 wurde die Diffusionsgleichung, welche man fiir die chaotische Schwerpunkts-
bewegung mit Hilfe des hier vorgestellten Eliminationsverfahrens erhélt, erwdhnt. Hier
soll die Herleitung dieser reduzierten Gleichung erfolgen. Als Ausgangspunkt wéhlen wir
den Hamiltonian des Wasserstoff-Atoms im homogenen Magnetfeld in der Aufteilung nach
Gl (6.12) - (6.15).

Die Liouville-Operatoren (2.18) - (2.19) ergeben sich hier zu:

L B OHy, 0~ OHy 0
1Ly = {Hk> t= Z or; 8pj - 8Kj8—Rj (3.1)
) Zﬁks ) iz;,l .
, ~ OH, 0
Zﬁl. = {Hl, } = 3.2)
> 70 <
3
~ o ~ ~ .0
L. = L+ iﬁm = —(Hl + Hk)— (3.3)
— JK;; OR,;
3 ~
OHs 0O OH, 0
Ls. = S5 - 4
' {H 1= Z <8p9 87’) or; apy) 34
LS = L+ gzck,s. (3.5)

Unter Beriicksichtigung des Magnetfeldes B = (0,0, B.,) (wobei B, konstant ist) kann der
langsame und der Wechselwirkungs-Hamiltonian gemaf:

3
~ 1 ~
=3 Y K7 und  Hy = —eB.(Kyry — Kiry) (3.6)

umgeformt werden. Wir betrachten die Nakajima-Zwanzig-Gleichung in Bornscher Né&he-
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rung entsprechend Gl. (2.33):

a t ) e LA —
aptt M—i—/ (iLpse iL¢ t/5Q52E1>(5),0t—t’ dt' . (3.7)
0
Frequenzterm Gedéicl?trnisterm

Der Frequenzterm ergibt sich zu:

3 3
. o O D, o
—GL)Op == Kjgppt— €Bz(ﬁ<7’2>( " b — ﬁ(rﬁ( )Pt) --> Kj%m(?)-S)
=1 j 1 2 j=1 J
=0 =0

Die Terme a?z (ro)® bzw. %(rﬁ(e) ergeben sich hier zu Null, da die adiabatische Dichte

pad (r p|R, K)= (E)(E d(eH — E) infolge des Gesamthamiltonian H nach Gl. (6.6) nicht

explizit von R abhédngt. Im Folgenden wollen wir zur Vereinfachung folgende Notation
einfiithren:

HJ@://WW@ und <J@:ﬁ4 @] (3.9)

Die Abkiirzung (3.9) ist gewissermafien die schnelle Spur und bezeichnet die Integration
iber den schnellen Phasenraum (7, p) der Relativbewegung.

Der Integralkern des Gedachtnisterms aus Gl. (3.7) kann hier wie folgt umgeschrieben
werden:

. _Z'A(E) / L _
I, = (iLlye 12 QLu L) D,y

OHy, O POy = (@] -
- () matt]a-

OH _ﬂs) . . OH PO e A (e (e B
- Yom {m[ S| | Gk i e 1] o

J

8Hk POy e OHk ;7 e (e
§:aR “{{ &t/_JH{aK Et/pg}kﬁmd]Mﬂ

Der Index in Gl (3.10) ist j = 1,2. Fiir beide Fille ist eine vollig analoge Rechnung
durchzufithren. Daher reicht es hier z.B. den Fall j = 1 zu betrachten:

a a (€)1 aN e
= —Tr, {{ Hk ~iL} )t/E—Trs{ Hk il )t/ep(e]}zﬁzpad}m t

OR aKl a1(1
a .= (€) € €
— €Bza—R1T1"s {Tze—zﬁg )¢ /e —TI'S |:,r, e ZE( )yt /E ( :| }ZEZ,O d:|pt "
- Tg(t) (. ~ /

(ra(t))(®)

OR,

0 i ~
=eB,—Tr, 5§Z)r2(t)z'£lp§l)] D

(3.10)
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=eB, %Trs {5((37’2@) ( %i) pffd)]
J
B, OH, 0 _
— ¢B.—Tr, |6 g 9 N @5
=€ aR Tr |:5ad T2(t)( > aKJ aRj)pad t—t

0
— Bz 2 - < (e) N
(eB,) aRlTr {5adr2(t) (”aRl "SR,

0? 0 0 c
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J

~
=0, wegen (%)

g € — a a g € —
Trs {5§d)rz(t)rlpﬁi}pt—a+ 5 Trs {ﬁé( ra(t) - rlpfzd)}pt—t/}- (3.11)

J

82
" OR,0R,

~
=0, wegen ()

Das die Terme (*) und (*%) sich zu Null ergeben, ersieht man, wenn man diese Terme einer
partiellen Integration unterwirft:

a € € — € a £ —
() = o) e = o 8Grte) e e (312
a &) | = 5 a &) | =
()= T sl ] a0 il 3
und sich anschlieflend die folgenden Teilterme ansieht:
J 0 1 B
a—Rlpad = 8R (Z( )5(57'( E)) =0 (314)
J @ 0 1 B
a—RQpad = aR (Z(E) 5(87’( E)) =0. (315)
Wenn man beachtet, dass r; = 5((1‘2 r; gilt, dann vereinfacht sich der Integralkern des

Gedéchtnisterms Gl. (3.11) wie folgt:

82 3 3 3 —
GL (3.11) = (632)2{8R2Trs {55161 2t )55161)7’20((“2]01%—1%’
o2
 OR10R,
Ganz analog erhilt man den zweiten Term des Integralkerns (3.10) (fiir j = 2):

0 OHi 7@y . M _z0u. o] .2 ©].
e el e

T, {agz ro(£)5 1) pt_t,}. (3.16)

0 . _
= (eBZ)Z{aRZTrS |:5¢(1d/rl( )5adr pad):|pt t
82
 OR,0R;

T, {agz>r2<t>agz>ﬁpgz>}pt_t,}. (3.17)
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Damit vereinfacht sich der Integralkern (3.10) des Gedéachtnisterms zu:

2

a £ _ 5 5 _
ItG_’t/ = (eBz)z{aRg TI'S |:5¢(1d ( )5adr2pad:|pt t 2 TI'S |:5¢(1d 7’2( )5¢(1dr pad):|pt t

OR0R;
a £ £ —
g (035 old e} 319
0? 0?
= <eBz>2{ 317 Ceara(O8,32) O P = 25 p Ol
0*
+ 52 R e (G ()05 )€ )Pt—t’}- (3.19)

Wir betrachten hier den Fall K = 0 und L, = 0. Damit verschwindet der Frequenzterm
(3.8). Als néchstes wird eine Markov-Approximation fiir den Korrelationszerfall der schnel-
len Relativbewegung angesetzt. Man erhélt dadurch eine Diffusionsgleichung der folgenden
Form fiir die langsame Schwerpunktsbewegung:

Op(R) (0% =00, 0 ~@oe 0? (20
or D22 (R)pt_2aR18R2D12 (R)P +8R2D11 (R)Pt . (3-20)

Die zugehorigen Diffusionskoeffizienten haben die folgende Gestalt:

1%

13(2’6)(1%) = K’%/ <5¢(zilrﬂ( )5adrll>(6) dt mit w,v =12 (3.21)
0

Die Magnetfeldstérke ibernimmt hier mit kg = (eB,) die Rolle die Kopplungsstérke. Nun
brechen wir die Storungsrechnung nach linearer Ordnung des Zeitskalenparameters € ab
und erhalten damit:

DP(R) = KJ%/OOQ’#() A dt + O(e?) mit v =12 (3.22)
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