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1. Einleitung

Fir die Beschreibung der Natur ist es notwendig, Systeme mit vielen wechselwirkenden Teilchen
zu betrachten. Das bekannteste Beispiel hierfiir ist ein Festkorper, der sich in mikroskopischer Be-
schreibung als ein Gitter mit Ionen an den Vertices und auf den Verbindungen sitzenden oder frei be-
weglichen Elektronen verstehen lasst. Die Schwierigkeit der Behandlung eines solchen Systems mit
vielen wechselwirkenden Teilchen besteht darin, dass selbst fiir den Fall eines endlichen Einteilchen-
Hilbertraumes die Dimension des Hilbertraumes des /NV-Teilchen-Problems exponentiell mit der An-
zahl der Teilchen N wéchst. Zur Beschreibung der Thermodynamik ist es notwendig, die Spur des
statistischen Operators zu berechnen. Dies erfordert im Allgemeinen die Kenntnis aller Eigenwerte
eines quantenmechanischen Systems. Daher werden hierfiir normalerweise Naherungsverfahren be-
notigt, in denen das Vielteilchenproblem durch ein effektives Einteilchenproblem beschrieben wird.
Dies kann beispielsweise, wie in der Molekularfeldtheorie, durch eine Mittlung von Nachbarwechsel-
wirkungen erfolgen. Komplexere Systeme konnen ausgehend von einem Einteilchenmodell stérungs-
theoretisch behandelt werden. Dieses Vorgehen versagt aber, sobald kollektive Phanomene auftreten.
Dies ist zum Beispiel bei Phaseniibergéingen, wie beispielsweise dem Metall-Isolator-Ubergang, der
Fall. Es gibt aber Modelle, die eine exakte Losung erlauben und somit unter anderem das Studium
von Phaseniibergangen ermoglichen. Solche Modelle werden als integrabel bezeichnet. Die Theorie
exakt l6sbarer Modelle versucht sich an der Behandlung solcher Systeme und damit an dem Ver-
standnis der zugrunde liegenden Physik wechselwirkender Vielteilchensysteme.

Fir die klassische Mechanik gibt es eine Definition von Integrabilitit mittels Liouvilles Theo-
rem. Dies ist fir die Quantenmechanik nicht der Fall, dennoch gibt es auch dort integrable Mo-
delle. Das historisch erste Beispiel ist die isotrope Spin-1/2 Heisenbergkette, fiir die Bethe 1931 in
der Lage war, das komplette Spektrum zu bestimmen [9]. Mit seiner Methode, heutzutage Koordi-
natenbetheansatz genannt, konnte er zeigen, dass sich jeder Eigenwert des Hamiltonoperators ei-
ner Kette der Lange L durch M < L/2 komplexe Zahlen, die sogenannten Betheansatzzahlen,
beschreiben lasst. Diese Betheansatzzahlen werden durch ein System von M gekoppelten algebrai-
schen Gleichungen bestimmt. Diese Methode, so sie auch entgegen Bethes Planen bis heute auf
eindimensionale quantenmechanische Systeme beschrankt ist, bildet die Grundlage fiir das Gebiet
integrabler quantenmechanischer Modelle. Gliicklicherweise gibt es aber durchaus experimentel-
le Realisierungen solcher eindimensionaler Systeme. Ein neueres Beispiel hierfiir ist das Polymer
[Cu(p — C204)(4 — aminopyridine)s(H20)]y, das eine sehr gute Naherung der antiferromagne-
tischen isotropen Heisenbergkette darstellt [73]. In solchen dreidimensionalen Kristallen gibt es ein-
dimensionale Unterstrukturen, d.h. die Wechselwirkung innerhalb einer solchen Kette ist deutlich
starker als die Wechselwirkung zwischen benachbarten Ketten. Die eindimensionale Substruktur be-
stimmt dann das Verhalten des dreidimensionalen Festkorpers.

Die niachste Anwendung fand der Bethe-Ansatz beim Bose-Gas mit einer Delta-Funktions-Wech-
selwirkung durch Lieb und Liniger [69]. Auflerdem erweiterte Lieb den Betheansatz auf zweidimen-
sionale klassische Modelle der statistischen Mechanik [65-68], genauer gesagt auf Spezialfille des 6-
Vertex-Modells. Die allgemeine Losung fiir das 6-Vertex-Modell wurde kurz darauf von Sutherland
gefunden [82]. Eine weitere Verallgemeinerung des Betheansatzes, der sogenannte verschachtelte
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Betheansatz, fand durch Gaudin [36] und Yang [100] statt, die diesen auf Systeme mit inneren Frei-
heitsgraden anwendeten.

Eine wichtige Erkenntnis war die Tatsache, dass die Integrabilitdt quantenmechanischer Modelle
darauf beruht, dass die Streumatrix des Vielteilchenproblems in Produkte der Streumatrizen zweier
Teilchen faktorisiert. Damit dies moglich ist, muss die Streumatrix des Zweiteilchenproblems eine
Selbstkonsistenzgleichung erfiillen, die Yang-Baxter-Gleichung. Diese Gleichung wird auch von den
Boltzmanngewichten der exakt l6sbaren zweidimensionalen klassischen Modelle erfiillt. Dies hat zur
Konsequenz, dass die logarithmische Ableitung der zugehorigen Transfermatrix fiir einen bestimm-
ten Spektralparameter den Hamiltonoperator eines integrablen eindimensionalen quantenmechani-
schen Modells erzeugt. Beispiele finden sich in den Lehrbiichern [6,63,88]. AuBBerdem konnte Baxter
zeigen, dass die von Onsager [72] fiir die Losung des zweidimensionalen Ising-Modells verwendete
Stern-Dreiecks-Relation dquivalent zur Yang-Baxter-Gleichung ist.

Die Identifizierung der Yang-Baxter-Gleichung als Grundlage der Integrabilitat fithrte zur Ent-
wicklung des algebraischen Betheansatzes. Zu diesem findet sich ein Review in [63]. Dieser ver-
wendet, ausgehend von einer Losung der Yang-Baxter-Gleichung, der sogenannten R-Matrix, rein
algebraische Techniken zur Konstruktion der Eigenwerte und Eigenzustande der Transfermatrix und
damit des Hamiltonoperators des zugehorigen quantenmechanischen Systems.

Die erste Beschreibung der Thermodynamik eines integrablen Modells erfolgte durch Yang und
Yang fiir das Bose-Gas mit Delta-Funktions-Wechselwirkung [102, 103]. Diese Methode, heutzuta-
ge als thermodynamischer Betheansatz (TBA) bezeichnet, wurde von Gaudin [37] und Takaha-
shi [87,91] auf die (anisotrope) Heisenbergkette iibertragen. Der thermodynamische Betheansatz
verwendet die Beobachtung, dass die Betheansatzzahlen Strings in der komplexen Ebene bilden.
Diese, als Stringhypothese bezeichnete Tatsache, erlaubt die Klassifikation aller Anregungen und da-
mit aller Eigenwerte. Im thermodynamischen Limes lasst sich die freie Energie dann mit Hilfe von im
Allgemeinen unendlich vielen gekoppelten nichtlinearen Integralgleichungen (NLIEs) beschreiben.

Eine alternative Methode der Beschreibung der Thermodynamik wurde von Klimper eingefithrt
[56,57] und verwendet die Abbildung des statistischen Operators eines eindimensionalen quanten-
mechanischen Systems auf ein inhomogenes zweidimensionales klassisches Gitter, die sogenannte
Trotter-Suzuki-Abbildung [83-85]. Dieses Gitter ldsst sich mittels einer geeigneten Transfermatrix,
der Quantentransfermatrix (QTM), beschreiben. Im thermodynamischen Limes tragt zur freien Ener-
gie nur der grofite Eigenwert der Quantentransfermatrix bei [61]. Unter der Annahme einiger ana-
lytischer Eigenschaften des grofiten Eigenwertes konnte ein endlicher Satz gekoppelter nichtlinearer
Integralgleichungen hergeleitet werden, der den grofiten Eigenwert und damit die freie Energie be-
schreibt. Diese nichtlinearen Integralgleichungen sind dhnlich zu denen, die den Grundzustand bei
endlicher Lange des Systems beschreiben [59, 60]. Die Aquivalenz des Zugangs zur Thermodyna-
mik mit Hilfe der Quantentransfermatrix und des thermodynamischen Betheansatzes wurde explizit
fiir eine dritte Form nichtlinearer Integralgleichungen gezeigt [90]. Diese wurde von Takahashi vom
thermodynamischen Betheansatz ausgehend eingefiihrt [89] und verwendet eine einzige Integral-
gleichung, die direkt den grofiten Eigenwert der Quantentransfermatrix beschreibt.

Obige Verfahren konnten auf verschiedene integrable Modelle angewendet werden, siehe bei-
spielsweise [26].

Die freie Energie beschriebt die globalen thermodynamischen Eigenschaften eines Systems. Fiir
viele physikalische Fragestellungen, wie zum Beispiel die Untersuchung von magnetischen Eigen-
schaften eines Festkorpers mittels Neutronenstreuung, sind aber lokale Eigenschaften von Bedeu-
tung. Diese werden durch Korrelationsfunktionen beschrieben.

Selbst fiir integrable Modelle galt lange Zeit, dass die Korrelationsfunktionen nicht explizit berech-



net werden kénnen, sondern nur iiber Ndherungsverfahren zugéanglich sind. Bei durch den Bethean-
satz losbaren Modellen besteht allerdings die Méglichkeit, aus der Kenntnis des Spektrums Aussagen
tiber die Asymptotik von Korrelationsfunktionen zu treffen. Fir den Grundzustand ergibt sich die
Asymptotik aus der Korrektur zur Energie fiir ein System endlicher Lénge, bei endlicher Temperatur
bestimmt der nachstgrofite Eigenwert die Korrelationslange.

Dieser Zustand hat sich zumindest fiir die statischen Korrelationsfunktionen der XXZ-Kette in
den letzten Jahren gedndert. In den 1990er Jahren gelang es Jimbo et al. eine Darstellung der Dichte-
matrix, die die Korrelationsfunktionen auf einem endlichen Abschnitt der Kette beschreibt, mittels
Vielfachintegralen fiir den Grundzustand der XXZ-Kette ohne Magnetfeld herzuleiten [44, 45]. Dies
erfolgte mit Hilfe einer Funktionalgleichung fiir die Dichtematrix, der q-Knizhnik-Zamolodchikov-
Gleichung. Danach gelang es Boos und Korepin [17], fiir die isotrope Heisenbergkette die Vielfach-
integrale zu faktorisieren, d.h. als Produkte einfacher Integrale zu schreiben. Eine dhnliche Fak-
torisierung wurde danach fiir die Korrelationsfunktionen des Grundzustandes der massiven und
kritischen XXZ-Kette durchgefiihrt [51,90]. Auflerdem gelang es Kitanine et al. das Magnetfeld in
die Berechnung der Korrelationsfunktionen einzubeziehen [55]. Hierbei diente im Gegensatz zu den
Arbeiten von Jimbo et al. der algebraische Betheansatz als Startpunkt der Berechnung. Nachdem
von Gohmann et al. eine Vielfachintegraldarstellung fiir die Korrelationsfunktionen bei endlichem
Magnetfeld und endlicher Temperatur gefunden wurde [38,39], lief} sich die Faktorisierung dieser
Vielfachintegrale fiir kurze Abstinde auf dem Gitter auch auf diesen Fall erweitern [12]. Ebenso
konnten die Korrelationsfunktionen fiir den Grundzustand der XXZ-Kette bei endlicher Lange be-
stimmt werden [20]. Die Darstellung durch Vielfachintegrale erlaubt eine effiziente Berechnung der
Hochtemperaturentwicklung der Korrelationsfunktionen [97].

Nachdem es gelungen war, fiir verschiedene Korrelationsfunktionen die auftretenden Vielfach-
integrale fiir kurze Abstinde auf dem Gitter explizit zu faktorisieren, folgte eine genauere Unter-
suchung der zugrundeliegenden algebraischen Struktur der Korrelationsfunktionen der XXZ-Kette.
Diese fithrte auf eine Serie von Veréffentlichungen von Boos, Jimbo, Miwa, Smirnov und Takeya-
ma, in der die Faktorisierung aller statischen Korrelationsfunktionen der XXZ-Kette bewiesen wur-
de [11, 14, 16, 46]. Dies geschah durch Betrachtung eines allgemeinen 6-Vertex-Modells, welches fiir
das zugehorige quantenmechanische System, die XXZ-Kette, auch Magnetfeld und endliche Tempe-
ratur einschlief3t. Der hier verwendete Begriff der Faktorisierung meint nicht nur, dass sich die Kor-
relationsfunktionen als Produkt einfacher Integrale schreiben lassen, sondern, dass sich alle Korre-
lationsfunktionen durch hinreichend allgemeine Ein- und Zweipunktfunktionen ausdriicken lassen.
Der Unterschied besteht darin, dass im ersten Fall mit wachsendem Abstand auf dem Gitter prinzipi-
ell eine beliebige Anzahl unterschiedlicher einfacher Integrale auftreten kann, wihrend im zweiten
Fall nur eine endliche Anzahl unabhéngiger Funktionen alle Korrelationsfunktionen bestimmt.

Wie bereits erwahnt, ist der entscheidende Punkt bei obigem Zugang, dass nicht direkt die Spin-
kette, sondern das zugehorige 6-Vertex-Modell betrachtet wird. Dieses besitzt natiirlicherweise so-
wohl auf den horizontalen als auch auf den vertikalen Linien Inhomogenitatsparameter. Zusétzlich
kann ein Feld, welches die Unordnung beschreibt, eingefithrt werden, ohne dass die Integrabilitit
verloren geht. In diesem Fall ist die Dichtematrix eines endlichen Abschnitts der XXZ-Kette direkt
verallgemeinert zu einer Dichtematrix eines inhomogenen Systems. Die zugehorige Dichtematrix
besitzt die Inhomogenitaten v; der vertikalen Linien und das die Unordnung beschreibende Feld o
als duere Parameter. Die Inhomogenitaten auf den horizontalen Linien erlauben die Temperatur
in das System einzufiihren, aber auch den Hamiltonoperator zu veriandern [96]. Die entscheiden-
de Beobachtung ist, dass sich alle Korrelationsfunktionen eines inhomogenen 6-Vertex-Modells mit
Unordnung durch Polynome nur zweier Funktionen ¢(v; ) und w(v1, va; «v) ausdriicken lassen.
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Diese lassen sich wiederum mit Hilfe von Integralgleichungen beschreiben [11]. Die Bestimmung
der Koeflizienten der Polynome ist ein rein algebraisches Problem und hangt mit einer speziellen
Basis von Fermioperatoren zusammen [14, 16]. Die Bestimmung dieser Koeffizienten wird auch als
algebraischer Anteil, die Berechnung der Funktionen w und ¢ als physikalischer Anteil des Problems
bezeichnet. Der Grund dafiir ist, dass die physikalischen Parameter, wie Temperatur und Magnet-
feld, nur iiber diese Funktionen in die Berechnung der Korrelationsfunktionen eingehen. Derzeit
gibt es noch keinen effizienten Algorithmus, der die Bestimmung der Koeffizienten und damit im
Allgemeinen die Losung des algebraischen Anteils erlaubt, was die Berechenbarkeit der Korrelati-
onsfunktionen auf kurze Abstdnde auf dem Gitter einschrankt. Fiir die kritische XXZ-Kette wurde
in [10] eine fiir die numerische Behandlung effiziente Beschreibung des physikalischen Anteils der
Korrelationsfunktionen mit Hilfe von Integralgleichungen hergeleitet.

Wie sich gezeigt hat, sind nicht nur Gittermodelle wie die Heisenbergkette mittels Betheansatz
behandelbar, sondern auch Kontinuumstheorien. Neben dem bereits erwiahnten Bose-Gas sind dies
unter anderem das quantenmechanische Sine-Gordon-Modell, eine massive 1+1-dimensionale Quan-
tenfeldtheorie, und das massive Thirring-Modell [92]. Diese sind, was die globalen Eigenschaften
betrifft, 4quivalent. Dies wurde zuerst von Coleman [19] und Mandelstam [71] gezeigt. Beresin und
Sushko konnten die Eigenfunktionen des massiven Thirring-Modells direkt im Kontinuum fiir ein
System endlicher Lange bestimmen [7]. Korepin wendete dies an, um im thermodynamischen Limes
die Anregungen des massiven Thirring-Modells direkt im Kontinuum zu berechnen [62, 64]. Auf3er-
dem gibt es verschiedene Gittermodelle, die das Sine-Gordon-Modell bzw. das massive Thirring-
Modell als Kontinuumslimes enthalten. Zum einen gibt es eine direkte Formulierung des Sine-
Gordon-Modells auf dem Gitter, das sogenannte Gitter-Sine-Gordon-Modell [79], welches mittels
des algebraischen Betheansatzes gelost wurde. Aulerdem konnte Luther zeigen [70], dass sich das
Massenspektrum als Grenzfall der XYZ-Kette wiederfinden l4sst, wihrend Bergknoff und Thacker
aus diesem Zugang mit Hilfe des Betheansatzes explizit den Hamiltonoperator diagonalisieren konn-
ten. Spater fanden Weiss und Schotte das massive Thirring-Modell auch als Kontinuumslimes eines
inhomogenen 6-Vertex-Modells [98]. Dieser Zugang wurde von Destri und de Vega genauer unter-
sucht [22].

Fir das massive Thirring-Modell konnten Fowler und Zotos TBA-Gleichungen ausgehend von
denen fiir die XYZ-Kette herleiten [33,34,104]. Aufgrund der Struktur der TBA-Gleichungen fiir das
zugehorige 8-Vertex-Modell, bzw. im Limes des massiven Thirring-Modells des kritischen 6-Vertex-
Modells, sind diese jedoch in ihrer Struktur abhangig von der Kopplungskonstanten des massiven
Thirring-Modells. Daher finden sich nur ausgewé#hlte Falle in der Literatur [34, 50]. Dariiber hinaus
gibt es nichtlineare Integralgleichungen fiir den Grundzustand bei endlicher Lange [23, 24]. Letztere
wurden unter anderem von Ravanini et al. sehr genau auf unterschiedliche Anregungen analysiert
[5,25,29-31].

Ebenso wurden fiir das Sine-Gordon-Modell Korrelationsfunktionen untersucht. Beispielsweise
konnte von Smirnov [80] und Babujian et al. [4] die Formfaktorentwicklung bestimmt werden. Des
Weiteren konnten Essler et al. die Determinantendarstellung fiir Korrelationsfunktionen der XXZ-
Kette [27] auf das Gitter-Sine-Gordon-Modell iibertragen [28]. Dies war jedoch nur bedingt erfolg-
reich, abgesehen vom Punkt freier Fermionen, fiir den dies bereits zuvor ausgehend vom massiven
Thirring-Modell gelungen war [42].

Nachdem es bei der Berechnung der Korrelationsfunktionen der XXZ-Kette zu drastischen Fort-
schritten gekommen war, stellte sich die Frage, ob die dort verwendeten Methoden auch auf den
Kontinuumslimes der XXZ-Kette angewendet werden konnen. Dies gelang sowohl fiir den Grund-
zustand des Bose-Gases [52], als auch fiir die Thermodynamik [77], wo jeweils eine Darstellung der



Korrelationsfunktionen mit Hilfe von Vielfachintegralen gefunden wurde. Die Frage, ob dies auch
fiir das Sine-Gordon-Modell méglich ist, war ein Motiv fiir diese Arbeit.

Kiirzlich gelang es zudem Jimbo et al., den oben geschilderten Zugang zu Korrelationsfunktionen
mit Hilfe der Funktionen w und ¢ auf den konformen Limes anzuwenden [15] und das Ergebnis auf
die Einpunktfunktionen des Sine-Gordon-Modells zu tibertragen [47].

In dieser Arbeit werden zwei verschiedene Modelle betrachtet, zum einen das Sine-Gordon-Modell,
zum anderen die massive XXZ-Kette. Sie ist daher in zwei Teile aufgeteilt. Zunichst werden in Kapi-
tel 2 einige Grundlagen fiir die Behandlung des Sine-Gordon-Modells und der XXZ-Kette ausgehend
vom 6-Vertex-Modell dargestellt. Danach wird im ersten Teil der Arbeit das Sine-Gordon-Modell
betrachtet. In Kapitel 3 wird ein neuer Zugang zum Sine-Gordon-Modell iiber das 6-Vertex-Modell
prasentiert, der die Berechnung thermodynamischer Eigenschaften erlaubt. Diese lassen sich mit
den in Kapitel 4 gezeigten nichtlinearen Integralgleichungen berechnen. Schlief8lich wird in Kapi-
tel 5 gezeigt, wie sich die Vielfachintegraldarstellung fiir Korrelationsfunktionen der XXZ-Kette auf
das zum Sine-Gordon-Modell gehorende Gitter iibertragen l4sst, wobei der Kontinuumslimes nur am
Punkt freier Fermionen durchfiithrbar ist. Im zweiten Teil werden Korrelationsfunktionen der mas-
siven XXZ-Kette behandelt, wobei hier der neue Zugang tiber die Funktionen w und ¢ verwendet
wird. Genauer gesagt wird im Kapitel 6 der physikalische Anteil betrachtet, d.h. diese Funktionen
werden durch Integralgleichungen beschrieben, die eine effiziente numerische Behandlung erlauben.
Im Anschluss daran werden in Kapitel 7 einige Korrelationsfunktionen beispielhaft gezeigt und der
Verlauf der zugehorigen Kurven diskutiert. In Kapitel 8 werden verschiedene Grenzfille der massiven
XXZ-Kette diskutiert. Hierbei werden insbesondere auch Korrekturen zum Ising-Limes untersucht.
Der kritische Punkt der Ising-Kette lasst sich als Tripelpunkt der XXZ-Kette auffassen. Schliefilich
werden in Kapitel 9 die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und moégliche zukiinftige Frage-
stellungen diskutiert.

Der Anhang beinhaltet hauptsachlich technische Details zu einigen Rechnungen, die aus den
Hauptteilen ausgelagert wurden. Im Anhang A wird die Herleitung der nichtlinearen Integralglei-
chungen fir das Sine-Gordon-Modell genauer dargestellt. Dariiber hinaus wird dort auch gezeigt,
wie sich diese alternativ aus dem Zugang tiber die XYZ-Kette herleiten lassen. Im Anhang B wer-
den die Integralgleichungen, die den physikalischen Anteil der Korrelationsfunktionen der massiven
XXZ-Kette bestimmen, hergeleitet, wahrend sich in Kapitel C weitere Details zu den Rechnungen
fir den Grenzfall grofler Anisotropie finden.

Im Zusammenhang mit dieser Dissertation sind drei Publikationen entstanden. Zum einen [93],
die den physikalischen Anteil der Korrelationsfunktionen der massiven XXZ-Kette beschreibt und
inhaltlich groftenteils die Kapitel 6 und 7 umfasst, wahrend [94] sich mit dem Tripelpunkt der
XXZ-Kette befasst und somit als Inhalt den grofiten Teil des Kapitels 8 enthélt. Schlief3lich ent-
stand noch [95], die den magnetokalorischen Effekt der XXZ-Kette zum Thema hat. Diese ist nicht
Teil der Dissertation. Zur numerischen Berechnung der dort verwendeten Integralgleichungen fiir
die massive XXZ-Kette wurde jedoch ein C++-Programm verwendet, das auf demjenigen beruht,
welches zur Berechnung der Korrelationsfunktionen verwendet wurde.






2. Grundlagen

Der Zugang zu den in dieser Arbeit behandelten Modellen, dem Sine-Gordon-Modell und der XXZ-
Kette, beruht auf dem 6-Vertex-Modell. Aus diesem Grund lassen sich viele grundlegende Eigen-
schaften parallel behandeln. Dies erfolgt, indem in diesem Kapitel im Allgemeinen ein inhomogenes
6-Vertex-Modell betrachtet wird und nur an Stellen, wo dies notwendig ist, die Inhomogenitaten
spezifiziert werden.

2.1. Yang-Baxter-Algebra und Yang-Baxter-Gleichung

Die Grundlage der Integrabilitat der in dieser Arbeit behandelten Modelle ist die Tatsache, dass
die Transfermatrix des 6-Vertex-Modells eine Darstellung der Yang-Baxter-Algebra (YBA) ist. Diese
soll nun kurz eingefiihrt werden und im néchsten Abschnitt die fiir den weiteren Verlauf wichtigen
Darstellungen konstruiert werden. Fiir genaue Details sei auf das Lehrbuch [26] verwiesen. Die Yang-
Baxter-Algebra ist eine assoziative quadratische Algebra mit Erzeugern TBO‘(A), o,B=1,...,d;\ €
C mit der Relation

RO )T (N Ta() = To(w)Ty VRO 1) (2.)
Hierbei wird die folgende Notation verwendet
TIN) - TH
T\ = : : : (2.2)
THO) - THO
Ti(AN) =T(\) ® g, (2.3)
Ti(A) =1;0T(N). (2.4)

Dabei ist I, die d x d Einheitsmatrix und R(\, i) eine d? x d? Matrix mit komplexwertigen Ein-
trigen, die sogenannte R-Matrix. Diese fixiert die Struktur der Algebra. Eine hinreichende Bedin-
gung fiir die Widerspruchsfreiheit der Algebra ist, dass die R-Matrix eine Losung der Yang-Baxter-
Gleichung (YBE) ist. Diese lautet in Komponentenform im Raum C?% @ C? @ C¢

R, (O )RS (A )R (1) = RO (11, V) REL (N )R 5 (N, 1) (2.5)
Hierbei wird die Summenkonvention verwendet, die besagt, dass tiber doppelt auftretende Indizes
summiert wird. Mit der Basis ejg von End(C?)®”, der kanonischen Einbettung der Standardbasis’
el von End(C%) in End(C%)®X, lasst sich die Darstellung

Rj(A 1) = RGT (A, pejler) (2.6)

12 hat nur in Zeile o und Spalte 8 mit 1 einen nicht verschwindenden Eintrag. Es gelten die folgenden Rechenregeln

(eg)s = 0505, eges =05¢€} .



2. Grundlagen

Rgs(\p)= «a

Abbildung 2.1.: Graphische Beschreibung der R-Matrix

der R-Matrix in End(C?%)®” einfiihren. Die Yang-Baxter-Gleichung (2.5) ist dann aquivalent zu

Riz(A, ) Rag( A, v) Raz(p, v) = Ras(p, v) Rag( A, v) Riz(A, 1) - (2.7)
Alternativ ldsst sich (2.1) auch schreiben als
R\ 1) (T(N) @ T(n)) = (T (1) @ T(N) R(A, 1) - (2.8)

Dabei ist die Matrix R definiert durch R(\, 1) = PR(\, 1), wobei P den Permutationsoperator
bezeichnet.

2.2. Transfermatrix

Grundlage der Konstruktion des 6-Vertex-Modells ist die zugehorige trigonometrische R-Matrix

1 0 0 0 b(A) = sh(})
L0 b(A—p) eA—p) O sh(A +n)
FRO= 10 o b= 0 ) o e
0 0 0 1 sh(A+17)

die eine Losung der Yang-Baxter-Gleichung ist. Eine graphische Darstellung ist in Abbildung 2.1
gegeben. Im Folgenden wird unter Ausnutzung der Tatsache, dass R(\, p1) eine Losung der Yang-
Baxter-Gleichung ist, eine Darstellung der Yang-Baxter-Algebra konstruiert. Hierzu wird eine L-
Matrix am Platz j tiber

(Lj)5(A 1) = RGT (A, ey (2.10)

definiert. Durch Multiplikation der Yang-Baxter-Gleichung (2.5) mit ejz// ergibt sich

RO ) (L0 v) © Ly (1, 0)) = (L (1, v) © Li(\v)) RO ). (211)
Damit ist L; fiir alle j = 1,..., L eine Darstellung der Yang-Baxter-Algebra, die als fundamen-
tale Darstellung bezeichnet wird. Die Eintrage der L-Matrizen sind wiederum 2 x 2-Matrizen. Je-
doch kommutieren die Eintrdge von L-Matrizen an verschiedenen Platzen, da die Basiselemente
€j3 fiir unterschiedliche Pldtze miteinander vertauschen. Somit lasst sich das Tensorprodukt zweier
L-Matrizen, die zu aufeinander folgenden Platzen gehoren, leicht berechnen zu

(Lj+1 (A vj41) ® Ljpa (p, vi1)) (Li(A, v5) @ L, vj)) =
Ljrr (A vjn) Li(A v5) @ Ljsa (p, visa) L (p, vy) - (2.12)



2.2. Transfermatrix

Abbildung 2.2.: Graphische Darstellung der Transfermatrix ¢(\) (2.14), die horizontalen Enden sind
periodisch geschlossen.

Daraus folgt, dass das Tensorprodukt zweier Darstellungen wieder eine Darstellung der Yang-Baxter-
Algebra ist. Diese Eigenschaft heifst Co-Multiplikation. Durch L-fache iterative Co-Multiplikation
ergibt sich die sogenannte Monodromiematrix

T(\) =LA\ vr) - Li(\ ), (2.13)
die ebenfalls eine Darstellung der Yang-Baxter-Algebra ist. Die Spur der Monodromiematrix
t(\) = tr(T(N)) (2.14)

wird als Transfermatrix bezeichnet. Die Transfermatrizen ¢(\) mit A € C bilden per Konstruktion
eine kommutierende Familie, d.h. [t(\),¢(x)] = 0 mit A, u € C. Die graphische Darstellung ist in
Abbildung 2.2 zu sehen.

2.2.1. Algebraischer Betheansatz

Im Folgenden soll kurz eine darstellungsfreie Formulierung des algebraischen Betheansatzes prasen-
tiert werden. Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung sei auf das Lehrbuch [26] verwiesen. Die Mono-
dromiematrix (2.13) wird hierbei als 2 x 2 Matrix mit matrixwertigen Eintrigen aufgefasst,

A(X) B()N)
T(\) = ( ) DO ) . (2.15)

Nun muss ein sogenanntes Pseudovakuum |0) gefunden werden, sodass die Monodromiematrix an-
gewandt auf das Pseudovakuum eine (obere) Dreiecksform annimmt. Auflerdem muss das Pseudo-
vakuum ein Eigenvektor zu den Operatoren A(A) und D()\) sein. Zusammengenommen muss also
gelten

AN)[0) = a(N)[0),  D(N)[0) = d(A)[0),

)0y = 0. (210

a(A) und d(A) sind im Allgemeinen komplexwertige Funktionen und hangen von der Darstellung,
d.h. in diesem Fall den Inhomogenitéten v;, ab.
Der Hilbertraum wird aufgespannt durch Vektoren der Form

{u}) = lpss - par) = B(pa) -+ B(par)|0) - (2.17)

Das Ziel des Betheansatzes ist es, die Transfermatrix zu diagonalisieren. In dieser Notation ist diese
gegeben durch
t(\) =tr(T(N) = AN) + D(N). (2.18)
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Da Transfermatrizen fiir beliebige Spektralparameter paarweise kommutieren, existiert fiir alle Spek-
tralparameter ein identischer Satz an Eigenvektoren. Damit ist das folgende Eigenwertproblem zu
16sen

tARpt) = AN - (2.19)
Zunichst werden aus der Yang-Baxter-Algebra (2.8)

RO\ p) (T(N) @ T(w) = (T(p) @ T(A)) R(A, 1) (2.20)

die folgenden Beziehungen

BOB(s) = B() B (221)
ANB() = 53 BUDAR) ~ SE= T BOAG) (2.22)
DVB() = 55— BIID) ~ 55— BOYD() (229

hergeleitet. Die Funktionen b und c¢ sind in (2.9) definiert. Nun sollen die Vertauschungsrelatio-
nen zwischen der Transfermatrix ¢(A) = A(\) + D(A) und einem Produkt von B-Operatoren
B(u1) - - - B(par) bestimmt werden. Aus den obigen Relationen ergibt sich durch Iteration der fol-
gende Ausdruck, der sich per Induktion beweisen lédsst (siehe [26]),

M M M 1 M .
tO) [ Bur) = (H B(uk)> (A()\) 11 Gt b ]I bM)
k=1

k=1 k=1 Hik — =1 - Nk)
= M (A — p)
+2_(BW]IBGm) b\ — 11r) (2.24)
=1 iZh
M 1 M 1
. (A(Mk) ll_[1 b — i) Dl )11;[1 (g — m))
k I£k

Damit der Vektor |[{u}) ein Eigenvektor der Transfermatrix ist, muss der Ausdruck in der zwei-
ten und dritten Zeile von (2.24) angewendet auf das Pseudovakuum verschwinden. Dies liefert die
Betheansatzgleichungen

d(p)

a(p)

(ke — )
(e — )’

b
b

=

k=1,...,M, (2.25)

~ o~
Sl
T =

die die Betheansatzzahlen i, auch Rapidititen genannt, erfilllen miissen. Wird (2.24) auf das Pseu-
dovakuum angewendet, so lasst sich der Eigenwert der Transfermatrix aus der ersten Zeile ablesen
zu

(2.26)
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2.3. Quantentransfermatrix

Abbildung 2.3.: Graphische Darstellung der Transfermatrix #(\) (2.31), die horizontalen Enden sind
periodisch geschlossen.

2.3. Quantentransfermatrix

In diesem Abschnitt soll die Quantentransfermatrix und damit der Zugang zur Thermodynamik, d.h.
der Zustandssumme Z = tr(e~#™), eingefiihrt werden. Dazu wird der Zusammenhang zwischen
der gewohnlichen Transfermatrix und dem jeweiligen Hamiltonoperator benétigt, welcher fiir das
Sine-Gordon-Modell in Kapitel 3 hergestellt wird. Der Hamiltonoperator der XXZ-Kette findet sich
in Kapitel 6.1, fiir den Zusammenhang mit der Transfermatrix in der hier verwendeten Notation sei
beispielsweise auf [38] verwiesen. In beiden Féllen erfolgt der Zugang zum Hamiltonoperator iiber
die logarithmische Ableitung der Transfermatrix. Fiir das Sine-Gordon-Modell gilt

i 9 _
Hse = lim oo n(t(A + 0)t(A = 0)) [r—o (2.27)

mit den Inhomogenititen v; = (—)’6. Hierbei bezeichnet & die Gitterkonstante. Die Parameter v
und 0 werden in Kapitel 3 definiert. Fir die XXZ-Kette lautet der Zusammenhang

Hxxz = 2Jsh(n )%ln( t(A)) |a=o0 (2.28)

mitv; =0
j .
Zur Konstruktion der Quantentransfermatrix ist es notwendig, eine weitere Transfermatrix ¢ ein-
zufiithren, die in engem Bezug zur Transfermatrix ¢ aus dem vorigen Abschnitt steht. Dazu wird die
neue L-Matrix

(L)FO 1) = RYG (1, Nejd (2.29)

definiert. Diese ist ebenfalls eine Darstellung der Yang-Baxter-Algebra (2.8) allerdings zur R-Matrix
R~!. Damit lasst sich durch Co-Multiplikation eine Monodromiematrix

T()\) = Zl ()\, 1/1) R ZL(/\, VL) (2.30)

konstruieren, die ebenfalls eine Darstellung der Yang-Baxter-Algebra ist. Dies bedeutet insbesondere,
dass auch fiir diese Monodromiematrix alle Rechnungen, insbesondere der algebraische Betheansatz,
analog zur gewohnlichen Transfermatrix durchgefiithrt werden kénnen.

Die folgende Darstellung beschrankt sich auf das Sine-Gordon-Modell. Der Zugang zur XXZ-Kette
ist analog, indem 6 = 0 gesetzt wird und auf den Kontinuumslimes verzichtet wird. Eine explizi-
te Darstellung fiir die XXZ-Kette findet sich in [38], wo auch die Einbeziehung des Magnetfeldes
erlautert wird.

Mit

t(A) =trT'(\) (2.31)

11



2. Grundlagen

ergibt sich insbesondere ¢(+60)t(£6) = 1 und damit

O\ In(t(N))|\erg = —0x In(E(N))|\_yy - (2.32)

Die graphische Darstellung dieser Transfermatrix findet sich in Abbildung 2.3. Sie ergibt sich direkt,
wenn zunéchst die zugehdrige Monodromiematrix 7" aus Gleichung (2.30) transponiert wird. Damit
ergibt sich fiir die approximierende Darstellung des statistischen Operators

pn.p = [E(6 —im)t(6 + ir)E(—6 — ir)i(—6 + ir)| V| (2.33)
wobei 7 = B s und 3 die Inverse Temperatur bezeichnet. Im Grenzfall N' — oo, dem sogenannten
Trotter-Limes, folgt mit der Trotter-Suzuki-Formel

. XN N X
| 14+ — = 2.34
Ngnoo ( + N > ¢ ( )

wobei X gegen X konvergiert, dass py 1, gegen e ML geht. Hierbei bezeichnet Hy, den zu (2.27)
gehorenden Hamiltonoperator auf einem Gitter der Lange L vor Durchfithrung des Kontinuumsli-
mes. Um eine geeignete Darstellung des approximierten statistischen Operators zu erhalten, werden
die Hilfsriume der Monodromiematrizen T'(\) und T'()\), beziiglich derer die Spur gebildet wird,
mit 1,2,..., N indiziert. Somit gilt t(\) = tr;T5(\) und #(\) = tr; T5()). Des Weiteren lassen
sich die Monodromiematrizen in dieser Notation wie folgt durch R-Matrizen ausdriicken

CTj(A) = RE,L(A7 Q)RE,L—l()‘a _6) e R372()\, G)Rj,l()‘a _9) ) (2.35)
T5(A) = Ry 5(=0, M) Ry5(0,A) - Ry 5(—=0, \) R 5(6, 7). (2.36)
Damit ergibt sich unter der Voraussetzung, dass N/4 eine ganze Zahl ist
PN.L =17 ﬁﬁ (0 —ir)Ty—(0 + ir)T ~o(—0 —i7)Ty—(—0 +ir) - - T3 (-0 + 17)]
—trp [TN(H i) T (0 4+ i) Ty—y(—0 — i7) Ty (—0 + i) - -- TH(—0 + n)}

—try v [Ry(=6,0—ir) - Ry (6,0 — i)

RY L0 +ir,—0)- Rl (0+ir,—0)

Rl m(*e, *9 — IT) e RL7m(0, *6 — 17')

RL . s (- 0 +ir, =) --- Rl (0 +ir,0)

R (=0 +ir,—0) - RY (0 +ir,0)]

- [RLN(—Q, 0 —ir) Ry (0 +im,—0) R, 5—(—0, 0 — i)
t . t .
R]\lfi_g’l(—ﬁ +ir,—0)--- Ril(—ﬁ +ir, —0)

-----

Ry w(0.0 —ir) R (0 +ir,0)Ry 5=5(0, —0 —ir) Ry— | (=0 +i7.0)
t .
R (=0 + i, 9)}

v [T (o™ o) T (—oy TP (0)] (2.37)

7777
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2.3. Quantentransfermatrix

0 —ir

0 +ir

—0 —ir

—0 +ir

—0 +ir

Abbildung 2.4.: Graphische Darstellung des approximierten statistischen Operators py.;, und Defi-
nition der Quantentransfermatrix. Sowohl die horizontalen als auch die vertikalen
Enden sind periodisch geschlossen.

wobei ¢; die Transposition im ersten Raum bezeichnet, also Rb gg = Rgg. In der letzten Zeile wurde
die Definition der Quantenmonodromiematrix

T2"™M(\) = R; (). 0 — ir)R!

v, (0 T R, (A, —0 — iT) R

N_g,j("g +im, ) -
t .
. Rij(—e +ir, A)  (2.38)

verwendet. Die zugehérige Transfermatrix, die sogenannte Quantentransfermatrix, ist definiert durch
tQTM () = tr; TOTM()) . (2.39)

Diese Konstruktion lasst sich auch graphisch verstehen. Das zugehorige zweidimensionale Gitter zu
PN, L ist in Abbildung 2.4 zu sehen. Die Multiplikation der Transfermatrizen erfolgt hierbei von oben
nach unten, daher ist auch die Quantentransfermatrix, die mit dem gestrichelten Kastchen umrahmt
ist, in dieser Reihenfolge zu lesen. Betrachtet man das Gitter aus dieser um 90° gedrehten Perspektive,

13



2. Grundlagen

so wird nur eine Transfermatrix, ndmlich die Quantentransfermatrix, zur Beschreibung des Gitters
benétigt.
Die Zustandssumme lésst sich nun mit Hilfe der Quantentransfermatrix ausdriicken

Z5, = lim tri,... L pN,L = lim [tQTM(—G)tQTM(G)]L/2, (2.40)
N—o0 N—oo

welche die Bestimmung der freien Energie erlaubt

f=-Tlim lim In(Z) (2.41a)
l—o00 N—o0
B N . In(ZL)
= Tl s Jim fim = (2:415)
.1 QTM QTM
= — lim 51n [A§" (=0)A§ (9)]. (2.41¢)

Hierbei ist verwendet worden, dass die Grenzwerte fiir L und N vertauschen [85,86] und dass der
grofite Eigenwert A(C)’?TM der Quantentransfermatrix vom néachstfithrenden Eigenwert durch eine
endliche Liicke getrennt ist.

Der Grund dafiir, dass die Quantentransfermatrix fiir das weitere Vorgehen niitzlich ist, ist da-
durch begriindet, dass sie ebenfalls eine Darstellung der Yang-Baxter-Algebra zur R-Matrix (2.9) ist.
Damit lassen sich die Eigenwerte mittels des algebraischen Betheansatzes bestimmen. Mit

oy K .
L0 m) = {Rﬁ‘s e s g ea)

R" 75%(# - )\)eji Jj ungerade
lasst sich die Quantenmonodromiematrix schreiben als
TOM () = LM, 0 — im) LY (N, 0+ i) LS (A, =0 — im) LY (A, —0 + i) - -
LM =0 +ir) . (2.4)
Da R eine Losung der beziiglich Raum 1 transponierten Yang-Baxter-Gleichung ist
Ros(n— v) Ry (A = RN = v) = R5(A = )Ry (A — p)Ros(p —v),  (244)

ist L9"M auch fiir ungerade j eine Darstellung der Yang-Baxter-Algebra zur selben R-Matrix, so-

J
dass sich tiber die Co-Multiplikation
Rix(\, )T )T (1) = T2 () TP (V) Ry (A, 1) (2.45)

ergibt.
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Teil 1.

Ein neuer Zugang zum
Sine-Gordon-Modell
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3. Das Sine-Gordon-Modell als
Kontinuumslimes des 6-Vertex-Modells

In der Literatur sind unterschiedliche Gittermodelle bekannt, die das Sine-Gordon-Modell oder dqui-
valent das massive Thirring-Modell als Kontinuumslimes enthalten. Zum einen lasst sich das mas-
sive Thirring-Modell als Grenzfall des 8-Vertex-Modells bzw. der XYZ-Kette finden [8, 70], zum
anderen als Grenzfall des 6-Vertex-Modells mit Hilfe des sogenannten Lichtkegelansatzes [22, 98].
Fir das Sine-Gordon-Modell existiert eine weitere Gitterregularisierung, das Gitter-Sine-Gordon-
Modell, siehe [79] bzw. das Lehrbuch [63] und darin enthaltene Quellenangaben.

Im diesem Kapitel wird ein neuer Zugang prasentiert, der eine Kombination der beiden erstge-
nannten Kontinuumslimes darstellt. Ausgangspunkt ist das 6-Vertex-Modell, jedoch erfolgt der Zu-
gang zum Hamiltonoperator Giber die logarithmische Ableitung der Transfermatrix, wie es bei der
XYZ-Kette der Fall ist. Dies erlaubt eine Berechnung der thermodynamischen Eigenschaften des
Sine-Gordon-Modells, bei der nur die algebraische Struktur des 6-Vertex-Modells benétigt wird. Dies
ist zwar auch im Gitter-Sine-Gordon-Modell der Fall, jedoch sind dort die Eintrage der L-Matrix kei-
ne Zahlen, sondern Operatoren. Daher lasst es sich nicht einfach als inhomogenes 6-Vertex-Modell
auffassen.

Das Sine-Gordon-Modell ist definiert durch die Lagrangedichte

L= %GM(I)(‘)“@ — JXQO (1 —cos(B®)) , (3.1)

wobei ® ein kanonisches bosonisches Feld in 1+1-Dimensionen ist. Des Weiteren gilt 0 < 32 <
8. Fiir 32 > 8 ist die Energie pro Volumen nach unten unbeschrinkt und es gibt daher keinen
Grundzustand. Fiir 32 = /4 ist das Sine-Gordon Modell dquivalent zu relativistischen massiven
freien Fermionen. Zum Sine-Gordon Modell dquivalent ist das massive Thirring-Modell. Dieses ist
definiert iiber die Lagrangedichte

L= (i7", —mo) ¥ — T+ (U, ) (I9"9) : . (3.2)

Hierbei ist ¥ ein zweikomponentiges fermionisches Feld und ¥ = W0, Normalordnung bedeutet,
dass U rechts und W' links steht. Eine mogliche Wahl der Matrizen ; ist

Yo = ot A Y= ioY. (3.3)

Die kontravarianten y-Matrizen sind wie iiblich gegeben durch 47 = 77%~;,, wobei 77* der metrische
Tensor ist. my ist die nackte Masse der Fermionen und g die Kopplung. Es gilt ¢ = m — 32 /4 [62,64].
Dieser Zusammenhang ist nicht eindeutig, sondern hangt von der Normierung des Wechselwir-
kungsterms ab [19, 49, 81]. Hier wird die von Korepin benutzte Normierung verwendet, wie sie
auch im Lehrbuch [63] zu finden ist. Mit dieser ergibt sich als zuléssiger Bereich fir die Kopp-
lung —7m < g < 7. Fur g > 0 ist die Wechselwirkung repulsiv, wahrend sie fiir ¢ < 0 attrak-
tiv ist. Fir g = O entspricht das massive Thirring-Modell freien Fermionen mit einer relativisti-
schen Dispersionsrelation. Vergleicht man die zugehorigen Betheansatzgleichungen [7, 79], so gilt
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3. Das Sine-Gordon-Modell als Kontinuumslimes des 6-Vertex-Modells

fiir die Massen des massiven Thirring-Modells und des Sine-Gordon-Modells der Zusammenhang
mo = sin(y) M3 /4. Der Hamiltonoperator des massiven Thirring-Modells lautet

l
H = /d:c [i\lﬁazc’)x\if +moUT oW + 290 Wi W,y | | (3.4)
0

wobei [ die Lange des Systems in Kontinuum bezeichnet. Fiir diesen Hamiltonoperator, den Impuls-
operator

l
P=—i / dz 0o, v (3.5)
0
und den Teilchenzahloperator
l
Q= / dzUtw (3.6)
0

lassen sich gemeinsame Eigenfunktionen konstruieren, die es erlauben, das Eigenwertproblem des
Hamiltonoperators auf ein quantenmechanisches M -Teilchen-Problem abzubilden [63]

M
H = ' {ia?xj + moaf] + 29 Z dx; — ). (3.7)
j=1 i<k

Dieses ist mittels des Koordinaten-Betheansatzes 1osbar [7]. Die Betheansatzgleichungen lauten fiir

periodische Randbedingungen eines Systems der Lange !

efilmo sh(2X;)

M .
()M sh(A; — A +1i7)

i=1,...,.M 3.8
ISh(A]—)\k—l’}/)7 ] ) ) i ( )

mit v = (7 + g)/2. Hierbei ist der Spektralparameter so gewahlt, dass fiir g > 0 die zum Grundzu-
stand gehorenden Betheansatzzahlen auf der reellen Achse liegen. Energie und Impuls sind gegeben

durch

M

E=—mg) ch(2))), (3.92)
=1
jM

P=—mo)» sh(2)). (3.9b)
j=1

Wird das 6-Vertex-Modell, bzw. die zugehorige Transfermatrix (2.14), mit v; = (=)0, n = iy
und L = [¢ betrachtet, so lassen sich die Betheansatzgleichungen fiir das massive Thirring-Modell
reproduzieren [98]. Hierbei bezeichnet § die Gitterkonstante. Die Masse m geht tiber den Stagge-

rungsparameter
1 2

ein. Das hier betrachtete Gitter ist in Abbildung 3.1 dargestellt.
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A+0 - - - - - - -

Abbildung 3.1.: Zum Sine-Gordon-Modell gehérendes gestaggertes Gitter, die horizontalen Enden
sind periodisch geschlossen.

Mit der obigen Wahl der Parameter ergibt sich aus Kapitel 2.2, dass die zum Pseudovakuum
0) = [1)®* gehérenden Eigenfunktionen gegeben sind durch

aA) =1 A dA) = [b(A—0)b(A+0)]%/2. (3.11)

Wobei hier L als gerade vorausgesetzt wurde, genauer gesagt ist es fir den weiteren Verlauf notig,
dass L/2 gerade ist. Damit der Grundzustand durch reelle Betheansatzzahlen gegeben ist, ist es
erforderlich, eine Verschiebung der Betheansatzzahlen durchzufithren

{Ai}) = B(A —iv/2) - B(Awm — 17/2)[0) - (3.12)

Damit ergibt sich aus (2.25)

sh(hj — 0+1y/2)sh(\; + 0 +i7/2) 152 Fosh(hy—Ae+1y) .
sh(\j — 0 —iy/2) sh(); +0—iw/2)} B _kl;Il sh(\j — A —1v)’ =
(3.13)
Im Kontinuumslimes, d.h. § — 0 mit festem [ = Ld, folgt
M .
e—ilmsin(fy) sh(2x;) _ H Sh()‘j — Ak + 1’}/) (3.14)

Pt sh(Aj — Ay —1y)’
was mit (3.8) nahezu iibereinstimmt. Hierbei wurde vorausgesetzt, dass stets ¢ > \; Vj gilt, was
auch im Folgenden immer als giiltig angenommen wird. Der zusétzliche Faktor sin(+y) ist offensicht-
lich nicht von weiterem Belang. Das zuséatzliche Vorzeichen im Vergleich zu (3.8) entspricht einem
Faktor —1 in der Zweiteilchenstreuung. Dies ist genau der Unterschied zwischen einer fermionischen
und einer bosonischen Formulierung, bzw periodischen und antiperiodischen Randbedingungen. Die
Randbedingungen sind fiir den thermodynamischen Limes nicht relevant und haben somit auch kei-
nen Einfluss auf die Thermodynamik. Dieses Resultat ist bereits bekannt [22,98], allerdings lasst sich
in dem bisherigen Zugang zum Hamiltonoperator keine Quantentransfermatrix einfiihren'.

"Dort gilt der Zusammenhang e'2°* = ¢(8)t~!(—#) zwischen der Transfermatrix des 6-Vertex-Modells und dem Hamil-
tonoperator des massiven Thirring-Modells.
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3. Das Sine-Gordon-Modell als Kontinuumslimes des 6-Vertex-Modells

In dem hier betrachteten Kontinuumslimes ergibt sich der Hamiltonoperator iiber die logarithmi-
sche Ableitung der Transfermatrix. Es gilt

. Jisin(y) 0
H = %1_% 5 X In(t(A + 0)t(A —0) |x=0 (3.15)

mit J = «/(7sin(7y)d). Unter Verwendung von (2.26) findet sich fir die Energie, ausgedriickt durch
die Betheansatzzahlen,

1
<sh()\j — 0 —iy/2)sh(\; — 0 +1iv/2)

1
+sh()\j + 6 —iy/2)sh(N\j + 0 + 17/2)> (3.16)

J sin?(v) M
E=—lim 222
550 2 Jz_:l

und nach Durchfithrung des Kontinuumslimes

27 sin(y)m M
P=—-—— "7 . ]
- Zchm]) (3.17a)
7=1
M
= Zso(/\j). (3.17b)
j=1
Aus (3.14) lasst sich der Impuls einer einzelnen Anregung ablesen zu po(A) = —msin(y) sh(2)).

Damit ergibt sich im Kontinuum fiir bare excitations* die Dispersionsrelation
g2 = M?c* + pic? (3.18)

mit ¢ = 2v/7 und M = mmsin(vy)/27y. Dies ist in Ubereinstimmung mit dem Zugang aus der
XYZ-Kette [34].

3.1. Dispersionsrelationen auf dem Gitter und im Kontinuum

Die auf den ersten Blick irritierende Tatsache, dass als Kontinuumslimes einer kritischen Theorie
auf dem Gitter, dem 6-Vertex-Modell, eine massive Theorie gefunden werden kann, lasst sich durch
Betrachtung der Dispersionsrelation auf dem Gitter verstehen.

Der Impuls k:g der bare excitations auf dem Gitter ist durch die Betheansatzgleichungen (3.13),
genauer gesagt durch die Beziehung

kgL _ [ShOA =0 +17/2) sh(A +0 +i7/2) L/2 -
~ |sh(A =6 —iy/2)sh(A + 0 — iv/2) ’ .
gegeben. Die zugehorige Energie ist durch (3.16) bestimmt
€G()\) __7 sin(7y) 1
0 27 sh(A — 0 —iy/2) sh(A — 0 4+ iy/2)
" : (3.20)
sh(A+0 —i7/2)sh(A + 0 +17/2) )~

*Zwar gibt es im Deutschen den Begriff der ,nackten Anregung®, jedoch gibt es keine gebrauchliche deutsche Ubersetzung
fir dressed energy, sodass hier aus Konsistenzgriinden ebenfalls der englische Begriff verwendet wird.
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3.1. Dispersionsrelationen auf dem Gitter und im Kontinuum

Die einfachste Methode, die Dispersionsrelation herzuleiten, besteht darin, die Polstellen der Funk-
tionen zu betrachten. Da sich im Kontinuumslimes eine relativistische Dispersion ergeben soll, muss
das Quadrat der Energie 5 eingehen. Diese hat Polstellen erster und zweiter Ordnung an den Stellen
A = £(0 +iv). Weil sie aber eine gerade Funktion ist, ist es ausreichend, die Polstellen A = 6 =+ i~y
zu betrachten. Zusammen mit der Tatsache, dass es jeweils Pole erster und zweiter Ordnung gibt,
sind vier Koeffizienten zu bestimmen. Die gleiche Analyse auf Polstellen wird fiir die Funktionen
e§, cos(2k§), cos(4k§') und § cos(2k§’) durchgefiihrt, wobei hier 7-periodische Funktionen als
Ansatz gewahlt werden, da das Gitter periodisch fiir Ubernachste-Nachbarplatze ist. Dies ist in Ab-
bildung 3.1 zu sehen, wo direkt zu erkennen ist, dass die Einheitszelle aus 2 x 2 Gitterplatzen besteht.
Mit dem Ansatz, (§')? linear durch diese vier Funktionen auszudriicken

2
<fy512n7r(fy)€§> =—A(0,7) <'ys12n7r('y)EOG) — B(0,7) <7812n7r('y)€g> cos(2k§)
+C(0,7) [cos(2k§) — cos(27)] + D(8,7) [cos(4k§) — cos(47)] . (3.21)

ergibt sich ein lineares Gleichungssystem fiir die vier Koeffizienten. Die Terme —C'(6, ) cos(27)
und —D(8,) cos(47) sind durch die Tatsache motiviert, dass die Energie £§ fiir A — 400 ver-
schwindet, wihrend kS in diesem Limes gegen 4y geht und sorgen dafiir, dass der Ansatz in diesem
Grenzfall erfiillt ist. Nachdem das lineare Gleichungssystem fiir die Koeffizienten in obiger Glei-
chung gel6st ist, muss anschliefend die gefundene Identit4t (3.21) verifiziert werden. Nach Auflésen
der quadratischen Gleichung ergibt sich die Dispersionsrelation fiir bare excitations zu

6 = _VSZ;(V) (A(0,7) + B(6,7) cos(2k§)) + %Z;m [(AO‘), 7) + B(6,7) cos(2k§))*

+4(C(, v)(cos(2k§) — cos(2y)) 4+ D(0,~)(cos(4kS) — cos(4’y)))2} i , (3.22)

wobei A, B, C, D rationale Funktionen in e*? und e*" sind

_ 4cos(y) 1 1 1
A6 =520y + sz <sh(26 i) T eh(26+ m))

+ Sml(’y) (cth(20 + iy) — cth(20 — iy)) ,  (3.23a)
~ —2sh(26) 1 1
B(0,7) = sin2(7) <sh(20 +1i7v) * sh(26 — i”y)) ’ {3.235)
~ 4cos(v)sh(20) 1 1 4
C6,7) = sint(v) (sh(29 +iy) + sh(260 — i7)> a sh(26 + iv) sh(20 — i)
21 ch(26) 1 1
sin®(7) (Sh(29 +iy)  sh(20 — i'y)>
2ish(20) ch(26 + iv) ch(20 —iv)
TS m) <sh(29 T i7)sh(20 —y)  sh(20 + i7)sh(20 — m)) I
und
2
D(Q,f‘y) . —2sh (29) (3.23d)

~ sin?(y) sh(20 + iv) sh(20 — iv)
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3. Das Sine-Gordon-Modell als Kontinuumslimes des 6-Vertex-Modells
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Abbildung 3.2.: Die Dispersionsrelation fiir bare excitations auf dem Gitter fir m = 1,y = § und
§ = 0.01 in den Gittervariablen £§ und k.

In Abbildung 3.2 ist diese Dispersionsrelation beispielhaft fir m = 1,y = % und 6 = 0.01
gezeigt. Die Gitterkonstante § geht iiber die Inhomogenitét ¢ ein. Im linken Bild ist die Dispersi-
onsrelation fiir die ganze Brillouin-Zone gezeigt, wahrend in der rechten Abbildung der Bereich um
den Ursprung vergrofiert dargestellt ist. Hierbei ist zunéchst auffallig, dass es nach wie vor kritische
Anregungen gibt, namlich bei k§' = . Diese sind jedoch durch die Staggerung des Gitters und die
Tatsache, dass die logarithmische Ableitung der Transfermatrix ¢(\) nicht fiir A = 0, sondern an den
Stellen A = £0 ausgewertet wird, vom Ursprung weg und néher zum Rand hin verschoben. Dies ist
dhnlich zum Zugang iiber die XYZ-Kette?, in dem der Spektralparameter, der fiir die XYZ-Kette ver-
wendet wird, so verschoben wird, dass der neue Ursprung sich am vorherigen Rand der elliptischen
Funktionen befindet und deren Periodizitit ausgenutzt wird [34]. Im Bereich um den Ursprung ist
im linken Bild in Abbildung 3.2 gut zu erkennen, dass dort eine Anregungsliicke vorhanden ist.

Um verstehen zu konnen, wie die auf dem Gitter stets vorhandenen liickenlosen Anregungen
im Kontinuumslimes verschwinden, muss der Zusammenhang zwischen Impuls und Energie auf
dem Gitter und im Kontinuum beachtet werden. Es gilt ¢§ = deff und kS’ = 0k{S, daher muss
diese Ersetzung in der obigen Dispersionsgleichung (3.22) vorgenommen und um 6 = 0 entwickelt
werden. Das fithrt auf die Relation

sin(y)mm . 2y (3.24)
2y T '

e = /M2 4 (K22 + 00), M =
im Kontinuum. Sie stimmt mit der Dispersionsrelation (3.18), die direkt in den Kontinuumsvariablen
hergeleitet wurde, in fithrender Ordnung in ¢ tiberein.

Um den Effekt der Reskalierung der Energie- und Impulsvariablen besser verstehen zu kénnen, ist
in Abbildung 3.3 die exakte Dispersionsrelation auf dem Gitter (3.22) unter Verwendung der Kon-
tinuumsvariablen dargestellt. Hier wurde wiederum m = 1 und v = 7/3 gewahlt und es sind die
Kurven fir 6 = 0.01 und § = 0.0001 zu sehen. Des Weiteren ist die Kurve (3.24) fiir den Grenzfall
0 — 0 abgebildet. Hierbei ist im linken Bild zu erkennen, dass sich die Dispersionsrelationen global

*Eine kurze Beschreibung, wie das Sine-Gordon-Modell als Kontinuumslimes des XYZ-Kette konstruiert werden kann,
findet sich im Anhang A.2.
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3.1. Dispersionsrelationen auf dem Gitter und im Kontinuum
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Abbildung 3.3.: Die Dispersionsrelation fiir bare excitations auf dem Gitter fiir m = 1 und y = § in
den Kontinuumsvariablen /¢ und k.

betrachtet stark unterscheiden. Insbesondere ist das zuléssige Intervall fiir den Impuls umso kleiner,
je grofler die Gitterkonstante ist. Allerdings ist hier auch fiir relativ grofle Werte des Impulses eine
gute Ubereinstimmung der Kurve im Kontinuumslimes mit derjenigen fiir § = 0.0001 zu erken-
nen. Die liickenlosen Anregungen existieren auch nach der Umskalierung weiter, wie die Kurve fiir
6 = 0.01 zeigt. Im rechten Bild ist zu sehen, dass fiir sehr kleine Werte des Impulses die Kurven fiir
die unterschiedlichen Gitterkonstanten innerhalb der Genauigkeit der Abbildung tibereinstimmen,
sich ab |k{| ~ 5 jedoch unterscheiden.

Dies bedeutet, dass es auf dem Gitter stets kritische Anregungen gibt, welche jedoch mit kleiner
werdender Gitterkonstante zu immer grofier werdenden Impulsen im Kontinuum gehéren. Sollen
also Resultate einer Rechnung auf dem Gitter mit denen einer Rechnung im Kontinuumslimes ver-
glichen werden, so muss gewahrleistet sein, dass ¢ klein genug ist, damit nur der asymptotische
Bereich der Dispersionskurve fiir die Rechnung relevant ist.

Das Sine-Gordon-Modell besitzt als Quantenfeldtheorie eine ultraviolette Divergenz. Dies be-
deutet, dass der fiir Rapiditaten zuldssige Bereich auf ein endliches Intervall beschrinkt werden
muss. Die erforderliche Regularisierung lasst sich auf unterschiedliche Arten durchfiihren, siehe
[8,63,70,79,98]. Sie ist durch die Forderung bestimmt, dass die Dichtefunktion bei 7'=0 endlich sein
muss, bzw. dass die zugehorigen physikalischen Anregungen, die sogenannten dressed excitations,
eine endliche Masse haben. Dies kann sich zum einen dadurch umgesetzt werden, dass das Integra-
tionsintervall in den linearen Integralgleichungen fiir den Grundzustand endlich ist und die nackte
Masse mg in Abhangigkeit von den Integrationsgrenzen exponentiell verschwindet [63]. Zum ande-
ren kann dies im Zugang des gestaggerten 6-Vertex-Modells auch dadurch erreicht werden, dass der
Parameter 0 reskaliert wird [98]. Hier soll das zweite Verfahren verwendet werden. Das reskalierte

0 lautet
2
9:7m<>, (3.25)
T mo

wobei m die renormierte Masse der physikalischen Anregungen bezeichnet. Im weiteren Verlauf
wird daher dieses reskalierte § verwendet. Um dies zu begriinden, wird die lineare Integralgleichung
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3. Das Sine-Gordon-Modell als Kontinuumslimes des 6-Vertex-Modells

der dressed density vor Durchfithrung des Kontinuumslimes betrachtet. Sie lautet

1 T 1
PP () + o / Kiy (X — 10)p% () = I [Kiw/2()‘ —0) + Kiyja(A + 0)] . (3.26)
" K, = Sh(217) 3.27
T ish(A +7n)sh(A —n) (3.27)
und hat fiir 7/2 < v < 7 die Lésung
Gy — L 1
=7 [ch(w ) T EG0) | e

Hieraus ergibt sich unmittelbar, dass der Kontinuumslimes mit 6 aus (3.25) wohldefiniert ist und das
Resultat
PO = 2™ (T (3.29)
Y Y
liefert, wobei hier ebenfalls die Beziehung p© = 6p* fiir die Dichte auf dem Gitter und im Kon-
tinuum gilt. Fir 0 < v < 7/2 missen fiir den Grundzustand auch Strings von Betheansatzzahlen
berticksichtigt werden [62].

Der Vergleich der dressed excitations auf dem Gitter mit denen im Kontinuum kann damit analog
zu dem der bare excitations erfolgen. Die zugehorigen Rechnungen sind analog zu denen der XXZ-
Kette, wie sie beispielsweise im Lehrbuch [63] zu finden sind.

Fir die dressed energy auf dem Gitter ergibt sich

G(n) = - = =

2 [ch(g(A —0) " ch(Z(A+0))

, (3.30)

und der zugehorige Impuls ist gegeben durch

ch(Z6
KGN = —% [W — 2arctan (shgjr)\;>] . (3.31)

Hier ist die Herleitung der Dispersionsrelation einfacher als fiir die bare excitations, da sich die
Beziehung zwischen Impuls und Spektralparameter leicht invertieren lasst. Damit ergibt sich die
Dispersionsrelation auf dem Gitter zu

1 1 1
e == +
2 \ cn [arsh (ch(ge) tan(kG)) - ge} ch [arsh (ch(ge) tan(k:G)) v ge}
(3.32)
Im Kontinuumslimes lauten die zugehorigen, mit der Gitterkonstanten reskalierten Gréfen,
eK(\) = —mch(ZN) (3.33)
v
und -
KX () = —msh(;k) . (3.34)
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Abbildung 3.4.: Die Dispersionsrelation fiir dressed excitations auf dem Gitter fir m = 1,y = §
und § = 0.01 in den Gittervariablen ¢% und k¢.
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Abbildung 3.5.: Die Dispersionsrelation fiir dressed excitations auf dem Gitter fiir m = 1und v = §
in den Kontinuumsvariablen e% und k%.

Fir die Dispersionsrelation folgt

e = +£1/m2 + (EK)2. (3.35)

Damit erfiillen auch die dressed excitations eine relativistische Dispersionsrelation, allerdings mit
der Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1, die sich von derjenigen der bare excitations unterscheidet. Dies ist
analog zu den Anregungen der XXZ-Kette [32].

In den Abbildungen 3.4 und 3.5 ist die Dispersionskurve (3.32) auf dem Gitter fiir die dressed ex-
citations zu sehen. Die beiden Abbildungen entsprechen den obigen Abbildungen 3.2 und 3.3 fiir die
bare excitations. Abbildung 3.4 zeigt die Dispersionsrelation als Funktion der Gittervariablen £ und
kC fiiry = m/3,m = 1und 6 = 0.01. Auch hier gibt es fiir grole Impulse, genauer bei k& = +7/2,
lickenlose Anregungen auf dem Gitter, wie im linken Bild zu sehen ist. Es entsteht jedoch eine An-
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3. Das Sine-Gordon-Modell als Kontinuumslimes des 6-Vertex-Modells

regungsliicke im Bereich kleiner Impulse, wie das rechte Bild zeigt. Im Vergleich zu Abbildung 3.2
ist auffallig, dass fir die dressed excitations die beiden Zweige der Energie symmetrisch beziiglich
der Achse €¢ = 0 sind, was fiir die bare excitations nicht zutrifft.

Abbildung 3.5 zeigt die Dispersionsrelation auf dem Gitter (3.32) in den Kontinuumsvariablen €
und kX fiir verschiedene Gitterkonstanten, sowie die exakte Losung (3.35) im Kontinuumslimes.
Hier ist im linken Bild, analog zum linken Bild in Abbildung 3.3 fiir bare excitations, zu erkennen,
dass die Dispersionsrelation global betrachtet von der Gitterkonstanten abhéngig ist. Fiir Werte des
Impulses in der Néhe des Ursprungs konvergiert sie gegen die Losung im Kontinuumslimes, wie das
rechte Bild zeigt. Hierbei ist im Vergleich zu den Kurven fiir die bare excitations in Abbildung 3.3
auffillig, dass die Kurven fiir § = 0.01 und = 0.0001 bei den dressed excitations erst bei deutlich
grofieren Werten des Impulses voneinander abweichen.

K
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4. Nichtlineare Integralgleichungen fiir das
Sine-Gordon-Modell

In diesem Kapitel werden nichtlineare Integralgleichungen fiir den im vorigen Kapitel dargestell-
ten Zugang zum Sine-Gordon-Modell hergeleitet. Dabei wird sowohl der Grundzustand mittels der
gewohnlichen Transfermatrix, als auch die freie Energie mittels des Quantentransfermatrixzugangs
aus Kapitel 2.3 behandelt.

4.1. Thermodynamik

Zuerst sollen die Integralgleichungen, die die Thermodynamik beschreiben, diskutiert werden. Hier-
bei gibt es eine Unterscheidung in Abhangigkeit von der Wechselwirkung zu beachten, namlich die
Fille 0 < v < /2 und 7/2 < v < 7. Dies ergibt sich bereits aus den zu berechnenden Hilfsfunk-
tionen. Zunichst wird die Hilfsfunktion

T e —imp(r it + 1) Qz — 1) (4.1)

definiert. Die fiir eine numerische Behandlung geeigneten Funktionen sind fiir 0 < v < 7/2 durch
b(z) =a(z+iy/2) A b(z)=1/a(z —ivy/2) (4.2)
gegeben, wihrend fiir 7/2 < v < 7 die Funktionen

b(z) =alz+i(r —7v)/2) A b(z)=1/a(z —i(m —7)/2) (4.3)

definiert werden. Diese Unterscheidung ist prinzipiell auch bei einem auf den vertikalen Linien nicht
gestaggerten Gitter, wie es bei der XXZ-Kette vorliegt, notig. Dort ist es jedoch so, dass unter Aus-
nutzung der Symmetrie Hxxz(J,A) ~ Hxxz(—J,—A) der Bereich fir 7/2 < v < m durch
Einfithren eines negativen Kopplungsparameters .J bzw. einer negativen Temperatur auf den Bereich
0 < 7 < m/2 abgebildet werden kann. Die resultierenden Gleichungen erweisen sich typischerwei-
se als besser geeignet fiir numerische Berechnungen [57]. Fiir das Sine-Gordon-Modell ist dies nicht
moglich, sodass diese Flle hier getrennt behandelt werden miissen.

Hier soll als erstes der Fall 0 < v < m/2, d.h. repulsive Wechselwirkung, besprochen werden.
Die zugehorige Rechnung ist analog zu derjenigen fiir die gewohnliche Transfermatrix des 6-Vertex-
Modells [60] und wird im Anhang A.1 skizziert.

Im Prinzip l4uft die Anderung darauf hinaus, dass die Inhomogenitit DT'(x) der Gleichungen fur
ein auf den vertikalen Linien homogenes Gitter, welches der XXZ-Kette entspricht, durch (DT(x +
0) + DT (x — 0))/2 ersetzt wird und zusatzlich der Kontinuumslimes durchzufiihren ist. Somit
lauten die nichtlinearen Integralgleichungen nach dem Trotter-Limes und vor Durchfithrung des
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4. Nichtlineare Integralgleichungen fiir das Sine-Gordon-Modell

Kontinuumslimes fir 0 < y < 7/2

_ Jmsin(y) 1 1
Inb(z) =— T2 [Ch(:@ 1 0) T ch(Z(z — 9))]
+ %K «1In(1+b)(z) — %fﬁ #In(14b)(z), (44a)
— _JﬂSiH(’Y) 1 1
Inb(z) = T2~ [ h(%(:v-l-@)) (:(x_e))]

+ %K *In(1+ b)(z) — %K* «In(1+b)(z). (4.4b)

Hierbei bezeichnet * eine Faltung

frg(a / fa—y (45)
und
T sh(E -k
K(:c)/ 2eh(TT Vk)ch(%k)e dk (4.6a)

K*(z) = K(z +iy7) (4.6b)

die Integrationskerne. vy~ bezeichnet ein infinitesimal verkleinertes . Dies ist fiir die numerische
Behandlung der Gleichungen, die grofitenteils im Fourierraum erfolgt, ohne Relevanz. Fiir eine ge-
nauere Begriindung sei auf den Anhang A.1 verwiesen. Im Kontinuumslimes ergibt sich dann

intb(z) =~ oh(Ta) + S K (14 0)(x) — 5 KT (L4 B)(@), (47
Inb(z) = —% ch( x) + 217TK xIn(1+b)(z) — %K‘ «In(1+b)(x). (4.7b)

Hierbei findet sich das von der XXZ-Kette vertraute Verhalten, dass die Inhomogenitét der Integral-
gleichungen durch e /T gegeben ist, wobei ¢ die dressed energy (3.33) bezeichnet.

Bei der freien Energie ist im Vergleich zur XXZ-Kette zusatzlich zu beachten, dass fiir die Berech-
nung der freien Energie die Quantentransfermatrix nicht an der Stelle Null, sondern an den Stellen
46 auszuwerten ist, vergleiche Gleichung (2.41c). Es ergibt sich fiir die freie Energie vor Durchfiih-
rung des Kontinuumslimes

o0

f= —# / QSh(g( )2 }ig )cosz(ﬁk)dk
- 4TV5 [ch(”(; — 7)) + ch(”(;+ ) In ([14b(x)] [L+b(z)])dz. (48)
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4.1. Thermodynamik

Dies geht fiir § — 0 in

mT T _
f=eo— 27_/ (T n ({1 + b)) [1+5(2)]) da (49)
iber. Dabei ist -
Ly ( ) 2

die divergente Grundzustandsenergie.

Nun sollen die nichtlinearen Integralgleichungen fiir 7/2 < v < 7, d.h. attraktive Wechselwir-
kung, besprochen werden. Die zugehérige Rechnung findet sich im Anhang A.1. Sie ist im Vergleich
zur Rechnung fiir 0 < v < m/2 nur leicht zu modifizieren. Die nichtlinearen Integralgleichungen
im Kontinuum lauten

Inb(z) = 7 ch( " (z +ir/2)) + %K fIn(1+6)(z) %fﬁ fIn(1408)(z),  (411a)

30

= 1 — 1
Inb(x) = % Ch(§(x —in/2)) + %K xIn(1+b)(z) — %K_ *In(1+b)(z). (4.11b)
Der Integrationskern K auf der Diagonalen ist wiederum durch (4.6a) gegeben, wiahrend die nicht-
diagonalen Eintréige der Kernmatrix' gegeben sind durch

Kz)=K(z+i(r—v)7). (4.12)

Im Vergleich zu den Gleichungen (4.7) fir 0 < v < 7/2 ist hier vor allem zu beachten, dass die In-
homogenitaten nicht mehr rein reell, sondern im Allgemeinen komplexwertig sind. Dariiber hinaus
unterscheiden sich die nichtdiagonalen Integrationskerne K* leicht von K¥ in (4.7). Die Inhomo-
genititen unterscheiden sich jedoch nur durch eine Verschiebung des Spektralparameters, genauer
gesagt durch einen zusitzlichen Imaginarteil, der sich fiir b und b unterscheidet. Diese Modifikation
ist am einfachsten im Fourierraum zu erkennen, in dem sich diese Anderung nur durch einen zusétz-
lichen Faktor e**(7=7/2) bemerkbar macht, vergleiche die Gleichungen (A.15) und (A.16) mit (A.23).
Die freie Energie ist dann gegeben durch

mT 7 T . T . —
f=e+ 27_4 [ch(fy(m +im/2))In(1 + b(x)) + Ch(;(m —in/2))In(1+ b(x))| dz, (4.13)

wobei e die gleiche Form hat, wie im Fall 0 < v < /2, und somit durch (4.10) gegeben ist.
Die Ausdriicke fiir die freie Energie fiir die beiden Parameterbereich unterscheiden sich durch die
Integrationskerne, bzw. durch die Tatsache, dass das Argument der Kerne hier verschoben ist. Die-
se Verschiebung entspricht derjenigen der Inhomogenitdten der nichtlinearen Integralgleichungen.
Wird dieser Ausdruck als Faltung betrachtet

F=eo+ ? ch(’y(a; = im/2)) *In(1 4 6)(0) + ch(_ (@ + im/2) + In(1 +B)(0)| , (419

'Diese Bezeichung der Integrationskerne als diagonale und nichtdiagonalen Eintrige der Kernmatrix erklirt sich direkt,
wenn in (4.11) die Hilfsfunktionen als Eintrége eines Vektors aufgefasst werden. Die einzelnen Faltungen lassen sich dann
als Faltung einer Kernmatrix mit dem Vektor der Funktionen In(1 4 b) und In(1 + b) auffassen.
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Abbildung 4.1.: Die spezifische Wéarme fiir das Sine-Gordon-Modell fiir m = 1 und verschiedene
Kopplungen, wobei die spezifische Warme eines Gases massiver freier Bosonen ab-
gezogen wurde.

so ist die folgende Struktur zu erkennen. Die Inhomogenitéten der einen Hilfsfunktion, beispielsweise
In b, gehen als Integrationskerne der anderen Hilfsfunktion, hier entsprechend In(1 + b), in die
Berechnung des Eigenwertes bzw. der freien Energie ein. Dies ist fiir 0 < y < 7/2 natiirlich auch
der Fall, da dort die Inhomogenitéaten fiir beide Integralgleichungen identisch sind. Diese Struktur
findet sich aber auch bei Integralgleichungen, die bei der Berechnung von Korrelationsfunktionen
auftreten®.

Auffallig an diesen nichtlinearen Integralgleichungen fiir die Thermodynamik ist, dass diese Inte-
gralgleichungen mit einer kleinen Einschrinkung® genau denen entsprechen, die in [23,24] fiir das
Sine-Gordon-Modell mit endlicher Lange bei 1" = 0 gefunden wurden, wenn die Lange [ mit der
inversen Temperatur 1/7 identifiziert wird. Dieses Phidnomen soll im nichsten Abschnitt genauer
besprochen werden.

Hier sei zunédchst noch angemerkt, dass sich die obigen Resultate fiir die freie Energie auch aus
dem Zugang iiber die XYZ-Kette ergeben. Die zugehorige Rechnung findet sich im Anhang A.2.
Schlief3lich lassen sich die oben gewonnenen Integralgleichungen auch numerisch mit Hilfe der fast
Fourier transformation auswerten und erlauben beispielsweise die Berechnung der spezifischen War-
me. Hierbei wird nicht die freie Energie numerisch differenziert, sondern die obigen Gleichungen
(4.9) und (4.13) werden explizit differenziert. Dabei treten neue Hilfsfunktionen auf, die wiederum
lineare Integralgleichungen erfiillen, in die die urspriinglichen Hilfsfunktionen b und b als duflere
Parameter eingehen. Dies ist fir die XXZ-Kette und einige thermodynamische Koeffizienten bei-
spielsweise in [95] explizit dargestellt. In Abbildung 4.1 ist fiir einige Werte von vy die spezifische
Wirme ¢ = —T92 f zu sehen. Hierbei wurde die spezifische Wirme, wie sie sich fiir ein Gas freier
relativistischer Bosonen mit Dispersion

w? =m? + k> (4.15)

*Siehe hierzu die Gleichungen (6.17) und (6.24) in Kapitel 6.2.
*Die in der freien Energie auftretende Konstante kann nicht direkt mit der in der Grundzustandsenergie auftretenden
Konstanten in [23,24] verglichen werden, da sich der Kontinuumslimes jeweils nicht explizit durchfiihren lasst.

30



4.2. Endliche Linge im Kontinuum

ergibt, abgezogen. Diese ist gegeben durch [75]
[ W dk
- T? | 4sh®(w/2T)2m "

—00

(4.16)

Fiir grofie Temperaturen fallen die Kurven langsam auf Null ab, wéhrend sie fiir 7" — 0 exponentiell
verschwinden. Die Kurve fir v = 47/5 findet sich auch in [34] und stimmt bei entsprechender
Skalierung mit der hier gezeigten tiberein. Um die berechneten Kurven unabhangig von der Masse
m darzustellen, muss die Skalierung 7'/m und ¢/m vorgenommen werden.

4.2. Endliche Lange im Kontinuum

In diesem Abschnitt soll das Verhalten des Sine-Gordon-Modells fiir Systeme endlicher Lange bei
T = 0 untersucht werden. Dies ist von besonderem Interesse, um die Ubereinstimmung der nicht-
linearen Integralgleichungen fiir die Thermodynamik mit denen fiir den Grundzustand innerhalb
eines Zugangs zu verstehen. Das fiir diese Rechnung relevante Objekt ist nicht wie im vorherigen
Abschnitt die Quantentransfermatrix, sondern die gew6hnliche Transfermatrix, wie sie in Kapitel 2.2
eingefithrt wurde. Die Eigenwerte der Operatoren und eine geeignete Verschiebung fiir den Bethe-
vektor sind bereits in den Gleichungen (3.11) und (3.12) angegeben worden. Damit lassen sich analog
zu der in Anhang A.1 gezeigten Rechnung fiir die Quantentransfermatrix die entsprechenden nicht-
linearen Integralgleichungen fiir die gewohnliche Transfermatrix herleiten. Dies ist genau die Rech-
nung, wie sie urspriinglich in [60] fiir die nicht gestaggerte Transfermatrix zu finden ist. Daher wird
hier auf eine genauere Darstellung verzichtet. Auflerdem beschrankt sich die folgende Diskussion
auf den Fall 0 < v < 7/2, da sich alle Argumente auf den Fall 7/2 < v < 7 iibertragen lassen und
eine Behandlung beider Fille nur zu einer Verdopplung fithren wiirde.
Zunéachst wird die Hilfsfunktion

ofo) = |

(4.17)

sh(z 4+ 0 —iy/2)sh(z — 0 —iv/2) Ljz X sh(z — A\ +17)
sh(z + 0 +iy/2)sh(z — 0 +1iv/2) 1sh(:n—)\k—ify)

definiert. Ausgehend von dieser Hilfsfunktion werden dann wie in (4.2) die Hilfsfunktionen b und b
definiert. Fiir diese ergeben sich dann vor dem Kontinuumslimes die Integralgleichungen

Inb(z) = g [m [th(:(x + 9))} +1In [th(i(x - 0))”

+ %K *In(1+b)(z) — %K‘*‘ *In(1+b)(z), (4.18a)

Inb(z) = g [m [th(:(x + 9))} +1n [th H

s K*ln( +B)( )—%K‘*ln(l—i—b)(z). (4.18b)
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4. Nichtlineare Integralgleichungen fiir das Sine-Gordon-Modell

Sie unterscheiden sich anhand ihrer Inhomogenitaten von den entsprechenden Gleichungen fiir die
Thermodynamik (4.4). Im Kontinuumslimes jedoch ergibt sich fir festes | = L¢

Inb(z) = —m ch(%x) + %K £ In(1+b)(z) — %K* fIn(1+6)(x), (4.19)
Inb(z) = —ml ch(%x) + %K *In(1+b)(z) — %K* *In(1+b)(z). (4.19b)

Dieses Resultat stimmt mit der Identifizierung [ = 1/7 mit (4.7) iiberein.

Ahnliches gilt fiir die Grundzustandsenergie. Hierfiir muss noch der zum Grundzustand gehéren-
de Eigenwert der Transfermatrix berechnet werden. Die Herleitung erfolgt analog zu derjenigen fiir
den grofiten Eigenwert der Quantentransfermatrix und resultiert in

e—_ll i (TF2’Y k C082
z))  ch(Z(0+x)) B
‘”5/ Lh2 ) ShQ(%(0+z)) In ([1+6@)] [1+5(x)]) dv (420)

vor Durchfithrung des Kontinuumslimes. Obiger Ausdruck fiir die Grundzustandsenergie unterschei-
det sich durch die Integrationskerne von der Gleichung (4.8) fiir die freie Energie. Wird jedoch der
Kontinuumslimes durchgefiihrt, d.h. § — 0, so geht (4.20) in

e—leo—/ch ([1+06(z)] [1+b(x)]) dz (4.21)

tiber mit eg aus (4.10). Ein Vergleich mit der freien Energie (4.9) liefert dann mit der Identifizierung
[ = 1/T fiir das Sine-Gordon-Modell die Identitit

e—f)T. (4.22)
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5. Korrelationsfunktionen des
Sine-Gordon-Modells

In diesem Kapitel wird die Darstellung von Korrelationsfunktionen bei endlichen Temperaturen
mit Hilfe von Vielfachintegralen, wie sie fiir die XXZ-Kette in [38] gefunden wurde, auf das Sine-
Gordon-Modell tibertragen. Der Zugang zur Thermodynamik tiber die Quantentransfermatrix er-
laubt es, Korrelationsfunktionen von lokalen Operatoren auf dem Gitter mit Hilfe des algebraischen
Betheansatzes zu berechnen. Dazu werden auf dem Gitter Korrelationsfunktionen vom Typ

—BH v (1) (k—j+1)
J k T L5 try,..z (e7P%) .

betrachtet, wobei j,k € {1,..., L} und j < k gilt. X,(,? ) bezeichnet einen beliebigen lokalen Ope-
rator auf dem Platz m. Hierbei wurde der Kontinuumslimes § — 0, der fiir das Sine-Gordon-Modell
notwendig ist, zunéchst nicht beriicksichtigt, sondern der zugehorige Hamiltonoperator auf dem
Gitter betrachtet. Der Kontinuumslimes wird spéter an geeigneter Stelle wieder eingebaut. Unter
Zuhilfenahme von (2.37) lasst sich obiger Ausdruck umschreiben zu

(1), yk—i+1)
(57 )

try, o (TR (018 (0) - R (0) X[V - x Y]

N,L=o0 try,....(pN,L)
(Vo tr(TOTM (—0) X D) tr(TOTM () X)) ...

(5.2)

(LM () X ) (TOTH (9) X 1) [y
k+1—j3)/2
(Ag™ apagm )"

Hierbei bezeichnet Wy den normierten Eigenvektor zum gréfiten Eigenwert AOQTM der Quanten-
transfermatrix t27™ und TQTM jst die zur Quantentransfermatrix gehérende Monodromiematrix
(2.38).

Insbesondere soll im Folgenden die sogenannte erzeugende Funktion® [43]

s

exp(pQ1s) = exp(5 Y (1 - 7)) (53)

i=1

Die Bezeichnung kommt daher, dass exp(pQ1,s) fiir die XXZ-Kette erlaubt, die zz-Korrelationen mittels diskreten Git-
terableitungen zu berechnen [38].
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5. Korrelationsfunktionen des Sine-Gordon-Modells

betrachtet werden, die mit der topologischen Ladung des Sine-Gordon-Modells [28]
2
Q%Y (—z,x) = 3 [®(x) — ®(—x)] + D2z (5.4)

verbunden ist. Dabei bezeichnet D die Teilchendichte. Der entsprechende Operator im massiven
Thirring-Modell ist durch

xT

QMIM (g ) = / dy ¥ (y) T (y) (5.5)

—T

gegeben [42]. Unter Ausnutzung der Translationsinvarianz der betrachteten Modelle folgt
Q(—.’B/Q’ :L'/Q) = lim Ql,s:x/5 . (5'6)
0—0

Hier wird explizit deutlich, dass zur Berechnung eines endlichen Abstands im Kontinuum eine un-
endliche Anzahl an Gitterpldtzen betrachtet werden muss.
Die zur erzeugenden Funktion gehorende Korrelationsfunktion ist gegeben durch

(W] [(A(=0) + oD(=0))(A(0) + ¢D(9))** ¥
<eXP(SDQ17S)>T:J\;£noo< ol [(A(-0) Qs;M( ))(QT(M) 905/2( N7 | Wo)
(AT (-0)a8™ )
wobei die Operatoren A und D die Diagonalelemente der Monodromiematrix sind. Die rechte Seite

dieser Gleichung kann nicht direkt berechnet werden, stattdessen wird eine inhomogene Version
dieses Ausdrucks betrachtet. Zunéchst wird jedoch eine verdrehte Quantentransfermatrix

t,(A\) = A(N) + @D()) (5.8)

definiert. Der Einfachheit halber wurde hier die Kennzeichnung QT M weggelassen. Aus der Yang-
Baxter-Algebra (2.45) folgt, dass die verdrehten Quantentransfermatrizen ¢, fiir festes ¢ ebenfalls
eine kommutierende Familie bilden

, (5.7)

[t@()\), tcp(/i)} =0. (5-9)
Fiir eine beliebige Menge {{} = {{;}7_,&; € C wird die Funktion

o (l{eh) = (ol | [T te@) | |T] 10" (&) ] 1W0) (5.10)
j=1 j=1

definiert. Diese hangt wegen (5.9) symmetrisch von den {; ab. Somit lasst sich die erzeugende Funk-
tion tiber

(e?@re) = lim li(ril)jeq)N (pl{&}) (5.11)

N—o0 &

berechnen. Der Limes &, — (—)?6 wird analog zum Fall der XXZ-Kette als homogener Limes
bezeichnet.
Fiir die erzeugende Funktion im Kontinuum gilt damit
g"Q(‘”E/Q’f”/2)> = lim li lim @ 5.12
<e p = o Jim lim @y (P{€}) (5.12)
wobei s = x/4 ist. Die Strategie der folgenden Rechnung ist, zuerst @ (p[{{}) mittels des alge-
braischen Betheansatzes zu berechnen und das Resultat auf eine Form zu transformieren, die die
Durchfithrung des Trotterlimes und des homogenen Limes erlaubt. Fiir den Kontinuumslimes stellt
sich jedoch heraus, dass dieser nur am Punkt freier Fermionen explizit durchfiihrbar ist.
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Abbildung 5.1.: Die kanonische Kontur C fiir das kritische 6-Vertex-Modell mit 0 < vy < 7/2

5.1. Herleitung der Vielfachintegraldarstellung

Zunichst wird zur Beschreibung des grofiten Eigenwertes der Quantentransfermatrix eine Darstel-
lung mittels nichtlinearer Integralgleichungen benétigt. Diese unterscheiden sich von denen in Kapi-
tel 4.1 dadurch, dass die Integration nicht auf geraden Linien stattfindet, sondern durch eine Kontur
in der komplexen Ebene gegeben ist. Mit einer im Vergleich zur XXZ-Kette analogen Rechnung [58]
findet sich fir die Hilfsfunktion a aus (4.1) die Integralgleichung im Trotterlimes

Ina(\)

_ J < sin?(y) n sin?(y) >
2T \sh(A+0)sh(A+ 60 +iy) = sh(A —0)sh(A — 0 +iy)

_ %Kw()\ —w)In(1 +aw)) (5.13)

c

mit K, aus (3.27). Die Kontur C ist fiir den Fall 0 < v < 7/2 in Abbildung 5.1 zu sehen. Der Inte-
grationsweg verlauft innerhalb des Streifens [—i7y/2,1v/2] um die reelle Achse herum und schliefit
sich jeweils im Unendlichen. Fir den Fall 7/2 < v < 7 sind die begrenzenden Geraden durch
+i(m — 7)/2 gegeben.

Der grofite Eigenwert der Quantentransfermatrix lasst sich als Konturintegral mittels der Hilfs-
funktion a ausdriicken

dw

InA(N) = / gKiv/Q()\ —w—1v/2)In(1 4 a(w)) . (5.14)
C

Die Herleitung der Vielfachintegraldarstellung fiir die erzeugende Funktion ist bis auf kleine Ab-
weichungen analog zu der fiir die XXZ-Kette, daher werden hier nur die Anderungen benannt:

« Die Eigenwerte a und d der Operatoren A und D unterscheiden sich im Vergleich zur XXZ-
Kette, vergleiche (2.16), gehen aber nur iber die Hilfsfunktion a in die resultierende Formel

fir die Korrelationsfunktionen ein.

+ Der homogene Limes unterscheidet sich dadurch, dass die {; in diesem Grenzfall nicht gegen
Null, sondern gegen (— )76 gehen.
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5. Korrelationsfunktionen des Sine-Gordon-Modells

Somit ergibt sich vor Durchfithrung aller Grenzfille, d.h. Trotter-Limes, homogener Limes und Kon-
tinuumslimes, der folgende Ausdruck fir die erzeugende Funktion bei endlicher Trotter-Zahl

s

(s—n)p dw] ] dz; 1
IEICHED . H/ 27 1 + /sz)(zj)
I

n=0

- Sh(w]‘ — 2k — i"}/)
det,, M (wj, 1) dety, i 2k) . (5.15
8 jlk_[1 sh(z; — 2, — i) ¢ (wj, 1) detn, G(wj, z) - (5.15)

Die darin auftretenden Funktionen sind definiert durch

GONE) = iiol€ ~ A +i9/2) / iy - ) o 516
n h o o
M(A, ) =Ky 2 (A — §+1 HM
=1
n h o + . )
+e lKl,\//Q(f )\ + 1 ll:Il ﬁm (517)
und
* sh(A—¢&)
b(\) = B S — .
W Hl sh(A —¢&; — 1) (5.18)

Des Weiteren bezeichnet I eine einfach geschlossene Kontur um die Punkte £6 innerhalb der Kontur
C, so dass alle &; in I" liegen. Die Notation det,, f(x;, yx) ist eine abkiirzende Schreibweise fiir
det [f(z;, yk)]j,k:1,,,_7n'

Bevor genauer auf die durchzufithrenden Grenzwerte eingegangen wird, ist in (5.15) auffallig, dass
sich der Faktor e(*~™% im Grenzfall s — oo nicht gutartig verhalt. Dieser Limes ist aber notwendig,
um eine endliche Lange im Kontinuum zu erhalten. Gliicklicherweise gibt es eine alternative Dar-
stellung der Korrelationsfunktion, die nicht die Hilfsfunktion a sondern @(\) = 1/a(\) verwendet,
welche nicht dieses Problem besitzt. Eine ausfithrliche Darstellung, wie diese aus (5.15) hergeleitet
werden kann, findet sich in [76].

Zunéchst ergibt sich fiir die Hilfsfunktion @ im Trotterlimes die Integralgleichung

o sin?(¥) sin?(¥)
lna(d) = 2T (sh()\ +6)sh(A+ 0 — iy) + sh(A —0)sh(A — 0 — ify))
+ ngw(/\ W) In(1 +a(w)), (5.19)

C

mit der Kontur C aus Abbildung 5.1. Die Funktion G lasst sich ebenfalls als Losung einer linearen
Integralgleichung, die die Funktion @ statt a enthélt, auffassen

G(w,§)

Tral) (5.20)

d
GONE) = —iFip s\~ €+1/2) = [ S2Kn (A - )
C
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5.1. Herleitung der Vielfachintegraldarstellung

Die erzeugende Funktion fiir endliche Trotterzahl unter Verwendung der Hilfsfunktion a lautet [38]

s

" [ dw; dz; 1
oy (pl{&)) = Z H 2ml+a]o)JJ)/27Tib(2j)

n

sh(wj — 2 +17)
X 11:[1 sh(z; — 21, +17) det,, M (wj, z1) det,, G(wj, z) (5.21)
‘]7 —

(A=¢& +1v)

Auffallig ist hierbei zunéchst, dass die Trotterzahl NV weder in Gleichung (5.15) noch (5.21) explizit
eingeht, einzig die Hilfsfunktionen a bzw. @ hingen von der Trotterzahl ab. Der Trotterlimes lasst
sich jedoch in den Integralgleichungen leicht durchfithren und ist in (5.13) und (5.19) bereits erfolgt.
Die Inhomogenititen gehen nur iiber die Funktionen b und b ein, sodass sich auch dieser Grenzfall
explizit durchfithren lasst

N =1]] W (5.22)
j=1

— sh(A — ) sh(A +6) o/2
b(\) = : :
(W) <sh()\ —0+1iy)sh(A+ 60 +iv) )
Somit gilt
oy, =3 O [t shiw; —0)sh(w; +60) )"
T nh)?2 |4 27i(1 + a(w; sh(wj — 0 +iv) sh(w; + 0 + iy
n=0 Jj=lc I ! ’
x ﬂ/ dz; (sh(z — 0 +1iy) sh(z; + 0 +i7) | */?
. 27i sh(zj — 0)sh(z; + 6)
]Zlf
11 sh(w; — 21, + i7) det,, M (w;, zi) dety, G(wj, z) . (5.24)

sh(z; — 2 +17)

Leider erweist sich der Kontinuumslimes fiir das Sine-Gordon-Modell als Problem. Der Grund dafiir
ist, dass die fir die Herleitung der Vielfachintegrale verwendeten Funktionen, diejenigen sind, die
den bare excitations entsprechen. Diese sind aber nicht kompatibel mit dem reskalierten 6 (3.25).
Das Problem tritt explizit sowohl bei der Inhomogenitat der nichtlinearen Integralgleichung fiir @ in
(5.19), als auch bei der Funktion b auf. Fiir die Inhomogenitit gilt in diesem Limes

(2
_ 8Tsin°(y) oo sh(2\ + iv) (5.25)
2T
mit 2/
Y/ ™
—— <m> . (5.26)
2
Betrachtet man den Anteil, der von der Gitterkonstanten abhéangt
2v/m
—26 mo
5.27
Jem % o — 5 ( 5 > ) (5.27)
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5. Korrelationsfunktionen des Sine-Gordon-Modells

so ist deutlich, dass er sich nur fiir v = 7/2 gutartig verhalt, d.h. weder verschwindet noch diver-
giert. Ahnliches trifft auf die Funktion

1 —2e72 ch(2)) (=/26)
1 —2e=20 ch(2) +i2y)

zu. Firr diese ist der Grenzfall 6 — 0 nur fiir ¥ = 7/2 wohldefiniert. Damit ist es zwar gelungen, den
Formalismus der Darstellung von Korrelationsfunktionen durch Vielfachintegrale auf das zum Sine-
Gordon-Modell gehdrende Gitter anzuwenden, jedoch ist es abgesehen vom Punkt freier Fermionen,
d.h. v = 7/2, nicht méglich, den Kontinuumslimes explizit durchzufithren. Der Fall freier Fermionen
wird im folgenden Abschnitt genauer besprochen.

b(\) ~ (5.28)

5.2. Korrelationsfunktionen am Punkt freier Fermionen

Am Punkt freier Fermionen v = m/2 vereinfachen sich die obigen Formeln drastisch. Dieser Um-
stand wurde bereits in mehreren Féllen ausgenutzt. In [78] wurde der Fall freier Fermionen mit
klassischer Dispersionsrelation als Grenzfall des Bosegases betrachten und in [54] der Fall freier Fer-
mionen auf dem Gitter als Spezialfall der XXZ-Kette. Die Rechnungen hier sind analog zu diesen
Fallen. Die Funktionen aus dem vorigen Abschnitt lauten

a(A) =exp(—imsh(2X)/T), (5.29a)
—2
G(\6) :m . (5.29b)
eap — 1 - h — Zl
M(X§) = h(2) — 26) ll;[l ) (5.29¢)
5()\) = exp(—xzmch(2}))), (5.29d)

wobei bei @ und b der Kontinuumslimes bereits durchgefiihrt wurde. Hierbei gilt es, zwei Besonder-
heiten zu beachten. Zum einen haben die Integralgleichungen eine explizite Losung, zum anderen
werden die zwei Summanden der Funktion M in (5.17) proportional zueinander. Letzteres erlaubt es
fir v = 7 /2, die in (5.21) auftretenden Determinanten zusammenzufassen zu

“ sh(w; — 2 +in/2)
—1)" J det,, M (w;, z1,) det,, G(wj,

1 2
= (e = 1)" |det, —| . (5.30
(e )" | detn sh(w; — 2) (5:30)
Damit vereinfacht sich der obige Ausdruck (5.21) fiir die erzeugende Funktion im Kontinuumslimes
zu

n

<e¢Q(*I/2,x/2)> — Z (e —1)" H/ dw; e—mch(2w;)
T (n!)? i(1 + exp(—im Sh(2w])/T)
c

n=0 =1

<.

n

dZ' h(2 1 2
X H 1 gum ch(2z;) [det"s . (5.31)

g 27i h(w; — 2x)
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5.2. Korrelationsfunktionen am Punkt freier Fermionen

Um das Ergebnis noch weiter auswerten zu konnen, ist es aber sinnvoll, zunichst weiter die Glei-
chung auf dem Gitter fiir endliches s vor Durchfithrung des Grenzwertes 6 — 0 zu betrachten. Die
Cauchy-Determinanten lassen sich in Produkte entwickeln

1 _ A(w)A(2)
sh(wj —2k) [} ko1 sh(w; — 2x)

det,, (5.32)

wobei die Notation

det,, e2«r(G—1) e (2/—n—1)
Alw) = H sh(wy, — w;) = [ 20 /e D = det,, [2(”—1)/2 (5.33)
J:

1<j<k<n

verwendet wurde. A ist somit proportional zu einer Vandermonde Determinante. Damit gilt

(e¥ — 1 dw;
() = Z H/ 27; : +

n=0

z 2w 22
H/dﬂ L 2wk

200,
=i 2w b(25) | I1jpe sh(wj — 21)

Wegen der Symmetrie des Integranden fiir alle z; kann unter dem Integral eine der Determinanten
A(z) durch das n!-fache Produkt der Diagonalelemente der zugehérigen Matrix ersetzt werden [54].
Daher kdnnen nacheinander die Integrale iiber z; in die andere Determinante hineingezogen werden

. H/ dz; 1 A2(z) (5.352)
"l 2mib(21) | [T} pen sh?(wj — 2x) .
1 2z(k+j—1-n)
— det,, / dz _ R . (5.35b)
271 5(2) 271 11y b — 2)

r

Der Ausdruck auf der rechten Seite konnte mittels des Residuensatzes ausgewertet werden. Es er-
weist sich jedoch als niitzlich, analog zu der Rechnung in [78] einige Umformungen in der Determi-
nante vorzunehmen

/dZ 1 (k+j—1—n)

det,, | [ == - _

271 p(z) 271 Hj o1 Sh*(w; — 2)
l_\ K

= det / dz 1 eI (% — ) [y (e% — o)

J 2mibe) 20~ Ty sh?(wi — 2)

1 dz 1 1
- m detn / %B(z) sh(z —w;)sh(z —wy) | (5.36)
r

Um das Integral in der Determinante explizit zu berechnen, ist es giinstig, die Kontur I' zu defor-
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5. Korrelationsfunktionen des Sine-Gordon-Modells
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Abbildung 5.2.: Das linke Bild zeigt die kanonische Kontur C im Fall freier Fermionen. Sie besteht aus

zwei Teilkonturen C4 und C_, die bei +im /4 parallel zur reellen Achse verlaufen. Im
rechten Bild ist die Deformation der Kontur I' zu sehen.

mieren. Dies ist im rechten Bild in Abbildung 5.2 zu sehen. Vergréflert man die Kontur I" immer
weiter, so miissen die Polstellen w; und wy, auf der Kontur C ausgeschlossen werden. Das ist durch
die Kontur I angedeutet. Alternativ kann die Kontur I iiber diese Stellen hinaus ausgedehnt werden,
dann miissen jedoch die Residuen an den Stellen w; und wy von dem Ergebnis abgezogen werden.

Das Integral iiber die vollstandig bis +im /2 ausgedehnte Kontur verschwindet, da der Integrand fiir
Argumente gegen +0o verschwindet und im-periodisch ist?

dz 1 1 1 1
/ 2rib(z)sh(z —wp)sh(z —an) D, s L(Z) sh(z — w;) sh(z — wp)

1" /\G{wj ,wk}
(5.37)
Hier kann nun leicht der Kontinuumslimes durchgefiithrt werden
1 1 eTmch(2w;) _ qzm ch(2wg)
Z res,—» { ] =
Ao} b(z) sh(z — wj) sh(z — wy,) sh(w;j — wy)
— oM ch(2w;)/2qzm ch(2wy) /2 sh [ZL’m(Ch(2w]') - Ch(QUJk))/2] . (5.38)

sh(w; — w)

Fir j = k stimmt die analytische Fortsetzung dieser Funktion mit den Residuen der Diagonalelemen-
te Uiberein, bei denen nur ein Pol zweiter Ordnung auftritt. Somit ergibt sich fiir die Determinante

M 2oy ch(2wy)

R(w) = N dety, V(wj, wg) (5.39)

mit sh [zm(ch(2w;) — ch(2wy))/2]
sh(w; — w)

V(wj,wg) = . (5.40)

% Hierbei ist zu beachten, dass die Funktion

1 (ch(@—)\)ch()\+9))s/2
b(\)  \sh(d —X)sh(A+0)

keine Polstellen aufler 6 in diesem Streifen der komplexen Ebene besitzt.
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5.2. Korrelationsfunktionen am Punkt freier Fermionen

Wird dies nun in die Gleichung (5.31) fiir die erzeugende Funktion eingesetzt, so findet sich

> — n —zmch(2w;)
©Q(—z/2,x/2)\ _ M / dw;j e 3 )
<e >T ng n! ]1_[1 271'1 1+ eXp —im Sh(QWJ)/T) A (W)R(W)

_ (]- - ecp)n - dwl

- nl 11 / o | detn Ve (wj, wi) (5.41)
n=0 [I=1¢

mit
! sh [ (ch(2w;) — ch(2wy))] \/ ]

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass fiir einen Integraloperator K mit Kernfunktion K (z,9),
der auf eine Funktion f wirkt

(K f)(x) = / ay I (2. 9) 1 (4) (5.43)

I

die zugehorige Fredholm-Determinante die Reihendarstellung

N o0 1 n
det(1+K) = > (] [ don | dets Kw ) (5.4
n=0 " [I=17%
besitzt [99], folgt
1-— e‘p
pQ(~2/2.2/2)\ _
<e >T det <1+ o VF> . (5.45)

Hierbei ist Vj der Integraloperator zum Kern Vi (wj, wi).

Abschlielend soll nun der Grenzfall T' = 0 betrachtet werden. Dazu wird die Kontur C bis auf
ihre moglichen Grenzen +in/4 ausgedehnt, wie es im linken Bild in Abbildung 5.2 dargestellt ist.
Dann gilt

(5.46)

1 B 0 fur)e C+
14 e msh@V/T ~ |1 furheC_

Die in diesem Limes iibrig bleibende Kontur C_ wird auf die reelle Achse verschoben, was in einer
Anderung des Integrationskerns

1 ) i sin [xm(sh(2w;) — sh(2wy))/2]
K (w.: — - 4 — 4) = 4
(wj, wrk) 27TiVF(wj im/4,w —in/4) 2 sh{w; — wp) (5.47)
resultiert. Somit lautet (5.45) im Grenzfall T'=0
0Q(—z/2,2/2)\ _ Y _ 1K
<e >T det (1 + (e 1)K) . (5.48)

Dabei bezeichnet K den zu K gehorenden Integraloperator. Dieses Resultat ist bereits bekannt [42],
jedoch auf alternative Art gewonnen worden. Mit Hilfe der Vielfachintegraldarstellung fiir Korrelati-
onsfunktionen war es somit moglich, den 7"=0-Fall auf endliche Temperaturen zu verallgemeinern.
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Teil I1.

Korrelationsfunktionen der massiven
XXZ-Kette
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6. Hamiltonoperator und Zugang zu den
Korrelationsfunktionen

In diesem Kapitel soll zunachst das behandelte Modell, die massive XXZ-Kette eingefiithrt und der fiir
die weitere Behandlung verwendete Zugang zu den statischen Korrelationsfunktionen kurz erldutert
werden.

6.1. Hamiltonoperator und Dichtematrix

Der Hamiltonoperator der XXZ-Kette ist gegeben durch

N
Hy=J Y (o70f+ol0f + Aloi0i - 1)) . (6.1)
j=—N+1

Die Operatoren 03, j = —N +1,..., N wirken lokal als Paulimatrizen, A = ch(n) ist der An-
isotropieparameter und J die Kopplungskonstante der Wechselwirkung néchster Nachbarn. Im Fol-
genden wird die XXZ-Kette im massiven antiferromagnetischen Regime, d.h. J/ > Ound A > 1
betrachtet.

Der Hamiltonoperator der XXZ-Kette kommutiert mit der z-Komponente des Gesamtspins

1 N
Sﬁ,:i Y o (6.2)
Jj=—N+1

Damit ist der statistische Operator unter Einbeziehung eines externen Magnetfeldes in z-Richtung
gegeben durch
o~ (Hn—hS3)/T

pn(T,h) = NhSZ)/T °

6.3
troNg1,.. N e~ (63)
Dieser beschreibt fiir endliche Temperatur 7" das System im thermischen Gleichgewicht.

Fir die Behandlung der XXZ-Kette im Rahmen des Betheansatzes ist der Zusammenhang mit der
in Kapitel 2.2 eingefithrten Transfermatrix von entscheidender Bedeutung. Er ist gegeben durch

Hy = 2Jsinh(n)% In(t(A)) [x=o0 - (6.4)

Dabei sind bei der Definition der zugehorigen Monodromiematrix in (2.13) die Inhomogenitaten
v; = 0 zu wahlen und es gilt L = 2/V.

Im thermodynamischen Limes L. = 2N — oo vereinfacht sich das System drastisch, da nur ein
Eigenzustand mit zugehérigem Eigenwert AOQTM der Quantentransfermatrix das thermische Gleich-
gewicht und damit auch alle statischen Korrelationen beschreibt, sieche Gleichung (2.41) in Kapitel
2.3 und [38].
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6. Hamiltonoperator und Zugang zu den Korrelationsfunktionen

Um den thermodynamischen Limes fiir den statistischen Operator (6.3) durchfithren zu konnen,
wird zunéchst die Dichtematrix

Dy (T, h) = ]\}gnoo tr N1, m-1mt1n42,...8 PN (T, R) (6.5)

fur einen endlichen Abschnitt [, n] der unendlichen Kette eingefithrt. Hierbei sind m und n (feste)
ganze Zahlen und es gilt m < n.
Eine fiir das weitere Vorgehen wichtige Eigenschaft ist

tr, D[m,n} (T,h) = D[m—‘rl,n] (T,h), try D[m,n] (T,h) = D[m,n—l] (T,h), (6.6)

welche es erlaubt, die Dichtematrix eines n — m langen Kettensegments aus der Dichtematrix eines
iiberlappenden n — m + 1 langen Kettensegments zu bestimmen.

Fir den Vektorraum W, der aus Operatoren im thermodynamischen Limes, die nur auf einem
endlichen Abschnitt der Kette nichttrivial wirken, besteht, lasst sich die Abbildung trfy,, ,,) : W —
(C?) BO=m D) ittels

trf O=...1u Lir Ltr,gq dtr o (6.7)
[m,n] e Um=275 Um-135 Un4l1l 35 WUn42.--. .

definieren. Diese Abbildung beschrankt die Wirkung eines beliebigen Operators O auf das Interval
[m, n]. Wegen (6.6) ist die Definition Z : W — C,

Z(0) = lim_trm, . n Dypp)(T,h) trfp, ) O (6.8)
m——0o0
n—oo
wohldefiniert und bestimmt den thermischen Erwartungswert eines Operators O im thermodyna-
mischen Limes. Damit hat das Funktional Z die Rolle des statistischen Operators im Vektorraum W.
Es stellt somit den Grenzfall fir py (6.3) im thermodynamischen Limes dar.

Das Funktional Z erlaubt eine Verallgemeinerung auf den Fall des 6-Vertex-Modells mit einem
zusitzlichen, die Unordnung bestimmenden Parameter . Dieses verallgemeinerte Funktional lasst
sich durch zwei unabhangige Funktionen ¢(v; ) und w(vy, v2; «) beschreiben [11, 46]. In diesem
Zugang ist der physikalische Anteil, d.h. der vom Hamiltonoperator bestimmt wird, vom algebrai-
schen Anteil, der durch die zugrunde liegende Struktur des 6-Vertex-Modells vorgegeben ist, klar
getrennt. In dieser Arbeit wurde der physikalische Anteil fiir die massive XXZ-Kette genauer un-
tersucht. Dazu ist es nétig, den Grenzfall « — 0 durchzufiithren. Hierbei tritt effektiv eine dritte
unabhéngige Funktion w’ auf.

Fir das Verstidndnis der im folgenden Abschnitt prisentierten Gleichungen und ihrer numeri-
schen Auswertung ist es nicht nétig, die fiir den algebraischen Anteil ndtigen Rechnungen im Detail
nachzuvollziehen. Dieses wurde bereits in [10] geleistet. Hier gentigt ein generelles Verstindnis des
Begriffs Faktorisierung im Zusammenhang mit Korrelationsfunktionen. Hierunter versteht man hier,
dass beliebige Korrelationsfunktionen durch eine endliche Anzahl von Nachbarkorrelationen, bzw.
zugehorigen Funktionen bestimmt werden. Um die physikalische Bedeutung der Korrelationsfunk-
tionen in den Vordergrund zu stellen, wird fiir den thermischen Erwartungswert der unendlichen
XXZ-Kette die einfache Notation (O)7j, = Z(O) verwendet.

Zunéchst soll jedoch noch ein kurzer Kommentar zum verwendeten Zugang zu den Korrelations-
funktionen, der in [13] entwickelten, sogenannten exponentiellen Form erfolgen. Dieser Formalismus
basiert auf einer Vermutung, zum einen fiir den physikalischen Anteil der Korrelationsfunktionen im
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6.2. Integralgleichungen fiir die massive XXZ-Kette

Limes oo — 0, als auch fiir den algebraischen Anteil der Einpunktfunktionen. Mittlerweile wurden,
auch fir a # 0, exakte Gleichungen hergeleitet, [11, 46], mit deren Hilfe im Grenzfall & — 0 die
hier verwendeten Gleichungen reproduziert werden kénnen [11]. Der algebraische Anteil fir bis zu
vier Gitterplatze, wurde in [10] auf verschiedene unabhéngige Arten kontrolliert. Einerseits wurde
mit der Hochtemperaturentwicklung der Vielfachintegrale [39] verglichen, andererseits mit direkten
numerischen Berechnungen. Ein weiterer Test findet sich in Kapitel 8.1. Damit folgt aus [11, 16, 46],
dass die exponentielle Form aus [10] fiir beliebige Abstédnde bei Magnetfeld Null und zumindest fiir
zwei Gitterplatze auch bei endlichem Magnetfeld giiltig ist.

6.2. Integralgleichungen fiir die massive XXZ-Kette

Wie im vorigen Abschnitt beschrieben wurde, bestimmen drei Funktionen w(v1, v2), w'(v1, v2) und
©(v) die statischen Korrelationsfunktionen der XXZ-Kette. In [13] wurde eine Beschreibung dieser
Funktionen mit Hilfe einer Hilfsfunktion a und einer verallgemeinerten Dichtefunktion G gegeben.
Diese sogenannte a-Formulierung ist geeignet fiir die Herleitung von Vielfachintegralen fiir Kor-
relationsfunktionen [38]. Aufierdem erlaubt sie die Hochtemperaturentwicklung der freien Energie
und der Korrelationsfunktionen [97] und liefert im 7" = 0 Grenzfall die gewohnlichen linearen In-
tegralgleichungen [38] (siehe auch Kapitel 8.4). Ein weiterer Vorteil dieser Formulierung ist, dass
der Unterschied in der Behandlung der massiven und der masselosen XXZ-Kette nur in der Wahl
unterschiedlicher Konturen in der komplexen Ebene besteht.

Fir numerische Berechnungen der freien Energie bzw. ihrer Ableitungen [56,57] oder kurzreich-
weitiger Korrelationsfunktionen mit Hilfe der Vielfachintegrale [10,18] ist eine andere Formulierung,
die sogenannte bb-Formulierung niitzlich. Diese benétigt zwar zwei Funktionen, die in den Bestim-
mungsgleichungen auftretenden Integrale beinhalten jedoch nur Integrationswege entlang der reel-
len Achse. In dieser Formulierung unterscheiden sich die Integralgleichungen fiir die masselose und
die massive XXZ-Kette. Der masselose Fall wurde in [10] behandelt. Im Folgenden soll der massive
Fall betrachtet werden.

Beginnend mit den Gleichungen fiir die a-Formulierung in [13] werden diese in die bb-Formulie-
rung transformiert. Dies erfolgt mittels diskreter Fouriertransformation und Faltungen und wurde
fir die Funktionen a und G bereits in [18] geleistet. Die Herleitung der im Folgenden gezeigten
Gleichungen ist im Anhang B dargestellt.

Grundlegend sind die nichtlinearen Integralgleichungen

Inb(z) =— % — 2J%Th(n)al(nr:) +K*In(1+b)(z) — £ xIn(140b) (z), (6.92)
Inb(z) :% — 2JbTh(n)d(:/c) +r*In(1+0) (z) — k" «In(1+b)(z), (6.9b)
1 /2

wobei f * g(x) = - /2
somit die Hilfsfunktionen sind durch die Integrationskerne &, £* und die Inhomogenititen deter-
miniert. Die Inhomogenititen sind durch den tatsachlich betrachteten Hamiltonoperator bestimmt,
wihrend die Integrationskerne durch die algebraische Struktur des zugrunde liegenden 6-Vertex-
Modells festgelegt sind. Demzufolge gehen die physikalischen Parameter Magnetfeld h, Kopplung J
und Temperatur 7" nur in die Inhomogenitaten der Integralgleichungen ein. Es zeigt sich, dass auch
die weiteren fiir die Berechnung der Korrelationsfunktionen notigen Funktionen nur iiber b und b

von diesen physikalischen Parametern abhangen.

dyf(z — y)g(y) eine Faltung bezeichnet. Diese Integralgleichungen und
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6. Hamiltonoperator und Zugang zu den Korrelationsfunktionen

Die Hilfsfunktionen b und b erlauben die Berechnung der freien Energie

f = —4J sh(n)x(0) — %d #In [(14b6)(1+b)] (0) (6.10)

und damit die Bestimmung thermodynamischer Groflen, wie beispielsweise der Entropie, siehe z.B.
[57,95].

Die Funktionen d und &, kT besitzen eine einfache Darstellung als Fourierreihen. Diese ergeben
sich direkt aus der Herleitung der Integralgleichungen und sind dariiber hinaus sehr gut geeignet fiir
die numerische Behandlung dieser Gleichungen,

o0 ei2kx
d(z) = — 6.11
@= Y T (6.112)

O e nlkl+2ikz

k(z) = Z
k

2 Seh(h) (x) = k(x+inT). (6.11b)

K

Zur Bedeutung des i~ sei auf den Anhang B verwiesen. Alternativ kénnen sie auch durch spezielle
Funktionen dargestellt werden. Fiir die Funktion d gilt

d(z) = 2 dn (QKx,in> , (6.12)

s s s

wobei dn(z, 7) eine Jacobische elliptische Funktion ist [2], und K das vollstandige elliptische Inte-
gral erster Art.

Der Integrationskern « ldsst sich durch die normierte trigonometrische Gammafunktion 7" aus-
driicken, die in [74] eingefithrt wurde. Um die Funktion 7" zu definieren, ist es niitzlich zuerst die
sogenannten g-Gammafunktionen [35]

Ty(z)=(1-¢)'* H T gotntt (6.13)
n=1
einzufithren. Damit ergibt sich dann mit ¢ = exp(—4n)
r,(1/2) 1 rz? 1—e 2
Tlr») — -4 _2 o m( = 6.14
(r52) = F Gz 1/2) eXp( SR R R (.19
und schliellich .
1 T(20; 55) T (205 =55 — 5
k(z) = —0,In ( 2’71 ( 2 f) (6.15)
2 [T g)reng -

Zusitzlich zu den Hilfsfunktionen b und b werden zwei weitere Paare von Funktionen benétigt
um w, w’ und ¢ durch Integralgleichungen beschreiben zu kénnen. Diese sind g;F und ¢’ f, welche
Losungen linearer Integralgleichungen sind, in die b und b im Integrationsmaf} eingehen

+ —

g (2) = —d(z — v) + ki * H‘?ﬁ(m) K 1;:}”5_1(3;) , (6.16a)
95 9

g, (x) = —d(x —v) + Kk * ; -|-VE_1 () — k1 * 0 +Vb*1 (x) (6.16b)
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6.2. Integralgleichungen fiir die massive XXZ-Kette

und

)
gi(@) = — sl —v) +1x —2(2) = 1" x —2(a)

140! 1+6
+ /
9 .9
+ K * — () — K~ % Y —(x), (6.17a)
1 + b 1 1 + b 1
g, (x)=—c_(x—v)+1x Iy (z) — 1T « 90 (z)
: 1+ " 1+b71
gy gy
= {C R e = {ONN S

Der neue Integrationskern ! und die Funktionen c*t, die in (6.17) auftreten, sind wie die obigen
Funktionen x und d durch ihre Fourierreihe gegeben

_ N osign(R)e oL -
l(x)—k; () F) =1z +in7), (6.18)

wobei hier die normale Konvention fiir die Vorzeichenfunktion sign(0) = 0 verwendet wurde und
e eink+2ikx

=4+ _— .
cx () k:ZOO 22 (6.19)

Die Funktionen w(v1, v2), w'(v1, v2) und ¢(v), die die inhomogenen Korrelationsfunktionen be-
stimmen, lassen sich als Integrale iiber die Funktionen g* und ¢’ * darstellen. Es gilt

't @ g
dx g5 (x g3 (x )
V)= — — - 6.20
o) / 27 <1+b(x)—1 L+ b(z)~! (6:20)
—7/2
mit 7 = —iv, welche als verallgemeinerte Magnetisierung betrachtet werden kann, da die Magneti-
sierung durch
1 1
m(h,T) = 3 <0‘;>T,h = —5@(0) (6.21)
gegeben ist. Dies ist die einzige unabhéngige Einpunktfunktion der XXZ-Kette. Die Funktion
~ gj' gf
= —4dk(p — U K, (g —11) —d -1 - % 6.22
w(vi, o) (Vg — i) + Ky(Pp — 1) — d * (1 Toi T ! +b_1> (72) (6.22)
mit (2
Ky(x) = 5= i ( 77.) . (6.23)
2sin(z + in) sin(z — in)
bestimmt die innere Energie [10]. Hier gilt wie oben und auch im Folgenden ©; = —iv;. Die letzte

Funktion, die zur Bestimmung der Korrelationsfunktionen benétigt wird, ist

W/(V1>V2) 4l(~ ~ ) I~/ (~ ~ ) d g/;_l + 9/1;1 (~ )
————= =4y — 1) — Lpy(e — 1) — %
n 2 e I+b "yt )

+
95 - 9 -
—C- — () —cy x —2(70), (6.24)

*
1+b7! 146
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isin(2z)

En(l‘) =

"~ 2sin(z + in) sin(z — in) (6.25)

Die physikalische Bedeutung von «’ ist nicht offensichtlich. Die Ableitung nach dem ersten Parame-
ter 0w’ (x,y)|z,y=0 geht in verschiedene Zweipunktfunktionen ein. Allerdings ist der Zusammen-
hang mit konkreten Zweipunktfunktionen abhéngig vom Anisotropieparameter, womit sich keine
generelle korrespondierende physikalische Gréf3e angeben l4sst.

In [10, 13] wurde gezeigt, dass es zur Berechnung der Korrelationsfunktionen notwendig ist, den
homogenen Grenzfall durchzufiithren. Dieser Grenzfall ist nichttrivial, da die Koeffizienten des al-
gebraischen Anteils Polstellen haben konnen, sobald zwei Inhomogenitéten iibereinstimmen. Diese
Singularitaten werden durch Nullstellen im Zahler, die aus Kombinationen der Funktionen w(v1, v2),
w'(v1, v2) und ¢(v) stammen, aufgehoben. Damit muss in diesen Fallen die 'Hospitalsche Regel an-
gewendet werden, womit sich dann Polynome in den Funktionen w(0, 0), w’(0,0), ¢(0) und ihren
Ableitungen beziiglich der Inhomogenitaten, ausgewertet an der Stelle Null, ergeben. Fiir diese Ab-
leitungen wird die folgende Notation eingefiihrt. Ableitungen nach dem ersten Argument werden
durch einen Index = dargestellt, Ableitungen nach dem zweiten Argument durch einen Index y und
die Argumente werden weggelassen. Damit ergibt sich zum Beispiel wyyy = 9,02w(, Y)|z,y—0-

Im néchsten Kapitel werden die transversalen und longitudinalen Zweipunktfunktionen,
(oFor) ), bzw. (ofof) ., fiir kurze Abstande diskutiert (n = 2, 3, 4). Der algebraische Anteil, d.h.
die Koeﬁzienten, die das Ausdriicken der Korrelationsfunktionen durch die Funktionen ¢, wund W’
erlauben, wurde in [10, 13] berechnet. Es gilt fir die Nachste-Nachbarn-Korrelationsfunktionen

/
(0703) 7, = cthin)w + = (6.262)

’ n

v w _ ch(npw;
= — - . 6.26b
<U10'2>T,h 2sh(n) m ( )
Die Gleichungen fiir die Ubernichste-Nachbarn-Korrelationsfunktionen lauten
z _z w.,t th(n) (wxx - 2wxy) Sh2 (n)wéxy
(o105) 7, =2cth(2n)w + —* + - , (6.272)
’ n 4 4n
1 ch(2n) ,  ch(2n) th(y)(wee — 2wzy) | Sh* (M)W,

103) 1 = — - - . (6.27b
<01 03>T,h Sh(277)w 277 Wy ] + 87] ( )

Fiir n = 4 gilt schlieBlich fiir die longitudinale Korrelationsfunktion

1
768¢* (—1+¢5) (1+ ¢2) n?

{o10%) 1

{384q4 (1+4%)° (5 — 44> + 5¢*) Pw
— 8 (14 ¢* (52 + 64¢% — 234¢" + 64¢° + 52¢° + ¢*2)) PPwsy
+192¢* (=14 ¢%)° (1 +4¢% + ¢*) nPwyy
+(-1+ ) (1 +¢") (1 +42 + ") 0’ [—4wzyyy + 6wmyy}

—768¢* (-1 — ¢* + ¢° + ¢*) 'y
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6.2. Integralgleichungen fiir die massive XXZ-Kette

416 (—14¢%)" (1+ 6¢% + 11¢* + 11¢° + 6¢° + ¢'°) 7wy
—2(=1+ )" (1+2¢% + 2¢* + ¢°) 1 wayyy
+8(=1+4%)" (1+4¢%) (1+6¢% + 34¢" + 64 + ¢°) n? [wj - wwzy]
+ (=1 — 4% — 22¢* — 12¢° + 12¢'° + 22¢'2 + 4¢™ + ¢'%) 2 [—mgy
+ 12wy wey + dwyWyyy — 12wywWeyy — dWeyyy + wamyy}
+16(-1+A) 1+ 1+ +dY)n [wyyw’y — wyw'yy + ww'xyy}
+(-1+ q4)2 (1+5¢° + 64" +5¢° + ¢°) [4wzyyyw,y = Bamyyw'y — 2wyyy'yy

+ 6w$yyw/yy + 2wyyw,yyy - 4wﬂcyw/yyy - 6wyywlwyy + 4wywlwyyy - QWW/:vxyyy}
3
+3(-1+ q4) (1+ @+ q4) [w’yyyw’wy — Wy’ gy + w’yw’myyy} } (6.28)

und fir die transversale

1
"~ 3072¢° (—1 + ¢%) 72

{ — 768¢° (1 +10¢* + ¢*) n*w

<U”fUI>T,h

+164% (=1 + ¢)% (31 + 564> — 30¢" + 56¢° + 31¢°) nw,y
— 962 (=1 + ) (34 5¢% — 4¢* + 5¢° + 3¢%) 12wy
+¢* (-1+ q2)4 (1+4¢* + q4) U [8W:vyyy - 12wmyy}
+ 192q2 (—3 — q2 — q4 + q8 + q10 + 3q12) nw’y
+8(=14¢%)° (1 —12¢> — 25¢* — 25¢° — 12¢° + ¢') 'y
+2 (=146 (14 2¢% + 24" + ¢°) 10 wayyy
+ 16q2 (—1 + q2)3 (17 + 7q2 + 7q4 + 17q6) 772 [wwmy — wzﬂ
+¢? (—5 —4¢% —13¢* +13¢% + 4¢'° + 5q12) n? [12w§y — 24wy Wy
— BwyWyyy + 24wyWzryy + 8Wweyyy — 12wwmyy}
+8(-1+ q2)4 (1-9¢* —8¢" —9¢° + ¢*) [wyyw’y — wyw'yy + ww/xyy]
+ (—1 + q4)2 (1 +5¢% + 6¢* + 5¢° + qs) n [—4wxyyyw'y + bwagyyw'y

+ 2wyyywlyy - Gnyyw/yy - wayw/yyy + 4W$ywlyyy + Gwyywlﬂcyy - 4wyw/wyyy + QWW/Myyy}
3
+3(-1+¢") 1+ +4") [—w'yyyw’wy + o yy yyy — w’yw'myyy] } , (6:29)

mit ¢ = €. Hierbei wird deutlich, dass die Lange der Formeln drastisch mit wachsendem Abstand
zunimmt.
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6. Hamiltonoperator und Zugang zu den Korrelationsfunktionen

Dies ist auch der Grund dafiir, dass dieser Zugang zu Korrelationsfunktionen bisher auf relativ
kurze Abstédnde beschrinkt ist, da die Formeln (6.28) und (6.29) mit Hilfe des Computers bestimmt
wurden und bisher kein einfaches konstruktives Verfahren zur Bestimmung der Koeffizienten exis-
tiert.

Die Ableitungen von g,(,i) und g'l(,i) beztglich v, die fiir die Berechnung der Korrelationsfunktio-
nen nétig sind, d.h fiir die zugehorigen Ableitungen von w und w’, sind ebenfalls durch lineare In-
tegralgleichungen gegeben. Diese erhélt man durch Differenzieren der Integralgleichungen fiir gl(,i)
und g'l(,i). Fiir die in diesem Kapitel behandelten Korrelationsfunktionen wurden sowohl die nichtli-
nearen Integralgleichungen fiir b und b als auch die linearen Integralgleichungen fiir g,(,i) und ¢’ l(,i)
und ihre Ableitungen numerisch mittels des fast Fourier transformation Algorithmus iterativ gelost.
Die Berechnung dieser Gleichungen erfolgt grofitenteils im Fourierraum, in dem die differenzierten
Integralgleichungen nur minimal zu modifizieren sind, sodass auf ihre Darstellung hier verzichtet

wurde.
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7. Thermodynamisches Verhalten der
Korrelationsfunktionen

In diesem Kapitel soll anhand einiger Abbildungen das thermodynamische Verhalten der Korrela-
tionsfunktionen beispielhaft gezeigt werden. Wie erwartet, ist bei tiefen Temperaturen das Verhal-
ten durch den Grundzustand dominiert. Daher ist es sinnvoll, sich zunichst das Phasendiagramm
des Grundzustands in der A-h-Ebene in Erinnerung zu rufen. Es lésst sich ausgehend von der
Betheansatz-Losung der XXZ-Kette (siche z.B. das Lehrbuch [88]) erhalten und ist in Abbildung
7.1 dargestellt. Das untere kritische Feld h. (die untere rote Linie) ist durch die Anregungsliicke ge-
geben [21,101], wahrend das obere kritische Feld, das Sattigungsfeld (die obere rote Linie), durch die
explizite Funktion hg = 4.J(1+ A) gegeben ist. Beides sind Phaseniiberginge zweiter Ordnung. Fiir
die hier untersuchte massive XXZ-Kette (A > 1) existieren also immer zwei Phaseniiberginge, die
sich auch bei tiefen Temperaturen in den Korrelationsfunktionen wiederfinden lassen.

12

10 + ferromagnetisch
massiv

antiferromagnetisch
kritisch

h)J

antiferromagnetisch
massiv R

Abbildung 7.1.: Phasendiagramm des Grundzustands der XXZ-Kette

Die Darstellung mittels der nichtlinearen bzw. linearen Integralgleichungen erlaubt eine prazise
numerische Bestimmung der Funktionen w, w’ und ¢ und damit der im vorigen Kapitel genannten
Zweipunktfunktionen. In den Abbildungen 7.2-7.5 sind einige Beispiele verbundener Zweipunkt-
funktionen dargestellt.

In den Abbildungen 7.2 und 7.4 sind in der linke Spalte jeweils die longitudinalen Korrelations-
funktionen (0{07) 7, — (05 ) 1, (07) 7, (0 = 2,3, 4) zu sehen, wihrend die rechte Spalte die trans-
versalen Korrelationsfunktionen (ofon)rn—{0T) 1, (00) 1 zeigt. Hierbei gilt es zu beachten, dass
die Beitrage der Einpunktfunktionen dank der Translationsinvarianz des Hamiltonoperators unab-
hangig vom Abstand sind. Fiir die longitudinale Einpunktfunktion gilt (0§)7;, = (07)r,n = 2m,
welche mittels (6.20) bestimmt werden kann. Alle anderen unabhéngigen (nichttrivialen) Einpunkt-
funktionen verschwinden dank der Erhaltung der z-Komponente des Gesamtspins, d.h. insbesondere
gilt (o)1,n = 0. Daher werden im weiteren Verlauf haufig Magnetisierung und Einpunktfunktion
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7. Thermodynamisches Verhalten der Korrelationsfunktionen
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Abbildung 7.2.: (o707) — (0f)(0%) und (o{ok) — (o) (o)) fur unterschiedliche Werte der Tempe-
ratur 7'/ J bei fester Anisotropie A = 2 furn = 2,3,4
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Abbildung 7.3.: (o50}) — (0f)(0j) fir verschiedene tiefe Temperaturen 7'/ .J und feste Anisotropie
A = 2. Die Magnetfelder liegen in der Néhe der kritischen Felder.

synonym verwendet. Die obige Notation fiir die transversalen verbundenen Korrelationsfunktionen
wird somit hauptsachlich verwendet, um konsistent mit der Notation fiir die longitudinalen verbun-
denen Korrelationsfunktionen zu sein.

In Abbildung 7.2 sind die Korrelationsfunktionen fiir A = 2 in Abhéngigkeit vom Magnetfeld
fur verschiedene Temperaturen zu sehen. Bei tiefen Temperaturen (7'/J = 0.01) ist die Prasenz
zweier kritischer Felder im Grundzustand deutlich zu erkennen. Fir A = 2 liegt das Sattigungsfeld
bei hy = 12J und das untere kritische Feld lasst sich zu h, =~ 1.55921.J berechnen. Die Kurven fiir
tiefere Temperaturen lassen sich in der hier gewahlten Auflosung praktisch nicht mehr von denen bei
T/J = 0.01 unterscheiden, sodass darauf verzichtet wurde diese darzustellen. Um den Einfluss des
Phasendiagramms des Grundzustands auf das Verhalten bei endlichen Temperaturen besser sehen zu
konnen, ist in Abbildung 7.3 die (6707)7 ), — (07) 7, (0F) ), Korrelationsfunktion fiir verschiedene
tiefe Temperaturen in der Umgebung der kritischen Magnetfelder dargestellt. Hier lassen sich die
Kurven fir 7'/J = 0.01 und 7'/J = 0.001 klar unterscheiden.

Fir Magnetfelder, die grofler als das Sattigungsfeld hy = 12J sind, ist die Korrelationsfunktion
konstant, da hier die Sattigung eintritt. Fiir Magnetfelder, die kleiner als das untere kritische Feld
sind, lasst sich ebenfalls ein konstantes Verhalten beobachten. Dies liegt an der Anregungsliicke.
Des Weiteren ist zu erkennen, dass der Ubergang zu konstantem Verhalten bei 7//J = 0.001 im
Vergleich zu der Kurve bei T'/J = 0.01 deutlich ausgeprigter ist. Im Bereich zwischen den beiden
kritischen Feldern, in dem das System masselose Anregungen besitzt, ist in Abbildung 7.2 nicht-
monotones Verhalten zu beobachten. Am deutlichsten ist dies bei der (0507)7;, — (07) 1, (09) 75,
Korrelationsfunktion, d.h. diejenige von den hier untersuchten Korrelationsfunktionen, die den gro§3-
ten Abstand zwischen den Gitterplatzen aufweist. Hier sind zwei lokale Extrema zu sehen, wenn die
Temperatur hinreichend klein ist. Bei relativ hohen Temperaturen dominieren die thermischen Fluk-
tuationen und die Korrelationen verschwinden. Dies ist beispielhaft in Abbildung 7.2 fiir den Fall
der Korrelationsfunktionen nachster Nachbarn (n = 2) in der Kurve fiir 7//J = 10 zu sehen. Fir
Ubernichste- und Uber-Ubernachste-Nachbarn-Korrelationsfunktionen (n = 3, 4) ist das Verhalten
ghnlich, sodass auf eine Darstellung verzichtet wurde.

In Abbildung 7.4 sind die Korrelationsfunktionen fiir verschiedene Magnetfelder in Abhéngigkeit
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7. Thermodynamisches Verhalten der Korrelationsfunktionen

Abbildung 7.4.: (o707) — (07)(0?) und (o] 0%) — (o) (o}) fur unterschiedliche Werte des Magnet-
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Abbildung 7.5.: Das linke Bild zeigt (070;) — (0f)(0j) fur verschiedene Magnetfelder h/.J und
feste Anisotropie A = 2. Das rechte Bild zeigt ebenfalls (050f) — (0f)(0}) fur
verschiedene Magnetfelder h/.J aber als Funktion der Anisotropie A bei T'/J =
0.01.

von der Temperatur dargestellt. Es wird wiederum die Anisotropie A = 2 betrachtet. Hier zeigt sich
fiir Magnetfelder mittlerer Stéarke, verglichen mit den kritischen Feldern, ebenfalls nichtmonotones
Verhalten.

Bei der Betrachtung des Tieftemperatur-Verhaltens fallt auf, dass die verbundenen Korrelations-
funktionen in nichttrivialer Art sowohl vom Abstand als auch vom Magnetfeld abhangig sind. Fiir
festen Abstand existiert ein Magnetfeld, bei dem die verbundenen Korrelationsfunktionen den be-
tragsméflig grofiten Wert bei tiefen Temperaturen annehmen. Bei den hier gezeigten transversalen
Korrelationen in der rechten Spalte ist dies h/.J = 6 fiir die Nachste-Nachbarn-Korrelationen, aber
h/J = 10 fur die Ubernichste- und Uber-Ubernéichste-Nachbarn-Korrelationen. Fiir die zum Ma-
gnetfeld h/J = 16, welches grofier als das Sattigungsfeld hs/J = 12 ist, gehérigen Korrelations-
funktionen beobachtet man, dass diese sich umso geringer von Null unterscheiden, je grofler der
betrachtete Abstand der Zweipunktfunktionen ist.

Die Anregungsliicke lasst sich ebenfalls gut in den Daten bei endlichen Temperaturen wiederfin-
den. Im linken Bild in Abbildung 7.5 ist die (¢§0%),,, — (07)7, (04) 1, Korrelationsfunktion in
Abhangigkeit von der Temperatur fiir verschiedene Mégnetfelder in der Nahe des unteren kritischen
Feldes zu sehen. Mit grofier werdendem Magnetfeld beginnen die Korrelationsfunktionen bei im-
mer tieferen Temperaturen sich von der Kurve fiir h/J = 0 zu unterscheiden, bis schlielich der
T = 0-Grenzwert sich von dem im h = 0-Fall unterscheidet. Der 1" = 0-Grenzwert der Korrelations-
funktionen reagiert sehr empfindlich auf kleine Anderungen des Magnetfeldes, wenn diese sehr nah
am kritischen Feld h, liegen. Dies ist beispielsweise gut anhand der Kurven fiir h/.J = 1.56, welches
leicht groBer als das kritische Feld h./J ~ 1.55921 ist, und h/J = 1.55, welches etwas schwécher
als das kritische Feld ist, zu erkennen.

Das rechte Bild in Abbildung 7.5 zeigt ebenfalls (¢703) -, —(07) 1}, (0%) 1 - allerdings diesmal als
Funktion der Anisotropie A fiir die konstante Temperatur T/ J = 0.01 und verschiedene Magnetfel-
der. Diese Temperatur ist, wie oben gesehen, tief genug um Riickschliisse auf das Phasendiagramm
(Abbildung 7.1) zuzulassen. Fiir grofle Werte der Anisotropie A ist die verbundene Korrelations-
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7. Thermodynamisches Verhalten der Korrelationsfunktionen

funktion aufgrund der Anregungsliicke unabhingig vom Magnetfeld. Der Ubergang der massiven
ferromagnetischen Phase zur kritischen antiferromagnetischen Phase lasst sich ebenfalls an einem
Beispiel in dieser Abbildung wiederfinden. Fiir h/J = 8 ist bei A = 1 eine starke Anderung der
Korrelationsfunktion sichtbar. Dieses ist genau das kritische Feld bzw. Sattigungsfeld der XXX-Kette,
d.h. fir kleinere Anisotropien ist die Kette wiederum vollstindig polarisiert und der Wert der Kor-
relationsfunktion unabhéngig von der Anisotropie. Fiir das Berechnen der Korrelationsfunktionen
in dieser Abbildung wurde im Bereich 0 < A < 1 die Formulierung und das Computerprogramm
aus [10] benutzt. Hier gilt es zu beachten, dass die Kurven bei A = 1 glatt ineinander iibergehen,
was ein weiterer Nachweis der numerischen Zuverlassigkeit der nichtlinearen bzw. linearen Inte-
gralgleichungen ist.
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8. Grenzfalle der massiven XXZ-Kette

Fir die massive XXZ-Kette gibt es drei verschiedene Grenzfalle. Als erstes ist der isotrope Limes
zur XXX-Kette, der Heisenberg-Kette, zu nennen. Dieser lasst sich fiir die freie Energie leicht durch-
fithren [95]. Fiir die Darstellung der Korrelationsfunktionen in Kapitel 6.2 ist dies nicht so einfach
moglich, es ist vielmehr so, dass das generelle Bild fiir die XXZ-Kette an diesem Punkt modifiziert
werden muss, da fiir nichtverschwindenes Magnetfeld zusétzliche Funktionen, sogenannte Momen-
te auftreten, siehe [12]. Dies bedeutet jedoch nicht, dass die Darstellung aus Kapitel 6.2 fir A — 1
unzuverldssige Ergebnisse produzieren wiirde. Im Gegenteil lassen sich mit den hier dargestellten
Gleichungen zusammen mit den Gleichungen aus [10] fiir die kritische XXZ-Kette glatte Kurven
fiir den vollstandigen antiferromagnetischen Bereich erzeugen, sieche Abbildung 7.5 im vorigen Ka-
pitel. Aufgrund der geschilderten Schwierigkeiten fiir den XXX-Limes wird in diesem Kapitel jedoch
nur der leichter zugéngliche Ising-Grenzfall betrachtet und dariiber hinaus Korrekturen zum Ising-
Limes untersucht. Zunéchst soll allerdings der auf den ersten Blick trivial erscheinende Grenzfall des
Paramagneten betrachtet werden.

8.1. Paramagnet

Der Grenzfall des Paramagneten, J = 0, ist aus physikalischer Sicht zwar uninteressant, er erlaubt
jedoch einen nichttrivialen Test der in Kapitel 6.2 geschilderten Formulierung fiir Korrelationsfunk-
tionen. Da die Koeffizienten in den Gleichungen (6.26)-(6.29) von n abhéngig, aber die Korrelati-
onsfunktionen in diesem Grenzfall unabhingig von 7 sind, miissen die Funktionen w und w’ von
n abhingen. Die Funktionen Inb = —f$h und Inb = Sh sind zwar unabhingig vom Spektralpa-
rameter, die Funktionen g,ji und g'lj,[ jedoch nicht. Da b und b konstant sind, sind diese nun durch
einfache lineare Gleichungen gegeben. Diese lassen sich daher durch eine einfache, wenn auch lang-
liche Rechnung im Fourierraum losen. Da das genaue Aussehen der Hilfsfunktionen im Grenzfall des
Paramagneten von untergeordnetem Interesse ist, wird hier darauf verzichtet sie anzugeben. Statt-
dessen werden nur die fiir die Bestimmung der Korrelationsfunktionen notwendigen Funktionen ¢,
w und w’ gezeigt. Sie lauten

¢(v) =—th (2hT> , (8.1a)
w(vr, 1) =K, (i — 1) th? (;}) ; (8.1b)
w’(ul, 1/2) :fzn(ﬁg — 171) th? <2};> . (8.1¢)

Damit ist nur ¢ im Grenzfall des Paramagneten unabhéngig von der Inhomogenitat . Damit kon-
nen bei einer Korrelationsfunktion, deren Darstellung durch obige Funktionen Ableitungen von ¢
enthilt (z.B. die sogenannte Emptiness formation probabilty P(3) [10]), die Koeffizienten vor die-
sen Ableitungen nicht getestet werden. Fiir die in dieser Arbeit untersuchten Korrelationsfunktionen
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8. Grenzfille der massiven XXZ-Kette

(6.26)-(6.29) stellt der Grenzfall des Paramagneten jedoch einen erfolgreichen Test aller Koeffizienten
dar.

8.2. Ising-Kette

Fir den Grenzfall der Ising-Kette, d.h. fiir A = oo bzw. genauer im Limes A — oo fiir festes
und endliches J; = JA geht der Hamiltonoperator der XXZ-Kette (6.1) in den Hamiltonoperator
der Ising-Kette iiber. Dieser Grenzfall wird im Folgenden als Ising-Limes bezeichnet. Da im weite-
ren Verlauf des Kapitels auch eine Diskussion der Korrekturen fiir endliches A erfolgen soll, ist es
niitzlich den Hamiltonoperator der XXZ-Kette fiir festes .J; zu betrachten, also

Z J X X h z

wobei hier und auch fiir den Rest dieses Kapitels der Einfachheit halber J; = J gesetzt und die
gebrauchlichere Indizierung j = 1, ..., L der Kettenplétze verwendet wurde. Des Weiteren wird in
diesem Kapitel die Wechselwirkung des Magnetfeldes mit der z-Komponente des Gesamtspins als
Teil des Hamiltonoperators aufgefasst.

Im Ising-Limes ergibt sich damit fiir den Hamiltonoperator

L

L
h
Hi=J) (05405 —1) =5 D 0} (83)
j=1

j=1

Die Ising-Kette kann als klassisches eindimensionales Modell der statistischen Mechanik aufgefasst
werden. Die zugehorige Transfermatrix ist eine einfache 2 x 2-Matrix, mit deren Hilfe sich die
Korrelationsfunktionen explizit bestimmen lassen [6],

(07) = - (L) (8.4a)
’ \/sh2 ( ) + e4J/T
(ot = () (b () — o0 () +eVT
g 'O'k
J sh® (L) + /T sh? (L) + e2//T h(L)+ \/sh2 (L) + oIt

(8.4b)

Im Folgenden sollen diese bekannten Resultate mithilfe der Formeln aus Kapitel 6.2 analytisch re-
produziert, sowie fiir groffe A eine Ubereinstimmung mit numerischen Resultaten tiberpriift werden.
Dies wurde fur die Darstellung der Korrelationsfunktionen mittels Vielfachintegralen [38] bereits
in [40] getan. Hier wird im Gegensatz dazu mit den Hilfsfunktionen in der bb-Formulierung gestar-
tet. Einige technische Details zur Herleitung der folgenden Gleichungen finden sich im Anhang C.1.
Im Ising-Limes ergibt sich

b(x) —e—(h/2+4I)/T <_ sh <2hT> + \/sh2 (;;) + e4J/T> , (8.52)

b(z) = . (8.5b)
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Hierbei ist zu beachten, dass die Funktionen b und b im Ising-Limes unabhingig vom Spektralpara-
meter sind. Dies trifft ebenfalls auf die Funktionen

_h
() = 1 & — 2 ar)
\/sh2 (%) +edJ/T

zu, welche dariiber hinaus auch nicht von der Inhomogenitat v abhéngen. Demzufolge sind auch die
Funktionen

(8.6)

sh (£
pv) = ———= h(ZT) — (8.7)
\/sh (ﬁ) + etJ/
und 0T .
2J e ch (5%
w(vy,v9) = —cth <T> + e (QT) (8.8)
sh (%) \/sh2 (4) + et/ T
unabhéngig von den Inhomogenitaten. Gleiches gilt fiir
1 ch (&
gy (@) = o1t (1) (8.9)
R () e
womit sich ,
W) (8.10)
n

ergibt. Obige Resultate fithren auf die richtige Einpunktfunktion (%) und die Néchste-Nachbarn-
Korrelationsfunktion (05703). Fiir die Ubernéchste-Nachbarn-Korrelationsfunktion und alle grofie-
ren Abstdnde divergieren im Ising-Limes jedoch einige Koeffizienten, die in der faktorisierten Form
(6.27)-(6.29) auftreten. Dies soll anhand der (0fc3)-Korrelationsfunktion genauer untersucht wer-
den. In der zugehérigen Gleichung (6.27a) ist auf der rechten Seite der Koeffizient sh?(n) /7 vor der
Funktion w;,,, zu finden. Terme mit derartigen Koeffizienten miissen separat behandelt werden.!

Um die Ubernachste-Nachbarn-Korrelationsfunktion (0§03) im Ising-Limes zu bestimmen, wer-
den die Funktionen

fE(x) = lim sh(n)d? gg[(az)’ 0 (8.11a)
7—00 v=

W (@) = lim sh(n); 93 (@)v=o (8.11b)
n—00

definiert. Die expliziten Losungen lassen sich am einfachsten mit Hilfe der durch (8.5) gegebenen
Hilfsfunktionen b und b ausdriicken

FHa) = — 1 ibeizz _ fei2e (8.12a)
F(z) = — oi2% — Jj_be—ih (8.12b)
B (z) = — Jj_bem (8.12c)
() _Jibem' (8.12d)

'Im folgenden Abschnitt, genauer gesagt in der zugehorigen Rechnung im Anhang C.3, wird hierzu eine geschicktere und
allgemeinere Methode verwendet. Hier gentigt allerdings das im Folgenden dargestellte Vorgehen.
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. 1000,3.9 ——— | Ising, 3.9988 —— |
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Abbildung 8.1.: Die Zweipunktfunktion (0§03) — (0F) () fur groie Werte der Anisotropie, festes
J und verschiedene Magnetfelder i/.J. Die Legenden in den Abbildungen sind Tupel
A, h/J, wobei ,Ising“ die analytischen Kurven der Ising-Kette bezeichnet.

!
TTY

Werden diese Funktionen in die Gleichung fiir sh?(n)w
so folgt im Ising-Limes

eingesetzt, wie sie sich aus (6.24) ergibt,

2

lim 2 () Wogy = 4 — 16 (8.13)
n—reo 1) (I14+06)(1+0b)

fur den scheinbar divergenten Summanden in (6.27a). Der gesamte Ausdruck fir (o{03) in (6.27a)

reproduziert damit das Resultat fiir die Ising-Kette (8.4b).

Nachdem anhand einiger Beispiele gezeigt wurde, dass die Ising-Kette als Grenzfall in dieser Dar-
stellung der Korrelationsfunktionen enthalten ist, werden als nichstes die analytischen Resultate
fir die Ising-Kette mit numerischen Daten fiir grofe Anisotropie A verglichen. In Abbildung 8.1
ist dazu die Temperaturabhangigkeit der verbundenen Korrelationsfunktion (0503) — (07) (03) der
XXZ-Kette fiir verschiedene Magnetfelder und unterschiedliche (grofie) Werte der Anisotropie dar-
gestellt.

Es zeigt sich, dass die Kurven fiir Paare von Anisotropie und Magnetfeld, die zum massiven Be-
reich des Phasendiagramms in Abbildung 7.1 gehéren, unabhéngig von der Anisotropie sind und nur
vom Magnetfeld abhéngen. Dartiber hinaus stimmen sie innerhalb der Breite der Linien mit den ana-
lytischen Kurven der Ising-Kette (8.4) iiberein. Dies trifft beispielsweise fiir die Kurven im linken Bild
mit A = 1000 und h/J = 3.9 oder h/J = 4.1 zu. In der Umgebung von h/J = 4, d.h. im kritischen
Bereich, finden sich jedoch bei tiefen Temperaturen Abweichungen vom Tieftemperatur-Verhalten
der Ising-Kette und die Kurven sind nicht langer unabhéngig von der gewahlten Anisotropie, wie es
anhand der Kurven fir h/J = 3.9965 und A = 1000 bzw. A = 2000 im linken Bild der Abbildung
8.1 zu erkennen ist. Im rechten Bild sieht man, dass die Korrelationsfunktionen fiir tiefe Tempera-
turen nur vom Produkt (h — h.)A abhangen, wobei h, = 4.J das kritische Feld der Ising-Kette ist.
Dieses Verhalten wird in den weiteren Abschnitten dieses Kapitels genauer untersucht und erlautert.

8.3. Tripelpunkt der XXZ-Kette

Wie bereits in Kapitel 7 beschrieben, ist es auch hier niitzlich, zunéchst das Phasendiagramm des
Grundzustands zu betrachten, siche Abbildung 8.2. Dieses unterscheidet sich aufgrund der Umska-

62



8.3. Tripelpunkt der XXZ-Kette

0.1
0.08 antiferromagnetisch
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0.06 b
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h/J

Abbildung 8.2.: Phasendiagramm des Grundzustands der XXZ-Kette in der h-1/A-Ebene fur festes
J und grofle Anisotropie A

lierung der Kopplung J im Hamiltonoperator (8.2) von dem in Abbildung 7.1 gezeigten. Des Wei-
teren ist es fiir die folgende Diskussion geeigneter das Phasendiagramm in der h — 1/A-Ebene zu
betrachten, da der Grenzfall A — oo untersucht wird.

Die linke rote Linie entspricht dem unteren kritischen Feld h., das durch die Anregungsliicke
bestimmt ist, wihrend die rechte rote Linie durch das Séttigungsfeld hs = 4J(1+1/A) gegeben ist.
Diese Linien entsprechen den Phaseniibergangen zwischen der kritischen und den massiven Phasen
in Abbildung 8.2. Wahrend die rechte Linie, die dem Séttigungsfeld entspricht, eine Halbgerade ist,
trifft dies fiir die untere Phaseniibergangslinie nur asymptotisch zu. Mit Hilfe der exakten Formel fiir
die Anregungsliicke [21,101]

()
he = 4J th(n) kZ o)

=—00

(8.14)

ergibt sich das asymptotische Verhalten h, ~ 4.J(1 — 2/A). Leichte Abweichungen von diesem
Verhalten sind im hier gezeigten Phasendiagramm fiir A ~ 10 zu erkennen. Der Punkt i = 4.J,
A = o0, in dem sich die beiden Phasentibergangslinien treffen, ist der Tripelpunkt, dessen Umge-
bung im weiteren Verlauf genauer untersucht wird. Der Tripelpunkt der XXZ-Kette entspricht dem
Phaseniibergang erster Ordnung in der Ising-Kette. Hierzu ist es niitzlich, zuerst den Hamiltonope-
rator im Grenzfall grofler Anisotropie genauer zu betrachten.

Wie bereits gesehen, vereinfacht sich der Hamiltonoperator (8.2) im Ising-Limes zum Hamilton-
operator der Ising-Kette (8.3), welcher hier der Vollstandigkeit halber erneut angegeben wird

L

L
H[(h) = Z [J(Jf_laf — 1) — g ]z] = %Zdiag(—h, —4J,—4J, h)j_l’j . (8.15)
j=1 j=1
Der Hamiltonoperator ist diagonal in einer Basis, die aus Tensorprodukten lokaler S*-Eigenzustande
besteht. Dies erlaubt es direkt, den Grundzustand in Abhéangigkeit des Magnetfeldes zu bestim-
men. Fir h < 4J bilden die beiden Néel-Zustande den Grundzustand, wahrend fir A > 4J der
Grundzustand durch den vollstidndig polarisierten Zustand, in dem alle Spins nach oben zeigen, ge-
geben ist. Im ersten Fall verschwindet die Magnetisierung pro Gitterplatz, wihrend sie im zweiten
Fall 0.5 betragt. Damit existiert, wie bereits oben erwéhnt, ein Phasentibergang erster Ordnung bei

h=h.=4J.

63



8. Grenzfille der massiven XXZ-Kette

Die Form des Hamiltonoperators (8.15) erlaubt es direkt zu erkennen, dass am kritischen Punkt
alle Zusténde, bei denen nicht zwei benachbarten Spins nach unten zeigen, entartet sind und die mi-
nimale Energie —2.J L besitzen. Dies fiihrt zu einer exponentiellen Entartung des Grundzustands am
kritischen Punkt und damit zu nichtverschwindender Entropie pro Gitterplatz s im 7' = 0-Grenzfall,
welche durch den Goldenen Schnitt s = (1 + +/5)/2 gegeben ist [6]. Alle Zustinde, bei denen
genau zwei benachbarte Spins nach unten zeigen, bilden den ersten angeregten Zustand mit einer
Anregungsliicke von 4.J. Die Magnetisierung pro Gitterplatz am kritischen Punkt unterscheidet sich
sowohl von der in der ferromagnetischen Phase, als auch von der in der antiferromagnetischen Phase
der Ising-Kette und ist durch m = 1/(2v/5) gegeben. Dies folgt direkt aus (8.4a).

Fir das weitere Vorgehen ist es niitzlich, zunachst den Hamiltonoperator (8.2) umzuschreiben

L
H="Hi(h %Z( o 10 +0 10 —20[0]) (8.16)

wobei &« = A(h/h. — 1) ist. Fur hinreichend grofies A und festes o wird der zweite Term im
obigen Hamiltonoperator klein, sodass es sich anbietet, ihn als Stérung zum Hamiltonoperator der
Ising-Kette am kritischen Punkt H(h.) aufzufassen.

Das Aufheben der Entartung des Grundzustands unter Einfluss der Storung lasst sich mit Hil-
fe eines effektiven Hamiltonoperators, der mittels entarteter Storungsrechnung zu berechnen ist,
erklaren. Diese Rechnung, die im Anhang C.2 skizziert wird, ist analog zur Herleitung des Hamil-
tonoperators der Heisenbergkette aus dem Hamiltonoperator des Hubbardmodells bei Halbfiillung
im Grenzfall starker Kopplung (siehe z.B. Anhang 2.A in [26]). Eine weitere Folge der Umskalierung
des Magnetfeldes ist, dass Kurven zu festem o Geraden, die im kritischen Punkt h = h, und A = oo
miinden, in Abbildung 8.2 entsprechen.

In zweiter Ordnung entarteter Stérungsrechnung ergibt sich damit der effektive Hamiltonoperator

J
H=-2JL+ — POZ( o 10 +J 10 720«7)P0
j=1

=M1

A Po Z [ 1 -0 ) (1 -0 +1) + (0}_20;_10;%]11 + h.c.)} Py. (8.17)

Hierbei ist Py der Projektor auf den Unterraum, der keine benachbarten nach unten zeigende Spins
besitzt. Auffallig ist dabei, dass das Magnetfeld nicht in den Term, der zur Korrektur zweiter Ordnung
gehort, eingeht.

Der Term erster Ordnung ist ein integrabler Hamiltonoperator [1, 3], der im weiteren Verlauf mit
‘H1 bezeichnet wird. Die Tatsache, dass die Korrektur erster Ordnung integrabel ist, ist analog zu der
oben erwahnten Situation des eindimensionalen Hubbardmodells im Grenzfall starker Kopplung.

Der Operator p; = e~ /H1/AT [ty e=/H1/AT ersetst den statistischen Operator der XXZ-Kette
in niedrigster Ordnung in 1/A. Im Grenzfall T — 0 wird dieser statistische Operator zum Pro-
jektor auf den Grundzustand des Hamiltonoperators ;. Damit folgt, dass in fithrender Ordnung
die Korrelationsfunktionen des Grundzustands nur von « abhingig sind, d.h. sie sind konstant auf
geraden Linien die im Tripelpunkt, dem kritischen Punkt der Ising-Kette, miinden. Die Korrelati-
onsfunktionen auf Linien parallel zur h-Achse in 8.2 miissen kontinuierlich zwischen den beiden
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Phasengrenzen verlaufen. Dies muss insbesondere fiir die Magnetisierung oder dquivalent dazu die
zugehorige Einpunktfunktion (0%) gelten. Wird diese fiir feste o im Limes A — oo berechnet, so
muss sie stetig zwischen 0 und 1 variieren. Dies beschreibt bereits sehr gut das generelle Verhalten
in der Nahe des Tripelpunktes.

Betrachtet man die Thermodynamik fiir den effektiven Hamiltonoperator (8.17) bei festem «, so
fallt auf, dass der Anisotropieparameter nur als Vorfaktor auftritt. Folglich fiihrt eine Reskalierung
der Temperatur 7 = AT dazu, dass bei festem « und 7 im Grenzfall A — oo nur #; tiberlebt und
alle weiteren Terme der Storungsreihe verschwinden. In diesem Limes wird also der urspriingliche
Hamiltonoperator der XXZ-Kette durch den Hamiltonoperator H; ersetzt. Das ist gerechtfertigt, falls
die Anisotropie hinreichend grof ist, sodass der zweite Term in (8.17) vernachléssigbar gegeniiber
H; ist. Dies gilt bereits in guter Naherung fiur A > 10, siehe Kapitel 8.5. Des Weiteren muss die
Temperatur 7" klein genug im Vergleich zur Anregungsliicke 4./ des Hamiltonoperators der Ising-
Kette H(h.) sein, ansonsten kann die Storungsrechnung keine sinnvollen Resultate erzielen. Der
Grund dafiir ist, dass in der Storungsrechnung alle Zustande, die zu anderen Energieniveaus des un-
gestorten Hamiltonoperators gehoren, wegfallen. Diese Zustande sind aber bei Temperaturen in der
Grolenordnung der Anregungsliicke nicht langer unterdriickt und tragen zum thermodynamischen
Verhalten bei.

Mittels obiger Stérungsrechnung lasst sich also ein qualitatives Bild der Umgebung des Tripel-
punktes gewinnen. Eine quantitative Analyse in fithrender Ordnung ist aufgrund der Integrabilitat
des Hamiltonoperators H; moglich. Diese wird im weiteren Verlauf jedoch nicht ausgenutzt, son-
dern es werden die Resultate fiir die XXZ-Kette aus Kapitel 6.2 im oben beschriebenen Skalenlimes
und im 7" = 0-Grenzfall fiir A — oo untersucht. Auf diese Weise kénnen explizite Resultate fiir
die Magnetisierung und kurzreichweitige Korrelationsfunktionen gewonnen werden. Dies wird in
den weiteren Abschnitten dieses Kapitels besprochen. Hier soll zunéchst das bereits in Abbildung 8.1
gezeigte Temperaturverhalten der XXZ-Kette bei grofien Anisotropien genauer besprochen werden.

Es zeigt sich jedoch, dass fiir die Diskussion der Temperaturabhanigigkeit der Korrelationsfunk-
tionen die Magnetisierung am besten geeignet ist, da sie eine monoton wachsende Funktion des
Magnetfeldes ist. Die Magnetisierung ist in den Abbildungen 8.3, 8.4 und 8.5 zu sehen.

Abbildung 8.3, in der die Einpunktfunktion (0*) als Funktion der Anisotropie und des Magnetfel-
des h bei sehr tiefen Temperaturen zu sehen ist, zeigt deutlich das singuldre Verhalten der Magneti-
sierung in der Umgebung des Tripelpunktes. In Abbildung 8.4 hingegen sind die Werte der Einpunkt-
funktion ebenfalls bei sehr tiefen Temperaturen als Farbverlauf dargestellt, diesmal in Abhangigkeit
der Anisotropie und des reskalierten Magnetfeldes a.. Zusatzlich sind dort einige Isolinien der Ma-
gnetisierung eingezeichnet. Dies erlaubt es besser, die Abweichungen des asymptotischen Verhaltens,
d.h. konstante Werte der Korrelationsfunktionen auf Linien mit festem o, fiir A ~ 10 zu erkennen.

Zusitzlich sind in Abbildung 8.6 die Zweipunktfunktionen fiir Nichste- und Ubernichste-Nach-
barn zu sehen. Hierbei ist besonders zu beachten, dass die transversalen Korrelationsfunktionen
im T' = 0-Limes nicht verschwinden, was an der quantenmechanischen Restwechselwirkung fiir
endliche Anisotropie A liegt.

Im linken Bild der Abbildung 8.5 ist zu sehen, dass bereits kleine Verdnderungen sowohl des ma-
gnetischen Feldes, als auch der Anisotropie starke Anderungen im Verlauf bei tiefen Temperaturen
hervorrufen kénnen, was an der Nahe zum kritischen Punkt im Phasendiagramm (Abbildung 8.2)
liegt. Der Kegel, der die kritische Phase einschliesst, entspricht (asymptotisch) a € [—2, 1], dies
wird im néichsten Abschnitt genauer begriindet. Der Punkt A = 1000, h/J = 3.9 liegt auflerhalb
der kritischen Phase in der antiferromagnetischen massiven Phase, wiahrend der Punkt A = 1000,
h/J = 4.1 in der vollstindig polarisierten ferromagnetischen Phase liegt. Die Kurven der Ma-
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Abbildung 8.3.: Einpunktfunktion (0*) der XXZ-Kette in der Néhe des Tripelpunktes fir 7" — 0
(T = 0.0001)

0.001 0.01 0.1
1/A

Abbildung 8.4.: Einpunktfunktion (0*) der XXZ-Kette fiir 7" — 0 (" = 0.0001). Die Linien zeigen
(0%) =0.05,0.1,...,0.8.
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Abbildung 8.5.: Die Einpunktfunktion (o*) fiir grofe Anisotropien, festes .J und verschiedene Ma-
gnetfelder h/J. Die Legende in den Abbildungen besteht aus Tupeln A, h/.J, wobei
Lsing®, die analytischen Kurven der Ising-Kette (8.4) bezeichnet und ,Paramagnet®,
die des Paramagneten.

gnetisierung stimmen, wie bereits die Kurven der Zweipunktfunktionen im vorigen Abschnitt, mit
Fehlern innerhalb der Breite der Linien mit denen der Ising-Kette bei identischen Magnetfeldern
tiberein. Alle iibrigen Kurven gehoren zu Punkten, die innerhalb der kritischen Phase liegen, und
unterscheiden sich daher fiir tiefe Temperaturen von denen der Ising-Kette. Dies lasst sich insbeson-
dere an den Kurven fiir h/J = 4, d.h. fir h = h,, was wiederum o = 0 entspricht, erkennen. Mit
wachsendem A werden die Kurven der XXZ-Kette der Kurve der Ising-Kette am kritischen Punkt
immer dhnlicher, bis sie schliellich bei hinreichend tiefer Temperatur davon abweichen und einem
von dem T' = 0-Wert der Ising-Kette (¢*) = 1/+/5 abweichenden Wert zustreben. Da der Kegel
mit wachsendem A immer schmaler wird, lasst sich fiir jedes vom kritischen Feld h. abweichen-
des Magnetfeld h eine Anisotropie finden, sodass fiir alle grofieren Anisotropien der entsprechende
Punkt im Phasendiagramm auf3erhalb des Kegels liegt und die zugehorigen Korrelationsfunktionen
sich wie diejenigen der Ising-Kette verhalten.

Im rechten Bild in Abbildung 8.5 sind Kurven fiir verschiedene Anisotropien und Magnetfelder zu
sehen, die alle & = 0.5 entsprechen. Zusétzlich sind die zu dem jeweiligen Magnetfeld gehérenden
Kurven der Ising-Kette dargestellt. Des Weiteren ist fiir ein Magnetfeld die Kurve des Paramagneten
eingezeichnet. Anhand dieses Bildes lassen sich fiinf verschiedene Temperaturbereiche identifizieren.
Fiir sehr grofle Temperaturen wird das Verhalten nur durch die Dimension des zugrunde liegenden
Hilbertraumes des Hamiltonoperators bestimmt. Dies ist der Bereich, in dem die Kurve des Parama-
gneten mit den restlichen Kurven iibereinstimmt. Danach kommt ein Bereich 7" >> h in dem die
Kurven unabhéngig von A und h sind. Fiir einen Bereich mittlerer Temperatur, T = h, sind sie un-
abhéngig von der hinreichend grofien Anisotropie und werden nur durch das Magnetfeld bestimmt.
In diesem Bereich stimmen sie mit den Kurven der Ising-Kette tiberein. Dieser Bereich erstreckt
sich bis 7' &~ 10J/A, da hier die thermischen Fluktuationen immer noch die von #; stammenden,
quantenmechanischen Fluktuationen dominieren. Im Anschluss daran folgt ein Gebiet 7" ~ J/A, in
dem diese Fluktuationen von dhnlicher Grof3e sind. Hier hédngen die Korrelationsfunktionen sowohl
vom Magnetfeld als auch der Anisotropie ab. Sie lassen sich jedoch zur Deckung bringen, d.h. in
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diesem Bereich unabhéngig von der Anisotropie machen, indem die obige reskalierte Temperatur
7 = TA eingefithrt wird. Dies wird im Abschnitt 8.5 genauer besprochen. Im Bereich sehr tiefer
Temperaturen, 7" < J/A, bestimmt das reskalierte Magnetfeld « = A(h/h. — 1) den Wert der
Korrelationsfunktionen. Letzteres wird im nachsten Abschnitt detailliert diskutiert.

8.4. Grenzfall T'=0 in der Umgebung des Tripelpunktes

Obwohl es von der Herleitung der zugehorigen Gleichungen her am effektivsten ist, zundchst den
Skalenlimes mit reskalierter Temperatur 7 = T'A zu betrachten, soll zuerst der 7" = 0-Grenzfall
besprochen werden, da bei dieser Vorgehensweise die im vorigen Abschnitt geschilderten Tempera-
turbereiche besser voneinander getrennt besprochen werden kénnen. Die Herleitung der im weiteren
Verlauf gezeigten Gleichungen findet sich im Anhang C.3, wo diese als Grenzfall der Gleichungen
im Skalenlimes betrachtet werden. Sowohl fiir den T" = 0-Grenzfall auch als fiir den Skalenlimes
ist es nitzlicher, nicht direkt von den Gleichungen aus Kapitel 6.2, die fiir die Numerik genutzt
wurden, auszugehen, sondern von den in [13] urspriinglich verwendeten, wie sie im Anhang B zu
finden sind. Der Grund dafiir ist, dass im 7" = 0-Grenzfall die Integrale linear werden und das In-
tegrationsintervall in diesem Fall der Fermisee ist, wiahrend im anderen Fall tiber sein Komplement
integriert wiirde. Im hier betrachteten Limes grofier Anisotropie fiir festes o ergeben sich schlief3lich
algebraische Gleichungen.

Grundlegend fiir den 7" = 0-Grenzfall ist, dass die Hilfsfunktionen in diesem Limes in die dressed
energy € ibergehen. Genauer gilt [38]

— . 1 A — . 1 . _ .
e(x) }gnOT nb(x) }%T na(iz —n/2), (8.18)
wobei b in (6.9b) und a in (B.4) gegeben sind. Aus letzterer Gleichung folgt sofort
A
e(x) =h —4Jsh(n n/g / —yf( (x —y)e(y) (8.19)
T
—A

mit e(£A) =
Mit dem im vorigen Kapitel eingefiihrten reskaliertem Magnetfeld o, d.h. nach Einsetzen von
h = he (1 + %) und Entwickeln der Gleichung bis zur Ordnung 1/A ergibt sich

A
heao  hecos(2z) dy
= - = — . 8.20
clr) =t - e [ By (8.20)
A
Diese Gleichung kann explizit gelost werden
he (o +sin(me)/m
_ e C_ cos(2 21
o) = (P cosgan) ) (521

wobei ¢ = %A den normalisierten Fermipunkt bezeichnet. Dieser wird allein durch das reskalierte

Magnetfeld o bestimmt,

= (1 + ¢) cos(mc) — % sin(7e) . (8.22)

68



8.4. Grenzfall T'=0 in der Umgebung des Tripelpunktes

Dabei ist ¢ eine monotone Funktion von « fiir & € [—2, 1]. Die Intervallgrenzen —2 und 1 entspre-
chen den Phasentibergangslinien in Abbildung 8.2. Dies gilt exakt fir das Sattigungsfeld hs, bzw. bis
zur Ordnung 1/A fiir die Anregungsliicke h. (8.14). Fiur Magnetfelder h aulerhalb der kritischen
Phase, d.h. h entweder kleiner als h. oder grofer als das Sattigungsfeld hg, ist der Grundzustand
unabhingig vom Magnetfeld. Damit sind in diesen Fall auch die Fermipunkte unabhéngig vom Ma-
gnetfeld.

Die Grundzustandsenergie pro Gitterplatz e ist gegeben durch

A
h dy -
e=-3 + / - n2(W)e(y) (8.23)
A
he o' he L sin(rc) — ac
-2 (1 —) 5 S —— 24
> (14 2) 2 15 (8.24)
Dies erlaubt das Berechnen der Magnetisierung in fithrender Ordnung
z 1 _
) 1o 629
2 2(1+¢)

Alternativ kann dieses Resultat natiirlich auch mittels der Funktion ¢ erzielt werden, siehe (6.20)
bzw. (B.16). Fiir die magnetische Suszeptibilitat ergibt sich

A
X he (1 + ¢)3sin(me)’

(8.26)

die offensichtlich an den zu den Phaseniibergangslinien gehérenden Punkten ¢ = O und ¢ = 1
divergiert.

Die Vorgehensweise fiir die kurzreichweitigen Korrelationsfunktionen ist dhnlich, siehe Anhang
C.3. Dort wird der T = 0-Limes der Funktionen w und w’ und der fiir ihre Berechnung notwendigen
Hilfsfunktionen ¢* und ¢’ * bestimmt. Auf diese Art ergeben sich die folgenden Gleichungen fiir die
kurzreichweitigen Nachbarkorrelationen fiir 7" = 0

(o103) :1113; 7 (8.272)
(oFog) = - 22171, 8:27b)
(0F0%) _ _13 (:rc i iii(fiﬂ;) : (8.27¢)
(0T o) :iiia?iwcc)) B 2jrs(1lni27cr)c) sin(jwc) (8.27d)

In Abbildung 8.6 sind die asymptotischen Werte der Korrelationsfunktionen fiir 7' = 0 und die
exakten temperaturabhdngigen Kurven, die numerisch mittels der Gleichungen aus Kapitel 6.2 be-
rechnet wurden, zu sehen. Diese stimmen wie erwartet bei tiefen Temperaturen iiberein.

Die asymptotischen Werte der Korrelationsfunktionen, wie sie sich aus (8.27) ergeben, sind in Ab-
hangigkeit vom reskalierten Magnetfeld o in Abbildung 8.7 dargestellt. Zusatzlich ist dort auch der
Fermipunkt als Funktion von « zu sehen. Dabei ist deutlich, dass sowohl der Fermipunkt c als auch
die Magnetisierung, bzw. die Einpunktfunktion (0*), monotone Funktionen des Magnetfeldes sind.
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Abbildung 8.6.: Die verbundenen Korrelationsfunktionen fiir zwei und drei Nachbarplatze sind in
Abhéngigkeit von der Temperatur fiir verschiedene Magnetfelder und A = 1000
dargestellt. Zusétzlich sind die asymptotischen Werte fiir 7' = 0, wie sie aus (8.27)
folgen, als schwarze Linien zu sehen.

Dies gilt auch fiir die verbundene Zweipunktfunktion (cjc3) — (o7) (¢3), jedoch nicht fir die tib-
rigen gezeigten Korrelationsfunktionen. Die beiden Ubernachste-Nachbarn-Korrelationsfunktionen
(0f03) — (07) (05) und (o] 0§) haben ihr Extremum oberhalb des kritischen Feldes der Ising-Kette,
wihrend das Minimum von (0{0%) genau beim kritischen Feld der Ising-Kette liegt.

8.5. Tieftemperaturverhalten in der Umgebung des Tripelpunktes

Nachdem im vorigen Abschnitt mit Hilfe des Skalierungsverhaltens A = h.(1 + a/A) des Magnet-
feldes das Verhalten im 7' = 0-Grenzfall und damit die Konstanz der Korrelationsfunktionen auf
Linien mit festem « erklart worden ist, besteht der nachste Schritt darin, das Verhalten bei tiefen
Temperaturen zu untersuchen. Dazu wird die bereits im Abschnitt 8.3 erwédhnte reskalierte Tempe-
ratur 7 = AT eingefithrt. Danach werden die Integralgleichungen bis zur ersten nichtverschwin-
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Abbildung 8.7.: Die asymptotischen Werte der Korrelationsfunktionen aus Gleichung (8.27) als Funk-
tion des reskalierten magnetischen Feldes a. Zusétzlich ist der normalisierte Fermi-
punkt c als Funktion von « zu sehen.

denden Ordnung in 1/A mit festem « und 7 entwickelt. Hierbei wird wiederum die a-Formulierung
verwendet. Dies fithrt auf
w/2
dy —e(y)/r
g(x) = hea — hecos(2x) + —~ 7ln (1 +e W ) (8.28)
™
—7/2

wobei e(x) die Verallgemeinerung von (8.18) fiir endliche Temperaturen im Skalenlimes ist. In die-
sem Limes tragt nur ein Intervall [—m /2, 7/2] der urspriinglichen Integrationskontur (sieche Abbil-
dung B.1 in Anhang B) bei. Der Beitrag des anderen Intervalls ist fiir hinreichend kleine 7 exponen-
tiell unterdrickt fir A — oo.

Die Losung dieser Gleichung (8.28)

e(x) = p — hecos(2x), (8.29)

entspricht der Dispersionsrelation freier Fermionen auf dem Gitter. Allerdings hangt das chemische
Potential ;1 auf nichttriviale Weise vom Magnetfeld und der Temperatur ab. Es ist implizit iber die

Gleichung
w/2

d
(= hea + / Y o (1 + e (Hhe 605(2”)/7) (8.30)
™
—7/2

bestimmt.
Die freie Energie im Skalenlimes ist gegeben durch

/2
__he ay 1 dy —(j—he cos(2y)) /7
f— ?<1+Z>+Z / ?Tlrl(]."‘e ) (8'31)
—7/2
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Abbildung 8.8.: Die longitudinalen Korrelationsfunktionen fiir kurze Abstidnde auf dem Gitter als

Funktion der Temperatur fiir verschiedene Anisotropien und o = 0.5

Auch sie entspricht genau dem Verhalten freier Fermionen. Damit folgt fiir die Magnetisierung

1—1I,

To1+1)] 8.32
"0+ Io) (8.32)
wobei die Definition /
/2
_ dy cos(2ny)
In = 1 + e(p—hecos(2y))/7 (8.33)
—7/2

verwendet wurde.
Die Berechnung der Zweipunktfunktionen liefert

1 -3

(0103) -1 BETAL (8.34a)
26

(0703) = — T 1, (8.34b)
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Abbildung 8.9.: Die longitudinalen Korrelationsfunktionen fiir kurze Abstdnde auf dem Gitter als
Funktion der Temperatur fiir verschiedene Anisotropien und av = —1.5

1-3Iy+4I5 Al

oiok = — 8.34
< 1 3>T7h 1 [0 1 [07 ( C)
2I? 41y 1.
T _x 1 042
oo = — + 2. 8.34d
(o7 3>T,h 1+1, 1+1, 2 ( )

Die zugehorige Rechnung findet sich im Anhang C.3. Hierbei gilt es zu beachten, dass die Struktur
der Zweipunktfunktionen (8.34) im Gegensatz zur freien Energie und der Dispersionsrelation nicht
die Struktur freier Fermionen auf dem Gitter hat. Allerdings gehen die physikalischen Parameter
7 und p nur mittels der Dichte-Dichte-Zweipunktfunktionen I,, freier Fermionen ein, jedoch auf
nichttriviale Weise.

In den Abbildungen 8.8 und 8.9 sind die longitudinalen Zweipunktfunktionen fiir kurze Abstiande
auf dem Gitter bei festem « fiir unterschiedliche Anisotropien gezeigt. Hierbei werden die Kurven,
die mittels der exakten Losung aus Kapitel 6.2 gewonnen wurden, mit denen aus dem Skalenlimes
(8.34) verglichen. Diese zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung. Zum einen stimmen die im Ska-
lenlimes berechneten Kurven mit den exakten Kurven bis zu relativ hohen Temperaturen, namlich
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T ~ J iiberein, zum anderen ist auch fiir relativ kleine Werte der Anisotropie, namlich A = 10, der
Skalenlimes zumindest eine qualitative Naherung der exakten Kurve der XXZ-Kette.

Die Ubereinstimmung der Kurven bis zu relativ hohen Temperaturen unabhingig von der An-
isotropie ist in Einklang mit der Tatsache, dass die Stérungsrechnung giiltig sein sollte, solange die
Temperatur klein gegeniiber der Anregungsliicke 4.J der Ising-Kette ist. Alternativ l4sst sich dies
auch mittels der Entwicklung der Integralgleichungen verstehen. Wie oben fiir die dressed energy
und im Anhang C.3 fiir die Funktionen g& und (¢')* erwiahnt, sind die Beitrige des zweiten In-
tervalls, siehe Abbildung B.1 im Anhang B, fiir kleine 7 exponentiell mit A unterdriickt. Skaliert
man dies wieder auf die regulire Temperatur 7" um, so bedeutet dies ein Verhalten wie exp(—J/T),
welches insbesondere unabhéngig von A ist.

Dass die Korrelationsfunktionen im Skalenlimes fir 7' — oo nicht verschwinden, erscheint auf
den ersten Blick merkwiirdig. Es lasst sich aber leicht erklaren, wenn man bedenkt, dass dies die
exakten Korrelationsfunktionen des Hamiltonoperators #; sind. Der zugehdorige Hilbertraum ist im
Vergleich zu dem der XXZ-Kette eingeschréankt, da alle Zusténde, die zwei benachbarte nach unten
zeigende Spins enthalten, ausgeschlossen sind. Fiir den Grenzfall hoher Temperaturen, in dem iiber
alle moglichen Zustinde des Hilbertraumes gemittelt wird, bedeutet dies, dass es ein Ubergewicht
von nach oben gerichteten Spins und damit eine nichtverschwindende Magnetisierung gibt. Auch das
Verhalten der iibrigen Korrelationsfunktionen fir sehr hohe Temperaturen l4sst sich mit Hilfe des
reduzierten Hilbertraumes erklaren. Dass die longitudinale Nachbar-Korrelationsfunktion negativ
ist, ist dadurch begriindet, dass es wahrscheinlicher ist, zwei antiparallele Spins auf benachbarten
Gitterplatzen zu haben, da zwei benachbarte parallel nach unten zeigende Spins verboten sind. Das
Verhalten bei hohen Temperaturen ist, wie in den Abbildungen zu erkennen, unabhéngig von der
betrachteten Anisotropie, da diese nur durch das unterschiedliche Umskalieren der Temperatur T’
zur Temperatur 7 im Skalenlimes eingeht.

Wie bereits erwéhnt, stimmt die Approximation durch den Skalenlimes fiir eine grofie Spannbreite
an Werten der Anisotropie gut mit den exakten Resultaten iberein. Fiir A = 1000 und A = 100 sind
die Kurven bei hinreichend tiefen Temperaturen kaum voneinander zu unterscheiden. Fir A = 10
ist zumindest eine qualitative Ubereinstimmung vorhanden. Vergleicht man nun die Kurven fiir
a = 0.5 in Abbildung 8.8 und @ = —1.5 in Abbildung 8.9, so ist deutlich, dass im letzteren Fall
die Abweichungen bei A = 10 deutlich gréfer sind. Dies ist in Ubereinstimmung mit der Tatsache,
dass die zum Sattigungsfeld h; gehoérende Phaseniibergangslinie wirklich eine Gerade ist, wahrend
dies fiir die zur Anregungsliicke gehorende Linie nur asymptotisch gilt. Unterstiitzt wird dies zu-
satzlich durch die Abbildung 8.4, in der bei A ~ 10 fiir kleinere « eine deutliche Abweichung vom
konstanten Verhalten der Magnetisierung zu Linien mit konstantem « zu sehen ist.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass in dem Bereich fir T ~ J/A, in dem die Korrelati-
onsfunktionen von der Anisotropie und dem Magnetfeld abhangig sind, die Abhangigkeit von der
Anisotropie entfernt werden kann, indem die reskalierte Temperatur 7 eingefithrt wird. Des Weite-
ren ist die Approximation durch den Skalenlimes giiltig bis zu Temperaturen T' =~ J und zusétzlich
lasst sich die XXZ-Kette fir Temperaturen, die grofer als 7' ~ 10J/A sind, gut durch die Ising-
Kette beschreiben. Damit ist es moglich die XXZ-Kette fiir Parameter, die zum kritischen Bereich im
Phasendiagramm oberhalb des Tripelpunktes gehoren, durch einfache Naherungen, entweder durch
die Ising-Kette oder 1, zu beschreiben. Auf3erhalb der kritischen Phase ist die Naherung durch die
Ising-Kette fiir alle Temperaturen moglich.
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Die in dieser Arbeit behandelten Modelle, das Sine-Gordon-Modell und die XXZ-Kette, konnen bei-
de ausgehend von einem allgemeinen 6-Vertex-Modell behandelt werden. Die thermodynamischen
Eigenschaften lassen sich unter Ausnutzung der Trotter-Suzuki-Abbildung auf ein gestaggertes Git-
ter abbilden, welches am einfachsten durch die Quantentransfermatrix beschrieben werden kann.
Diese kann mittels des algebraischen Betheansatzes diagonalisiert werden. Der entscheidende Vor-
teil der Beschreibung durch die Quantentransfermatrix besteht darin, dass im thermodynamischen
Limes der grofite Eigenwert der Quantentransfermatrix alleine die freie Energie bestimmt, wahrend
der zugehorige Eigenvektor alle Informationen zu den statischen Korrelationsfunktionen enthilt.
Um jedoch den Trotterlimes explizit durchfithren zu konnen, ist es erforderlich, eine Beschreibung
der Quantentransfermatrix durch nichtlineare Integralgleichungen einzufiihren. Diese erlauben eine
effiziente numerische Behandlung mit Hilfe des fast Fourier transformation Algorithmus.

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde das Sine-Gordon-Modell als Kontinuumslimes eines gestagger-
ten 6-Vertex-Modells betrachtet. Dieser neue Zugang stellt eine Kombination der bekannten Zugange
aus dem 8-Vertex-Modell bzw. der XYZ-Kette [8,70] und dem 6-Vertex-Modell [22,98] dar. Er erlaubt
wie ersterer die Einfithrung einer Quantentransfermatrix und somit die Berechnung thermodynami-
scher Eigenschaften und beruht wie letzterer nur auf dem 6-Vertex-Modell. Letzteres erlaubt es, den
fiir die XXZ-Kette bekannten Formalismus fiir Korrelationsfunktionen auf das Sine-Gordon-Modell
zu Ubertragen. In diesem neu gefundenen Kontinuumslimes kann sowohl fiir den Grundzustand
als auch fiir die Thermodynamik eine Beschreibung durch nichtlineare Integralgleichungen einge-
fithrt werden. Die zugehérigen Gleichungen auf dem Gitter unterscheiden sich. Diese Unterschiede
werden jedoch durch den Kontinuumslimes nivelliert, sodass sie nach Durchfithrung des Kontinu-
umslimes tibereinstimmen. Damit ist es moglich, die Aquivalenz der freien Energie mit der Grund-
zustandsenergie fiir das Sine-Gordon-Modell bei endlicher Lange vom Standpunkt der nichtlinearen
Integralgleichungen aus zu verstehen. Die nichtlinearen Integralgleichungen fiir die Grundzustand-
senergie reproduzieren das Resultat fiir den bekannten Zugang iiber das 6-Vertex-Modell [23]. Eine
numerische Behandlung der nichtlinearen Integralgleichungen ist moglich und stimmt mit den Er-
gebnissen fiir die spezifische Warme, die ausgehend vom thermodynamischen Betheansatz erzielt
wurden [34], iiberein.

Mit dem neuen Zugang konnte die Darstellung der erzeugenden Funktion der zz-Korrelationen
fiir die XXZ-Kette durch Vielfachintegrale auf das zum Sine-Gordon-Modell gehorende Gitter tiber-
tragen werden. Jedoch lie3 sich der Kontinuumslimes nur am Punkt freier Fermionen explizit durch-
fithren. Dort wurde eine Darstellung als Fredholm-Determinante gefunden, die eine Verallgemeine-
rung auf endliche Temperaturen des bekannten Resultats fiir 7'=0 [42] darstellt.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wurden Korrelationsfunktionen der massiven XXZ-Kette fiir kurze
Absténde auf dem Gitter untersucht. Genauer wurde eine fiir die numerische Behandlung effiziente
Beschreibung des physikalischen Anteils der Korrelationsfunktionen durch nichtlineare Integralglei-
chungen hergeleitet. Die Beschreibung der Korrelationsfunktionen beruht dabei auf dem Zugang
Uiber die sogenannte exponentielle Form [13]. Unter Benutzung der bekannten Resultate fiir den
algebraischen Anteil bei kurzen Abstinden auf dem Gitter [10] wurden verschiedene Korrelations-

75



9. Zusammenfassung

funktionen der massiven XXZ-Kette bei endlicher Temperatur und endlichem Magnetfeld numerisch
berechnet. Diese zeigen interessantes nichtmonotones Verhalten in Abhéangigkeit von der Tempera-
tur und dem Magnetfeld.

Im Grenzfall der Ising-Kette lassen sich die gefundenen Integralgleichungen explizit 16sen und die
bekannten Resultate fiir diesen Fall reproduzieren. Dariiber hinaus ist es moglich, Korrekturen fiir
endliche Anisotropie zur Ising-Kette zu betrachten. Der kritische Punkt der Ising-Kette lasst sich als
Tripelpunkt im A — 1/A-Phasendiagramm des Grundzustands der XXZ-Kette auffassen. Ausgehend
vom Tripelpunkt kann der Hamiltonoperator der XXZ-Kette durch entartete Stérungsrechnung be-
handelt werden. Auferhalb des kritischen Bereichs des Phasendiagramms lasst sich die XXZ-Kette
mit grofler Anisotropie in guter Naherung durch die Ising-Kette beschreiben. Fir Magnetfelder, die
zur kritischen Phase gehoren, kann ein reskaliertes Magnetfeld und eine reskalierte Temperatur ein-
gefiithrt werden. Diese erlauben es fir hinreichend tiefe Temperaturen die XXZ-Kette in der Umge-
bung des kritischen Punktes durch den Hamiltonoperator 71, der sich in erster Ordnung Stérungs-
rechung ergibt, zu beschreiben. Dazu wurden die Integralgleichungen in 1/A entwickelt. Fiir die
thermodynamischen Eigenschaften findet sich die Struktur freier Fermionen, wobei das chemische
Potential auf nichttriviale Art vom Magnetfeld und der Temperatur abhingig ist. Dies entspricht
dem Resultat fiir 1, wie es sich direkt aus dem thermodynamischen Betheansatz ergibt [1]. Fir
die Korrelationsfunktionen findet man, dass die physikalischen Parameter Temperatur und Magnet-
feld nur iber die Dichte-Dichte-Zweipunktfunktionen freier Fermionen eingehen, dies jedoch auf
nichttriviale Art.

Ein Vorteil des modernen Zugangs zu Korrelationsfunktionen unter Verwendung der Funktionen
w und ¢, wie er hier bei der XXZ-Kette benutzt wurde, besteht darin, dass es leicht méglich ist, die
zur Herleitung verwendeten nichtlinearen Integralgleichungen vom a-Typ auf die fiir die numeri-
sche Berechnung effizienten Integralgleichungen vom bb-Typ umzuschreiben. Fiir eine zukiinftige
Behandlung des Sine-Gordon-Modells in diesem Zugang ist dies von entscheidender Bedeutung, da,
wie in dieser Arbeit gesehen, die Integralgleichungen vom a-Typ keine einfache Durchfithrung des
Kontinuumslimes erlauben. Derzeit ist eine Anwendung des neuen Zugangs zu Korrelationsfunktio-
nen auf grofere Abstinde auf dem Gitter noch dadurch verwehrt, dass ein effizienter Algorithmus
zur Behandlung des algebraischen Anteils fehlt. Fiir die Ubertragung dieses Zugangs auf das Sine-
Gordon-Modell miisste zudem noch eine Méglichkeit ahnlich zu [53] gegeben sein, die Asymptotik
der Korrelationsfunktionen fiir grofie Absténde in diesem Zugang zu bestimmen. Erste Schritte hier-
zu sind mit der Betrachtung des Limes zur konformen Feldtheorie [15] bereits erfolgt.

Weitere interessante Fragestellungen, die sich an diese Arbeit anschlieffen, sind der Grenzfall
A — 1 zur isotropen Heisenbergkette und die Frage, wie sich die in [12] auftretenden Momente
aus den hier im zweiten Teil gezeigten Formeln ergeben. Ebenso stellt sich die Frage, ob es auch fiir
den Fall der Korrelationsfunktionen mit nichtverschwindender Unordnung o moglich ist, eine Um-
schreibung der Integralgleichungen von der a-Formulierung auf die bb-Formulierung vorzunehmen.
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A. Technische Details zu den

Integralgleichungen des
Sine-Gordon-Modells

A.1. Nichtlineare Integralgleichungen fiir die Thermodynamik aus
dem 6-Vertex-Modell

In diesem Anhang soll die Herleitung der nichtlinearen Integralgleichungen fiir die Thermodynamik
des Sine-Gordon-Modells aus Kapitel 4.1 beschrieben werden. Diese ist analog zu der Herleitung der
nichtlinearen Integralgleichungen fiir die gewohnliche Transfermatrix des 6-Vertex-Modells, wie sie
in [60] zu finden ist.

Zunichst werden die Resultate aus dem algebraischen Betheansatz fiir die Quantentransferma-
trix (2.39) benotigt. Mit Hilfe des in Kapitel 2.2.1 dargestellten Formalismus ergeben sich mit dem
Pseudovakuum |0) = ]TJ,>®N/ ? die folgenden Eigenwerte fiir die Operatoren A()) und D(\)

_ sh(A — 60 —ir)sh(A+ 6 — i) N/4

a()) = Lh(A — 0 —ir —iy)sh(A+ 0 — ir — iw] ; (A.1a)
[ shA—6+inshA+o+in) 1M

W= Lh()\ — 6 +ir +iy)sh(A+ 6 +ir + i'y)] : (A.1b)

Des Weiteren ist fiir den grofiten Eigenwert der Quantentransfermatrix in (3.12) bzw. (2.26) M =
N/2 zu wihlen. Dieser wird im Folgenden der Einfachheit halber mit A bezeichnet. Auflerdem wird
im weiteren Verlauf, in dem nur noch Funktionen betrachtet werden, der Eigenwert auch einfach als
Quantentransfermatrix bezeichnet. Nun wird die Hilfsfunktion

ez +ir)p(z —ir —iy) Q(z +iv)

alw) = oz —im)p(z +ir +i7) Q(z — ivy) 0

mit den Funktionen

o(x) = [sh(z — 0) sh(z + 6)]V* (A.3a)
N/2

Q(z) = [ shiz - A), (A.3b)
j=1

definiert, wobei \; die Losungen der Betheansatzgleichungen sind. Ausgehend von dieser Hilfs-
funktion lassen sich die nichtlinearen Integralgleichungen herleiten. Dabei werden die folgenden
Tatsachen verwendet:

« N/4 ist gerade
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« Die Funktionen sind analytisch, haben weder Pol- noch Nullstellen und ein konstantes asym-
ptotisches Verhalten in den folgenden Streifen der komplexen Ebene

A(x) : —£/2 <¥(x) < &/2, (A.4a)
Q(x) : —m <J(z) <0, (A.4Db)
o(z) 0<S(z) <, (A.4c)

wobei & = min(y, 7 — 7).
« Die obigen Streifen sind nicht eindeutig, da alle Funktionen im-periodisch sind.

Die Abhéngigkeit des Streifens, in dem der grofite Eigenwert der Quantentransfermatrix A die er-
forderlichen Eigenschaften hat, bedingt die Unterscheidung in der Herleitung zwischen v = m/2.
Dazu werden die Hilfsfunktionen

b(z) =a(z+iy/2) A b(z)=1/a(x —ivy/2) (A.5)
fir 0 <y < /2, bzw.
b(z) =a(z+i(r —7)/2) A b(x)=1/a(z —i(r —7)/2) (A.6)

fir 7/2 < v < 7 definiert. In der weiteren Rechnung wird zunéchst der zweite Fall behandelt, da
dieser iiblicherweise nicht in der Literatur zu finden ist. Danach werden die Unterschiede fiir den
Fall 0 < v < 7/2 aufgezeigt.

Da im weiteren Verlauf haufig nicht v sondern m — v der geeignete Parameter ist wird hierfiir
obiges £ verwendet. Zunachst wird b(x) unter Ausnutzung der Periodizitit der Funktionen ¢ und @
so geschrieben, dass diese fiir reelles z stets in dem oben genannten Streifen der komplexen Ebene
liegen

o(x +ir +in/2 —iy/2)p(x — it —13v/2 4+ 137/2) Q(x +1iy/2+in/2)
ol —ir +ir/2 —iy/2)p(x + it +iy/2 4+ in/2) Q(xz —i3v/2+in/2) "

b(z) = (A7)

Die genaue Verschiebung der Argumente der einzelnen Funktionen hangt davon ab, ob v grofler
oder kleiner als 7 /2 ist. Dies ist der Grund dafiir, dass diese Bereiche in der Rechnung unterschieden
werden miissen. Danach wird dieselbe Prozedur fiir b wiederholt

B(z) = oz — it +ir/24+1v/2)p(z + it +137/2 —in/2) Q(x —iy/2 —in/2)
oz +ir +im/2 + iv/2)p(x — it — iv/2 +in/2) Q(z +i3v/2 —i37/2)

(A.8)

Zusitzlich zu diesen Beziehungen zwischen b bzw. bund p und Q lassen sich die Funktionen b und
b, genauer gesagt die verschobenen Funktionen 56 = 1 + b und B = 1 + b, auch mit Hilfe der
Quantentransfermatrix ausdriicken

o(r — it +137/2 —137/2) Q(x —iy/2 —in/2)
olr —ir +in/2 —iv/2) Q(x —i3v/2+im/2)
§($):<p(x+17—i7r/2+i37/2) Q(z +iy/2 —in/2)

o(x +ir +in/2+1iv/2) Q(z +13v/2 —i37/2)

B(zr) = Az +in/2 —iv/2), (A.92)

A(z —in/2+17/2).  (A9b)
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A.1. Nichtlineare Integralgleichungen fiir die Thermodynamik aus dem 6-Vertex-Modell

Von diesen Gleichungen wird nun die zweite logarithmische Ableitung gebildet und die resultie-
renden Gleichungen werden in den Fourierraum transformiert. Dazu wird die Notation

.1 [ 0% f(a)]
Ji = o o0x2

—0o0

e kT dy (A.10)

verwendet. Fur die eigentliche Rechnung werden unter anderem die folgenden Fouriertransforma-
tionen benoétigt

Lo~ k
und damit
. N
Pk = 5 T o=k CoS(KO) (A.12)

Wird diese Transformation auf die Gleichungen (A.7), (A.8) und (A.9) angewandt, so ergibt sich

by = (e—k(T+25) 4o h(3E/2-T) _ o k(E/2-T) _ k(T4 5/2)) Pr
+ (ek5/2 — e*k(%/?*”» Q. (A.13a)
by = (e—k(n—Qg—T) 1o k(r=3E/24m) _ o—h(r—&/24m) _ o—k(E/2-T ) Pr
n ( k(r—€/2) _ ¢ k3€/2) O, (A.13b)
B, — (e—k(35/2—r> n e—k(s/2—r>) Or + ( —k(/2-m) _ o—k(36/2— 7r>) Or + e K27, (A130)
B, = (e—k(w—ss/%ﬂ X e—k(w—5/2+r>> Bh -+ (ekw _ ek3£/2) O + H6/2A, . (A.13d)

Werden die Gleichungen (A.13c) und (A.13d) nach A aufgelost, so lasst sich der Eigenwert der
Quantentransfermatrix aus den Gleichungen eliminieren und es ergibt sich eine Gleichung, die es

erlaubt, die Funktion Qk durch die bekannte Funktion ¢ und die Hilfsfunktionen %k und B,
auszudriicken

. e~km/2 ke 28 = ch((r +~/2)k)
_ €26 —kE/2 —kn 5 A
@k = Toh(eh2)an(aky2) [© Brem e Bk Fe h(ykj2) e A1)

Damit kann die Funktion Q) aus den Gleichungen (A.13a) und (A.13b) fiir by bzw. ﬁk eliminiert
werden. Somit folgt

. FO=m/2)(e=k™ — 1) sh(k h((m/2 — )k 8 &=
b = © (e ) sh(k7) 5 sh((m/2 — y)k) [%k _efk(wfwfs)%k}

h(3+/2) 25h((r — )k/2) ch(7572) o
und '
R G e sh((m/2 —v)k) & )
ok = ch(k/2) Pt S (r — )k /2) ch(vk/2) Bi - MR

(A.16)
Dabei wurde ein infinitesimal kleines ¢ > 0 eingefiihrt, das dafiir sorgt, dass der Vorfaktor vor

B bzw. B , in den Realraum zuriicktransformiert werden kann. Fir die tatsachliche numerische
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A. Technische Details zu den Integralgleichungen des Sine-Gordon-Modells

Berechnung (im Fourierraum) ist dies irrelevant. Nun wird der Trotterlimes, d.h. hier 7 — 0, und
damit die Ersetzung sh(k7) — k7 durchgefiihrt. Danach werden die Gleichung in den Realraum
zuriicktransformiert und zweimal integriert, dies fithrt auf

Jmsin(y) 1 1
nb(w) = =77 [ch(g(ﬁm/ﬂe)) + ch(g(x+m/2—a))]
+ %K xIn(1+b(x)) — %R’* *In(1+b(z)) (A.17)
und
— Jmsin(7y) 1 1
nb(w) = =75 [ch(g(x T2+ 0) T h(Z (e —in/2 9))]

oK #In(l 4 6() — K +In(1 +b(x). (A19

Hier ist noch zu tberpriifen, dass die bei der Integration auftretenden Integrationskonstanten tat-
sachlich verschwinden, was im Limes z — oo leicht moglich ist. Im Kontinuumslimes ergibt sich
direkt (4.11).

Zuletzt muss nun eine Gleichung bestimmt werden, die es erlaubt, den Eigenwert der Quanten-
transfermatrix durch die Hilfsfunktionen auszudriicken. Dazu wird in den Gleichungen (A.13¢) und
(A.13d) diesmal die Funktion Q, eliminiert. Dies fiihrt auf

N Sh(kT) —k(n—
A, = _SMAT) ( (m=v/2) _ k7/2)
ch(yk/2) \" o

1 RURED NRULLD
— . (A9
T S eh(k/2) (¢ B e Bi) - (A19)
Hier wird nun ebenfalls zunéchst der Trotterlimes N — oo, dh. 7 — 0, durchgefithrt und die
Gleichung in den Realraum zuriicktranformiert. Nach zweimaliger Integration und Bestimmung der
Integrationskonstanten ergibt sich

InA(z) = _% / 2sh(72r( )2 ]2 Tk )coswk;)eikxdk
Ji InB(y) B (y) 4y
+_ZO ch(Z(z +i(y —7/2) —y)) + h(Z(@+i(y—7/2)—y)) | 2n’ (A.20)

Mit Hilfe von Gleichung (2.41), welche die freie Energie durch den gréften Eigenwert der Quanten-
transfermatrix ausdriickt, folgt im Kontinuumslimes die Gleichung (4.13), die die freie Energie des
Sine-Gordon-Modells mit Hilfe der Hilfsfunktionen b und b bestimmt.

Nun wird der Fall 0 < v < 7/2 besprochen, wobei hier hauptsichlich die notwendigen Modifi-
kationen aufgezeigt werden. Zunichst sind, verglichen mit den Gleichungen (A.7), (A.8) und (A.9),
andere Verschiebungen fiir die Funktionen ¢ und () nétig, damit diese im oben genannten Streifen
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A.2. Nichtlineare Integralgleichungen als Grenzfall der XYZ-Kette

der komplexen Ebene liegen

o it +iy/2)p(x — it —iy/2 +im) Q(x +13v/2 — im)

ble) = o(z —ir +1iv/2)p(x + it +137/2) Oz —i7/2) (A.21a)
= ol =it +ir —iv/2)(x +iT +1v/2) Q(x —i3v/2)
b(z) "oz + it +im — iy/2)p(x — it —i3y/2 + i) Q(x + iy/2 — in) (A.21b)
ol =it +ir —iv/2) Q(x +1iv/2 —im) e )
)= oz — %T + %7/2) Q(x — %7/2) Ala +1v/2), (A.21c)
B(z) = oz +ir +iv/2) Qz —iv/2) Ao —i7/2). ot

o(x +ir +ir —iy/2) Q(x + iy/2 — im)

Nachdem von diesen Gleichungen die zweite logarithmische Ableitung gebildet und diese in den
Fourierraum transformiert wurden, liefern die letzten beiden Gleichungen den Ausdruck

- Ch(c(&:kv//Q 2))k) or. (A22)

der Qk durch die Hilfsfunktionen ausdriickt. Wird dieser in die zu den Gleichungen (A.21a) und
(A.21b) gehorenden transformierten Gleichungen eingesetzt, so ergibt sich

R e—k7r/2 . R A
— Y23, _ o—kv/2
@k = (k2 ch(ykj2) & ke %’“} te

_ (e—lwr — 1) sh(k7) . sh((m/2 —~v)k) . o)
" ch(vk/2)  7F T 2sh((r — 7)k/2) ch(vk/2) [%k —e 0 )%k] . (A23a)
s (e’kﬂ _ 1) Sh(kT) . Sh((ﬂ/Q — fy)k;) n o)
o= ch(vk/2) 7" T3 sh((m — ~)k/2) ch(vk/2) [%k — M )%k} : (A.23b)

Das infinitesimale ¢ wurde aus demselben Grund wie im Fall 7/2 < v < 7 eingefihrt. Die Riick-

transformation in den Realraum und zweimalige Integration der Gleichungen fithren auf (4.4). Wobei

auch hier eine Uberpriifung der Asymptotik ergibt, dass die Integrationskonstanten verschwinden.
Um den Eigenwert der Quantentransfermatrix durch die Hilfsfunktionen auszudriicken, wird wie

im obigen Fall die Funktion Qk aus den Gleichungen fir B & (A.21c) und %k (A.21d) eliminiert. Dies
fiihrt auf

A, — _ sh(k7) (e—k(w—v/Q) _e—m/z> P+

k= _Ch("}/k:/Q) (EB]C + %k> . (A.24)

1
2ch(vk/2)
Hier wird nun ebenfalls zunédchst der Trotterlimes N — oo, dh. 7 — 0, durchgefiithrt und die
Gleichung in den Realraum zuriicktranformiert. Nach zweimaliger Integration und Bestimmung der
Integrationskonstanten ergibt sich unter Verwendung von (2.41) nach dem Kontinuumslimes die freie
Energie (4.9) fur das Sine-Gordon-Modell mit 0 < v < 7/2.

A.2. Nichtlineare Integralgleichungen als Grenzfall der XYZ-Kette

In diesem Anhang wird gezeigt, wie sich die nichtlinearen Integralgleichungen fiir das Sine-Gordon-
Modell als Grenzfall der XYZ-Kette ergeben, wobei sich die im Folgenden présentierte Rechnung auf
den Fall 0 < v < 7/2 beschréankt. Fir die Erlduterung, wie das Sine-Gordon-Modell als Kontinu-
umslimes der XYZ-Kette zu finden ist, wird die Notation aus [34] verwendet! und fiir Details darauf

'Mit der Einschrankung, dass der Spektralparameter im Sine-Gordon-Limes anders skaliert ist und mit A bezeichnet wird,
um mit der in dieser Arbeit verwendeten Notation iibereinzustimmen.
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A. Technische Details zu den Integralgleichungen des Sine-Gordon-Modells

verwiesen. Dieses Resultat wird direkt auf die nichtlinearen Integralgleichungen fiir die XYZ-Kette
angewandt, wie sie sich in [57] finden.
Der Hamiltonoperator® der XYZ-Kette ist gegeben durch

L
226]0— 10 —|—JU 10‘ —I—JO‘ 10’) (A.25)

mit J, : Jy : J, = cn(2¢, 1) : dn(2¢,1) : 1und 0 < 1 < 1,0 < 2¢ < K [41]. Hierbei bezeichnet
[ den elliptischen Modul und K das vollstandige elliptische Integral erster Art. Die bare energy ist
abgesehen von einer additiven Konstanten gegeben durch [91]

Jm

eo(z) = — c sn(2¢)a1(x) (A.26)
mit
a1 (x) = % <Z(C) + 222(2;](_1(2;&?)) . (A.27)

Hierbei ist ¢ durch das Verhéltnis der Kopplungen J; bestimmt. Die elliptischen Funktionen sn, cn,
dn und Z haben den elliptischen Modul [ und Z bezeichnet Jacobis Zeta-Funktion [2]. Im Sine-
Gordon-Limes gilt

2=mm—7. (A.28)

Um die korrekte Verschiebung des Spektralparameters x zu verstehen, sollen zunéchst einige Eigen-
schaften der Funktion a; besprochen werden. Fiir rein imaginires z ist die Funktion sn?(z) reell und
periodisch mit Periodizitdt 2K, mit einer doppelten Nullstelle am Ursprung und einem Pol zweiter
Ordnung bei K. Hierbei ist K7 das vollstandige elliptische Integral erster Art zum konjugierten Mo-
dul I/ mit [? + > = 1. Damit ist fiir reelles = die Funktion a; reell und periodisch mit Periode 2@,

wobei )
Q= Ig (A.29)

ist. Sie hat ein Maximum am Ursprung und ein Minimum bei (). Dies beschreibt somit Teilchen mit
positiver Energie. Die Teilchen negativer Energie, die den Fermisee im Grundzustand fiillen, finden
sich bei 3z = K] /(. Die Funktion a; auf dieser Linie ist wiederum periodisch mit Periode 20,
besitzt aber ein Minimum am Ursprung und ein Maximum bei Q. Fiir das Sine-Gordon-Modell muss
somit der Ursprung bei () liegen. Mit

A\ = C(Q — [E) (A.30)
folgt fiir kleine A und [ — 0 und damit Q) — oo
J. sin?(2
560y = R0 2 g0y (A31)

4
Die Kopplung ist fiir den Grenzfall des Sine-Gordon-Modells als

2y

Ja =  wsin(4)6

(A.32)

*Tatsichlich ist in [34] ein mit —1/2 multiplizierter Hamiltonoperator angegeben, jedoch wird fiir die eigentliche Rech-
nung der Hamiltonoperator (A.25) verwendet, um die Resultate fiir die TBA-Gleichungen aus [91] direkt verwenden zu
kénnen.
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A.2. Nichtlineare Integralgleichungen als Grenzfall der XYZ-Kette

zu wihlen, siehe Gleichung (B25) in [34].

Diese Verschiebung des Spektralparameters muss nun in den nichtlinearen Integralgleichungen
aus [57] vorgenommen werden. Diese verwenden allerdings die Ausdriicke fiir dressed excitations
und eine andere Parametrisierung des Hamiltonoperators

L
1 . - . .
H = —5 2 <Jx0'j_10'j + JyO’?_l(f‘? + JZO'j_lO'j) (A33)
‘7:
mit
1 — ksn2(i
5, =it () (A.34a)
2sn(iw)
1+ kan(iw)
Jy =i— A.34b
Y 2sn(iw) ( )
o jonis) dn(is) o

2sn(iw)

wobei k den elliptischen Modul und K}, und K, die zugehérigen vollstandigen elliptischen Integrale
bezeichnet. Im Limes £ — 1 gilt 2w = +. Eine Transformation dieser unterschiedlichen Parametri-
sierungen findet sich im Lehrbuch [88]. Es gilt

1-1
k=——. A.35
141 (A.35)
Die nichtlinearen Integralgleichungen lauten
2Ky
27
Ina(x) = —?c(x) + / k(x —y)In(1 + a(y))dy
9K,
2K,
— / k(x —y —i2w +1ie) In(1 + a(y))dy, (A.36a)
—2Kj,
2Ky
_ 2m _
In(a) =~ 7e(@) + [ bz =) (1 +a()dy
9K,
2K},
— / k(r —y +1i2w —ie)In(1 + a(y))dy, (A.36b)
K,

1 |1 & cos(gj)
clr)=— |-+ —_— (A.37)
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und
k) = 1|1 >, sh(gz (K — 2w)j) cos(g7-jx)
4K} | 2 = ch(gzjw) sh(gze (K — w)j)

Hierbei lasst sich ¢(z) mit der Jacobischen elliptischen Funktion [41]

K K
= d
identifizieren, wobei die Relation
w K
2K, K,

gilt, welche auch s festlegt.
Im Sine-Gordon-Limes gelten damit die folgenden Beziehungen

150, K] — o, Kl—>g,
K =0, K, — 00, K,g—>g,
s =0, K, — oo, K§—>g,
und A A
Kl >n-, K,——,
l s/
bzw.
w oK w
2K, K, K|’
Somit folgt

s (NN
-

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41a)
(A.41b)

(A.41¢c)

(A.42)

(A.43)

(A.44)

Die Inhomogenitét c¢(x) aus (A.39), die in den nichtlinearen Integralgleichungen (A.36) vorkommt,
entspricht der dressed energy der XYZ-Kette [48]. Vergleicht man die dressed energy in [34] mit ¢(x),

so ergibt sich, dass die Reskalierung des Spektralparameters (A.30) hier

r=K —\

(A.45)

entspricht. Wird dies in die Inhomogenitat (A.39) eingesetzt, so folgt im Limes [ — 0 bzw. s — 1

K KK K.\
ore(K! — \) = — dn(—=—1Lt - =2
me(Ki = A) 9K}, n( 9K, 2K »5)

~—~ —— ~—~—

=2K! /v =Ks  =2K'\/|y
Kl
=Ty nd(—2\, s)
Y Y
l TF/W
=Ty <> ch(ZA)
v \4 Y
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A.2. Nichtlineare Integralgleichungen als Grenzfall der XYZ-Kette

Die Kernfunktion & der XYZ-Kette (A.38) geht direkt in die Kernfunktion K der kritischen XXZ-
Kette und damit in die des Sine-Gordon-Modells (4.6a) iiber. Aus Gleichung (B24) in [34] ergibt sich,
dass 4 (1/4)™7 = ms§ gilt.
Fiir das weitere Vorgehen gilt es zu beachten, dass fiir festes J, im Grenzfall zur XXZ-Kette, d.h.
[ — 0 bzw. £k — 1, eine andere Normierung der beiden Hamiltonoperatoren (A.25) und (A.33)
vorliegt. Es ist
H(A.25) = —sin(y)/2H(A.33), (A.47)

somit muss in den Integralgleichungen nicht obiges J, (A.32), sondern J, = ~/(md) eingesetzt
werden. Die Kopplung kann in den Integralgleichungen eingefithrt werden, indem die Temperatur
T durch T'/J, ersetzt wird. Damit ergeben sich im Sine-Gordon-Limes die Gleichungen®

lna(aj):——ch +/K;U— )In(1 + a(y))dy

— / Kz —y—iy+ie)In(1+a(y))dy, (A.48a)

—00

Ind(z) = —% ch(%x) + / K(z —y)In(1 +a(y))dy

— / K(x —y+iy—ie)In(l +a(y))dy, (A.48b)

welche genau den Gleichungen (4.7) entsprechen, falls a mit b und @ mit b identifiziert wird.
Zur Bestimmung der freien Energie wird Gleichung (3.17) aus [57] benoétigt, die den gréfiten
Eigenwert der Quantentransfermatrix durch die Hilfsfunktionen a und a ausdriickt

QKkjw cos(ﬁja:) ch(ﬁj(w—l/NT))
In A= NZ j (g jw) sh(z K} ) h(QKk I = 2w))
2K},
+ / clz—y)In(l+a(y)) +In(l +a(y))]dy. (A.49)
2K},

In diesem Ausdruck ist noch die Temperatur 7" durch 7'/ .J, zu ersetzen. Diese Gleichung ist fiir die
Bestimmung der freien Energie an der Stelle A = 0, d.h. z = K], auszuwerten. Somit folgt iiber

T
f= = Jim g i, i, i ACKD (450
unter Verwendung von (A.46) im Sine-Gordon-Limes der Ausdruck
T o0
m ™ _
f=eo=" [ Ty n(1 +a(y) + (1 + )] dy (As1)
—00

*Streng genommen sind dies hier andere Hilfsfunktionen, da a(K; — \) aus (A.36a) nun mit a(\) bezeichnet wird.
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fir die freie Energie. Dabei bezeichnet ey den Grenzwert des ersten Summanden in (A.49) im Sine-
Gordon-Limes. Dieser Ausdruck fiir die freie Energie stimmt fiir den von den Hilfsfunktionen ab-
héngigen Anteil mit dem in Gleichung (4.9), der ausgehend vom 6-Vertex-Modell hergeleitet wurde,
tiberein.
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B. Herleitung der Integralgleichungen fiir die
massive XXZ-Kette

In diesem Kapitel wird die Umschreibung der Integralgleichungen, die den physikalischen Anteil
der Korrelationsfunktionen der massiven XXZ-Kette beschreiben, von der a-Form, wie sie in [13]
verwendet wurde, in die fiir numerische Berechnungen effiziente Form aus Kapitel 6.2 beschrie-
ben. Die Transformation fiir die Funktionen a in b, b und G in gi findet sich bereits in [18], sie
wird hier nur der Vollstdndigkeit halber mitbeschrieben. Zu beachten ist, dass in [13] die Integral-
gleichungen fiir die Funktion mit dem Unordnungsparameter o verwendet werden. Im Folgenden
werden direkt die Integralgleichungen fiir o« = 0 als zugrundeliegende Gleichungen verwendet. Fiir
die Notation bedeutet dies, dass gilt G(\,v) = G(\,v;a)|,—g. G'(A\,v) = 00 G\, v;0)|
P(V) = (v, )] _gs (01, 72) = 01,123 )|y und ' (v1, 70) = /(1,25 )],

Da ein grof3er Teil der Rechnungen im Fourierraum geschieht, ist es sinnvoll einen Uberblick iiber
die auftretenden Funktionen und ihre Darstellungen im Fourierraum zu geben. Diese ist in Tabelle
B.1 zu sehen. Dabei wurde fiir die Fourierreihe die Konvention

a=0’

fl@)= > fre (B.1)
k=—0o0
mit
w/2
szi / f(z)e 2k dg (B.2)
—7/2

verwendet. Fiir eine Faltung der Form %[ f * g](z) ergibt sich dann im Fourierraum fgy.
Die Funktion a steht im Zusammenhang mit den Betheansatzgleichungen der Quantentransfer-
matrix, siehe Kapitel 2. Es gilt

a(A) = e M7 <Sh(A — B/N)sh(A+ B/N — 77)>N/2 T shh =, +n)

Sh(\ + B/N)sh(» — B/N + 1) ShO— A — 1) (B:3)

Jj=1

wobei die Betheansatzgleichungen dann gegeben sind durch a(\;) = —1mit j = 1,..., M. Fir sie
kann die folgende nichtlineare Integralgleichung hergeleitet werden [58]

lna(A) = —Bh — 2718 sh() K, s(A +1/2) — / g—:Kn()\ —w) (1 +aw) (B4

c

wobei hier der Trotter-Limes N — oo bereits durchgefiihrt ist. Die Funktion K, (\) ist gegeben

durch
sh(2n)

() = ish(A—n)sh(A+n)

(B.5)
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f(mk — o~ 2kl — (Kn/Z,k)2 f(jk — o 2n(|k|£k)
p 1 _ f(n,k ot eT2nk
T e T 14K, B 4 e2lk]
dy, L _ 2K7742’k P- = 0(k) (e sk _ e7"k>
ch(nk) 1+ K, k
f/n k= sign(k)f(n,k ifk = 51gn(l’<:)K77 i
1 eq:2r]k
i = sign(k I = sion(k
b )4ch2(77k) & = sign( >4ch2(77k)
eink
S
R (k)
i cot(x +i&)], = sign(§) (@(sign(ﬁ)k‘)%_%'f‘ - 507k) , EF£0

Tabelle B.1.: Tabelle der Fourierkoeffizienten der fiir dieses Kapitel relevanten Funktionen und eini-
ger einfacher Zusammenhénge untereinander. ©(z) bezeichnet hierbei die Heaviside-
Funktion.

Alternativ lasst sich eine Integralgleichung fiir a(A) = 1/a(\) finden. Diese lautet

In(\) = Bh — 2Ji8 sh(n) Ky oA — 1/2) + / ;—:Kn()\ _w)in(l+aw). (B
C

Der Integrationsweg C, die sogenannte kanonische Kontur, in der komplexen Ebene ist in Abbildung
B.1 dargestellt und ist die Summe der Wege C;j, j € {1,+,2,—}. Mit RCx = £7/2 F € und
3 Cyjp = Fm/2, wobei ¢ eine positive kleine Zahl ist. Der Limes ¢ — 0 ist hier implizit enthalten.
Die Funktionen In a und In@ und auch die Funktionen G und G’ sind in dem Teil der komplexen
Ebene, die von C eingeschlossen wird, bekannt, sobald sie auf der Kontur C bekannt sind. Fiir die
Berechnung der Korrelationsfunktionen und insbesondere das Umschreiben auf die alternative Form
der Hilfsfunktionen geniigt allerdings schon die Kenntnis der Funktionen auf der Kontur C. Hierbei
ist zu beachten, dass wegen der im-Periodizitat der Funktionen die Integrale entlang der Wege C;
und Cy sich gegenseitig auftheben. Daher gentigt es die Funktionen entlang zweier gerader Linien
parallel zur imaginaren Achse zu kennen. Dies erlaubt eine Transformation der Integralgleichungen
in den Fourierraum und damit das Umschreiben auf die bb-Form.

Die Funktionen b(z) und b(z) werden nun wie folgt definiert
b(z) =a(iz+n/2) A b(x)=a(iz—n/2). (B.7)

Dann wird auf den Integrationswegen C4 unter Ausnutzung der Tatsache In(1+a) = In(1+a)—Ina
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Abbildung B.1.: Die kanonische Kontur C fiir die massive XXZ-Kette, d.h. A = ch(n) > 1.

die Substitution

_ ) In(1 +b(—iw +1in/2)) — Inb(—iw +in/2) w € Cy

In(l +aw)) = {111(1 4 B(—iw — i/2)) wec. ' B8
~ ) In(1 + b(—iw +in/2)) weCly

In(l +aw)) = {ln(l + b(—iw —in/2)) — Inb(—iw — in/2) wecC_’ (B.2b)

vorgenommen. Damit ergibt sich aus den Integralgleichungen (B.6) bzw. (B.4) nach Verschieben der
Integrationswege auf die nun reelle Achse

Inb(z) =—0h—4Jp sh(n)f(n/z(:v)

+ % [f(n #In(1+b)(z) — K, * Inb(z) — f(n_ xIn(1 —1—5)(30)} , (B.9a)

Inb(x) = Bh —4J83 Sh(n)f(n/g(az)
1. _ - _ -
+= [Kn #1n(1+6)(x) — K, *Inb(z) — K +In(1 + b)(m)] , (B.9b)
wobei zu beachten ist, dass fir die Herleitung der Integralgleichung fiir b die Gleichung (B.6) und

der Integralgleichung fiir b die Gleichung (B.4) verwendet wurde. Die Integrationskerne sind in
Gleichung (6.23) definiert wobei gilt

Rf?t(l') = K,(z+i(n—¢)). (B.10)

Hierbei dient das € in obiger Gleichung der Regularisierung der Kernfunktionen. Es ist dadurch be-
grindet, dass die urspringlichen Integrationswege wie oben erwihnt streng genommen nicht bei
Rw = 4n/2 sondern leicht verschoben liegen. Im Folgenden wird dieser Sachverhalt in den Kern-
funktionen mit 7~ notiert. Die Gleichungen (B.9) werden in den Fourierraum transformiert

[Inb], = —Bhéxo — 4J35h(n) K, s2.)
+ f(n,k’ [In(1 + b)];, — f(mk [Inb], — f(r;k- [ln(l + E)]k , (B.11a)
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B. Herleitung der Integralgleichungen fiir die massive XXZ-Kette

[Inb], = Bhéro — 4B sh(1) Ky 2 )
+ Ky [In(1+0)], — Ky [lnb], - K;r,k [In(1+b)], , (B.11b)

und dort nach [In b], bzw. [lna ., aufgeldst und in den Realraum zuriicktransformiert. Damit erge-
ben sich die Gleichungen (6.9) in Kapitel 6.2.

Die nachste Funktion, die es umzuschreiben gilt, ist die verallgemeinerte Dichtefunktion G(A, v/).
Sie erfiillt eine lineare Integralgleichung, in die wahlweise a oder @ als d&ufere Parameter eingehen

. dw G(w,v)
C;()\7 V) = lKn/2(>\ 1% 77/2) =+ gKn()\ (A})m y (B12a)
c
) dw G(w,v)
C
Die fiir die bb-Formulierung geeigneten Funktionen sind
gf(r) = G(ix +n/2,iv) A g, (v)=—-G(ix —n/2,iv). (B.13)
Auf den Integrationslinien C+ wird in (B.12) die Substitution
. . F(—iw—+i
G(w,iv) g (—iw +in/2) — % weCy (B.142)
Lta(w) | ——felfein2) wel-’ o
1+b (—iw—in/2)
. g (—iwtin/2)
Gw,iv) _ | o~ T(—iwtin/?) weCy (B.14b)
1+a(w) — g Clemin/D) gy —ip/2) weCl. '

146 (—iw—in/2)

vorgenommen, wobei 1/(1+a) = 1 —1/(1+a) verwendet wurde. Die resultierenden Gleichungen
fiir g im Realraum werden in den Fourierraum transformiert. Dort lauten sie

J’_ —
+ % —i2kv + % 9y - 9u
= 2K - K, K, - K B.15
gl/,k: "7/27"76 nakgl/,]{? + n,k |:1 + bl:|k n,k |:1 N b_1:| i ) ( a)
- +
— 7% —i 7 — o 9y -+ 9y
9, = —2K, o e — Ky g, + Kok [ - ] -K [_] . (B.15b)
v,k n/ mRIvk n 1406 1 . n,k 146 1 i

Auflosen dieser Gleichungen nach gfk und Riicktransformation in den Realraum liefert (6.16).
Mittels der bisher bestimmten Gleichungen lassen sich nun die ersten zwei fiir die Korrelations-
funktionen relevanten Funktionen ¢ und w bestimmen. Fiir die verallgemeinerte Magnetisierung

gilt
B dw G(w,v)
pv) =1+ / ltaw) (B.16)

C

Da diese Gleichung nur implizit von v abhéngig ist, l4sst sich nach Einsetzen von (B.14a) ¢ trivial
durch Fourierkoeffizienten der obigen Funktionen ausdriicken. Es ergibt sich

(v)—1=ygi,— 9 + |9 (B.17)
R S P el |
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mit # = —iv. Unter Zuhilfenahme von (B.15a), d.h. Auflosen der Gleichung nach g; o und Ein-
setzen des Resultates, ergibt sich direkt (6.20), wenn die dort auftretenden Integrale mi7t Faltungen
ausgewertet an der Stelle Null identifiziert werden.

Anstatt direkt die Funktion w zu betrachten wird eine Funktion ¥ definiert, die sich nur um eine
triviale Funktion von w unterscheidet

i
w(vi,ve) + §KU(V2 —v1) = —=V(v,19). (B.18)

Diese ist durch das folgende Integral gegeben

U(vy,10) = d%Knm( — vy — 77/2)%

c

(B.19)

welches explizit nur von vy abhingig ist. Setzt man nun (B.14a) ein um das Integral auf der Kontur
auszuwerten, so erhalt man

2| - - N
U(v1,12) = - [Kn/2 * gp (72) — Ky T [1]_1 () — P ?%_1(’/2) ) (B.20)
mit 7; = —iv; und B ~
P~ (z) = Kyjo(z —in) . (B.21)

Fiir letztere Funktion wurde eine neue Bezeichung eingefiihrt, da ihre Darstellung im Fourierraum
sich auf nichttriviale Art von der von f(n /2 unterscheidet, siche Tabelle B.1. Gleichung (B.20) lésst
sich nun beziiglich 73 in den Fourierraum transformieren. Dort wird wiederum die Losung von g;'h i
aus (B.15a) eingesetzt und unter Verwendung der Identit4t

K, o1 K _d
Zn/2k 0k ok _ P = Sk (B.22)
+ Kn,k’

ergibt sich nach Einsetzten in (B.18) schlief3lich (6.22) fir w.

Nun missen noch die Funktionen betrachtet werden, die sich aus den Ableitungen nach dem
Unordnungsparameter « ergeben. Dies ist zundchst die Funktion G, fiir die es wiederum zwei alter-
native Integralgleichungen gibt

d G d G’
¢ c
(B.23a)
d o
G/()\,y):—ncth()\—u+77)—n/2°u SO —w) /2w X )H(w(v))
¢ c
(B.23b)
mit .

Ly(z) = 5 (cth(z —n) + cth(z +1m)) . (B.24)

Die zwei korrespondierenden Funktionen in der bb-Formulierung werden wie folgt definiert

G'(iz +n/2,iv _ G'(iz —n/2,iv

(B.25)
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B. Herleitung der Integralgleichungen fiir die massive XXZ-Kette

Die fiir die Wegstiicke C+ vorzunehmende Ersetzung ist analog zu der fiir G in (B.14)

+ —
1+ . . —i2kv T + T 9y T — 9y
i == loot(e -+ in/ D™ = Lyaghy + Ly | 12|~ | 2]
" L P
1+ /
o 1+ o g F— g
_ + K - K , B.26a
n,k9 vk n,k 1+b-1 . nk 14 []_1 . ( )
— +
== lioota = /2o = Eyngi  La |y |~y |2
’ B “lige ), MMlI+e,
/— 1+
e - 7 9y =~ |9
kg vg T Kk 5T mk | Ty p (B.26b)

In diese Gleichungen miissen nun die Losungen der Gleichungen (B.15) eingesetzt und die resul-
tierenden Gleichungen nach ¢’ lj,:k aufgelost werden. Dies liefert die Gleichungen (6.17) wobei die
nichttriviale Identitdten

1 . Ly
— | licot(z +in/2)], — 2K, jo .—2"— | = ¢ B.27
4 Koy ([ ( n/2)]; n/2k] +Kn,k> 1k (B.27)

eingehen.

Zuletzt fehlt noch die Funktion w’'. Fiir sie gibt es eine Feinheit zu beachten, wenn die -abhéngige
Integralgleichung fiir w in [13] betrachtet wird. Und zwar ist w’ nicht einfach die Ableitung von w
nach dem Unordnungsparameter, sondern es gilt w'(v1, v2; ) = 9, (eo‘(”z_”l)w(yl, vo; ). Wie
bereits bei der Funktion w ist es auch hier giinstig, zunichst eine sich um eine triviale Funktion
unterscheidende Funktion ¥’ zu definieren

w'(yl, VQ) — 77L77(172 — I;l) = —\I//(I/l, VQ) . (B.28)

Dabei ist ¥’ gegeben durch

/ _ [ dw _ G'(w, 1) /dw B G(w,v1)
U (vy,19) = - Kn/Q(VQ w+n/2) 1+ a@) +n - cth(vy w—H?)il—l—a(w) . (B.29)
C C

Genau wie bei W ist hier 1o der explizit auftretende Parameter beziiglich dem nach der Umschrei-
bung (B.14a) fiir G und der analogen Umschreibung fiir G’ eine Transformation in den Fourierraum
vorgenommen werden kann. Genau genommen erfolgt die Transformation wie bei W beziiglich 7.
Es ergibt sich

U (1) ~ + 95 ~_ 95
= 2k g9z - ! — 2P, ,1
n n/2,k 1,k 1+b-1 . k 1+ bfl .
9z 97,
— [icot(x —in/2)], (glz’k ~ 17 +Vé_1 ) — [icot(z —i3n/2)], L '/11] (B.30)
k
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Einsetzten der Losungen fiir ggrl . und ¢’ ;7 i liefert unter Verwendung der Identitaten

i icot(e — in/2)],
K Ccip+ = =2l B.31a
n/2,k ( ok 5 R k (B.31a)
[icot(z —in/2)], (1 — Kg) — 2I~(n/27klk =c_k, (B.31b)
c,7ke2k77 = —Cik, (B.31c)

(B.22) und (B.28) schlief3lich (6.24).
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C. Technische Details zu den Grenzfallen der
massiven XXZ-Kette

In diesem Anhang werden einige technische Details zu den in Kapitel 8 betrachteten Grenzfallen der
XXZ-Kette prasentiert.

C.1. Ising-Kette

Zunéchst wird der Grenzfall der Ising-Kette aus Kapitel 8.2 besprochen. Betrachtet man die nichtli-
nearen Integralgleichungen (6.9) fiir b und b, so findet man, dass diese in einfache vom Spektralpa-
rameter unabhéngige Gleichungen tibergehen

h 2J 1 1 h
Inb=—on = +5Imn(1+6) - ;I (1+5), (C.12)

- ho 2 -
lnb(x):ﬁ—?+%ln(l+b)—%ln(1+b). (C.1b)

Diese fithren auf eine einfache quadratische Gleichung fiir b. Das hat zur Konsequenz, dass die
Losung nicht eindeutig ist

by —eo—(h/2+40)/T <_ sh (;;) + \/sh2 (;;) +e4J/T> 7 (C.2a)

by = : (C.2b)

Die Wahl des Vorzeichens wird erst dadurch festgelegt, dass obige Resultate in die Gleichung (6.10)
fir die freie Energie bzw. deren Grenzfall im Ising-Limes eingesetzt werden und die zur betragsmaflig
groBeren freien Energie gehorende Losung (+) gewahlt wird.

Da die weiteren Gleichungen fiir die restlichen Hilfsfunktionen ¢g* und g’i linear sind, treten
bei diesen keine weiteren Zweideutigkeiten auf. Es sei fiir die weiteren Rechnungen noch darauf
hingewiesen, dass die in den Integralgleichungen auftretenden Integrationskerne £ und % bzw.
und [* sich in diesem Limes insofern unterscheiden, dass bei x* und [T im Gegensatz zu x und [
alle negativen bzw. positiven Moden im Fourierraum von Null verschieden sind, siehe Tabelle B.1.
Genau genommen ist daher die obige Gleichung (C.1) auch die Gleichung fiir die Null-Mode im
Fourierraum. Jedoch ist direkt klar, dass alle weiteren Gleichungen im Fourierraum geldst werden,
falls b und b Konstanten sind. Wichtig fiir die Rechnungen wird dies jedoch bei der Berechnung
der Funktionen f* und h*, siche Gleichung (8.11), da diese Funktionen nicht konstant sind, son-
dern nichtverschwindende Koeffizienten in den niedrigsten Moden der Fourierreihe besitzen, siehe
Gleichung (8.12).
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C. Technische Details zu den Grenzfillen der massiven XXZ-Kette

C.2. Storungsrechnung fiir den Hamiltonoperator der XXZ-Kette

In diesem Abschnitt wird die Stérungsrechung fiir den Hamiltonoperator (8.16) der XXZ -Kette in
Kapitel 8.3 skizziert. Dieser lautet

H="Hi(h

I>\H

L
Z( 10§ —l—a 10? - 2040;) . (C.3)

=Hy

Die zugehorige Rechnung erfolgt grofitenteils mittels Fermioperatoren und ist analog zu der fiir das
Hubbardmodell im Limes starker Kopplung (siehe z.B. Anhang 2.A in [26]). Da fiir die Energie der
Heisenbergkette am kritischen Punkt nur die Anzahl benachbarter parallel nach unten zeigender
Spins relevant ist, werden zunéchst entsprechende Operatoren eingefiihrt. Sei

1—-o07

n; = 5 J (C.4)

der Teilchenzahloperator fiir den Platz j, so sind die Operatoren

(1 —anj_in;) (C.5)

th

Erzeuger der Projektoren

P, = (;?n NG(a),_; - (C.6)

Dabei projiziert der Projektor P, auf den Unterraum der Zustiande, die n Paare benachbarter nach
unten zeigender Spins besitzen. Hierbei werden z.B. drei benachbarte nach unten zeigende Spins,
beispielsweise auf den Platzen j — 1, j und j + 1, als zwei Paare benachbarter Spins gewertet.

Fiir die Storungsreihe ergibt sich damit

PyH P, H, Py

3
B +0(1/A%), ©)

J
H =Hi(he) + L PoH Py + A2 Zl

wobei Ey die Grundzustandsenergie pro Gitterplatz von H(h.) und E,, die zu Zustinden im von
P, erzeugten Unterraum gehoérende Energie ist. Es gilt £y — E), = —4Jm. Nun ist es niitzlich
zunichst eine Jordan-Wigner-Transformation vorzunehmen, d.h.

k—1

o = H(l - 2cjcj)ck, (C.8a)
—1

o, = H(l - 203-'rcj)ck|r ) (C.8b)
j=1

Dabei sind c;r und c¢; die zu n; gehérenden Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren. Mit ihrer
Hilfe schreibt sich der Stérterm im Hamiltonoperator

Ho=23" (tjkcjck> —2aL + 4aN (C.9)
g,k
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C.3. Skalenlimes und T'=0-Grenzfall fiir grofie Anisotropie

mit
0 10 —(—)N
1 0 1 0
tix = 0 10 0 , (C.10)
~(=)" 0

wobei N = Zle n; den Teilchenzahloperator bezeichnet. Da der Term —2«aL + 4aN die Teil-
chenzahl erhilt, fallt er im Produkt P, Hs Py bzw. PyHP,, offensichtlich heraus, sodass er fiir die
weitere Rechnung direkt weggelassen werden kann. Damit ist bereits die Eigenschaft, dass die Kor-
rektur in zweiter Ordnung unabhéngig vom Magnetfeld ist, erklart.

Unter Verwendung von Pyn;_1n; = nj_1n; Py = 0 folgt

G(G)HSPO =2 Z tjk(l — anj,mj)(l — anjnjﬂ)c;“ckPo , (C.11)
I

womit sich direkt ergibt, dass P, H,Fy = 0 fir n > 3. Eine weitere kurze Rechnung zeigt, dass
PyH P, H Py = 0 gilt, womit in der Summe fiir die Korrektur zweiter Ordnung in Gleichung (C.7)
nur ein Summand nicht verschwindet. Somit muss nur noch PyH,P; H, Py berechnet werden. Die
zugehorige Rechnung verwendet ausgehend von

P HPy=2 thk(nj,lnj + njanrl)c;ckPo (C.12)
ik

nur noch die oben erwéhnte Tatsache, dass Ponj_1n; = nj_1n; Py = 0 gilt, womit sich nach der
Riicktransformation auf Paulimatrizen

L
1 _ _
PyH P H,Py = 4P, Z [2 (1—05 ) (1—0F) + (UﬁQajflcr;rajH + h.c.)} Py (C.13)
j=1

und damit (8.17) fiir die Stérungsreihe ergibt.

C.3. Skalenlimes und T'=0-Grenzfall fiir grof3e Anisotropie

Zur Herleitung der Gleichungen im Skalenlimes fiir grofie Anisotropie aus dem Kapitel 8.5 werden
die Funktionen und zugehorigen Integralgleichungen aus Anhang B benatigt.

Im Grenzfall tiefer Temperaturen ergibt sich aus der Gleichung (B.12b) fiir G ausgedriickt durch
die verschobenen Funktionen g, siehe Gleichung (B.13),

/2
N dy - 9, (y)
g, (x) = =2K, jp(x — v) — / ?Kn(x - v) [ (e cos@)/7 (C.14)
—7/2
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C. Technische Details zu den Grenzfillen der massiven XXZ-Kette

Fir G’ folgt ausgehend von Gleichung (B.23b) in diesem Limes

m/2
A iy [ dy; o, 9y (¥)
g v (1‘) = ICOt(x v 2 ) / T LU(‘T y) 1 + e(u—hc COS(Qy))/T
—7/2
w/2 ,
dy - g, ()
B / = K@ =Wy (C19)
—7/2

wobei auch hier G und G’ durch die verschobenen Funktionen ¢~ und ¢'~, vergleiche Gleichung
(B.25), ausgedriickt wurden. Der zweite Teil der Integrationskontur C aus den urspringlichen Glei-
chungen verschwindet, da dieser, analog zu der dressed energy (8.28), exponentiell unterdriickt ist
fir A — oo.

Diese Gleichungen lassen sich leicht bis zur Ordnung exp(—2n) 16sen, womit folgt

g, (x) = — 1 ffo +e " [14—1[0 cos(2v) — 4 cos(2(x — y))}
+e7 20 [1%;,210 cos(4v) — (1%550)2 —4cos(4(z —v)) + 1%;,1[0 cos(2x)] ,  (C.16a)
q, (x) = +e™" [ZeiQ(‘””) __2h eiQ”] +e [2ei4(’””)
14 I 14 I

Die oben verwendeten Gleichungen fiir G und G’ sind beide von der Form, dass sie 1/(1 + @) im
Integrationsmaf besitzen. Dies ist im Gegensatz zu 1/(1 + a) das Maf, dass im Skalenlimes in die
Fermiverteilung und im 7'=0-Grenzfall in das Intervall iiber den Fermisee tibergeht. Daher miissen
die Gleichungen fiir w und w’, wie sie in [13] und hier in den Gleichungen (B.18) und (B.28) zu
finden sind, auf dieses Integrationsmafl umgeschrieben werden. Das Verfahren hierzu ist bekannt,
siehe z.B. [38]. Es verwendet, dass die Funktionen G und G’ nur einfache Pole besitzen. Daher wird
hier auf eine ausfithrliche Darstellung verzichtet, sondern es werden nur die Resultate angegeben.
Sie lauten

dw G(wv Vl)

w(vi,ve) = —%Kn(l/z — ) — / 7Kn/2(w —v2+1n/2) 1+ a(w) (C.17)
C
und
W' (v1,v2) = Ly (i — 1) — / d—wKnm(Vg —w 17/2)?;(Lwc:(l:j))
C
—n / (11—:: cth(rg —w —1n) fj—w;(;; (C.18)
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C.3. Skalenlimes und T'=0-Grenzfall fiir grofie Anisotropie

Ausgehend von dieser Form ergibt sich fiir tiefe Temperaturen

w/2
K- +2 | Yk ~ 95, (©) C
w(vi,vg) = Ky(ih — 172) + - n2(T — 1/2)1 ol e cos @) (C.192)
—7/2
, w/2 _( )
w'(vi,ve) - ~ dz . . 95, (@
— - —L,(0n — 9) — / 7100t(a: — g —in/2) [ (i hecos@)/7
—7/2
w/2 q . ( )
dz e 95 \T
+2 / - Kn/g(l’ VQ) 1+ oli—hecos@a))/7 (C.19b)

—7/2

wobei auch hier die Beitrige des zweiten Integrationsintervalls durch das Maf§ 1/(1+@) unterdriickt
sind. Nach Einsetzen von (C.16) und unter Verwendung von (6.26) und (6.27) folgen die Gleichungen
(8.34) fiir die Zweipunktfunktionen im Skalenlimes.

Fiir den T'=0-Grenzfall gehen in den obigen Gleichungen Integrale iiber die Fermiverteilung

w/2
de f(x)
/ ? 1+ e(p—hc cos(2x)) /T (C~20)
—7/2

in Integrale iiber den Fermisee iiber
A

/ d?x f(z). (C.21)
“A

Die Funktionen I,,, die die Korrelationsfunktionen im Skalenlimes bestimmen, haben den folgenden
T'=0-Limes

Iy — c, (C.22a)
[ S0 , (C.22b)
v
in(2
I, s @) (C.220)
27

Einsetzen dieser Identititen in die Korrelationsfunktionen im Skalenlimes (8.34) liefert die Korrelati-
onsfunktionen im T'= 0-Grenzfall (8.27).
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