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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Entwicklung von Algorithmen zur Darstellung
elektromagnetischer Felder in der virtuellen Realitat. Dabei werden unter anderem didaktische
und akademische sowie Anwendungsfille aus der Spieleentwicklung untersucht und dargelegt,
in welchen dieser Anwendungsfille dieser Algorithmen zur Verbesserung des Benutzererleb-
nisses sowie der Qualitdt der dargestellten Ergebnisse zutrdglich sein kann. Dazu werden
die entwickelten Algorithmen vorgestellt und ihre Anwendung in verschiedenen Szenarien

untersucht.

Zunichst wird erlautert, wie Felder tiblicherweise durch Methoden der Computergraphik
dargestellt werden konnen und welche Probleme aus diesen Methoden erwachsen. Besonderes
Augenmerk liegt dabei auf Abwigungen von Pfeilen, Linien und Isoflichen als geeignete
Darstellungsmethoden und den mit ihm zusammenhéangenden Problematiken. Im Anschluss
daran werden die alternativen Techniken der schrittweisen Suche und des Shrink-Wrap-
Verfahrens unter Beriicksichtigung einer Simulation zur Darstellung von Isoflachen vorgestellt.
Probleme, die sich aus der Startgeometrie beim Einsatz des Shrink-Wrap-Verfahrens ergeben,
werden ebenfalls aufgezeigt und mogliche Anwendungsbereiche der schrittweisen Suche
untersucht. Als Verfahren zur Erkennung von Fehlannahmen beziiglich der Aquivalenz zweier
Punktladungen werden Punktbeinhaltungstests und in diesem Sonderfall anwendbare Alter-
nativen sowie als Moglichkeiten der Reaktion auf diese Erkennung das Zusammenfiigen und
das selektive Einblenden von Meshes eingefiihrt. Schliellich werden die drei diskutierten Ver-
fahren verglichen, um eine allgemeine Empfehlung fiir ihre Anwendbarkeit in verschiedenen
Einsatzgebieten abzuleiten. Als Sonderfall fiir die schrittweise Suche wird der Anwendungs-
bereich der makro-kontrollierten Generierung von Videospielgeometrie vorgestellt und darauf

aufbauende Verfahren zur Verbesserung und effizienteren Nutzung diskutiert.
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Abstract

The present work deals with the development of algorithms for the representation of elec-
tromagnetic fields in virtual reality. Among other things, didactic and academic as well as use
cases from game development are examined and it is explained in which of these use cases
these algorithms can be beneficial for improving the user experience as well as the quality
of the displayed results. For this purpose, the developed algorithms are presented and their

application in different scenarios is examined.

First, it is explained how fields can usually be represented by methods of computer graphics
and which problems arise from these methods. Particular attention is paid to considerations of
arrows, lines and isosurfaces as suitable methods of representation and the problems associated
with it. Subsequently, the alternative techniques of stepwise search and the shrink-wrap method
are presented, taking into account a simulation for the representation of isosurfaces. Problems
arising from the starting geometry when using the shrink-wrap method are also pointed out and
possible areas of application of the stepwise search are examined. As procedures for the detection
of false assumptions regarding the equivalence of two point charges, point leg retention tests
and alternatives applicable in this special case are introduced, as well as merging and selective
blending of meshes as possibilities for reacting to this detection. Finally, the three methods
discussed are compared in order to derive a general recommendation for their applicability in
different fields of application. As a special case for step-by-step search, the application area of
macro-controlled generation of video game geometry is presented and methods based on it for

improvement and more efficient use are discussed.

Abstract



Einfiihrung

Diese Arbeit befasst sich mit der Visualisierung elektrischer Felder. Bei diesen handelt es sich
um theoretische Konstrukte zur Erklarung elektrotechnischer Phanomene wie Blitze oder phy-
sikalische Krifte, die von geladenen Korpern auf andere ausgeiibt werden. Der Zusammenhang
zwischen diesen Phianomenen und elektrischen Feldern wurde erst spit durch Physiker wie
Carl Friedrich Gauf§ erforscht und im 19. Jahrhundert durch James Clerk Maxwell zu einer

Theorie vereinigt.

Diese Theorie ist allerdings aufgrund ihrer abstrakten Natur Menschen nur schwer zu-
ganglich; Laien werten elektrische Felder oft als ein weiteres der benannten physikalischen
Phénomene und legen fiir ihr Verstandnis unwissenschaftliche Modelle dieser Felder wie ,Elek-
trosmog” zugrunde. Kontroversen tiber den Einfluss elektrischer Felder auf die Gesundheit
verstdrken das Unbehagen einer wissenschaftlichen Auseinandersetzung mit diesem Thema;
Dass elektrische Felder nicht unmittelbar wahrnehmbar sind und dass jedes elektrische Gerit
und jede elektrische Leitung ein elektrisches Feld von nicht intuitiv abschétzbarer Starke er-
zeugt, nahrt Angste von Menschen vor den Folgen, elektrischen Feldern ausgesetzt zu sein,
denen sie sich nicht entziehen konnen. Aber auch wissenschaftlich interessierten Personen
mit dem Wunsch, elektrische Felder zu verstehen, fillt das Verstandnis der mathematischen
Zusammenhiange und Modelle ohne zumindest abstrakte bildliche Darstellung schwer. Diese
Tatsache hat tiber die Zeit verschiedene Verfahren zu visuellen Darstellungen solcher Felder
motiviert: Im Schulunterricht wird die Feldliniendarstellung gelehrt, da sie sich gut anhand
kleiner Experimente, beispielsweise mit Magneten und Metallspénen, rekonstruieren lasst. Die
Computergraphik ist heutzutage imstande, die einstmals in Biichern abgedruckten Visualisie-
rungen elektrischer Felder auf Bildschirmen darzustellen. Die weit verbreiteten Feldlinien-
und Pfeildarstellungen weisen allerdings Defizite auf, die bei dem Versuch sichtbar werden,
sie in den Anschauungsraum zu iibertragen, in der Komplexitit der Ladungsverteilung tiber
primitive Anordnungen wie einige punktformige Ladungen oder einen Stabmagneten hinaus-
zugehen, oder eine Analyse des Feldes aus grofier oder sehr kleiner Entfernung der Feldquelle

durchzufithren. Daher wird eine Darstellung der intuitiveren, allerdings in der Berechnung und



2

Einfithrung

Darstellung komplexeren Isoflichen angestrebt. Ein Beispiel einer solchen Isofléche ist in Abbil-
dung 2| dargestellt. Die Idee der Darstellung von elektrischen Feldern auf diese Weise folgt dem
Konzept der Strahlungscharakteristiken [SB18]], die die Starke der von Antennen ausgestrahlten
Radiowellen abhéngig von ihrer Richtung darstellen. Isoflichen finden bereits im Bereich der
Darstellung elektrischer Felder durch die Finite-Elemente-Methode Anwendung. Die oben
angefiihrten Darstellungsprobleme der herkommlichen Représentation elektrischer Felder be-
stehen dabei fort, da zweidimensionale Bildschirme keinerlei Tiefeneindruck der dargestellten
dreidimensionalen Geometrie ermdglichen. Augmented Reality - die Erweiterung der reinen
Realitat durch virtuelle Elemente — kann hier als eine relativ neuartige Technologie grundlegend
dazu beitragen, elektrische Felder zu visualisieren. Mittels Augmented Reality kénnen durch
virtuelle Realitat angezeigte Ergebnisse mit der rein realen Quelle des elektrischen Feldes visuell
iiberlagert und deren Zusammenhang somit verstandlich gemacht werden. Die erforderlichen
Rendering-Algorithmen fiir die Erstellung von Isoflichen liegen zwar vor, sie weisen jedoch
beziglich der Darstellung durch Augmented Reality Nachteile auf. Beispielsweise konnen sie
auf Raytracing-Techniken basieren, die mit der virtuellen Realitit aus mehreren Griinden, un-
ter anderem ihrer Unvereinbarkeit ihrer Beleuchtungsmodelle mit der reinen Realitit nicht
kompatibel sind, oder viele Berechnungen fernab der Oberflachen des darzustellenden Kérpers
durchfithren. Methoden, die die Isoflache durch ein Mesh annihern, so dass ihre Darstellung
durch andere Rendering-Verfahren erzeugt werden konne, leiden unter inharenten Defekten,
unter anderem, dass sie keine sauberen Meshes produzieren, was zu Darstellungsfehlern fithren
kann. Dies wirft die Frage nach effizienteren Methoden zur Berechnung von Isofliachen auf,
die zu ermitteln der Kern dieser Arbeit ist. Es werden Methoden vorgestellt, die das Problem
uberflissiger Berechnung iberwinden und gleichzeitig Defizite bei der erstellten Geometrie
beheben. Weiterhin wird eine weitere Anwendungen fiir die vorgestellten Algorithmen im

Bereich der prozeduralen Generierung von Geometrie aufgezeigt.
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Abbildung 2: Ein durch ein Mesh (grau), eine Hohenkarte in drei Dimen-
sionen und den Marching Squares-Algorithmus (gelb) in zwei Dimensionen
reprasentiertes elektrisches Feld

Aufbau der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist das Vorstellen von Methoden zur beschleunigten Generierung von Geo-
metrie, die Isoflichen représentiert. Dazu werden in Kapitel []] zunéchst gingige Darstellungs-
methoden besprochen und miteinander verglichen, wobei ihre Vor- und Nachteile bei der
Verwendung in der virtuellen Realitit herausgearbeitet werden. Besonderes Augenmerk liegt
dabei auf den Isoflichen und weit verbreiteten Verfahren ihrer Darstellung sowie deren Eignung
fiir die Verwendung in VR-Anwendungen. Schliefilich befasst sich dieses Kapitel mit Software-
Anwendungen, die sich diese Verfahren zu Nutze machen und evaluiert die Aussichten, diese

um einen Zugang zur virtuellen Realitat zu erweitern.

Danach liefert die Arbeit die Grundlagen fiir das Verstandnis der im Verlauf der Arbeit
diskutierten Eigenschaften von Isoflachen erforderlichen mathematischen Konzepten und fiihrt
in Kapitel [2] die benétigte Theorie von Skalar- und Vektorfeldern und Konzepte der Informatik
wie Monoiden und der Computergraphik wie das Begrenzungsflichenmodell ein. Im weiteren
Verlauf des Kapitels werden die verwendeten Begriffe fiir elektrische Felder geklart und auf
Skalarfelder zuriickgefiihrt. Da im Verlauf des Hauptteils neue Algorithmen vorgestellt werden,
fuhrt dieses Kapitel ebenfalls das Hoare-Kalkiil als Mittel zum Beweis der Terminierung und
der Korrektheit sowie die Landau-Symbole fiir die Analyse der Zeit- und Speicherkomplexitat

ein.

Auf diesen Grundlagen aufbauend werden in Kapitel [3| Voraussetzungen fiir Isoflichen
herausgestellt, die ein Skalarfeld sinnvoll reprasentieren. Dazu werden Eigenschaften dieser
Felder ermittelt und begriindet, die fiir die sie zu reprisentierenden Meshes ebenfalls gelten

miissen. Die darauf aufbauenden Untersuchungen stellen Versuche an, Algorithmen herzulei-

Einfithrung
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ten, die diese Meshes mit moglichst geringer Zeitkomplexitit generieren. Dafiir wird zunichst
die Moglichkeit untersucht, dieses Ziel in konstanter Zeit durch algebraische Berechnungen
in konstanter oder durch einen Greedy-Algorithmus in linearer Zeit zu erreichen. Dabei wird

aufgezeigt, dass diese Versuche fehlschlagen miissen.

Daher widmet sich als zentraler Teil dieser Arbeit Kapitel ] neben der schrittweisen Suche
dem Ansatz, die Vorgaben fiir Isopotentialflichen durch eine Simulation in polynomialer Zeit zu
erfiillen. Diese basiert darauf, ein Mesh oder mehrere Meshes durch Zusammenfiigen oder durch
selektives Ein- und Ausblenden zu manipulieren, um die Kongruenz zu den Anforderungen
aus Kapitel 3| herzustellen oder zu gewiéhrleisten. Diese Operationen werden hinsichtlich der
Nutzbarkeit fiir Algorithmen innerhalb der Simulation beleuchtet. Fiir die schrittweise Suche,
die Anndherung durch Simulation und den Marching Cubes-Algorithmus werden Starken
und Schwichen in Abhangigkeit von Laufzeit- und Speicherkomplexitat, Problemklassen und
Kompatibilitit zu vorgestellten Manipulationsoperationen aufgezeigt und gegeniibergestellt.
Um auf eine weitere Erh6hung der Geschwindigkeit der entwickelten Verfahren hinzuwirken,

bespricht Kapitel [5 die Moglichkeit, diese zu parallelisieren.

Kapitel [6| nutzt den in Kapitel 4] vorgestellten Algorithmus der schrittweisen Suche, um ihn
fir das Anwendungsgebiet der Videospielentwicklung nutzbar zu machen. Dazu wird das Krite-
rium nach der Anforderung eines festen Isowertes aufgehoben und seine Geometrie extrudiert.
Ziel dieser Untersuchung ist, ein Mittel bereitzustellen, das eine kontrollierte Generierung von
Spielgeometrie ermoglicht. Um zu zeigen, dass die schrittweise Suche sich fiir diese Aufga-
be besser eignet, wird diese mit dem etablierten Marching Squares-Algorithmus kontrastiert.
Anschlieend werden Uberlegungen angestellt, elektrische Felder und aus ihnen gewonnene

Spielgeometrie in weiteren Bereichen der Spieleentwicklung zu nutzen.

Zur Validierung der Ergebnisse werden in Kapitel [7| die Implementierungen der in die-
ser Arbeit neu vorgestellten Algorithmen diskutiert. Es stellt die fiir die unterschiedlichen
Projekte verwendeten Technologien vor, hilt die verwendeten Datenstrukturen in UML-
Klassendiagrammen fest und erlautert wichtige Attribute und Methoden der besprochenen

Datenstrukturen.

Um ein abschlieflendes Fazit der in dieser Arbeit durchgefithrten Untersuchungen zu zie-
hen, werden in Kapitel [9| die Verfahren sowie deren Stirken und Schwichen der Verfahren

zusammengefasst und deren Besonderheiten hervorgehoben.
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KAPITEL 1

Ausgangspunkt der Forschung und Stand der Technik

Augmented Reality und die Simulation und Darstellung elektrischer Felder sind zwar fiir sich
gesehen keine neuen Forschungsgebiete, sie bergen aber besondere Probleme, wenn sie mit
dem Ziel kombiniert werden, elektrische Felder auf einem Augmented-Reality-fahigen Headset
darzustellen. Dieses Kapitel stellt den Stand der Forschung zu der Kombination dieser beiden
Themengebiete vor. Wir zeigen zunichst auf, dass elektrische Felder verschiedenster Art und
Isoflachen zwar hiufig Gegenstand der Forschung sind, allerdings selten zusammen. Wir fithren
die derzeitig gingigen visuellen Darstellungsmethoden fir elektrische Felder auf und erarbei-
ten das Verstandnis fiir Probleme, die sich mit ihnen im Zusammenhang mit der Anwendung
in der virtuellen und erweiterten Realitit ergeben. Aulerdem beleuchten wir die derzeitigen
Einsatzgebiete von Isoflachen abseits von elektrischen Feldern und ermitteln, inwieweit wir
uns die bereits gewonnenen Erkenntnisse nutzbar machen kénnen. Im weiteren Verlauf unter-
suchen wir bereits vorliegende Software-basierte Losungen, die auf Isoflaichen rekurrieren, um
elektrische Felder darzustellen und ihre Anschlussfihigkeit an die virtuelle Realitét. SchlieBlich
fassen wir den Forschungsstand zu Isoflichen zusammen, die zeitlich verénderliche elektrische

Felder reprasentieren.

1.1 Probleme beim Stand der Technik

Die Hardware zur Darstellung virtueller Realitat in Form von IBM-PCs mit dedizierter Gra-
phikhardware verliert bei Abschluss der Arbeit zusehends an Bedeutung und gibt Marktanteile
an eigenstiandige VR-Umgebungen wie Oculus Quest, HTC Vive Focus und Pico Neo 2 ab.
Die Niedrigpreissegmente halten bereits Smartphones mit Funktionalitét fiir die Darstellung
sowohl virtueller als auch erweiterter Realitét vor. Durch Einsetzen in giinstige Headsets lassen
diese sich zu einem voll funktionsfihigen Standalone-VR-Headset kombinieren. Die Vorteile
dieser Art von Geriten manifestieren sich in hoher Mobilitat und einfacherer Handhabung.
Der Preis fiir diesen Komfort ist allerdings die mobile Graphikhardware, die dem Rendering der

Simulationsszenen zugedacht ist. Diese ist nicht fiir das hochperformante Darstellen komplexer
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Geometrie konzipiert, sondern auf kleine Baugréfle und niedrigen Energieverbrauch ausge-
legt. Zudem verfiigen mobile Graphikprozessoren in der Regel tiber einen fiir diese Aufgaben

optimierten, geringeren Befehlssatz wie OpenGL ES oder Direct3D Mobile.

1.1.1 Darstellung elektrischer Felder

Die Darstellung elektrischer Felder erfolgt sowohl auf Bildschirmen als auch in der virtuellen
Realitat haufig durch die Linien- und Pfeildarstellung. Diese Darstellungsformen haben in der

Didaktik ihren festen Platz, bergen aber eigentiimliche Probleme bei der Interpretation:

1.1.1.1 Feldliniendarstellung

Die physikalische Grundlage zu der Feldliniendarstellung bildet das Metallspanexperiment: Um
das magnetische Feld eines Stab- oder Elektromagneten zu untersuchen, wird dieser durch eine
flache, nicht-magnetische Schicht abgetrennt, auf die gleichméflig Metallspane verteilt werden.
Die ferromagnetische Eigenschaft der Spane fithrt zu ihrer Ausrichtung an dem elektrischen
Feld, das auf sie wirkt [Bab16, S. 34]. [Cav66] stellt ein Experiment vor, das darauf abzielt, durch
einen Staub aus Magnesiumoxid-Partikeln unter einer Glasglocke das elektrische Feld zwei-
er Aluminiumelektroden dreidimensional sichtbar zu machen. Resultate dieser Experimente
sind in Abbildung [1.1| dargestellt. Auf dhnliche Art und Weise werden auch fiir die Darstel-
lung von Laminar- und Wirbelstromen in Fliissigkeiten Visualisierungen durch Stromlinien
verwendet [Adal19, S. 112].

Aufgrund der Magnetisierung neigen die Metallspane im elektrischen Feld zum Verklumpen.

Dadurch stellen sich drei Effekte ein, die in Abbildung zu beobachten sind.

1. Die Strukturen der Verklumpung erinnern optisch an Linien: Nachtraglich in das Feld
zwischen zwei Linien eingebrachte Spane werden sich unter Einfluss des Feldes auf eine

der beiden Linien zubewegen. Durch die Liicken tritt die Linienstruktur hervor.

2. Die Metallspéne wirken aufgrund der Magnetisierung wie Magnete, die sich gegenseitig
anziehen. In Bereichen hoher Feldstarken zeigt sich diese Wirkung entsprechend stérker.
Daher ist in einem Bereich um die Quelle des magnetischen Feldes herum mit einer

grofBeren Liickenbildung zu rechnen.

3. Bei grofiem Abstand zur Quelle des magnetischen Feldes wirken auch die magnetisierten
Metallspane schwicher. Bei zunehmendem Abstand behalten die Metallspane in zuneh-
mendem Maf} ihre Position nach der gleichméfligen Verteilung bei, so dass Aussagen tiber
die Stérke des Feldes nicht mehr méglich sind und nur noch auf die Richtung geschlossen

werden kann. Die Fahigkeit des Feldes, langlich geformte Metallspine in Richtung des
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Feldes zu rotieren, nimmt ab, bis Position und Ausrichtung eines einzelnen Spans keine

Informationen mehr uiber das Feld liefert.

4. Die mechanischen Eigenschaften von Feldquelle und Spéanen verhindern eine Darstellung
des Feldes innerhalb der Quelle.

Aus den visuellen Phianomenen, die Experimente mit Metallspénen zeitigen, motiviert sich
die Darstellung durch kontinuierliche Linien, die Feldlinien heiflen. Die daraus folgenden
Abbildungen fufien zusétzlich auf der Einsicht, dass elektrische Felder Kontinuen sind. Auf
diese Weise ist eine Darstellung des Feldes durch unterbrechungsfreie Linien auch im Inneren
des Korpers bzw. der Quelle moglich. Da das Feld ein Kontinuum ist, gibt es auch unendlich
viele Feldlinien, die auf diese Weise dargestellt eine Interpretation verunméglichen. Daher wird
in der Regel eine Auswahl an Feldlinien dargestellt, deren geeignete Anzahl von einem Designer
durch Mutmaflen festgelegt wird. Unabhingig von dieser Wahl sinkt der Abstand der Linien
zueinander proportional mit der Stirke des elektrischen Feldes [KMRO06, S. 149]. Auf diese Weise
lasst sich der Unterschied des Skalarfeldes zwischen zwei Punkten, die auf oder nah an den
Feldlinien liegen, intuitiv abschitzen. Ebenso verlauft das elektrische Feld vektoriell tangential
zu den Feldlinien, wodurch sich in der Néhe der Feldlinien die Richtung des elektrischen Feldes
abwagen lasst. In grofierer Entfernung von den Feldlinien geht die Information iiber das
elektrische Feld bei konstanter Anzahl der Feldlinien verloren, bei zunehmender Anzahl der
Feldlinien entsprechend in der Nihe der Feldquelle. Ein Beispiel fiir die Darstellung eines Feldes
durch Feldlinien, das durch zwei Punktladungen erzeugt wird, findet sich in Abbildung

[Mat+13] legen eine Implementierung der Darstellung von magnetischen Feldlinien in drei
Dimensionen vor. Anhand von Abbildung |1.3|14sst sich ersehen, dass die durch Projektion
verloren gegangenen Tiefeninformationen maf3geblich fiir die Interpretation des Simulations-
ergebnisses sind. In der Abbildung ist die Erkennbarkeit der Feldlinien durch weitrdumige
Szenenverdeckung erschwert und verldsst an mehreren Stellen die Sichtpyramide. Fiir die in
der Abbildung durch zwei bis drei optische Tracker reprisentierten Ladungen bzw. leitenden
Gegenstinde scheint eine Anzahl von vier Feldlinien angemessen. Innerhalb einer Simulation

kann die Situation eine hohere oder niedrigere Anzahl erfordern.

1.1.1.2 Pfeildarstellung

Die Pfeildarstellung elektrischer Felder macht sich die Eigenschaft der Kontinuitat elektrischer
Felder zunutze. Durch sie ist es moglich, jeden Punkt eines Vektorfeldes durch einen Pfeil
darzustellen, dessen Richtung bzw. Linge die Richtung bzw. Stéirke des elektrischen Feldes
darstellt. Alleine aus der Ladungsverteilung und dem Isowert sind keine objektiv bedeutenden
Punkte zu ermitteln, die sich als Position zum Platzieren von Pfeilen besser als andere eignen.

Daher wird das Feld iiblicherweise einer Rasterung unterzogen und jeder Rasterpunkt mit einem
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(a) Zweidimensionale elektrische Feldlinien durch (b) Dreidimensionale elektrische Feldlinien durch

Metallspéne [PDS16] Magnesiumoxid-Staubpartikel [Cav60]

Abbildung 1.1: Experimente durch Metallpartikel zur Darstellung des elek-
trischen Felds durch Feldlinien

Pfeil versehen. Diese Darstellungsweise ist geeignet, bei der Visualisierung Bereiche hoherer
Feldstarke hervorzuheben, weil durch sie bedingt an diesen Stellen die Lange des Pfeils grofier
ausfallen, hinter denen kurzere Pfeile in Bereichen mit schwicherem Feld visuell zurtiicktreten.
Allerdings teilt sich dieses Verfahren einige Probleme mit dem Marching-Cubes-Algorithmus:
Eine Abschétzung des Darstellungsraums ist ohne zusatzliche Information nicht méglich und
wird auch ohnedies erwartungsgeméif einen grofien Bereich irrelevanter Informationen abbil-
den: Bereiche fernab der Ladung, an denen das Feld naturgemaf; klein ausfallen wird, werden
durch Pfeile dargestellt, deren Linie anndhernd hinter die Spitze zuriicktritt, wodurch die In-
formation verloren geht. Andererseits werden Pfeile mit Ursprung in der Ndhe der Ladung
bedingt durch die lange Linie entsprechend viel Raum einnehmen, ohne dass dadurch zusétzli-
che Information vermittelt wiirde. Die Berechnung der Pfeile muss durch Iteration tiber den
gesamten Darstellungsraum erfolgen. Im schlimmsten Fall entspricht dieser der gesamten
Sichtpyramide. Diese setzt allerdings die geeignete Wahl einer Far Clipping Plane voraus. Diese
Wahl muss aber unter Anderem in Abhéingigkeit der Komplexitit der darzustellenden Geome-
trie und der berechnenden Hardware getroffen werden, was erst nach Abschluss zumindest
eines Teils dieser Berechnungen moglich ist. Auflerdem ist eine angemessene Skalierung der
Pfeilspitzen nicht immer moglich: Soll verhindert werden, dass einige Pfeilspitzen nicht im
Darstellungsbereich liegen, miissen die Pfeile gegebenenfalls unter die Erkennbarkeitsgrenze

skaliert werden. Uberschreiten die Pfeile die Linge der Rastergrofie, konnen Uberschneidungen
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auftreten, die die Ubersichtlichkeit der Abbildung herabsetzen kénnen. Ein Beispiel fiir die

Darstellung eines Feldes durch Feldlinien, das durch zwei Punktladungen erzeugt wird, findet
sich in Abbildung

[Wiel8|] prasentiert eine Umsetzung der Darstellung elektrischer Felder in drei Dimensio-
nen. Das Problem der Lange der Pfeile wurde durch Beschranken der Lange auf Kosten des
Informationsgehalts umgesetzt [Wie18, S. 19]. Die Anzahl der Uberschneidungen von Pfeilen
und der durch den Bildschirmrand abgeschnittenen Pfeilen kann so reduziert werden. Die
Interpretation der Darstellung kann allerdings auch hier nur unter Zuhilfenahme stereoskopi-
scher Tiefeninformationen oder durch Positionswechsel der Kamera innerhalb der Simulation

vollstandig vorgenommen werden.

Der bei Abschluss dieser Arbeit einzige bekannte erfolgreiche Versuch, ein Skalarfeld - in
diesem Fall ein magnetisches Feld — durch Virtual Reality darzustellen, wurde von [Mat+13]
durchgefiihrt. Beispiele, die aus dem Einsatz entstanden, sind in Abb.[1.3|dargestellt. Das im-
plementierte System wird als didaktisches Medium eingesetzt. Einfache magnetische Ladungs-
verteilungen konnen virtuell mittels Papiermarkern beliebig im einsehbaren Raum platziert
werden. Die Arbeit gibt zwar keinen Aufschluss auf die Genauigkeit des Tracking-Verfahrens
und der Darstellung. Allerdings sind auch die als Ergebnis dargestellten Geometrien, die das be-
rechnete elektromagnetische Feld reprasentieren, nicht fiir den Gebrauch im wissenschaftlichen
Bereich vorgesehen. Der Ansatz besteht darin, Feldlinien von statischen Feldern darzustellen.
Fiir die Sichtbarkeit wurde eine Dicke der Feldlinie definiert sowie eine Pfeilspitze eingefiigt, um
die Orientierung des Feldes zu visualisieren. Die unendliche Ausdehnung und hohe Komplexitat
der darzustellenden Szene, die aus der hohen Anzahl der Feldlinien resultieren wiirde, wird

durch Abschneiden und Reduzieren der Feldlinien realisiert.

1.1.2 Darstellung als Isoflachen

Auch die Darstellung von Isoflaichen wird im Forschungsbereich der Computergraphik seit lan-
gem vertieft [BWO01] passim] [DFMD02]]. Die mitunter durchaus zeitaufwéndige Berechnung ih-
rer Ausdehnungen, die nicht trivial ist, wird die Durchfithrung des Marching-Cube-Algorithmus
benoétigt. Aus diesem Grund sind Vereinfachungen vorgenommen worden: [Bli82] vereinfacht
die Gleichung der elektrischen Flussdichte, indem er Teile der Gleichung entfernt, deren Berech-
nung zeitaufwendig sind. Durch diesen Ansatz erreicht Blinn die Visualisierung ansehnlicher
Isofldchen bei hoherer Bildwiederholrate, disqualifiziert die Ergebnisse aber gleichzeitig fiir
den Einsatz im wissenschaftlichen Bereich, da der Gewinn an Geschwindigkeit zu Lasten der
Genauigkeit geht. Daritiber hinaus wird der Ansatz vom Autor selbst als ,nicht besonders
schnell” (,not terrifically fast [Bli82, S. 249]) beschrieben, was moglicherweise darauf zuriick-
zufithren ist, dass der Algorithmus auf Raytracing basiert. Augmented-Reality-Anwendungen

hingegen erfordern eine hohe Bildwiederholrate, um das Risiko einer Simulatorkrankheit in
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(b) Feldliniendarstellung
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Abbildung 1.2: Ungeeignete Darstellungsmethoden in 2D
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Abbildung 1.3: Durch Feldlinien dargestelltes Magnetfeld, das durch La-
dungen an Positionen der Marker erzeugt und durch Dielektrika verformt

wird
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Verbindung mit Unwohlsein zu verringern. Der Marching-Cube-Algorithmus baut auf der
Ausgabe einer gerasterten Isofliche auf, die Teile zwischen den Rasterebenen approximiert.
Bei prazisen Darstellungen kann der Einsatz eines sehr feinen Rasters erforderlich sein, was
zu zunehmenden Iterationen im Raum fuhrt, der keinen Teil der tatsachlichen Oberflache
enthilt. Zusatzlich ist fiir jedes Bild eine Neuberechnung der gesamten Szene erforderlich;
Der Marching Cubes-Algorithmus greift nicht auf alte Berechnungen zuriick. Ein durch den
Marching-Cube-Algorithmus erstelltes Mesh ist in Abbildung 1.4 dargestellt.

1.1.3 Raytracing

[Bli82] legte das erste Verfahren zur Darstellung von Isoflachen vor, das zu seiner Zeit auf einem
Raymarching-Verfahren basierte. Dort wird zunéchst anhand einer primitiven Isofliche fir
eine Punktladung analog zu Gleichung ein Suchintervall fiir den Schnittpunkt des Strahls
mit der eigentlichen Isoflache durch den regula falsi-Algorithmus ermittelt. Darauf aufbauend

wurden einige Verbesserungen vorgeschlagen:

« [Bel21, S. 28f.] findet Argumente, die Suche nach der Aquipotentialfliche durch Einfithren
eines Suchraums in Form eines achsenparallelen Quaders Bounding Box fiir Punktladun-

gen zu vereinfachen. Einschriankungen, wie

,Damit solche Fille [mehrerer Schnittpunkte mit den Aquipotentialflichen]
keine Probleme verursachen, werden mehrere Punkte vor dem Schatzpunkt
gewihlt [Bel21, S. 29, 57].°

werden nicht ndher begriindet und die Anzahl der heuristischen Punkte werden nicht
angegeben [Bel21] S. 29, Zz. 17f], so dass dieses Verfahren auf makroskopische Sonder-
falle beschrankt bleibt, in denen angenommen werden kann, dass der Schatzpunkt nicht

innerhalb einer anderen Flache liegt.

« Fiir extrem grofle Datensatze prasentieren [Par+98|] ein Raytracing-Verfahren, das das
Rendern im Bereich des Medical Imaging so weit beschleunigt, dass eine interaktive
Auswahl des Isowertes moglich ist. Die Autoren geben eine Abschatzung fir die Zeit-
komplexitat im Unterschied zu [VG97]] mit O(n - m; - my) an, und kénnen schlieflich
Optimierungen durch Anwenden eines Oktonarbaumalgorithmus anbringen. Dadurch
reduzieren sie den durchschnittlichen Zeitaufwand auf {/n Rechenoperationen, ohne
sich mit einer Begriindung etwa durch eine probabilistische Analyse [CLR09, S. 115]
aufzuhalten. Im schlimmsten Fall bedeutet dieses Ergebnis eine Zeitkomplexitat von

O(n3).

Diese Verbesserungsvorschlidge konnten das Problem der Unentscheidbarkeit der geometri-

schen Optik [RTY94, passim], dem die hohe Laufzeitkomplexitit von Raytracing-Algorithmen
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geschuldet ist, allerdings nicht entscheidend verringern [VG97]. Im schlimmsten Fall belaufen

sich ihre Laufzeiten auf
O((l+1)(n+k)log(n) + (I +1) - my - my - log(n))

wobei [ die Anzahl der Lichtquellen, n die Anzahl der Vertices, k € O(n?) ein szenenabhingiger
Parameter und m, und m, die Anzahl der Pixel in x bzw. y-Richtung bezeichnet. [SLM88, S.
16]

1.1.4 Volumengraphik

Die Volumengraphik (Volume Rendering) hat ihren Ursprung in der wissenschaftlichen Darstel-
lung von Sensordaten und befasst sich mit verschiedenen Methoden zur Erzeugung von Bildern
zur Visualisierung dreidimensionaler skalarer Daten [Eng+06b, S. 2ff]. In der Volumengraphik
wird dreidimensionale Geometrie durch Voxelgitter dargestellt. Sie findet hauptsichlich im
Bereich des Medical Imaging, der Werkstoffkunde, Computational Chemistry, Quantenphysik
und der Atmosphérenoptik Anwendung [LG95, S. 17 und passim]. Auch fiir das Darstellen von
Isopotentialflichen wurden Verfahren der Volumengraphik angewendet, wobei das grofite Ein-
satzgebiet das Medical Imaging darstellt [Had+05]. In diesem Bereich stellt die Volumengraphik
Methoden zur Beschleunigung bestehender Verfahren zur Darstellung von Isoflichen wie dem

Marching Cubes-Algorithmus bereit.

1.1.5 Marching Cubes

Im Bereich des Medical Imaging kann der Suchbereich sehr genau abgeschétzt werden, weil diese
Verfahren das Vorliegen der nétigen Datenpunkte bereits voraussetzen. Eine Beschleunigung
des Verfahrens ist in diesen Anwendungsfallen durch Vorsortieren der Daten zu erreichen,
um so Iterationen iiber Leerraum zu reduzieren [Cig+97; IK95]. Durch die Aufgabenstellung
dieser Arbeit kdnnen wir aber an diese Erkenntnisse nicht anlehnen, weil im vorliegenden
Fall abgesehen von der Ladungsverteilung keine weiteren Daten gegeben sind, sondern diese

bestimmt werden miissen.

Eine Abschitzung der Komplexitit aus dem Marching Cubes-Verfahren resultierender Mes-
hes ist nicht moéglich; Tatsachlich kénnen ungiinstige Konfigurationen von Punktladungen und
dem Suchraum zu einer Anzahl an Polygonen fithren, die auf mobiler Hardware nicht mehr in
akzeptabler Zeit gerendert werden kénnen. Verfahren wie das in [NH92|| kénnen zwar die An-
zahl der Polygone um den Faktor 10 senken, nehmen dazu jedoch einen zusétzlichen Aufwand
von O(n?logn) in Kauf. Das Ziel einer genauen Darstellung des durch diese Punktladungen

erzeugten Feldes schlief3t dieses Vorgehen aber aus.
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1.1.6 Zeitveranderliche Isoflachen

Das Thema zeitverinderlicher Isoflichen ist weitgehend unerforscht. [BW01, S. 10] vermelden
hierzu zwar steigendes Interesse (increasing interest), konnen aber zum damaligen Forschungs-
stand nur drei einschligige Veroffentlichungen anfithren: [WB98|] driicken zeitlich verdnderli-
che Datenreihen repréisentierende Isoflichen durch eine vierdimensionale Funktion aus und
triangulieren diese durch Simplizes. Dabei gehen die Autoren davon aus, dass das Skalarfeld
wihrend des gesamten Zeitraums als gegeben vorliegt. [She98] und [SH99] legen Vorschlage zur
Optimierung der Laufzeit- und Speicherkomplexitit durch ein vorgelagertes Sortierverfahren in
Binarbaumen bzw. Baume durch Oktonarbaume vor. Die beim Abschluss dieser Arbeit einzigen
neueren Verdffentlichungen zu diesem Thema operieren unter den gleichen Voraussetzungen
und berechnen fiir jeden Zeitabschnitt die baumartigen Speicherstrukturen einzeln, um aus
dieser einen Topologie-Ubergangsgraphen (topology change graph) abzuleiten, der die zeitli-
chen Ubergang der Konturen in Events festhilt. Dadurch erméglichen [SB06|| das interaktive
Verfolgen und Extrahieren von Konturstrukturen innerhalb des zeitlich variablen Skalarfelds,
indem alle Anderungen der Konturen im Voraus berechnet werden — einen Vorgang, den die
Autoren ohne diese Mafinahme als ungeeignet fiir interaktive Applikationen (,not suitable
for interactive applications®), da zeitaufwindig (expensive) bezeichnen. [Gre+04] spezialisiert
die vorgenannten Verfahren auf Daten, die nach einem nicht ndher ausgefithrten Verfahren

komprimiert sind und parallelisiert sie auf dedizierter Hardware.

Die oben vorgestellten Verfahren zur Darstellung zeitveranderlicher Isoflichen setzen vor-
aus, dass der gesamte Verlauf der zeitlichen Veranderung vor ihrer Darstellung zu einem gege-
benen Zeitpunkt bekannt ist. Obwohl [She98;|SH99; [WB98|] Anwendungsbeispiele vorlegen, in
denen diese Annahme tragfihig ist, behalt sich diese Arbeit die Moglichkeit einer Interaktion
vor. Diese bedingt unvorhersehbare Verinderungen an den Eingabedaten — hier der Ladungs-
verteilung, der Ladungsstarke und des Isowerts — weshalb die oben angefiihrten Verfahren

nicht mehr zur Anwendung kommen koénnen.

1.1.7 Software-Anwendungen

Eine Marktanalyse fiir den Bereich akademischer und gestalterischer Software-Programme
fordert eine breite Palette von Anwendungen aus verschiedenen Epochen und verschiedenen
Einsatzgebieten zur Analyse und Anzeige elektromagnetischer Felder auf Bildschirmen zu Ta-
ge. Eine Auswahl dieser Projekte wird im Folgenden anhand einiger Reprasentanten auf die
Tauglichkeit hin, wissenschaftlich verwertbare Erkenntnisse aus ihnen abzuleiten, untersucht.
Bei den ersteren, proprietaren Projekten ist eine hohe Entwicklungsreife der Programmierung
und hohe Anwendbarkeit zu erwarten, weswegen ihren technischen Details ein hohes Augen-
merk der Untersuchung zugedacht ist. Die Liste endet mit Software, die durch einen zumindest

teilweise quelloffenen Teil des Projekts eine Analyse der verwendeten Algorithmen erlaubt.
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Electrostatics3D Bei Electrostatics3D handelte es sich um eine Applet-Anwendung zur zwei-
dimensionalen und dreidimensionalen Darstellung elektromagnetischer Felder zu didak-
tischen Zwecken. Die Entwicklung wurde eingestellt, und der Download ist nicht mehr
verfiigbar. Aus den archivierten Webseiten lasst sich noch ersehen, dass das Programm
iiber die Funktionalitat zum Zeichnen von Feldlinien und Isofldchen hatte, aber iiber die
verwendeten Technologien kann nur spekuliert werden. Dariiber hinaus wurde fiir diese

Anwendung keine Anbindung an Virtual- oder Augmented Reality vorgesehen [Sha02].

Charges and Fields Charges and Fields ist eine browserbasierte Anwendung fiir den gleichen
Zweck. Eine Analyse des Quellcodes ergibt, dass die Berechnung und Darstellung der
dreidimensionalen Geometrie iiber WebGL erfolgt, was eine Anbindung an die virtuelle
Realitét prinzipiell ermdglicht. Charges and Fields sieht lediglich eine Abwandlung der
Pfeildarstellung und eine zweifarbige Hohenkarte des Feldes vor. [DR04].

3-D Electrostatic/Magnetostatic Fields Applet Als Teil einer Sammlung diverser Java-
Applets zur Simulation mathematischer und physikalischer Phanomene dienen 3-D
Electrostatic Applet und Magnetostatic Fields Applet der Darstellung elektrostatischer
und magnetostatischer Felder in 2D und 3D. Neben einigen nicht fiir die virtuelle Realitat
geeigneten Anzeigemethoden kénnen verschiedene unter anderem bewegte Darstel-
lungen mit Pfeilen, Feldlinien und Testladungspartikeln ausgew#hlt werden. Mit der
Einstellung ,,Equipotentials“ kann eine Ebene in zwei Koordinaten (,,Slice“) oder eine Dar-
stellung ohne Slices gewahlt werden. Die letztere Option legt nahe, dass das Programm
imstande ist, ein Drahtgittermodell der Ladungsanordnung zu erstellen. Der Quellcode
kann auch hier leider keiner Analyse unterzogen werden. Die Ladungsverteilungen selbst
sind allerdings nicht frei wéhlbar, sondern kénnen lediglich aus einer Liste ausgewahlt
werden. Dieser Umstand gibt Grund zu der Annahme, dass auf die wihlbaren Sonderfalle
spezialisierte Algorithmen zum Einsatz kommen. Bei der Umsetzung dieses Projekts
stand die Portabilitat fir Augmented oder Virtual Reality dariiber hinaus offensichtlich
nicht im Vordergrund [Fal21].

COMSOL Multiphysics Bei COMSOL Multiphysics handelt es sich um eine CAE-Software-
Losung zur Durchfithrung von Finite-Elemente-Analysen in verschiedenen physikali-
schen Anwendungen [May19, S. 90]. Die Entwicklerfirma COMSOLAB veroffentlicht
keine Informationen iiber die zugrundeliegenden Algorithmen, allerdings ist es der Me-
thodik zu eigen, dass sie auf der Unterteilung des Problemraums in kleinere, hiufig
quadrilaterale Geometrien (,Elemente) [Tab15, S. 19] [MKH13, passim] basiert, um
diese dann als homogene Einheiten den entsprechenden physikalischen Modellen — im
Falle elektromagnetischer Analyse den Maxwell-Gleichungen - zuzufithren [MKH13|
S. 373]. Dariiber hinaus lassen die Einstellungsmoglichkeiten der Benutzeroberflache

darauf schlielen, dass eine Darstellung von Aquipotentialflichen nur iiber einen be-
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grenzten, quaderférmigen Raum moéglich ist. Das darzustellende Mesh entsteht also
wahrscheinlich durch Iteration tiber diesen Raum. In der Fachliteratur zu Themengebie-
ten der Finite-Elementen-Analysen findet sich unter anderem ausdriickliche Verweise
auf den Marching-Cubes-Algorithmus [Son18| S. 356] und dhnliche Verfahren [MKH13|
S. 401]. [INS17|] tragen einen ersten, vielversprechenden Versuch bei, die Ergebnisse von
durch COMSOL erstellte Finite-Elemente-Analysen in der virtuellen Realitét darzustellen,
konnen aber aufgrund des proprietaren Charakters der Software tiber die Entstehung
der Darstellung des Feldes ebenfalls keine Angaben machen. Die Analyse muss mit dem
Befund abschlieffen, dass das Frontend die Daten binar empfingt und diese durch einen

eigens programmierten Shader auf einem hinterlegten Mesh darstellt.

ANSYS Das kommerzielle Programm ANSYS verfiigt mit ANSYS Maxwell iiber eine dedizierte
Umgebung zur Analyse elektromagnetischer Felder durch Finite-Elemente-Methoden
[May19, S. 89ff]. Der proprietare Charakter dieses Projekts verhindert eine Analyse des
Quellcodes ebenfalls. Da es sich bei ANSYS iiber eine Software-Suite zur Durchfithrung
von Finite-Elemente-Analysen handelt [Moa99, passim], erscheint die Annahme sinnvoll,
dass ANSYS sich auch bei der Darstellung von elektrischen Feldern durch Isoflichen
auf dahnliche Vorgehensweisen zur Anwendung bringt, wie COMSOL. Mit der Simula-
tionsplattform ANSYS VXPERIENCE steht eine Produktfamilie mit Schnittstellen zur
virtuellen Realitat zur Verfiigung, die in der Hauptsache auf realistische Fahrsimulation
abzielt [San20, S. 15], wobei auch Daten von verschiedene Sensoren, die im Bereich der
Fahrassistenzsysteme Einsatz finden, Teil der Simulation sein kénnen [Sys20]]. Diese
kénnen im Sinne einer Anwendung von der Aufgabenstellung erfasst werden, aller-
dings fungiert die virtuelle Realitat hier als reines Darstellungsmedium der Ausgaben
von ANSYS und bedient sich somit der gleichen Rendering-Methoden wie auch bei der
Bildschirmarbeit.

Verschiedene Funktionen in MATLAB/GNU Octave Die numerische Rechenumgebung
MATLAB stellt in ihrer gleichnamigen Programmiersprache unter Anderem die
isosurface-Funktion bereit [Cla18, S. 208ff]. Auch hier ldsst sich anhand erstell-
ter Darstellungen wie in Abbildung [1.4 nur mutmaflen, dass sich die MATLAB-Suite
auf den Marching Cubes-Algorithmus stiitzt. Aus der Analyse des Quellcodeabschnitts
in der quelloffenen Alternative GNU Octave resultiert, dass auch hier der Marching

Cubes-Algorithmus zum Einsatz kommt.

Da sich proprietire, undokumentierte Software hinsichtlich ihrer Methodik jeder Analyse
entzieht, konnen diese trotz ihrer teilweise vielversprechenden Ansitze in den folgenden Uber-
legungen nicht beriicksichtigt werden. Quelloffene Software und proprietare Software, deren
Verfahren dokumentiert sind setzen allerdings in der Regel auf die Anzeige von Feldlinien.

Software, die Isoflichen anzeigt, bedient sich Varianten von Algorithmen, die abgesehen von
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0.5
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Abbildung 1.4: Darstellung einer Isosurface in GNU Octave
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anderen Problemen iiber den gesamten darstellbaren Bereich — zum Grof3teil leeren Raum —
iterieren miissen und das Ergebnis durch die Grenzen des Anzeigemediums beschnitten werden.

Eine genauere Untersuchung dieser Verfahren findet in Kapitel [4] statt.
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Abschnitt 2.1. Definitionen

KAPITEL 2

Grundlagen

2.1 Definitionen

Ein Vektor in n Dimensionen wird mit R™ notiert. Es gelten die bekannten Axiome der Vektoral-
gebra. Diese Arbeit verwendet besonders das Skalarprodukt (a e b, zur Unterscheidung von der
Multiplikation zweier Zahlen und der Vektor-Matrix-Multiplikation: ¢ - A), das Vektorprodukt
a x b so wie die komponentenweise Addition und Subtraktion mit der Schreibweise a 4+ b und
a — b, wobei a und b Vektoren sind.

Die Komponenten eines Vektors aus R™ ergeben sich durch die Auswahlfunktion

Vi

V2

(-)k:RnXN—)R, Vi = Vi

Vi+1

Vn k

Als gangige Werte fiir k werden die Kurzschreibweisen

z furk =1

y firk =2

z furk =3

w furk =4

verwendet.
Beispiel

2

Fiir einen Vektorv = | 3 | ist vi = 2, vo = 3.
4
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m Halbgerade

Eine Halbgerade oder ein Strahl ist eine Gerade, die einer Seite zu begrenzt ist.

Ein Strahl lasst sich durch Einschranken des Definitionsbereichs einer Geraden auf einen
héchsten oder niedrigsten Wert oder durch Angeben eines vektoriellen Aufpunkts a und eines

Richtungsvektors b in der Form
s(r) =a+zb reR,x<0 (2.1)

formulieren. In Abbildungen kennzeichnen wir die unbegrenzte Seite der Halbgeraden durch

eine doppelte Pfeilspitze (—).

2.2 Mengen und Folgen

Fiir die wohlunterschiedenen Elemente mj, mg, ... einer Menge M werden die Schreibweisen
mi,ma, -+ € M und M = {mq,mo, ...} verwendet. Die Vereinigung M U N und Schnitt-
menge M N N mit den Mengen M und N folgen abgesehen von den folgenden Bemerkungen
den Axiomen der Zermelo-Frinkel-Mengenlehre. Bei der Definition von Operatoren bezeichnen

m bzw. f die Klasse der Mengen bzw. der Folgen.

@ Operationen auf Mengen
Aus der Vereinigung der Mengen M U N = P folgt als M = P ~ N die Differenz der

Menge M mit allen Elementen in P aufler derer in N. Die Kardinalitit einer endlichen

Menge M wird mit dem Operator:
#:m — N, {mi,ma,...mp} — k

bezeichnet.

Als Folgen bezeichnen wir durch die natiirlichen Zahlen indizierte, geordnete Mengen mit

den gleichen Schreibweisen und dem Auswahloperator

(I F — a, {fi foro oo S frgts oo fude = S

fiir alle Folgen in F, die das Element f;, beinhalten. Das Kriterium der Wohlunterscheidbarkeit
entfillt bei Folgen. Fiir periodische Folgen f sind alle Elemente mit Indizes ¢ > # f definiert

durch fl = fi,#f.
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m Operationen auf Folgen

Die Konkatenation zweier Folgen F' = {fi, fo,...} und G = {g1, g2, .. .} ist

+:fxf—=f F+G={fi,f2s---,91.92,...}

Stellenweise erfolgt die Konkatenation mit einem einzelnen Element e € F*:

F+e:{flaf27""€}' (22)
€+F:{€,f1,f2,...}. (23)

2.3 Gleichheit

Fiir verschiedene Aussagen miissen verschiedene Definitionen der Gleichheit und dem Gleich-

heitssymbol = verwendet werden, um Missverstidndnisse zu vermeiden.

Aussagen Sind A und B Aussagen, bedeutet die Schreibweise A = B, dass die Aussage B
aus der Aussage A folgt. Der Pfeil kann mit analogen Bedeutungen in umgekehrte oder

beide Richtungen Verwendung finden.

Werte Sind A und B Variablen, folgt aus der Aussage A = B, dass beide Variablen den gleichen
Wert besitzen. Diese Regel schlief3t Zeiger auf die gleiche Adresse als ,zeigeridentisch®

ein.
Mengen und Folgen Sind A und B Mengen, folgt aus der Aussage A = B
1. #A = # B (Gleichheit der Werte) und

2. Fir alle Elemente a € A existiert ein Element b € B mit a = b (Gleichheit der
Werte) und umgekehrt

Fiir Folgen gilt statt des Punkts[2} Fir alle i € Nmit ¢ < #A gilt A; = B;.

Hoare-Tripel Wenn A das Hoare-Tripel ( A1 ) S1 ( A2 ) und B das Hoare-Tripel
(B1) S2 ( B2) mitden Aussagen Aj, Ao, By, B2 und den Folgen S; und S
bezeichnen, folgt aus A = B:

« Ay = Bj (Gleichheit der Aussagen),
« Ay = Bj (Gleichheit der Aussagen),

« 51 = 59 (Gleichheit der Folgen)
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Sei M () eine Aussage Uber ein beliebiges x und die obigen Definitionen der Gleichheit
nicht auf A und B anwendbar, bedeutet die Gleichung A = B: M(A) < M(B).

Die in dieser Arbeit ebenfalls verwendeten Begriffe der Isomorphie und der Aquivalenz
bezeichnen Gleichheitsbeziehungen unter schwicheren Bedingungen. Diese stiitzen sich an

einigen Stellen auf Morphismen.

m Morphismus, Homomorphismus, Funktion

Ein Morphismus f : A — B ist eine Abbildung zwischen den zwei Objekten A und B.
Erhélt f dabei die Struktur der Objekte, handelt es sich bei f um einen Homomorphismus.
Sind A und B Mengen und bildet f jedes Element aus A eindeutig auf ein Element aus
B ab, dann ist f eine Funktion.

Homomorphie konstituiert hier eine schwache Form der Gleichheit zwischen zwei Objekten.

Auch Isomorphismen sind insbesondere Morphismen:

@ Isomorphie und Isomorphismus

Zwei Objekte A und B, die durch einen Morphismus f : A — B verknupft sind,
sind isomorph, wenn ein Morphismus f~! : B — A existiert, so dass f(f!(a)) =
f~Y(f(a)) = a. f und f~! heiflen dann Isomorphismen [Mil14], wobei f~! das Inverse

von f ist.

Beispiel

- Die Folgen von Zeichenketten: {Katzen, sind, Monster} und
{Monster, sind, Katzen} sind isomorph mit dem Isomorphismus f : ¥3 — 33,
{a,b,c} + {c,b,a}. In diesem Fall ist f ein Automorphismus, da f = f~1.

« Vektoren in kartesischen und homogenen Koordinaten sind isomorph mit den
Isomorphismen f : R* = R3und f~!: R? — R*

8

f_lz y|—

\
S v« 8
gl gfe g[8
— N < 8

sofern w # 0.
+ Die Mengen der FlieBkommazahlen und der Zeichenketten sind nicht isomorph:

Die Zeichenkette Fuchs kann nicht als Fliefkommazahl dargestellt werden.
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m Aquivalenz und Aquivalenzklasse

Fiir alle Objekte einer Aquivalenzklasse muss gelten: [Mil14} S. 369]
+ Reflexion: a ~ a (Alle Objekte sind dquivalent zu sich selbst)
« Symmetrie: Wenn a ~ b, dann b ~ a.
« Transitivitit: Wenna ~ bund b ~ ¢, dann a ~ c.
Gelten alle dieser Aussagen, heif3t a dquivalent zu b. Eine Aquivalenzklasse enthilt alle

zueinander dquivalenten Elemente einer Oberklasse.

Beispiel

Zwei rationale Zahlen (a1, as) und (by, by), wobei a1, az, by und by ganze Zahlen sind,

sind dquivalent, wenn gilt: a; - ba = ag - b;.

Aus den obigen Definitionen von Gleichheit ergeben sich automatisch weitere intuitiv

verstidndliche Gleichheiten wie die Gleichheit von Meshes iiber die Gleichheit der Mengen.

m Monoid

Ein Monoid ist eine assoziative algebraische Struktur mit einer bindren Operation und
einem neutralen Element [CB14, S. 257]. Fur assoziative Strukturen gilt (a + b) + ¢ =
a + (b+ c). Fur ein neutrales Element e gilt fir alle Elemente a: a + e = e +a = a. a, b,

c und e bezeichnen hier Elemente der Struktur und + ihre Verkniipfung.
2.3.1 Repriasentation von Objekten durch Begrenzungsflachen (B-Rep)

m Mesh, Punkte, Face, Kante

Ein Mesh (auch: Drahtgittermodell, geometrisches Primitivum) ist eine dreidimensionale
Reprisentation eines Polyeders. Zur Unterscheidung von Fliachen verwenden wir fiir
Meshes den Begriff Face. Sie begrenzen die Ausdehnung des modellierten Kérpers. Die
Kanten der Faces sind identisch mit den Kanten des Meshes. Diese Punkte, die die Kanten

begrenzen, heiffen auch Vertices. Thre Definition ist identisch mit der des Vektors.

Anschaulich ist ein Face eine durch eine Menge Kanten {k1, k2, . . .} begrenzte Flache mit
einem Vertex einer der Kanten als Stiitzvektor. Da die Kombination zweier Monoiden ebenfalls
einen Monoiden ergibt, ist ein Mesh, das als Kombination mehrerer Meshes entsteht, die als
Folgen selbst Monoiden sind, auch ein Monoid. In dieser Arbeit liegt das Augenmerk auf
Dreiecken, also Faces, die durch drei Kanten begrenzt werden und sich untereinander drei

Vertices a, b und c teilen. Die Umlaufrichtung dieser Punkte bestimmt die Flachennormale
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eines Face, wobei eine Umlaufrichtung entgegen dem Uhrzeigersinn eine nach auflen zeigende

Flachennormale bedingen soll. Diese kann damit durch

(b—a)x (c—a)
[(b—a) x (c—al

berechnet werden. Da im Begrenzungsflaichenmodell die Punkte, Kanten und Flachen im Sin-
ne ihrer Definition weiter oben als Folgen mit den Namen ,Punktfolge®, ,Kantenfolge* und

»Flachenfolge® abgefasst werden, sind diese Monoiden.

Fiir diese Arbeit werden an Meshes an manchen Stellen zusétzliche Forderungen gestellt:

@ Eigenschaften von Meshes

Sauberkeit Ein Mesh ist sauber, wenn fir alle Vertices a und b und alle Kanten k
« die Kantenfolge entweder die Kante (a, b) oder die Kante (b, a) enthalt und
« genau zwei Elemente der Flachenfolge k enthalten
Geschlossenheit Ein Mesh ist geschlossen, wenn es fiir jede Kante k genau zwei Ele-
mente f, g in der Kantenmenge gibt, fur die k£ € f und k € g gilt.
Regularitat Ein Mesh ist reguldr, wenn alle Elemente der Flachenfolge die Kardinalitat
n besitzen. Sonderfille sind:
Triangularitit Ein reguldres Mesh ist triangular, fuir n = 3
Quadrilateral Ein reguldres Mesh ist quadrilateral, fir n = 4.
Selbstiiberschneidungsfreiheit Ein geschlossenes, reguldres Mesh ist selbstiiber-
schneidungsfrei, wenn keines seiner Vertices einen Polyeder-Beinhaltungstest fiir
dieses Mesh besteht.

Die Anspriiche an Sauberkeit, Geschlossenheit und Triangularitit erhalten die monoidale

Struktur geometrischer Primitiva.

2.4 Elektrostatik

Das Ziel dieser Arbeit ist das Entwickeln von Methoden zur Darstellung elektrischer Felder
mit Mitteln der Augmented- und Virtual Reality. Das Hauptaugenmerk der Untersuchungen
liegt dabei auf der Darstellung dieser Felder. Spater werden Isopotentialflichen in den Mittel-
punkt der Betrachtung riicken, deren Ursprung zwar ebenfalls in der Elektrostatik liegt, deren
Algorithmen aber lediglich in Abhéngigkeit eines Vektor- bzw. Skalarfelds formuliert werden.
In Abschnitt[1.1.1/haben wir bereits einige Anwendungsbereiche aus dem elektrotechnischen
Bereich vorgestellt. Weitere liegen in der Visualisierung von Fliissigkeitssimulationen, die sich
das organische, tropfenférmige Aussehen von Icospheres zunutze machen [Bri08|], was fiir
Isoflichen die Beinamen ,Blob“ [Bri08, passim] [Sta16, S. 101ff] [Eng+06a, S. 260ff] [Mar+21|

Kapitel 2
Grundlagen

27



28

Abschnitt 2.4. Elektrostatik

S. 551ff] und ,Meta-ball” [Sta16, S. 101] [Mar+21, S.551ff] [Luc19, S. 22] etabliert hat. Weniger
bekannte Einsatzgebiete umfassen die Themengebiete der Meteorologie [Wat+10]], das Indus-
triedesign [Sch+20]], Pflanzenwachstumssimulationen [JKO00, S. 10] und die Atomphysik [Har16].

In spateren Kapiteln wird sich herausstellen, dass eine algebraische Berechnung der Punkte
einer Isoflache allgemein nicht méglich ist. Dies fiihrt zu der Erkenntnis, dass eine einfache
Berechnung des elektrischen Feldes aus einer gegebenen Ladungsverteilung nicht ausreicht,
um dieses aussagekriftig durch eine Isofliche wiederzugeben. Daher stiitzt auch diese Arbeit
die Generierung des Meshes, das das elektrische Feld reprasentieren soll, in grofien Teilen auf

dessen Simulation.

Eine Isofliche wird tiblicherweise durch Software berechnet, deren Implementierung sich
auf ein Framework, beispielsweise eine Graphik-Engine stiitzt. Die Simulation des elektrischen
Feldes und seine Darstellung durch ein Mesh erfolgen in diesem Rahmen durch eine Funktion,
die einen der im Verlauf der Arbeit vorgestellten Algorithmen implementiert. Grundlage der
Berechnung sind hier in der Szene der Simulation frei platzierbare, gegebenenfalls wahrend der
Simulation verdnderliche und bewegliche Ladungselemente, die in diesem Kapitel vorgestellt

werden.

Obwohl diese Arbeit von ,elektrischen Feldern® spricht, erfolgen die Argumentationen im
Verlauf dieser Arbeit anhand von Skalar- und Vektorfeldern. Dieses Vorgehen kann auf der
theoretischen Ebene durch den Hinweis darauf gerechtfertigt werden, dass die Permittivitat

€o&yr in der Gleichung zur Berechnung des elektrischen Feldes

D-P
E0Er

E=

lediglich eine multiplikative Konstante darstellt. Dies geht mit einigen Einschrankungen
einher: Wir begrenzen unsere Argumentation damit auf homogene, nicht polarisierte Dielektri-
ka. Diese Einschriankungen sind fiir die Betrachtungen in dieser Arbeit aber nicht von Belang.
In der Tat handelt es sich hierbei um Sonderfille, fiir die bessere Arten der visuellen Darstellung
vorliegen, wie durch Vektoren in Polarkoordinaten. Zum Abschluss dieser Arbeit liegen keine
wissenschaftlichen Erkenntnisse vor, die die betrachterfreundliche Darstellung elektrischer
Felder besprechen und dabei die Moglichkeit der Inhomogenitét oder Polarisation beriicksichti-
gen. Die Quellen in Kapitel[1| nehmen zumindest implizit ein Vakuum als Medium an. In jedem
Fall kann das resultierende Feld nach erneutem Hinzufiigen der Permittivititskonstanten den

selben Methoden zur Darstellung zugefiithrt werden, wie ohne diese.
Diese Sichtweise erlaubt eine abstrakte, einheitenlose Betrachtung elektrischer Felder, die

sich nun auf alle Fille — auch abseits der Elektrotechnik — anwenden lésst, solange ein Vek-
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torfeld vorliegt: James Blinn, der erstmals mit der Darstellung von Isopotentialflichen durch
Raytracing die Thematik aus Sicht der Computergraphik beleuchtete, legte in seinen Versuchen
keine elektrischen Felder sondern die Elektronendichtefunktion von Wasserstoffatomen zu-
grunde [Bli82, S. 237]. Ebenfalls ist eine Anwendung der spéter vorgestellten Algorithmen zur
Darstellung frequenzabhéngiger, durch Wechselstrom induzierter elektromagnetischer Felder
oder die bereits oben erwdhnten Abstrahlcharakteristiken von Antennen denkbar. Der Fokus
auf ausgewahlte Aspekte der Elektrostatik zu legen schrénkt also die Allgemeinheit des Begriffes

des darzustellenden Feldes nicht ein.

Dennoch eignet sich die Elektrostatik aufgrund der Anschaulichkeit und guten mathemati-
schen Beschreibbarkeit von Punktladungen und darauf aufbauenden anderen Ladungsvertei-
lungen besonders als Grundlage der folgenden Untersuchungen. Ob die Betrachtungen anhand
der elektrischen Flussdichte oder des elektrischen Feldes vorgenommen werden, ist nach den
obigen Befunden nicht relevant. Diese Arbeit verwendet wahlfrei das Symbol des elektrischen
Feldes (E)

2.4.1 Punktladungen

Elektrische Ladungen und Felder sind theoretische Konstrukte, die herangezogen werden, um
elektrotechnische Phinomene wie mechanische Kréfte zu erklaren, die ein geladener Gegen-
stand auf eine andere untersuchte Ladung ¢ ausiibt. Ladung kann nicht ohne Raumausdehnung
auskommen. Allerdings ist fiir die folgenden Uberlegungen diese nur kurz nach Aufbringen
bzw. Auslenken der Ladung relevant, und spielt nach einer ausreichend grof3 annehmbaren
,Einschwingzeit” fir Untersuchungen im Rahmen der Elektrostatik keine weitere Rolle [Bab16,
S. 33]. Dieser Umstand motiviert die Argumentation anhand einer Punktladungsverteilung g,

die auf einen einzelnen Punkt im Raum konzentriert ist.

@ Punktladung, Testladung

Eine Punktladung an der Position p mit der Ladungsstarke q ist definiert durch das Tupel

q=(p,q)

mit p € R3und ¢ € R.

Eine Testladung ist eine Punktladung, auf die das elektrische Feld zwar wirkt, deren

Ladung allerdings selbst bei der Berechnung des Feldes keine Beriicksichtigung findet.

Eine Punktladung ist im diesem Kontext eine Ladungsmenge ohne Masse, die mit ihr verbun-
den ist. Wenn eine Testladung eingebracht wird, wird sie durch eine Kraft, die wir vereinfacht

als elektrisches Feld bezeichnen, von der Punktladung in Bewegung versetzt.
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m Elektrisches Feld

Eine Punktladung (¢, p) erzeugt ein elektrisches Feld

_q
E(p) = . Hp||3p (2.4)

Mehrere Punktladungen addieren ihre Wirkungen vektoriell. Die beobachtete Kraft nimmt
ab, je weiter die Testladung von der Punktladung entfernt ist [Bli91]. Die Wirkung dieses
Kraftfeldes wird elektrischer Fluss genannt, der bezogen auf den Raum eine physikalische Dichte
beschreibt.

Das elektrische Feld ist ein Vektorfeld, das durch eine Menge von Punktladungen ) =
{(p1,q1), (P2, q2), ...} erzeugt wird:

Er)=Y — & (r; —py) (25)

~ 4r |r; — pi)®

Obwohl wir uns in unseren Betrachtungen auf elektrostatische Felder fokussieren, wer-
den wir an verschiedenen Stellen unsere Betrachtungen auf dynamische elektrische Felder

Ubertragen.

m Statisches und dynamisches Feld

Ein elektrisches Feld heifit dynamisch, wenn es eine zeitlich verdnderliche Komponente
enthalt. Thm steht das statische Feld gegentiber. [Bab16, S. 33]

Gemif3 der obigen Definition des elektrischen Feldes liegt dessen Quelle ausschliefilich
in den Punktladung. Mithin kommen diese alleine als Ursprung der zeitlichen Veréanderung
in Frage. Dadurch ist in beiden Komponenten einer Punktladung — ihrer Position und ihrer
Ladungsstirke — eine Erweiterung auf die Funktionen ¢; : R — R und p; : R — R3 fiir die i-te
Punktladung vorzusehen. Die Darstellung eines dynamischen elektrischen Feldes ergibt sich

also zu:

_ q;i(t) N
Bl = izelzw dreoer v — pi(t)|) (xe = Pu(E)

wobei sich hier die Menge aller betrachteten Punktladungen ebenfalls als Er-
weiterung des Mengenbegriffs durch die Zeitkomponente als Funktion Q(t) =
Q) ={(P1(t),q1), (P2(t),q2), ...} mit den Zeitvektoren p;(t) fur alle i € N darstel-

len lasst.
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Abschnitt 2.4. Elektrostatik

Einige Uberlegungen im Verlauf der Arbeit — besonders die, die sich auf die Generierung

von Isoflachen beziehen - erfordern fiir die Darstellung als Grundlage ein Kontinuum als Feld.

m Stetigkeit, Kontinuum

Eine Funktion f : [a,b] — R [Simo08, S. 107] ist unter folgenden Bedingungen [AK19,
S. 212] stetig fiir alle Punkte ¢ im Intervall [a, b]:

« fl@)=c

o lim,_, .- f(z) =c

o lim, .+ f(z) =c

Eine Funktion, fiir die diese Bedingungen fiir alle Punkte ¢ € R gelten, heif3t Kontinuum.

Kontinuen bilden Gruppen beziiglich der Addition und der Multiplikation der Funktionen
mit der Subtraktion und der Division als ihren Inversen. Laut [[AK19, S. 198] sind Polynome
Kontinuen, so auch Konstanten, die insbesondere Polynome sind. Daraus folgt, dass es sich
beim Rechten Teil der Gleichung um ein Kontinuum handelt. Bei Gleichung handelt es
sich als Polynom um die benannte Untergruppe der Kontinuengruppe, wodurch diese Struktur
nach Anwenden der Addition erhalten wird. E(p) ist als linker Teil der Gleichung also ebenfalls

ein Kontinuum.

Aufbauend auf Punktladungen wird fiir die im Hauptteil der Arbeit verwendete Theorie
der elektrischen Felder neben dem Begriff des elektrischen Feldes auch der des Potentialfelds

relevant.

m Potentialfeld

Das Potentialfeld des elektrischen Feldes E berechnet sich durch[Bab16, S. 39]
Ve=-E (2.6)

Dabei ist der Operator V : R® — R" (Nabla-Operator) die Divergenz, also der Vektor der
partiellen Ableitungen seines Urbilds liefert. Ihm ist zueigen, dass sein Abbild stets orthogonal
zum Urbild ist [Rail8, Ss. 464ff]. Isoflichen stehen in der Physik weit haufiger in ihrer pro-
minenteren Form als Aquipotentialfldchen — Flichen mit gleichem elektrischen Potential — im
Mittelpunkt der Betrachtung [Bab16, S. 34], [Nav16;Sch21, passim]. In Gleichung zeigt
sich allerdings, dass zwischen elektrischem und Potentialfeld ein konstanter bzw. differentieller
Zusammenhang besteht. Da Kontinuen beziiglich der Multiplikation eine Gruppenstruktur
aufweisen, die Differentiation eines Polynoms wiederum ein Polynom ergibt, und Polynome
Kontinuen sind, eignen sich die Mittel zur Darstellung von Aquipotentialflichen ebenso zur

Darstellung von Isofldchen elektrischer Felder.
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Abschnitt 2.4. Elektrostatik

Anhand Abb. kann eingesehen werden, dass diese Grundlagen fiir die ann&hernde
flaichenmafige Darstellung elektrischer Felder ausreichen: Dort ist das elektrische Feld am
Punkt p durch eine Flache angendhert. Diese ist ein Teil der Ebene in Normalenform, die durch
den Ortsvektor von p, und den Normalenvektor das elektrische Feld im Punkt p definiert ist.
Fir die Parameterform konnen die Vektoren ¢ und ¢ X E verwendet werden. Der Rest des
Feldes kann durch weitere solcher Flachen angenéhert werden. Die Giite dieser Annidherung

hangt dann von der Grofie der verwendeten Flachen ab.

Abbildung 2.1: Tangentialflache an p

2.4.2 Nicht-punktformige Ladungsverteilungen

Eine erschopfende Bearbeitung des Themas erfordert die Betrachtung anderer haufiger Arten
von Ladungsverteilungen, allerdings fokussieren wir uns in dieser Arbeit auf die Betrachtung
von Punktladungen. Fiir die Berechnung von Ladungsverteilungen anhand von Kurven bzw.
Flachen stehen die Theorie {iber Kurvenintegrale [Men07, S. 5ff] bzw. Flachenintegrale [Men07,
S. 23ff] zur Verfiigung. Der Einfluss auf die Berechnung der Zeit- und Speicherkomplexitaten
muss entsprechend beriicksichtigt werden. Um Argumentationen anhand von diesen Ladungs-
verteilungen durchzufithren und deren Erkenntnisse nutzbar zu machen, werden diese durch

Punktladungen angenghert, um sie somit als Sonderfalle der Gleichung ansehen zu kénnen.

Eine linienformige Ladungsverteilung entlang einer Kurve C' mit der gleichférmigen La-
dungsverteilung ¢; — also der Verteilung einer Ladung mit konstanter Ladungsdichte — kann
durch eine gleichférmige Verteilung von Punktladungen angenéhert werden, deren Auswirkun-
gen auf das elektrische Feld sich iiberlagern. Ihr elektrisches Feld berechnet sich durch [Bab16,
S.30]

By (r) =) E(g ) (2.7)

wobei E (g, q;) das elektrische Feld der i-ten aus einer Menge indizierter Punktladungen

ist. Bei Bekanntheit der Ableitung p der Verteilungsfunktion p oder der Stammfunktion des
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Abschnitt 2.4. Elektrostatik

Vektorfeldes kann die exakte Berechnung durch das Kurvenintegral
1 .
BL(r) = — v [ ap () - p(o)ds
47 ||r)|” Je

mit dem Parameterbereich ¢ € [« 8] durchgefithrt werden [Men07, S. 9]. In Anbetracht der
Vorarbeit von [Wiel8| S. 23] mag der Fall einer Ladungsverteilung entlang eines Spline von

gesteigertem Interesse sein:

Linienladung entlang eines Spline

Gegeben sei eine an dem Spline [Moe03|] mit der parametrischen Darstellung p(t) im
Parameterbereich [« 5] homogen verteilte Ladung g. Das elektrische Feld berechnet sich
durch:

1 p ,

E(r) = — v [ ap()p(t)dt
A ||r]|” Ja

Ist der Aufwand zum Losen des Integrals oder der Bestimmung von p nicht zu recht-

fertigen, lasst sich das Feld in Anlehnung an Gleichung durch n Punktladungen

annihern durch:

E(r)z47r‘:|er3rq<p(Oé)+P<04(1—i)‘f‘iﬁ)“‘""f‘l)(ﬁ»)

Abb. zeigt eine beispielhafte Anordnung fiir n = 3.

Eine Oberflichenladung berechnet sich analog durch das Bereichsintegral [Men07, S. 30]

[ g 0)) - udo
B

mit den Tangentialvektoren r,, und r,,.
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F (531, 52)

F(ﬁla OZQ)

aq +52)7ﬁ2)

F (%(al + 0

(a1, B2)

F(a,az)

p(a)

(a) Durch Punktladungen angenaherte linienférmi- (b) Durch Punktladungen angendherte Oberfld-
ge Ladungsverteilung chenladung

Feld einer Oberflache

Gegeben sei eine auf der Mantelfliche F mit den Parameterbereichen [« 51] und [, B2]
gleich verteilte Ladung q. Die Flichennormale lasst sich aus den beiden Tangentialvek-

toren berechnen, womit das Integral
B1 B2
E(r) = Lgr / /
47T ”I‘H [e%1 (D)

Sollte wiederum der Aufwand zur Berechnung der Integrale oder die Bildung der Ablei-

d d
aF X dyFH d02d01

bestimmt ist.

tung nicht zu rechtfertigen sein, kann analog zum vorherigen Beispiel, nur hier in zwei
Dimensionen, verfahren werden. Abb. zeigt diese anhand einer rechteckigen Flache

im Raum.

2.4.3 Rechengeschwindigkeit

Haufig werden an der Gleichung (2.4) verschiedene Vereinfachungen vorgenommen, um Be-
rechnungen auf Kosten der Genauigkeit vorzunehmen. Blinn schligt vor, den Exponenten im

Nenner zu erhéhen, um die Berechnung des Betrags zu beschleunigen[Bli82] S. 238].

Dieser Uberlegung kénnen wir hier allerdings nicht wértlich folgen: Die Problemstellung
verlangt die Beriicksichtigung der Permittivitatskonstanten €ge,, um die Anwendung einer
elektrotechnischen Untersuchung zugénglich zu halten. Jedoch kénnen wir mit Hilfe des Distri-
butivgesetzes die nicht von der Laufvariablen abhangigen konstanten 4mege, ausklammern und
zu einer Konstante c zusammenfassen. Dieser geht als multiplikativer Anteil in die Modellmatrix
ein, die fiir die Darstellung des Meshes aufgestellt wird. Er fungiert als Skalierungsfaktor und
kann als solcher, sofern die Konstanten bekannt sind, unabhangig von der Simulation berechnet
werden. In Darstellungsformen, die invariant beziiglich der Skalierung sind, z. B. fit-to-screen,

kann ¢ = 1 gesetzt werden und entfallt somit bei der Berechnung.
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Abschnitt 2.5. Isoflichen, Flachen, Cluster

Dariiber hinaus befassen wir uns im Abschnitt [2.8|ausfiithrlich mit der Zeitkomplexitét der

Algorithmen zur Berechnung der Geometrie.

2.5 Isoflachen, Flachen, Cluster

In Kapitel[1|haben wir die Nachteile der Darstellung elektrischer Felder durch Pfeil- und Feldli-
niendarstellungen herausgearbeitet. Diesen Darstellungsmethoden und ihren Méngeln wollen
wir in diesem Kapitel die Isopotentialflichen entgegenstellen. Die folgenden Abschnitte be-
leuchten die Thematik des Clusterings niher. Wir finden zunéchst fir das Verstandnis von
Flachen und Isoflaichen notwendige Definitionen. Danach leiten wir aus diesen Definitionen
und anderen bekannten Gesetzmafigkeiten der Elektrostatik wichtige Eigenschaften ab, die
das Problem des Clusterings motivieren und in den folgenden Abschnitten dieses Kapitels
bei den verschiedenen Méglichkeiten, den potentiell disjunkten Charakter von Isoflichen zu

beriicksichtigen, als Mafigabe fiir das Erreichen das Ziels der Arbeit dienen.

@ Isoflache und Isowert

Eine Isofliche, Isopotentialfiche oder iso-surface ist die abgeschlossene Hiille p aller Punkte

p, die in einem elektrischen Feld E fiir einen festgelegten Wert £ die Bedingung

E(p) > ¢
erfiillen. Der Wert & heif3t Isowert.

Diese Definition beschreibt die Menge aller Punkte, fur die E(p) = £ gilt. Bei dieser
Betrachtungsweise bilden Isoflachen den Rand eines kompakten, berandeten Raumes und sind
ihrerseits kompakt, aber unberandet. Anschaulich werden kompakte Flachen auch geschlossen
genannt, um auszudriicken, dass diese keine ,Offnungen® aufweisen. Die Eigenschaft der
Geschlossenheit folgt unmittelbar aus der Kontinuitét elektrischer Felder. Aus diesem Grund
verwenden wir den Begriff der ,einwertigen Mengen von Flaichen® synonym mit dem der ,nicht

disjunkten Isoflichen®.

Fiir manche Ladungsverteilungen und Werte fiir £ ist die Isofliche disjunkt. Abbildung

zeigt eine solche Situation. Dieser Umstand macht eine Unterscheidung der Flichen notwendig.

m Flache

Eine Fliche einer Isoflache bezeichnet die abgeschlossene Hiille einer Untermenge der

Punkte dieser Isofldche, sofern diese Flache geschlossen ist.
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Abschnitt 2.5. Isoflichen, Flachen, Cluster

Da Flachen geschlossen sind, konnen diese sich weder gegenseitig noch selbst schneiden: Dies

wiirde voraussetzen, dass auf keinem Punkt der betreffenden Flachen der Wert des elektrischen

Feldes den Isowert unterschreitet. Dies ist unméglich, wie die Intuition zeigt und unten genauer

ausgefithrt wird. Im zweidimensionalen Fall stellt eine Isoflache also eine Menge von Jordan-
Kurven dar [Jor87]. Fur Flachen ist auch der Begriff ,Zellen® gebrauchlich [She98|], den wir
aber, weil er ebenfalls als Iterationsschritt des Marching Cube-Algorithmus [NH92|] und seiner

Abwandlungen [Par+98|] Verwendung findet, vermeiden.

Abbildung 2.3: Punktladungscluster mit disjunkter Isofliche

Aus Abbildung [2.3|14sst sich ersehen, dass die Isoflichen die Punktladungen, die das be-

trachtete Feld erzeugen, beinhalten kénnen. Die Erweiterung der Isoflache als Punktmenge

auf ihre abgeschlossene Hiille ermoglicht hier eine intuitive Interpretation des Begriffs des

Beinhaltens und mit diesem folgende Bemerkungen:

1.

Da limy_,p, E(p) = oo > £ fiir beliebige p’ und &, konnen keine Punktladungen aufier-

halb von Isoflachen existieren. .

Da alle Flachen geschlossen sind, kann jede Punktladung nur in einer Fliache enthalten

sein.

Alle Punkte p, die in mehreren Flichen enthalten sind, sind potenzielle Positionen fiir
Punktladungen. Aufgrund Punkt 2| kénnen aber keine zwei Flachen eine und dieselbe
Punktladung enthalten. Somit konnen sich Flachen nicht ganz oder teilweise gegenseitig
iiberschneiden — also sich weder gegenseitig beinhalten noch Punkte auf der Flache

miteinander teilen.

Das Gauf3sche Gesetz lautet:

EdA =¢
v

fiir eine geschlossene Flache OV, die eine Ladung ¢ € R mit beliebiger Verteilung voll-
stindig beinhaltet und ein elektrisches Feld E [Bab16, S. 32]. Ist nun OV die Flache einer
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Abschnitt 2.5. Isoflichen, Flachen, Cluster

Isoflache, so gilt fir mindestens einen Punkt f € 9V: E(f) > 0. Daraus folgt, dass auch

EdA >0
ov

und somit ebenfalls
q>0

Negative Ladungen erméglichen zwar Punkte E(f’) < 0, was allerdings erfordert,
dass ein solcher Punkt innerhalb OV liegt, wodurch die enthaltene Ladung ebenfalls
negativ ist. In diesem Fall gilt die gleiche Argumentation mit negativem Vorzeichen. Jede
Flache muss also Ladung enthalten. In dieser Arbeit kommen dafiir nur Punktladungen
in Frage. Punktladungen sind im Raum nicht ausgedehnt und kénnen mithin nur ganz
oder iberhaupt nicht in einer Flidche enthalten sein. Jede Flache einer Isoflache enthalt

somit mindestens eine Punktladung.

5. Der Begriff des ,Beinhaltens” stellt eine Aquivalenzrelation ~ (,Wird von der gleichen
Flache beinhaltet®) dar. Die Eigenschaften: ¢ ~ ¢; und ¢1 ~ ¢2 = ¢2 ~ g1 und
q1 ~ @2 N\ q2 ~ q3 = q1 ~ g3 fur beliebige Punktladungen q1, ¢2, g3 lassen sich anhand
Abbildung [2.3| nachvollziehen. Die Flachen bilden die Aquivalenzklassen von ~ und

bilden eine Partition der Isofliche.

6. Komplementar zu Punktist die Bedingung, dass @)’ eine Aquivalenzklasse von ~ ist,

kein hinreichendes Kriterium, dass es einen Punkt p in Q' gibt, fiir den E(p) < £ gilt.

m Cluster

Die Aquivalenzklassen @/~ einer Menge von Punktladungen () werden in dieser Arbeit

als Cluster bezeichnet.

Ein Cluster ist also anschaulich eine Menge von Punktladungen, die in einer Fliache enthalten

sind.

Fiir einige der in spateren Teilen dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen spielt die Bestim-
mung der Cluster eine wichtige Rolle. Diesen Vorgang und sein Ergebnis nennen wir Clustering.
Wie wir sehen werden, ist das Clustering unter Umstanden mit hohem rechnerischen Aufwand
verbunden, der sich aufgrund der Anforderungen der Eignung fiir virtuelle und erweiterte

Realitat nicht immer rechtfertigen lasst.

Soll das elektrische Feld durch Isoflichen dargestellt werden, muss dem Umstand, dass das
es in disjunkten Flichen auftreten kann, Rechnung getragen werden. In diesem Ansatz ist die

Ermittlung der Clustergrenzen unter Umstidnden mit hohem Aufwand verbunden, da in diesem
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Fall auch zwischen den Flachen an jedem Iterationspunkt das elektrische Feld berechnet werden

muss.

Da Meshes Flachen nur anndhern kénnen, tut eine Betrachtung des entstandenen Fehlers
Not, der sich im Abstand jedes Punkts auf dem Mesh zum jeweiligen nachsten Punkt auf der
Fliache manifestiert. [Rho+02] legen in einer Anwendung zur Darstellung von 3D-Scans durch
Isoflaichen den Marching Cubes-Algorithmus zugrunde. Dabei fithren sie eine Erweiterung
ein, durch die sie fiir jeden Vertex den Abstand zur angenéherten Fliche messen, diesen als
Farbe auf den Vertex codieren und ihn durch einen Shader iiber das Dreieck interpolieren
konnen. Uber die Methodik der Berechnung des Abstands gibt der Artikel keine Auskunft.
Die Abbildungen lassen aber vermuten, dass das als Maf fiir die Unsicherheit (uncertainty) die
betragsmaflige Differenz zwischen gemessenem Wert des Feldes an der Fldche des Gitterpunkts

und dem Isowertverwendet wurde.

Der exakte Verlauf der Flache innerhalb eines Dreiecks in einem Mesh lasst sich zwar
algorithmisch nicht bestimmen und ist im Allgemeinen beliebig, weswegen auch die Genauigkeit
in der Entfernung der Mesh-Vertices nicht abgeschétzt, sondern lediglich interpoliert werden
kann. Ist aber fiir die Anwendung der Darstellung elektrischer Felder vorausgesetzt, dass der
Abstand der Vertices im Mesh den zu den Punktladungen deutlich tibersteigen, lassen sich
die obigen Ergebnisse prazisieren. In anderen Algorithmen zur Konstruktion von Meshes,
die Flachen reprasentieren, als dem Marching Cubes-Algorithmus, der nicht auf Iteration in
einem Gitter basiert, kann so die Genauigkeit gegeniiber dem Ergebnis des Marching Cubes-

Algorithmus erhoht werden.

Eine genaue Darstellung der Isofliche kann nur in den Vertices der repriasentierenden
Meshes sichergestellt werden. Bei grofler werdendem Abstand eines Punktes innerhalb eines
Dreiecks von seinen Vertices erhoht sich der Abstand des entsprechenden Punkts auf dem Mesh
zum néchsten Punkt auf der Flache. Da eine steigende Entfernung eines Vertices einer Kante des
Dreiecks - einer Linie — gleichzeitig eine geringer werdende Entfernung zum anderen Vertex
dieser Kante bedeutet, aber lediglich auf den Kanten eine Abweichung von 0 vorliegt, ist zu
erwarten, dass die Abweichung des Meshes zur Flache auf der Kante zur Mitte hin maximal ist.
Da sowohl die Flache als auch das Dreieck abgesehen von seinen Kanten kontinuierlich sind, ist
auch der Abstand zwischen beiden eine kontinuierliche Funktion. Somit ist der grofite Anstieg
des Abstands beim Entfernen vom Vertex innerhalb eines Dreiecks auf der Winkelhalbierenden
zu finden. Diese schneiden sich im Schwerpunkt des Dreiecks, wo schlieB8lich der grofite Abstand

zwischen Mesh und reprisentierter Fliche zu erwarten ist. Eine llustration dieser Uberlegung

findet sich in Abbildung
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Abbildung 2.4: Fliche eines triangularen Meshes, Abstand zur Flache
(schwarz angedeutet) analog zu [Rho+02]] durch Shader eingefirbt

2.6 Beweise der Terminierung und Korrektheit

Die im Hauptteil dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen folgen dem Paradigma der imperativen
Programmierung. Im Abstrakten ist ein Algorithmus ein Schema zur Losung eines vorgegebenen
Problems. Sowohl im ingenieurméfligen als auch im wissenschaftlichen Kontext sind beim
Entwickeln neuer Algorithmen neben Aufwandsanalysen auch Beweise der Korrektheit und
Terminierung wiinschenswert. Zu diesem Zweck miissen zunéchst einige Begriffe spezifiziert

werden.

m Algorithmus, Programm und Anweisung

Ein Algorithmus ist eine mindestens einwertige Folge von Anweisungen mit einer
Eingabe- und Ausgabemenge. Die zustandsbehaftete Reprasentation eines Algorithmus

nennen wir Programm. Eine Anweisung dndert den Zustand eines Programms.

Algorithmen werden in dieser Arbeit nicht nur in der Mengenschreibweise wie in Ab-
schnitt 2.2 sondern auch zeilenweise als Pseudocode ausformuliert werden. Ein Beispiel fiir

diese Darstellungsweise zeigt Algorithmus

Das Hoare-Kalkiil schlieft unter Annahme der Giiltigkeit einer Nachbedingung ( 7 |) und
der Annahme einer Vorbedingung ( v |) die Korrektheit eines Algorithmus S. Dieser Umstand
wird durch das Hoare-Tripel (v ]) S ( n ) beschrieben. Bei v und n handelt es sich um
boolesche Aussagen - also Aussagen, die entweder wahr (T) oder falsch (L) sind. Aus dem
Wahrheitsgehalt von n wird schliefilich der Wahrheitsgehalt der Aussage

v An = S ist korrekt
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Abschnitt 2.7. Axiome des Hoare-Kalkiils

Algorithmus 1 : Algorithmus zur Collatz-Vermutung
eingabe : i € N
ausgabe : ¥
solange i # 1 tue
wenn { gerade dann
‘ iP5 // Zuweisung
Ende
sonst
| i 3-i+1
Ende
Ende

gefolgert. Muss die der letzten Zeile folgende Zeile eines Programms ausgefithrt werden, wenn
schon gezeigt ist, dass diese letzte Zeile in jedem Fall erreicht wird, ist implizit die Terminierung

des Algorithmus gezeigt.

m Neutrale Anweisung

Fir die neutrale Anweisung nop gilt

(a) mop (a)

Diese Anweisung veréndert den Zustand des Programms also nicht.

2.7 Axiome des Hoare-Kalkiils

2.7.1 Zuweisungsaxiom / Einsetzungsregel

Seien a(x) eine Aussage in Abhéngigkeit einer beliebigen Variablen x und n; und ng beliebige
Variablen der gleichen Menge. Nach Einsetzen einer dieser Variablen in a gilt fiir den Zustand

des Programms:

(a(n1)) ng<m (a(ne))
Durch die Zuweisung gilt in der Nachbedingung die Aussage a nun fiir die Variable ns.

Beispiel
(i=mn1)
ng < N1

(]i:ngl)
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Abschnitt 2.7. Axiome des Hoare-Kalkiils

In diesem Beispiel ist die Aussage a(n1) = (i = n1). Nach der Zuweisung gilt ebenfalls die

Aussage a(ns).

2.7.2 Kompositionsaxiom / Sequenzregel

Seien 11 und ny beliebige Variablen, a1 und a9 beliebige Aussagen iiber diese Variablen und S

und S Algorithmen in den Hoare-Tripeln:

(a(n)) S1 (a1 (2.8)

und

(ar) S22 (a(n2)) (2.9)

Nach Konkatenation der beiden Algorithmen ergibt sich wegen der Gleichheit der Nachbe-
dingung aus Gleichung mit der Vorbedingung aus Gleichung (2.9):

(a(n)) Si+52 (a(n2))
Analog zum letzten Beispiel gilt nach Abarbeitung des S1 + Sa: a(n1) = a(ng).

2.7.3 Auswahlaxiom / if-then-else-Regel

Seien B eine Bedingung und S1, Sy Algorithmen und S5 die Anweisung:

wenn B dann
| S
Ende
sonst
|9
Ende

in den Hoare-Tripeln:

und

Die Bedingung in S3 bewirkt, dass unter Abhangigkeit von B entweder S oder S3 zur

Ausfithrung kommt. Fiir die Korrektheit eines Beweises muss nun die Vorbedingung eines der
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beiden Tripel oder beide gelten, wodurch sich als Hoare-Tripel fiir S3:

((aAnB)V(aAB)) S3 (bVbd)
=(a) S5 (0b)
ergibt. Der Else-Zweig kann in Algorithmen entfallen. In diesem Fall gilt die gleiche Regel mit
Sy =nop.
2.7.4 Iterationsaxiom / while-Regel

Sei I eine Aussage, B eine Bedingung und S} der Algorithmus in Alg.

Algorithmus 2 : While-Schleife
solange B tue

| 5
Ende

Die Aussage I fungiert als Bindeglied zwischen zwei Durchldufen der Schleife: Sie muss
wihrend der Schleifendurchldufe und somit sowohl vor als auch nach der Schleife gelten. Aus
diesem Grund wird sie Schleifeninvariante genannt [GGO05]. In der Nachbedingung von S muss
beriicksichtigt werden, dass die Schleife, geendet haben muss, weswegen in der Nachbedingung

B nicht mehr wahr sein kann. Daraus ergibt sich fiir die die Korrektheit von Sy das Hoare-Tripel:

(]I/\a[) So (]I/\ED

Fiir Beweise mittels des Hoare-Kalkiils muss die Schleifeninvariante derart ermittelt werden,
dass sie dem Iterationsaxiom Rechnung tragt. Nicht fiir alle Schleifen ist eine Schleifeninvariante
bestimmbar, und es existiert kein Algorithmus fiir ihre Bestimmung, falls sie existiert. Obwohl
fir Sonderfille Techniken zu ihrer Bestimmung existieren [Ham17]], &hnelt die Suche nach einer
Schleifeninvariante allgemein stark der Ermittlung des Induktionsschritts beim Fithren eines
mathematischen Beweises durch vollstindige Induktion [Dij80]. Der Beweis erfolgt dadurch,
dass die Wahrheit der Schleifeninvariante vor, wihrend und nach der Schleife gew#hrleistet
wird. Aufflerdem muss fiir die Bedingungen B innerhalb der Schleife, nach der Schleife allerdings

B der Wahrheitsgehalt nachgewiesen werden.

Fiir einen Beweis der Korrektheit einer Schleife konnen mehrere Schleifeninvarianten be-
stimmbar sein und zur Auswahl stehen [Lut09, S. 62]. Als triviale Schleifeninvariante ist die
Aussage ,wahr” vor und nach jedem Algorithmus wahr. Als Kriterium der Qualitit werden in
dieser Arbeit nur Schleifeninvarianten gewéhlt, die in Abhangigkeit von den im Algorithmus

verdnderten Variablen abhingen und gezeigt, dass diese sich trotz dieser Verdnderung selber
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nicht verandern. Abgesehen von diesen Uberlegungen hiangt die Qualitit des Beweises nicht

von der Wahl der Schleifeninvarianten ab.

2.7.5 Starken der Vorbedingungen und Schwachen der Nachbedingungen

Fiir logische Schlussfolgerungen im Zuge von Beweisen mit dem Hoare-Kalkiil miissen Bedin-
gungen, von denen Aussagen abhingen, umgeformt werden. Die Starke der Bedingung kann

dabei nicht beliebig geandert werden, ohne dabei die Argumentation zu devalidieren.

m Stiarke der Bedingung

Eine Bedingung a ist stirker als eine andere Bedingung b, wenn
+ a = bund
» a # bbzw. aquivalent a 4 b.

Aus der Wahrheitstabelle in Abb.[2.5|wird ersichtlich, dass in der Aussage a = b die Aussage

b spezifischere Aussagen zulasst als a.

Beispiel zur Starke der Bedingung

Aus:
« ,Rainer ist Rudolfs Erstgeborener” = ,Rudolf ist Rainers Vater"
« ,Rainer ist Rudolfs Erstgeborener” < ,Rudolf ist Rainers Vater*
folgt, dass die Aussage ,Rainer ist Rudolfs Erstgeborener® stirker ist, als ,Rudolf ist

Rainers Vater®.

Ebenso lasst sich erkennen, dass die Aussage L die starkste Bedingung ist,da L = b= T
fir alle b. Dem Beweis ist es zutrdglich, wenn die Vorbedingungen des Algorithmus moglichst
allgemein sind, da er so fiir mehr Fille giiltig ist. Gleichzeitig sollten die Nachbedingungen
moglichst spezifisch sein, da die Aussage auf diese Art mehr Informationen enthalt. Aus diesem
Grund werden in dieser Arbeit Vorbedingungen ausschlief3lich gestirkt und Nachbedingung

ausschliefilich geschwicht. Diese Schritte schrianken die Allgemeinheit des Beweises nicht ein.

Unter den Voraussetzungen dass a = b und ¢ < d, gelten also fiir beliebige Aussagen m

und n die Hoare-Tripel

(and) S1 (n) und (m) Sa2 (cAd)
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a b a=b
1 L T
1T T
T L 1
T T T

Abbildung 2.5: Wahrheitstabelle fiir Implikation

2.8 Komplexitatanalyse und Landau-Symbole

Wir verwenden die konventionellen Landau-Symbole, um das asymptotische Verhalten von
Funktionen zu beschreiben. Die zu untersuchenden Funktionen sind in diesem Fall die Anzahl
der abzuarbeitenden elementaren Operationen in Abhédngigkeit von der Gré8e der Eingabe. In
dieser Arbeit sind damit Fliefkommaoperationen gemeint. Fiir den Vergleich der Algorithmen
steht die Betrachtung des Symbols O im Mittelpunkt. Es beschreibt die Menge aller Funktionen,

die durch die Funktion im Parameter von O beschrankt sind.

m Asymptotische obere Schranke

Sei f(x) eine Funktion mit beliebiger Definitionsmenge. Die asymptotische obere Schranke
O(g) ist die Menge aller Funktionen g, fiir die es positive Konstanten 9 € Rund ¢ € R
gibt, so dass: f(x) < c¢- g(x) fiur z > z [CLR09, S. 44] gilt. In Klassenschreibweise:

O(@)=1{j | FzoeR A JceR A f(x) <c-j(x)Vr > xo} furalle f(x) (2.10)

Die obige Definition besagt anschaulich, dass die Aussage f € O(g) aquivalent ist zu der
Aussage: f Wichst hochstens so schnell wie g; Fiir alle Parameterwerte z, die grofler sind als
Z, ist f immer kleiner oder gleich g. Eine Klasse enthilt demnach auch immer alle Klassen

langsamer wachsenden Funktionen.

Beispiel

n? wichst schneller als n, also O(n) € O(n?)

Fir die Analyse von Funktionen wurde in Kapitel [2.6| das Konzept des Algorithmus als
Folge von Anweisungen eingefiihrt. In diesem Sinne kénnen Elementaroperationen in etwa
mit Elementen einer solchen Folge verglichen werden, solange diese keine Sprunganweisungen

beinhalten.
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Mit Einfihren eines fiir Folgen distributiven =zeitlichen Verzdgerungsoperators
-:Rx A— A, der als ,ein Element a aus der Menge der Anweisungen A dauert c-
mal so lang, und - : R x f — f ergibt sich eine Art Skalarprodukt fiir Folgen, die somit
einerseits Algorithmen soweit in dieser Arbeit ndtig mit den gleichen Mitteln wie Funktionen
der Laufzeitanalyse unterzogen werden konnen. Andererseits ist mit diesem Operator ein Maf}
fir eine hardwareunabhingige Laufzeit gefunden. In einem Term wie ¢- .S mit einem beliebigen
Algorithmus S' gabe somit ein reelles ¢ ein Maf} fiir die Leistungsfidhigkeit der Hardware
an. Fir diese Arbeit eriibrigen sich also die Angabe von gemessenen Laufzeiten: In einer
Laufzeitanalyse behandeln wir einen mit einer Verzégerung c beaufschlagten Algorithmus so,

als wiirde er c-mal nacheinander ausgefiithrt werden.

Die vorangegangenen Uberlegungen motivieren ,Rechenregeln®, die die Laufzeitanalyse

mit Mitteln der Analysis vereinfachen konnen:

1. Die Multiplikation einer Funktion mit einer beliebigen Konstanten ¢’ € R bedeutet, dass
¢ - f(x) < c¢- g(x). Eine Division durch diese Konstante bewirkt, dass f(z) < & - g(z).
Da sowohl ¢ € Ralsauch ¢’ € R, muss auch 5 € R liegen und kann demnach als diejeni-
ge Konstante angesehen werden, von der die Aussage: f(x) € O(g) = c¢- f(x) € O(g)
abhéngt. Anschaulich kann diese Multiplikation durch den oben eingefithrten Verzoge-
rungsoperator ausgedriickt werden: Alle Gleitkommaoperationen in ¢ - Sy dauern c-mal
langer, als in S t» Mit linearem Anwachsen der Eingabe wichst auch die Laufzeit von

c - Sy hochstens linear.

2. Die Konkatenation zweier Algorithmen S, und S} fithrt zu einer Addition der Komple-
xitatsklassen O(S, + Sp). Diese konnen unter Gleichung (2.10) interpretiert werden

als

O(Sa+5) ={(a+b) | FzgeR A JceR A f(z)<c-(a+b)(z)Vx > z0}

Um von einer gemeinsamen Funktion g beschrankt zu sein, miissen beide Funktionen

den Klassenbedingungen mit ihren eigenen individuellen Schranken gentigen, so dass

O(Sa + Sb) = {g‘

Jxo,,cq €R A Jdzo,,cp € R
A a(x) < cq - g(x) A b(z) < cp-g(z)
A T > 9, A T > T, } (2.11)
Kapitel 2
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Gleichung (2.11) lasst sich zu x > max (zo,, zo,) als gemeinsamen Grenzwert der be-

schrankenden Funktion vereinfachen und somit gilt auch fiir die Klasse

O(Sq + Sp) = {g\ﬂmoa,xob A JceR
A a(x) >c-g(z)
A b(z)>c- g(:::)}

fur alle x > max(zo,, o, )

€ O(max(Sq, Sp))

3. Wird ein Algorithmus S; k Mal bei nicht konstantem k£ € N ausgefiihrt, so ergibt sich
k-SyeOFk-O(f)).

4. Kommt eine Folge von Anweisungen nur bedingt zur Ausfithrung, kann fiir das O-Kalkdl
immer davon ausgegangen werden, dass diese Bedingung mit einer Wahrscheinlichkeit
von p erfiillt wiirde. Nach Regel [1] ergibt sich O(p - S) € O(S). AuBlerdem kann eine
Verzweigung in zwei Anweisungsfolgen Sy und S, als deren Konkatenation Sy + S, und

nach Regel 2 als Element der Komplexititsklasse O (max(Sy, Sy)) betrachtet werden.

Fiir eine kurze anschlieBende Bemerkung werden die folgenden Landau-Symbole eingefiihrt:

O Weitere Schranken

« Die strenge asymptotische untere Schranke € wird analog zu O definiert mit ,,<*
statt ,<“. Die Menge (2 schlieit also im Vergleich zu O diejenigen Funktionen
aus, die gleich schnell wachsen, bzw. ab einem bestimmten Parameterwert gleich
sind. [[CLR09, S. 48].

« Die asymptotische Ober- und Unterschranke © wird analog zu O definiert mit einer
zusitzlichen Konstante ¢, fiir die gilt: f(x) > ¢ - g(z) fir 2 > x¢ [CLR09, S. 48].

Die Bedeutung der Definitionen der obigen Landau-Symbole wird in Abb. [2.6| veranschau-
licht. Weitere Landau-Symbole existieren [Wil94, S.10], finden aber in dieser Arbeit keine
Verwendung. Fiir Aufwandsanalysen wird meist das Symbol O herangezogen. Seine schwa-
che Aussagekraft ist fiir die so leichtere Vergleichbarkeit meist ausreichend. Auch in dieser
Arbeit werden Zeit- und Speicherkomplexitit durch O(g) angegeben, sofern aber nicht an-
ders angegeben, gilt diese Aussage ebenfalls fiir 2(¢) und O(g), ohne dass die entsprechende

Argumentation weiter ausgefithrt wird.
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A A
g9 90
: fe) : fe)
@ f € O(g) (b) f € Qg)
A
g()
fx)
K C'~g(xx)
© f €06l
Abbildung 2.6: Veranschaulichung der Symbole O, 2 und ©
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2.8.1 Speicherkomplexitat

Die Ausfithrungen zur Zeitkomplexitit im Abschnitt[2.8] mit der Bedeutung ,Anzahl der Flief3-
kommaoperationen” gelten analog fiir die Speicherkomplexitit mit der Bedeutung ,,Anzahl der

FlieBkommavariablen®.
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2.9 Bird-Meertens-Notation

Diese Arbeit verwendet an verschiedenen Stellen die Bird-Meertens-Notation (Bird Meertens
Formalism, BMF), um Algorithmen zu spezifizieren und herzuleiten. Dieser Formalismus findet
seinen Ursprung in der Programmiersprache APL, die wiederum auf mathematischer Nota-
tion basiert. Elemente sowohl der Bird-Meertens-Notation als auch der APL-Syntax finden
sich heutzutage in den Sprachen Matlab, Wolfram Language, Haskell und in verschiedenen
Tabellenkalkulationsprogrammen. Die Bird-Meertens-Notation wird ebenfalls verwendet, um
implementierungsunabhéngig Algorithmen zur Losung allgemeiner Probleme zu spezifizieren

und durch algebraische Umformungen herzuleiten.

Auch wenn die Bird-Meertens-Notation auf andere Speicherstrukturen anwendbar
ist [Bun94, passim], beschranken wir unsere Betrachtung auf Folgen. Unter dieser Vor-
aussetzung kennt die Bird-Meertens-Notation als einzige Primitiva die Operatoren * : (I —
) x I™ — 1" (gesprochen: ,map“)und / : (I x [ — ) x I™ — [ (gesprochen: ,reduce®) fir ein
beliebiges Objekt [. Der Operator * bildet eine Folge und eine Funktion auf eine andere Folge ab,
indem er die iibergebene Funktion auf jedes Element der {ibergebenen Folge anwendet [Bir86,
S. 6]:

[l o, p ={f(l), f(l2),.. )}

Der Operator / bildet ebenfalls eine Funktion und eine Folge auf ein Objekt [ ab. Typischerweise
handelt es sich bei der iibergebenen Funktion um einen weiteren biniren Operator @ : [ X1 — [,
der zwei Elemente aus [ aufeinander abbildet. Der Operator / listet die Elemente der Folge auf

und verbindet sie durch den Operator &:

o/{ll,..}=h@hke...

Beispiel: x und /

Die folgende Funktion berechnet den Betrag eines Vektors beliebiger Dimension, dessen

Komponenten als Folge V' gegeben sind:

V) o (025 V)

Abgesehen von * und / finden die folgenden Funktionen in dieser Arbeit Verwendung:
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a wenna <b
Minimum Die Funktion min : O x O — O, min(a,b) = bestimmt den

b sonst
kleineren der beiden Werte a und b einer beliebigen Ordnung O.

Spezialisierung Die Funktion g : (O — O) x 0% — O,

a wenn a), f(b)) = f(a
or(a) = { 9(f(a), F (1)) = /(@)

b sonst

bestimmt den Wert von a und b, der nach Anwenden der Funktion f auf beide Werte

durch g ausgewahlt wiirde. a und b sind dabei Teil einer beliebigen Ordnung O.

Beispiel: Spezialisierung

Das folgende Beispiel zeigt den Unterschied zwischen der nicht spezialisierten
min-Funktion und der Spezialisierung ¢ = min und f(z) = 22 auf:

min(—5,2) = =5

miny2(—5,2) = 2

Erstes und letztes Element Die Funktionen head : [ — [, head ({a1,a2,a3,...}) = a1
bzw last : I — [, last ({a1, ae, ..., an}) = ay, liefern das erste bzw. letzte Element einer

beliebigen Liste.

Entfernen der ersten Elemente Die Funktion drop : N x [ — [,

drop (n,{a1,az2,...,an,ans1, ..., ax}) = {an, any1, ..., ar}

gibt die tibergebene Liste ohne die ersten n Elemente zuriick.

2.9.1 Currying

Durch Currying ist es moglich, Funktionen mit mehreren Parametern als mehrere Funktionen
mit je einem Parameter darzustellen. Nach Teilanwendung der gecurryten Funktionen liefern
diese als Riickgabe eine weitere Funktion, die entweder einen weiteren Parameter erwartet

oder — falls alle Parameter vorliegen — das gewiinschte Ergebnis.
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Beispiel: Currying
Als einfithrendes Beispiel fiir das Currying dient hier die Funktion addiere : N x N — N
addiere(x,y) = = + . Diese lasst sich umformen in eine Funktion addiere’ : N — N, die

nach Anwenden auf den ersten Parameter eine weitere Funktion zuriickgibt, die ihrerseits

nach Anwenden auf den zweiten Parameter das gewiinschte Ergebnis berechnen kann:

addiere’(c) = (addiere(y) = ¢+ y)

Die gecurryte Funktion konnte folgendermaflen angewendet werden:
addiere’(c) =: addiere(3) =3+ ¢
addiere/(5) =3 +5 =8

Currying erlaubt das Weglassen gleicher Parameter von Funktionen und Operatoren auf
beiden Seiten einer Gleichung. Die Aussage f(z,y) = g(z,y) lasst sich dadurch vereinfachen
zu f = g. Auflerdem lassen sich bindre Operatoren wie + auch teilangewendet als Funk-
tionen auffassen, was diese ebenfalls dem Currying zugénglich macht. Somit lassen sich der
Schreibweise von [HZ22] folgend Operationen — auch nach Teilanwendung — als Funktion

verstehen:

+(a,b) = (a+)(b) = (+b)(a) =a+b

Diese Erkenntnisse erlauben uns die Definition einer Funktion prefix, einer Funktion, die von

einer Folge die ersten Elemente mit einer bestimmten Eigenschaft zuriickgibt als

prefix (p) = @ #
Hierbei sind:
« pein Pradikat p : | — {T, L} fiir ein beliebiges Objekt [ [Bir86).

+ Der Operator @ : [ x I — " definiert durch

{a} +z wenn p(a) wahr
adx=
{} sonst

« Der Operator ¢-: [" — [" ein Operator, der die linksgerichtete Reduktion bezeichnet. Er

erlaubt die Festlegung der Reihenfolge der Auswertung der reduzierten Folge von rechts
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nach links:

& {a1,a2,a3,- - ,an} = (a1 © (a2 ® (a3 B (--- D an))))

Beispiel: prefix

Sei F' eine Folge ganzer Zahlen: {4, 1, —6, 3,11, 3} und p das Pradikat (> 0). Die An-

wendung der prefix-Funktion auf diese Parameter ergibt:

prefix (p, F) = {4,1}
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KAPITEL 3

Reprasentation der Flachen durch Meshes in

konstanter und linearer Zeit

In Abschnitt [2.4 haben wir den kontinuierlichen Charakter der Isoflichen herausgearbeitet.
TIhrer Gestalt nach erfolgt eine méglichst prazise Darstellung durch Raytracing-Verfahren, die
wir mitsamt den mit ihnen einhergehenden Nachteilen, besonders dem hohen Rechenaufwand,
in Kapitel [1|besprochen haben. Im Laufe der Zeit entwickelten sich standardisierte Verfahren
zum Zeichnen begrenzungsflachenreprasentierter Geometrie, die zunachst in Softwarebiblio-
theken, spiter in durch ebensolche Bibliotheken steuerbaren Realisierungen durch Graphik-
prozessoren vorzufinden waren. Auf moderner Graphik-Hardware, auch auf mobiler, finden
sich heutzutage Instanzen des Rendering-Pipeline-Modells, die durch Programmbibliotheken
wie OpenGL oder DirectX angesprochen werden kénnen [Eis+16, S. 303]. Diese Darstellungs-
arten ermdglichen die Anwendung von Beleuchtungsmodellen, die eine schnellere Berechnung
eines zweidimensionalen, anzuzeigenden Bildes eines dreidimensionalen Modells zulassen, da
in diesem Fall weniger zeitkomplexe Algorithmen anwendbar sind, als das oben besprochene
Raytracing [[Gam21, S. 30ff], aber in Kombination vergleichbare Ergebnisse liefern [Gam21|
S. 4]. Fur den Fall, dass ein dreidimensionales Modell unter Anwendung dieser Methoden
gezeichnet werden soll, aber nicht im Begrenzungsflichenmodell vorliegt, ist eine Konvertie-
rung erforderlich. Solange eine Isomorphie zwischen der vorliegenden Représentation und dem
Begrenzungsflichenmodell nachgewiesen werden kann, erfolgt die beschleunigte Berechnung
sogar verlustfrei, denn die Umkehrabbildung gewihrleistet ihrerseits die Riickfithrung in die ur-
springliche Form. Konstruktionsbidume, die keine Primitiva mit Rundungen beinhalten, geben
Beispiele fiir zu ihren Représentationen im Begrenzungsflichenmodell isomorphe 3D-Modelle.
Die intensive Forschungsarbeit, auf deren Schultern diese Mechanismen ruhen, motiviert eine
ausfiihrliche Untersuchung von Méglichkeiten, die Konzeption der Isofldchen aus Abschnitt

diesen zuganglich zu machen.

Anders als Isoflichen bestehen begrenzungsflichenreprisentierte Meshes aus einer end-

lichen Anzahl von Vertices, die fiir dieses Kapitel vereinfacht als Punkte verstanden werden
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konnen. Dieses Kapitel befasst sich mit Moglichkeiten, die Position dieser Punkte zu bestim-
men, so dass die ihnen iibergeordnete Struktur eine Fliache bestméglich reprisentiert. Kann
diese Position nicht im Voraus bestimmt werden, miissen sie fehlerbehaftet angenommen und
ihre Position unter Zuhilfenahme neuer Informationen korrigiert werden. Die einzigen infrage
kommenden Informationen bestehen hier in der Position des Vertex, der Punktladung und
dem Feld an der Position des Vertex, so dass dieser entweder in Richtung des Feldes oder auf
einer Halbgeraden bewegt werden kann, die Anhand Gleichung mit dem Aufpunkt der
Punktladung und der Richtung zum Vertex konstruiert ist. Erstere Moglichkeit ist innerhalb
einer Simulation moéglich, wie wir sie spater beleuchten werden. Die folgenden Abschnitte
untersuchen die Eignung linearer Trajektorien zur Beschreibung der Bewegung der Messpunkte

und beleuchten die Konsequenzen fiir eine solche Entscheidung.

3.1 Anpassen der Vertex-Positionen durch lineare Trajektorien

Ein grofer Teil dieser Arbeit befasst sich mit der Aufgabe, die Représentation einer Flache durch
ein Mesh zu verbessern, indem die Position der Vertices der Flache angenahert wird, falls das
Mesh die gewiinschten Kriterien der Anndherung noch nicht erfiillt. Da die Geometrie der
Flache nicht bekannt ist, steht als einziges Maf} fiir die Qualitat der Annéherung die Differenz
des Isowertes zur Feldstdrke an der Position des Vertex zur Verfiigung, die berechenbar ist.
Um eine neue Position des Vertex zu bestimmen, der zu einer Verbesserung der Annsherung
fuhrt, konnen wir hier nur auf diese Feldstiarke und die Positionen des Vertex und der Punktla-
dungen zuriickgreifen. Diese Informationen geniigen, um durch Gleichung eine lineare
Trajektorie fiir jedes Vertex v zu konstruieren. Diese wird zwei oder mehr Schnittpunkte mit
der anzundhernden Flache aufweisen, sofern ein Vertex einer Punktladung ¢ zuzuordnen oder
nur eine solche vorhanden ist: s(z) = dp + @v. Ist im Voraus bekannt, dass die anzunahernde
Flache mehrere Punktladungen umfasst, kann auch ein Hilfspunkt m wie ein Mittelpunkt zu
Hilfe gezogen werden. Abbildung [3.1] zeigt beispielhaft die Moglichkeiten, aus den gegebenen

Informationen lineare Trajektorien zu erzeugen.
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V2
U3
U1

q2

q1

Abbildung 3.1: Das graue Mesh mit Vertices v1 und vs soll die griine Flache
annidhern. Eine Halbgerade ist an eine Punktladung orientiert, eine am
Hilfspunkt.

3.2 Arbitraritat und Konkavitat in Isoflachen

Ein durch Isoflachen dargestelltes Feld ist fiir Menschen intuitiv verstandlich: Durch vergleichs-
weise niedrige Informationsdichte verdeutlicht es dem Betrachter Bereiche héherer und gerin-
gerer Feldstarken durch gréfere Entfernung der Punkte auf den Flachen zur Ladung. Bereiche
unterhalb des Isowertes sind auch bei disjunkten Flachen sofort erkennbar. Die Richtung des
Feldes ist punktweise senkrecht zu den Flachen. Aufgrund dieser Plastizitat verfithren Isofla-
chen zu Fehlannahmen hinsichtlich ihrer Erzeugung. Beispielsweise sind die Punkte geringster
Feldstarke zwischen den Isoflichen mit dem Auge sehr leicht auszumachen - sie liegen mittig
zwischen den Grenzflachen. Dieser Punkt liegt aber nicht etwa auch immer mittig zwischen
den Ladungen. Es ist nicht einmal ungewdhnlich, wenn die Feldstérke in diesem Punkt sogar
grofler als der Isowert ist. Andernfalls konnte das Problem der Suche nach Disjunktionen in der
Isoflache mit konstanter Laufzeit gelost werden. Beispiele wie diese zeigen, dass die Isofldchen,
die in ihnen enthaltenen oder nicht enthaltenen und die gemeinsam oder nicht gemeinsam in
einer Flache enthaltenen Ladungen als arbitrar anzusehen sind. Dieser Erkenntnis nachzugehen
und Trugschliisse beziiglich der Gestalt der Flachen aufzudecken ist das Ziel dieses Abschnitts.
Die folgenden Ausfithrungen sprechen nacheinander die Aussicht darauf, Punkte unterhalb des
Isowertes zu berechnen, die Aufschluss auf die Gestalt der Isofliche geben. Daraufthin wird der
Versuch angestellt, durch algebraische Berechnungen den Schnittpunkt der Bewegungshalbge-

raden mit der Isofliche zu finden. Zuletzt wird untersucht, wie aussichtsreich der Versuch ist,
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aus gegebenen Isoflachen durch das Superpositionsprinzip die Gestalt einer neuen Isofldche zu

berechnen.

Ebenso wie die Wahl einer der Isofliche anndahernden Oberfliche nicht beliebig gewahlt
werden kann, kann auch nicht ohne weiteres bestimmt werden, ob eine Menge von Punktladun-
gen () paarweise in unterschiedlichen Clustern liegt. Im Folgenden werden einige naheliegende

Trugschliisse des Aufstellens der Aquivalenzklassen fiir Punktladungen falsifiziert.

3.2.1 Punkte unterhalb des Isowertes zwischen den Punktladungen

Der Versuch, das Clustering durch Suchen von Punkten zwischen Punktladungen, etwa auf
einer durch die Position dieser Punktladung begrenzten Strecke, um vom Feld an diesen Punk-
ten auf die Aquivalenzklassen Riickschliisse ziehen zu konnen, birgt Schwierigkeiten: Thm
liegt die Beobachtung zugrunde, dass zwischen den Flachen von Clustern stets mindestens ein
Punkt existiert, der auf dieser Strecke liegt, fir den E(p) < ¢ gilt. Isoflachen sind aber nicht
notwendigerweise konvex, weswegen, auch mit Hinweis auf Punkt E] der obigen Bemerkungen,
die Existenz eines solchen Punkts kein Notwendiges Kriterium fiir den Schluss darstellt, dass die
beiden Punktladungen nicht dquivalent sind. In Situationen mit schnell bewegten Punktladun-
gen, die ein heuristisches Clustering erlauben, kann diese aber im Sinne einer ,Daumenregel”
erfolgreich genug sein. Umso bessere Ergebnisse sind zu erwarten, je naher sich die Ladungen
in einem Cluster im Vergleich zu den Ladungen in anderen Clustern befinden: Flachen, die
durch vergleichsweise grof3e £ entstehen, nahern sich in ihrer Form Kugeln an, tendieren also
zur Konvexitit, wobei hingegen bei vergleichsweise kleinem £ die Cluster klein werden und
Paare von Punktladungen, die vergleichsweise weit voneinander entfernt liegen, wider Erwar-
ten nicht die gleiche Aquivalenzklassen reprisentieren. In solchen Sonderfillen liegt es jedoch
niher, die Entfernung der Punktladungen als alleiniges heuristisches Kriterium heranzuziehen.
Ebenso ist zu beachten, dass fiir ein vergleichsweise grofes £ keine ausgezeichneten Punkte
wie etwa der Mittelpunkt der Strecke als Ansatzpunkt verwendet werden kénnen. Um dies zu
verdeutlichen, betrachten wir die einfache Ladungsverteilung in Abb. Hier soll festgestellt
werden, dass q1 7 g2. Daher sollte es auf der Strecke g = G1 pos, Gg,pos ZWischen diesen beiden
Punktladungen einen nicht ausgezeichneten Punkt p mit | E(p) < £|| geben. Die Strecke g(t)

formulieren wir in der parametrischen Form:

g(t) = q0,pos * (1 - t) + q1,pos * t, te [O, ” (3-1)

wobei sich p nun durch ¢ € [0, 1] berechnet. Diese Formulierung erlaubt nun eine zweidimen-
sionale Betrachtung des Problems. Eine beispielhafte Darstellung findet sich in Abbildung
Die Feldstirke zu jedem ¢ erhalten wir durch Einsetzen von Gleichung in Gleichung
mit dem Ergebnis einer Funktion E, : [0, 1] — R3

Kapitel 3
Reprisentation der Flachen durch Meshes in konstanter und linearer
Zeit



Abschnitt 3.2. Arbitraritit und Konkavitit in Isoflaichen

Ey(t) =) S — (3.2)

qeqQ (g(t) - qPos)2

Fir t = 0,5 beispielsweise, also die Mitte der Strecke, konnen wir nicht voraussetzen, dass
E,(t) den Isowert unterschreitet, obwohl die Punktladungen nicht dquivalent sind. Lokale
Suchverfahren kénnen hier bestenfalls zur Verifizierung, keinesfalls aber zur Falsifizierung her-
angezogen werden. Da das elektrische Feld ein Kontinuum ist, ist auch E,4(¢) auf dem gesamten
Intervall [0, 1] definiert; Aulerdem kénnen wir uns durch Betrachten der Gleichung davon
uberzeugen, dass der Wertebereich von E, im Intervall [0, o] mit einem reellen o < ¢ liegt,
wenn qg % q2. Ey(t) hangt von g3 4 ab, das beliebig in R liegen kann. Obwohl die Existenz
des Punkts sicher ist, konnen wir fiir jedes ¢ ein g3 4 so wihlen, dass Eg(t) grofler, gleich oder

kleiner als & ausfillt. Der Punkt kann also auf diese Weise nur durch Zufall gefunden werden.

Einen Anhaltspunkt fiir eine Abschatzung kann die Richtung des Feldes geben: Grenzwerte
von t nah bei 0 und 1 ergeben antiparallele Feldvektoren, so dass es aussichtsreich sein kann,
den Grenzwert

lim lim E,(a) e E4(b)

a—0b—1
aufgrund der Kontinuitét des elektrischen Feldes als Entscheidungskriterium fiir das Clustering
zu verwenden. Ebenfalls kann die Richtung des Feldes das Suchverfahren beschleunigen. Eine
qualitative Darstellung dieses Terms, bei dem a ~ 0 fixiert und b von 0 an 1 angenahert wird, ist
in Abb.[3.2|dargestellt: In der obigen beispielhaften Anordnung sind die Feldstérken fiir kleine b
parallel, firr grofle b antiparallel. Dieser Befund lasst eine Nicht-Aquivalenz der Punktladungen
vermuten. Eine Aquivalenz liegt nahe, wenn der Verlauf der orange Kurve in Abbildung

annihernd konstant ist. Eine Verteilung aus zwei Punktladungen ist so nicht zu beurteilen.

3.2.2 Sonderfalle

An spaterer Stelle in dieser Arbeit fithren wir ein Verfahren zur exakten Bestimmung durch
sukzessive Anndherung eines Meshes an die Isoflache ein. Teil dieses Verfahrens ist, bewegliche
Messpunkte in die Szenerie einzufithren, die sich abhéngig von der Stiarke des Feldes linear
auf je einer Punktladung ¢ zu- oder von ihnen wegbewegen. Ihre Position kann dabei in
Flachen von Clustern liegen, die ¢ nicht reprasentiert. Darauf aufbauend kann versucht werden,
den Ubergang eines Messpunkts von einem Bereich unterhalb des Isowerts in eine Fliche

festzustellen.

Vor Beginn der Iteration kann festgestellt werden, ob sich ein bestimmter Messpunkt bei
einer linearen Bewegung auf einer Halbgeraden, auf der ¢; liegt, einer anderen Punktladung g2

aus einer Ladungsverteilung wie in Abb. [3.3|anndhert. Fiir den allgemeinen Fall kann dieses
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E, (1)

q2 015 171 43

Abbildung 3.2: Qualitative Darstellungen der Feldstarke (schwarz) und des
Verlaufs der Richtung (orange) in der Anordnung aus Abbildung [3.4|auf der
Strecke 1 posG2,pos- Eg(0,5) > £ kann nicht ¢, ~ g2 verifizieren.

O« (20

Abbildung 3.3: Unter bestimmten Bedingungen ist das Clustering durch
Messen der Feldstdrke zwischen den Ladungen méglich. In diesem Fall sind
die Punktladungen kollinear und &quidistant, weisen aber unterschiedliche
Starke auf.

Verfahren nicht angewendet werden. Unter folgenden Bedingungen ist eine Zuordnung von

Messpunkten in eine gegebene oder keine Flache moglich:

« Fiir beliebige, paarweise unterschiedliche q1, g2 € @ gilt: ¢1 =~ ¢o,

Die Anordnung der Punktladungen ist annéhernd kollinear,

Die Ladungen sind annédhernd homogen oder ihre Anordnung annahernd dquidistant,

Der Isowert ist sehr klein oder
+ Der Qualitat der Ergebnisse wird ihre schnelle Verfiigbarkeit vorgezogen

Die hier verwendeten Begriffe sind qualitativ zu verstehen: Eine héhere Ungleichheit zwischen
den Ladungsstérken, eine grofiere Storung der Kollinearitat etc. fithrt zu einer Verschlechte-
rung der Ergebnisse. Der Grad der Verschlechterung ist von den jeweiligen Parametern der
betrachteten Ladungsverteilung abhangig. Als Sammelbegriff fiir diese Bedingungen kann hier

das Wort makroskopisch herhalten, der ebenso qualitativ zu verstehen ist.
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Abbildung 3.4: Punkte p mit || E(p)|| < £ existieren zwar, konnen aber nicht
lokalisiert werden

3.2.3 Artefakte

Die Isoflache einer einzelnen Punktladung ist stets eine Kugel. Liegt eine Konfiguration mit
mehreren Punktladungen vor, kénnen die Fldchen konkave Bereiche aufweisen. Diese konnen
in Simulationen, die sich auf den in Abschnitt[3.2.1]besprochenen Ansatz einer Halbgerade zur
Bestimmung der Trajektorie der Vertices stitzt, zu Problemen fithren. Zunéichst beinhalten
diese Stellen eine Vergréf3erung des Radius und fithren somit zu einer geringeren dichte von
Vertices der Isoflache. Weiterhin kénnen Halbgerade von einem Vertex und der Punktladung
das Mesh an weiteren Stellen schneiden. Diese Probleme manifestieren sich in Artefakten —
Bereichen, in denen das Mesh die Flache fehlerhaft wiedergibt, indem beispielsweise Konkavi-
taten und Konvexitaten nicht erkennbar sind. Mit diesen Phinomenen ist zu rechnen, wenn
keine Malnahmen angestrengt werden, auf erkannte Fehlannahmen der Nicht-Aquivalenz
zweier Punktladungen zu reagieren. Das Auftreten dieser Artefakte ist nicht erkennbar, jedoch

konnen das Auftreten von Gebieten mit stark unterschiedlicher Auflésung einen Anhaltspunkt

(vgl. Abschnitt[3.3.13.2) geben.

Die Motivation, Artefakte zu verhindern gibt zusétzlichen Anlass, Moglichkeiten zur Modifi-
kation von Meshes zu untersuchen. Beim Zusammenfiigen von Meshes kénnen die vorangehend
beschriebenen Situationen nicht auftreten, da nach dieser Operation die Vertices beider Mes-
hes auf Halbgeraden mit den jeweils eigenen Ladungen bewegt werden: Konvexe Bereiche in
Flachen entstehen durch den Einfluss mehrerer Punktladungen. Durch das Zusammenfiigen
zweier Meshes, die vorher jeweils ein Cluster repréasentierten, entsteht jeweils ein konkaver
Bereich auf dem neuen Mesh. Damit wiirde anschaulich gesprochen eine Disjunktion der Iso-
fliche an den konkaven Stellen der Fliache entstehen, wenn sich die beiden Cluster auseinander
bewegten. Somit konnen keine konkaven Bereiche innerhalb der zusammengefiigten Bereiche

entstehen.
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3.2.4 Bestimmung der neuen Vertex-Position durch algebraische Berechnung

Im Verlauf dieser Arbeit finden Untersuchungen hauptsichlich an Gleichung und Glei-
chung statt, die in geschlossener Form vorliegen, so dass anhand durch den Ring (R, +, )
ermoglichter Umformung von Gleichungen argumentiert werden kann. Auferdem haben wir
in Abschnitt [3.1| die Aufgabe, Flachen durch Meshes zu reprisentieren, auf die Suche eines
Schnittpunktes der Bewegungshalbgerade der Vertices mit der Flache selbst zurtickgefiihrt.
Dieser Umstand wirft die Frage nach der algebraischen Bestimmbarkeit der Punktmenge auf
einer Isofliche von E durch iteratives Hinzufiigen von Punktladungen auf. Diesem Ansatz
gehen wir vereinfachend in skalarer Form nach, um aufzuzeigen, dass das Problem selbst in
dieser Form nicht Isbar ist. Die Gleichung lautet in skalarer Form:

BEx)=Y —% 5 =¢ (3.3)

ico (x— i)

wobei £ weiterhin den Isowert darstellt, fiir den ein Funktionswert in z¢ gesucht wird und Q
die Folge der Punktladungen {(x1, q1), (x2,¢2), . ..}. Gleichung hat fiir eine einwertige
Punktladungsmenge Q = {(z¢, qo)} eine Losung in x mit

@

3

2o kann somit als Punkt auf einer eindimensionalen Isofliche des Feldes E angesehen werden.

Eine beispielhafte Anordnung mit einer Punktladung im Ursprung ist in Abbildung illus-

T =x9*

triert. Ausgehend von diesem Feld fiir eine Punktladung wollen wir im Folgenden feststellen,
ob sich aus der gegebenen Position x( eines Vertex auf der Icosphere mit E(xg) = & eine neue
Position 2’ mit E'(2') = ¢ als dem Feld nach Einbringen einer weiteren Punktladung ¢ zu
berechnen ist. Gesucht ist also nach einer Beziehung zwischen der faktoriellen Darstellung der
Gleichung mit einer Ladung, die sich leicht umstellen lasst und der Summe nach dem Hinzufi-
gen der neuen Ladung, die als Polynom geldst werden kann. Diese Argumentation liele sich

dann auf Anordnungen Punktladungsmengen Q beliebiger Kardinalitat iibertragen.

Kapitel 3
Reprisentation der Flachen durch Meshes in konstanter und linearer
Zeit



Abschnitt 3.2. Arbitraritit und Konkavitit in Isoflaichen

Fiir die Bestimmung der Position auf der z-Achse bzw. ihre entsprechende Ladungsstér-
ke der Punktladungen ¢ € Q definieren wir die beiden Projektionen ()pos : @ — R bzw
()q : @ — R. Bei Vorliegen eines Feldes einer einwertigen Punktladungsmenge, in das eine

zusatzliche Ladung eingebracht werden soll, berechnen wir das Feld also durch

1
(ze% (zo — ipos)2> ¢ ey

und nach Einbringen einer neuen Ladung w mit

1 1
— | + =¢ (35)
(2 (2" — Zpos)2) (2 — wpos)”

In Gleichung (3.5) steht nun 2’ fiir die Position eines Punkts auf der neu entstandenen

Isoflache. Da aus den gegebenen Gréfien in Gleichung auf diese neue Position geschlossen
werden soll, miissen die beiden Terme, die nach Vorgabe den Wert £ haben, gleichgesetzt

werden.

1 1 1
- (ZQ (0 - >) - (ZQ (o >) T o)

Das Ausschreiben des Summenterms erméglicht dann das sukzessive Hinzufiigen weiterer

Summanden:

1 1 1 1
Z 3 = 2—|— 2+...+7

i€Q (2" — ipOS)

_ (LLJ - qo,pos)2 + (I/ - (,Zl,pos)2 1 1

(l” - QI,pos)2 (CU/ - (]2,pos)2 ((LJ - QS,pos)2

(x/_QQ,pos)2 ((xl_qo,pcs)2+<$1_q1,pos)2) "l‘(it,_ql,pos)2 (96'—112,1305)2 (x,_qii,pos)z 1
= +
(xl_QI,pos)2(x/_q2,pos)2(x/_q3,pos)2 (Il_q4,pos>2
teet (@ —wpos)”
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Der Hauptnenner der Summenterme bildet ein Produkt, das eine zusammengefasste Schreib-
weise durch das Produktzeichen erméglicht. Den Zahler substituieren wir durch eine Funktion
r : N — R. Fiir k£ + 1 Terme erhalten wir:

r(k) 1 k
6 g S e ) W menrn il o
T — {Gi,pos

=0

Um weiter nach 2’ auflésen zu kénnen, muss der Kehrwert der linken Seite der Gleichung

gebildet werden:
2 b 2 i i 2
(2" = wpos) " (k) + [T (2" = dispos)” — (2 — wpos) Z 7 [ (2" = ipos)
i=0 i= O_lpos) i=0 —0
- =
(2"~ wpos)* T (&' = dipos)”
i=0

Der Nenner entfallt bei der weiteren Bestimmung der Losungen, so dass sich die Suche im

Folgenden auf die Losungen des Zihlers beschranken kann:

k k k

= (x/ - wpos>2 T(k) + H (CC/ - qiaP05>2 - l’ wPOS 2 Z H (.ZL'/ - Qi,pos>2 =0

=0 i=0 .’L'() - Zpos) i=0
(3.7)

Die Funktion 7 in Gleichung (3.6) offenbart eine rekursive Struktur, die wir zunachst in eine

Fallunterscheidung umwandeln:

n—1 n
(x/ - qn7P05)2 <T(n - 1) + H (‘ILJ - Qz,pos)2> + H (:C/ - inpos)Q fﬁr n > 1
r(n) = i=0 i=0

w\'

(J}/ - qo,pos)2 + (53/ - q1,pos) firn=1

Nach Auflésen der Fallunterscheidung und Ausmultiplizieren der Summanden ergibt sich:

62 Kapitel 3
Reprisentation der Flachen durch Meshes in konstanter und linearer
Zeit



Abschnitt 3.2. Arbitraritit und Konkavitit in Isoflaichen

n i—1 n
T‘(?’L) = Z H (aj, - in,pos)2 H (-r/ - qn27p05)2 (3.8)
k=0mn1=0 no=i+1

Der Term fiir £ + 1 Ladungen lautet also, nach Einsetzen von Gleichung (3.8) in Glei-

chung (3.7):
2 k
= ( wpos Z H le,pos H (35, - ng,pos + H Qz,pos

k=0 k1=0 ko=1i+1
k k

l’ wpos 2 Z H (l’l - Qi,pos)2 =0

=0 CC() - Zpos) i=0

Die linke Seite der Gleichung liegt nun in polynomialer Form vor, die eine Bestimmung der
Nullstellen erméglicht. In dieser Form kann an der Gleichung abgelesen werden, dass hier ein
Polynom des Grades (k — 1) + 2 zu l8sen ist, desgleichen fiir zwei weitere Dimensionen. Fiir
Polynome in héheren Graden existiert kein algebraisches Losungsverfahren [Gre19, S. 20]. Fir
die Bestimmung der Methode muss also das elektrische Feld angendhert [Grel9, S.20] oder ein
iteratives Verfahren wie es in Abschnitt Vorgestellt wird, angewendet werden [Gre19, S. 32].
Hilfreich kann sein, dass wir nicht alle Losungen brauchen, sondern nur die kleinste reelle. Da
aber k und somit das Polynom nicht bekannt sind, kann auch diese Position nicht eingegrenzt

werden.

3.2.5 Bestimmung der neuen Vertex-Position durch einen Greedy-Algorith-

mus

In Abschnitt zeigen wir auf, dass das elektrische Feld eine additive, vektorielle Uberla-
gerung seiner Einzelfelder ist. Aus diesem Grund konnten alle Argumentationen in dieser
Arbeit anhand der Gleichung das Verschieben von Vertices auf einer Halbgeraden ebenfalls
als Vektoraddition realisiert werden, jedoch dréngt sich der Gedanke eines Zusammenhangs
zwischen diesen beiden Phidnomenen auf. Schlagt wie in Abschnitt[3.2.4|die Rickfithrung der
Uberlagerung auf ein zu 16sendes Polynom fehl, kann dieser Zusammenhang auch abstrakter als
Bewertungsfunktion eines Greedy-Algorithmus verstanden werden. Ein Greedy-Algorithmus
ist ein Algorithmus, der in jedem Schritt den besten Folgeschritt berechnet. Die Bewertungs-
funktion bemisst dabei die Giite der moglichen Schritte. Ein solcher Algorithmus miisste also

die Form des Alg. haben [Vo+08]]. Dieser ware, sollte er existieren, imstande, durch

« die berechneten Feldstirke eines Vertex, der sich im schlechtesten Fall noch auf der

Startposition befindet, und

+ die Bewertungsfunktion
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die Verschiebung des Vertex um die korrekte Lange in Richtung der Halbgerade als ,besten

Schritt® zu berechnen. Im Folgenden widerlegen wir die Existenz dieses Algorithmus.

Algorithmus 3 : Allgemeine Form eines Greedy-Algorithmus zur Berechnung des elektri-
schen Feldes .

eingabe : Elektrisches Feld, Isowert £, Vertex einer Isoflache v, Bewertungsfunktion f
ausgabe : Elektrisches Feld

Feld am Vertex e, = E(v);

Iso-Fehler € = ||€ — e, ][
Neue Position des Vertex: v/ = v + f(¢); // Uberlagerung

Um die Argumentation zu vereinfachen, reduzieren wir analog zu Abschnitt die Glei-
chung (2.5) auf eindimensionale Probleme und eine einzige Punktladung. Auf diese Weise
erhalten wir

1
E=—
2

Die Beschrankung der Betrachtungen auf eindimensionale Probleme schrinkt zwar die All-
gemeinheit der Argumentation ein, die Existenz des Alg. [3|fiir eindimensionale Probleme ist
aber ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz dieses Algorithmus fiir drei Dimensionen. Das
Feld wird fiir eine Punktladung an der Stelle z = 0 in Abbildung dargestellt. Auflerdem
nehmen wir einen Isowert von £ = 1 an. Dieser Wert wird im von ¢; erzeugten Feld bei x = 1

erreicht.

Selbst unter der obigen Annahme, dass auch fiir mehrere Punktladungen v’ durch Uberlage-
rung berechnet werden konnte, als gébe es nur eine einzige Punktladung, kann ein Ansteigen

des Fehlers ¢ nur durch Einbringen neuer Punktladungen verursacht werden.

Nach Einbringen der zweiten Punktladung muss die z-Position des iiberlagerten Feldes
fur £ = 1 bestimmt werden. Bei einer Gleichung der Gestalt von Gleichung sind vier
Losungen, davon zwei reelle zu erwarten. Da wir ein Gegenbeispiel konstruieren, diirfen
wir die unphysikalischen Losungen als bekannt annehmen und verwerfen. Es verbleibt eine
physikalisch sinnvolle Losung fiir die Position des neuen Vertex. Diese ist in Abbildung
angedeutet. Nach der obigen Argumentation muss dieses nun durch die Funktion f(£) bestimmt
werden, so dass die neue Vertex-Position schliefSlich die Summe aus f(¢) und der alten Vertex-
Position ist. Anhand Abbildung ist aber ebenfalls ersichtlich, dass kein Punkt bekannt ist,
aus dessen Uberlagerung mit v das Ergebnis f(¢) zu berechnen ist. Dafiir miisste dieser Punkt

ein ausgezeichneter Punkt auf dem Kreis mit dem Radius f(¢) mit dem Mittelpunkt v’ sein.
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4 4
E
3 i
2 |1
1 i
-1 q1 1 2
—1 1L

(a) Feld einer Ladung in einer Dimension und Ver-

tex einer Icosphere.

11

(b) Feld beider Ladungen (blau und griin) und tiber-
lagertes Feld (orange).

Abbildung 3.5: Suchen einer Losung mittels des Greedy-Algorithmus.

‘e
31
9 |
1/
_}1 q1
i

Abbildung 3.6: Der Kreis mit dem Radius der Losung schneidet keine ausge-

zeichneten Punkte.
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3.3 Operationen auf Meshes

Wegen der Arbitraritit der Cluster kann bei der Erstellung des Meshes, das die Isofliche repra-
sentiert, erst im Verlauf die Aquivalenz zweier Punktladungen ausgeschlossen oder zugesichert
werden, wobei sich herausstellen kann, dass zuvor verwendete Heuristiken versagt haben.
Ebenso konnen sich die Aquivalenzklassen bei dynamischen Ladungsanordnungen dndern.
Backtracking-Verfahren, die sich als Mittel zur Fehlerkorrektur anbieten, konnen dann die Si-
mulation so stark verlangsamen, dass die Eignung fiir die Anwendung in der virtuellen Realitét
nicht mehr in Frage steht. Dieser Umstand motiviert die Untersuchung von Mitteln, Fehler oder
Anderungen in den Aquivalenzklassen zu erkennen und die entsprechende Korrektur durch

geeignete Manipulation der Meshes durchzufiithren.

Die folgenden Abschnitte besprechen weitere, allgemein anwendbare Moglichkeiten der
Fehlererkennung und -korrektur. Die moglichen auftretenden Fehlersituationen beschrianken
sich dabei auf falsch angenommene Aquivalenz, in der ein Mesh eine Menge nicht dquivalenter
Ladungen umschlief3t, und falsch angenommene Nicht-Aquivalenz, in 4quivalente Ladungen
durch Meshes voneinander trennen. Als mogliche Reaktionen auf beide Situationen diskutie-
ren wir einerseits das ,Wegschneiden® als falsch erkannter und das ,Hinzufuigen® als fehlend
erkannter Geometrie, andererseits das vollstandige und verzogerte (,lazy“) Vorberechnen aller
moglicherweise entstehenden Meshes und dem ein- bzw. ausblenden des passenden Meshes in

Abhingigkeit von der erkannten Fehlersituation.

3.3.1 Fehlererkennung

Abhiangig von den Randbedingungen der Simulation, des Anwendungsfalls, der Erstellung
des Meshes, etc., konnen naheliegende Verfahren zur Fehlerfeststellung angewendet werden.
Beispielsweise wird bei falsch angenommener Nicht-Aquivalenz eine Fliche durch zwei Meshes
reprasentiert. Diese werden sich, besonders wenn Verfahren wie in Abschnitt angewen-
det werden, iiberschneiden, was die Kriterien einer Isofliche verletzt. Somit ist ein positiver
Punktbeinhaltungstest eines Vertex des einen Meshes mit dem anderen Mesh hinreichendes
Kriterium fiir eine falsch angenommene Nicht-Aquivalenz. Die fiir zweidimensionale Probleme
bekannteste Anwendung besteht darin, die Schnittpunkte eines Strahls mit beliebigen Winkeln
mit den Kanten des zu testenden Polygons zu zahlen. Ist diese Anzahl ungerade, beinhaltet das

Polygon den Punkt. Dieses Vorgehen kann anhand Abbildung|3.7|nachvollzogen werden.

3.3.2 Polygon-Punktbeinhaltungstest

Der in [Moe03| Kap. 3.3, F. 5] hergeleitete Algorithmus kann nur auf geschlossenen Polygonen
durchgefithrt werden und ist nicht resistent gegen Fille, in denen der zu testende Punkt mit

einer Kante des Polygons kollinear ist. Obwohl solchen Falle selten sind und auch wenn unter
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L(1—t9) +ta(liv1 — L)
to = 0 > to = 1

r—tip

Abbildung 3.7: Polygon-Punktbeinhaltungstest mithilfe eines Strahls.

Umsténden eine leichte Verschiebung des Punktes denkbar ist, um den Algorithmus mit diesem
neuen Punkt erfolgreich durchzufiihren, ist unter diesen Umstanden dennoch eine Bestimmung
der asymptotischen Laufzeit nicht moglich. [Hao18] stellt eine aktuelle Sammlung verschiedener
Punktbeinhaltungstests aus der Literatur bzw. einen eigenen Algorithmus vor, die gegen kolli-
neare Falle vertraglich sind und gibt die jeweiligen Zeitkomplexitatsklassen an bzw. berechnet
diese. Die Laufzeitkomplexitaten tibersteigen jedoch mit mindestens O(nlogn) die Laufzeit
des Verfahrens aus [Moe03]]. Wir wollen daher im Folgenden eine Moglichkeit herleiten, den
kollinearen Sonderfillen durch Anpassen der Parametergrenzen des Streckenabschnitts und
einer bedingten Komplementierung Rechnung zu tragen. Die Schnittpunktberechnung eines
Strahls mit einer Kante k& € K eines Polygons P moge durch die Funktion f : £ — {1, T}
erfolgen. Hierbei bezeichnet E die Menge aller Kanten. Da Polygone Folgen sind, lassen sie
sich in offene Teilpolygone

P=P + P+ P; (3.9)

aufteilen. Sowohl Folgen als auch der Boolesche Ring sind insbesondere Halbgruppen, was
die Untersuchung von f auf die Eigenschaft eines Halbgruppenhomomorphismus erméglicht.
Laut dem Homomorphismen-Lemma aus [Bir86, S. 12] ist jede Funktion ein Homomorphismus,
die sich als Abbildung (map) mit anschliefender Reduktion ausdriicken liasst. Dieses Vorgehen
nach der Wahl des Teststrahls ist zuldssig: Zunéchst erfolgt der Test des Strahls mit jeder Kante
des Polygons durch die Funktion f, anschliefend die Verkniipfung der Teilergebnisse zu einem

Gesamtergebnis. In der Bird-Meertens-Notation kann dieser Vorgang als

h=(®/) o (f*)

formuliert werden. Diese Gleichung beschreibt die iibliche Vorschrift fiir Homomorphismen:
f(Pi+Py) = f(P1)® f(P2) mit einer noch zu bestimmenden Verkniipfung &. Dieser Operator
muss die Eigenschaft haben, dass er — auch mehrfach angewendet — nach der Reduktion den

Wert T genau dann annimmt, wenn in einem Teilpolygon der Strahl eine ungerade Anzahl von
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P P PP
T T i
1 T T
T 1 T
1 1 1

Tabelle 3.1: Wahrheitstabelle fiir die Kontravalenz.

— S

\ \

X X

Abbildung 3.8: Teilpolygone mit je einer Kante, die auf dem Strahl verlauft.

Kanten schneidet. Ergibt in der Reduktion eine Funktion f(Py) = T, so komplementiert sie
das bisher reduzierte Ergebnis, wahrend das Ergebnis L das Ergebnis nicht verandert. Dadurch
ergibt sich die Wahrheitstabelle Tabelle Anhand dieser kann nun @ als Kontravalenz
(exklusive Disjunktion) identifiziert werden. Durch diese Erkenntnis ist es uns nun moglich,
die Argumentation fiir die Bearbeitung der Sonderfille an dem offenen Teilpolygon P> aus
Gleichung unter Vernachlassigung der Teilpolygone P; und P; fortzufithren, ohne dabei

die Allgemeinheit einzuschranken.

Tritt nun in einem Polygon P = {ly,...,1;_1,1;,1;11,...} eine Situation wie in Abbil-
dung [3.8|auf, in der durch die Punkte 1; und 1,1 beschriebene Kante auf dem Strahl verliuft,
muss der im linken Fall gezeigte als eine ungerade Anzahl von Schnitten (z. B. einer) und der im
rechten Fall gezeigte als eine gerade Anzahl von Schnitten (z. B. null) gezahlt werden. Da diese
Zdhlung ebenfalls fiir mehrere aufeinander folgende auf dem Strahl verlaufende Kanten gilt,
konnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass das untersuchte Teilpoly-
gon nur aus den drei Kanten 1y, 15 und I3 besteht. Die korrekte Zédhlung ermitteln wir durch
Messen der Winkel zwischen 1; und I3: Ist (I; — 1;_1) ® (1,42 — l;11), wird ein Schnitt gezhlt,

ansonsten nicht. Eine weitere Behandlung der Kante eriibrigt sich.

Fiir die Berechnung der Schnittpunkte durch Algorithmus [4|eignet sich eine Betrachtung in
homogenen Koordinaten. Daher mégen fiir den Rest dieses Abschnitts Vektoren und Matrizen
die homogene Eigenschaft verfiigen. Die beiden Geraden fiir den Strahl und die zu priifende

Kante konstruieren wir in der Zweipunktform:
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« den Strahl durch die Position des zu testenden Punkts p und einem beliebigen Punkt r:

p+ir

« die Kante durch die Position zweier aufeinanderfolgender Vertices: 1;(1—t2)+t2(li+1—1;)

mit reellen Parametern ¢; und ¢2. Die Parameter fiir den Schnittpunkt ergeben sich durch Losen
des Gleichungssystems:
p+tir =1;(1 —t2) +t2(liv1 — L) (3.10)

Wenn der Schnittpunkt ,in Richtung des Strahls® (£; > 0) und im Streckenabschnitt der Kante
liegt (0 < tg < 1), ist der Schnittpunkt giiltig. Durch Anpassung des Parameterbereichs fiir ¢9
zu

0<ty<1 (3.11)

erreichen wir, dass nur ein Schnitt gezahlt wird, falls der p, r und ein Vertex kollinear sind.
Andererseits geniigt es, den Fall zu betrachten, dass p, r und zwei im Polygon aufeinanderfol-
gende Vertices kollinear sind und somit unendlich viele Schnittpunkte vorlagen. In diesem Fall
wire Gleichungssystem aufgrund einer Division durch Null nicht lgsbar. In diesem Fall

verfahren wir wie oben beschrieben.

Da dieser Test mit jeder Kante des Polygons genau ein Mal ausgefithrt und durch ent-
sprechende kollineare Fille nicht wiederholt werden muss, belauft sich der Aufwand dieses

Algorithmus auf O(n), wobei n die Anzahl der Kanten des Polygons bezeichnet.

Dieses Prinzip lasst sich auf dreidimensionale Anwendungsfille erweitern [Eis+16, S. 52],
muss aber dahingehend abgeédndert werden, dass der Schnitt des Strahls mit allen Faces des

Meshes iiberpriift werden muss.

3.3.3 Polyeder-Punktbeinhaltungstest

Ein Polyeder-Punktbeinhaltungstest kann auf einfache Weise auf den zweidimensionalen Punkt-
beinhaltungstest zuriickgefithrt werden. Die Ebene P der einzelnen Polyederflachen ist in
Parameterform bereits jeweils durch drei Punkte der Fliche gegeben. In Alg. [5|berechnet sich

der Schnittpunktparameter dieser Ebene mit dem Strahl durch Losen des Gleichungssystems
P=r—1i3p (3.12)

und der Uberpriifung, ob mit ¢3 > 0 der Schnittpunkt in Richtung der Halbgerade liegt. Nach
Einsetzen von t3 werden wir den Schnittpunkt s in der Ebene P vorfinden und haben somit

nur noch einen Polygon-Punktbeinhaltungstest durchzufiihren.
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Algorithmus 4 : Punktbeinhaltungstest fiir zweidimensionale Polygone.

eingabe : Punkt p, Polygon P = {l1;,1p,...135}
ausgabe : Wahrheitswert w

r«—1; // beliebig
w<+ T;
fiir jeden Punktl; € L +1; tue
v L — s // Richtung der Kante
wennr, +v,v,r, =0V v,r, — v,r, = 0dann
wenn (I; —1;,_1) e (1,12 — ;1) dann
‘ w <+ w > 0;
Ende
Abbruch des Schleifendurchlaufs
Ende
(t1,t2) = Losung des Gleichungssystems ;
wennt; > 0Aty > 0Aty <1dann
‘ W — W
Ende
Ende

Algorithmus 5 : Punktbeinhaltungstest fiir Polyeder.

eingabe : Punkt p, Polyeder L = {P,, P,,... P3}
ausgabe : Wahrheitswert b

r«—1; // beliebig
t3 < Losung des Gleichungssystems ;
fiir alle Polygone P; € L tue

s = Schnittpunkt des Strahls p + ¢3r;

wenn Polygon P; den Punkt s beinhaltet dann

W 4— W

Ende

Ende
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Anhand Alg. |5|erkennen wir, dass dieser ebenfalls eine Laufzeitkomplexitit O(nm) auf-
weist, wobei m hier fir die Anzahl der Polygone steht. Der Faktor n begriindet sich aus der
O(m)-mal durchgefiihrten Polygon-Beinhaltungstests aus Algorithmus[4] Da die Aufgabe darin
besteht, zu testen, ob die Polyeder sich gegenseitig tiberschneiden, muss dieser Test [-mal durch-
gefithrt werden, wenn das andere Polygon aus ! Vertices besteht, wodurch sich der Aufwand auf

O(Imn) € O(n3) erhoht. Die Komplexitit kann durch folgende Mittel herabgesetzt werden:

+ Wenn withrend einer Simulation wie in Abschnitt[4.5]bereits eine Iteration iiber alle Verti-
ces eines Meshes durchgefiihrt wird, konnen die in Schleife durchgefithrten Anweisungen
in Alg. [5|hinzugefiigt werden, statt die Zeitkomplexitit eines einzelnen Schleifendurch-
laufs mit dem Faktor

O(n?) zu beaufschlagen.

« Fiir einen Polyeder mit einer begrenzten Kantenanzahl fiir Flachen lauft Algorithmus

mit linearer Zeit.

 Kann in einer Simulation von Geometrien ausgegangen werden, die deutlich groler sind,
als die grofite Strecke, um die die Vertices wahrend einer Bildwiederholung verschoben
werden konnen, ist ein zeitweises Versagen der Erkennung falsch angenommener Nicht-
Aquivalenzen tolerabel. Die Polyeder-Beinhaltungstests konnen somit auf eine feste

Anzahl von zufilliger Vertices eingeschrankt werden.

Koénnen alle drei Punkte Anwendung finden, lauft das Verfahren in linearer Zeit.

3.3.3.1 Heuristiken zur Erkennung falsch angenommener Nicht-Aquivalenz

Bei der Anwendung schnellerer Methoden zur Erkennung falsch angenommener Nicht-
Aquivalenz kommt die Problematik der Arbitraritat der Cluster (s. Abschnitt zum Tragen,
allerdings konnen im Falle einer Simulation zusétzliche Informationen aus den vorangegange-
nen Simulationsschritten zur Verfiigung stehen. Einige mogliche Vorgehensweisen, diese zu

nutzen, werden wir im Folgenden kurz darlegen.

Beispielsweise konnen bewegliche Messpunkte in der Datenstruktur um eine Bewegungs-
halbgerade entlang einer zugeordneten Punktladung und eine Kennzeichnung, ob sich der
Messpunkt im letzten Durchgang aufler- oder innerhalb einer Flache aufgehalten hat, erweitert
werden. Fiir anndhernd homogene Ladungsanordnungen kann aus diesen Informationen ein
Kriterium fiir falsch angenommene Nicht-Aquivalenz abgeleitet werden, wenn der Abstand zu
einer anderen Punktladung als der zugeordneten geringer ist, oder durch Anderung der Kenn-
zeichnung ein Ubergang in eine Flache erkannt wird. Steht eine Fléche der tibertretenen Grenze

im Zusammenhang mit einer Ladung in einer Situation wie in Abbildung konnte dessen
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Aquivalenz mit der zugeordneten Ladung in vorhergehenden Simulationsschritten zugesichert

werden.

Das Ergebnis einer einfachen Berechnung des Abstands zwischen Messpunkt und zwei
Graden kann keinen Hinweis auf eine Aquivalenz liefern. Kann aber festgestellt werden, dass
in einer Situation wie in Abbildung ein beweglicher Messpunkt wahrend einer Simulation
yhinter” eine andere Punktladung bewegt, konnen wir zweifelsfrei von einer Aquivalenz des
ibertretenen mit dem verbundenen Punkt ausgehen. Uber dieses Kriterium kénnen wir durch
Konstruktion einer Ebene und einem Test ermitteln, ob der Messpunkt tiber der Ebene liegt.

Diese lasst sich leicht in der Normalenform

ne(p—qz) =0 (3.13)

mit dem Aufpunkt ¢ und der Normalen (q; — ¢2) konstruieren. Diese Gleichung beschreibt alle
Punkte der Ebene, die den Bereich ,hinter” von dem Bereich ,vor® der Ladung ¢o trennt. Das
Ergebnis ihres linken Terms nach Einsetzen der Koordinaten des Messpunkts gibt Aufschluss
dartiiber, ob der Punkt ,vor® (< 0), ,auf® (= 0) oder ,hinter” (> 0) der Ebene liegt. Mit einer
anderen Anschauung lésst sich diese Aussage als Messen des Winkels zwischen dem Normalen-
vektor n der Ebene aus Gleichung und dem Richtungsvektor p — g2 verstehen: Zeigen die
Vektoren wie in Abbildung gegeneinander, wird das Skalarprodukt negativ. Nach Ubertritt
durch die Ebene zeigen die Vektoren in etwa die gleiche Richtung, und das Skalarprodukt wird
positiv. Fiir einfache Fille, in denen beispielsweise nur zwei Punktladungen oder eine annéhernd
lineare Anordnung vorliegt, kann dieses Kriterium bereits hinreichend sein und durch seine
geringe Laufzeitkomplexitit mit O(1) ein gangbarer Weg bei Préferenz fiir Geschwindigkeit
gegeniiber der Zuverlassigkeit der Ergebnisse sein. Bei komplexen Anordnungen sind leicht

Beispiele zu finden, in denen so gefundene Aquivalenzen als falsch angenommen zu werten

sind.
Abbildung 3.9: Messpunkt innerhalb der Flache, die ¢, aber nicht g3 bein-
haltet, aber niher an ¢-.
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q2 X

q3 T

q1

Abbildung 3.10: Messpunkt befindet sich ,hinter” go aus Sicht von ¢, was
auf Aquivalenz hinweist.

— (1 ,pos Db —
q2 pOS Q2 9271708

q1 p

Abbildung 3.11: Das Skalarprodukt der beiden Vektoren ist hinreichend fiir
das Kriterium: ,hinter® ¢o aus Sicht von ¢;.

3.3.3.2 Erkennen falsch angenommener Aquivalenzen

Wenn beziiglich zweier Punktladungen von einer Aquivalenz ausgegangen werden kann, wer-
den diese durch ein einzelnes Mesh reprisentiert. Werden die Vertices dieses Meshes auf
Halbgeraden bewegt, wird sich, falls die Aquivalenz falsch angenommen wurde, ein Artefakt
auf diesem Mesh herausbilden: Da das Mesh zwei Flachen reprasentiert, werden die Vertices
mindestens eines Faces dieses Meshes auf unterschiedlichen Fliachen zu liegen kommen. Bei
ausreichend grofier Flache sind diese Faces daran erkennbar, dass das elektrische Feld an den
Vertices annahernd antiparallel ausgerichtet ist, wihrend das Feld an Vertices, anndhernd par-
allel ist. Die Analyse eines Faces, ob seine Vertices verschiedene Flachen reprisentieren, lauft
fiir regulare Meshes in konstanter Zeit. In einer Simulation, in der ohnehin eine Iteration tiber

alle Faces durchgefithrt wird, fallt kein asymptotischer Zusatzaufwand an.

3.3.4 Fehlerkorrektur durch Zusammenfiigen von Meshes

Wenn die Isofldche in einer Simulation durch iterative Verfeinerung angenihert wird und sich
dabei durch Anwenden der Kriterien in Abschnitt eine Annahme einer Nicht-Aquivalenz
als falsch herausstellt, muss ein addquates Mittel zur Reaktion bereitstehen. Ziel einer solchen
Fehlerkorrektur ist es, die Anordnungen der Meshes in einen Zustand zu tberfithren, der
vorgelegen hitte, wire statt der falschen die korrekte Annahme getroffen worden. Im Falle der
Nicht-Aquivalenz bedeutet das, dass mehrere Meshes eine Fliche der Isofldche reprisentieren.
Prinzipiell ist als Fehlerkorrektur denkbar, eines der kollidierenden Meshes zu 16schen oder beide

Meshes zusammenzufiigen, sofern nicht mehrere falsch angenommene Nicht-Aquivalenzen
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M,y

Abbildung 3.12: Ubertreten eines Vertex in ein anderes Mesh.

gleichzeitig festgestellt werden konnen. In den folgenden Abschnitten besprechen wir diese

beiden Optionen.

3.3.5 Zusammenfiigen zweier Meshes

Gegeniiber dem Loschen von Geometrie unter Verlust von Informationen besteht die Moglich-
keit, zwei Meshes M7 und M nach Feststellen der falschen Annahme der Nicht-Aquivalenzen
an einem geeigneten Zeitpunkt aufzutrennen, wobei wie in Abbildung [3.12]illustriert M, einen
Vertex v von M beinhaltet. Dabei entstehen zwei offene Meshes, die sich durch geeignete
Mittel wieder zu einem Mesh zusammenzufiigen lassen. Dieser Vorgang ist als Vereinigung
aus dem Themengebiet der konstruktiven Festkorpergeometrie (CSG) bekannt und stiitzt sich
auf besondere Methoden der Berechnung durch Raytracing [|[Gha08]], die bei Vorliegen als be-
grenzungsflachenreprasentierte Geometrie durch Loschen der iiberschneidenden Flachen und
Schliefen der so entstandenen Offnungen eine anschlie8ende Triangulation umgesetzt werden
miisste [Sil10], wenn moglich. Allerdings beschreiben die Kanten dieser Offnung ein Poly-
gon im Raum - also einen Kantenzug mit Punkten in dreidimensionalen Koordinaten — und
entsprechen jeweils der Folge der Kanten, die eine entfernte von einer verbleibenden Flache

trennen.

Die zu l6schenden Flachen des M; sind gleichzeitig das Ergebnis des Punkt-Polyederbein-
haltungstest in Abschnitt[3.3.1] Da wir anhand von Offnungspolygonen argumentieren, kénnen
wir ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, davon ausgehen, dass die Punktbeinhaltungs-
tests der Vertices genau einen positiven Punkt ergeben haben: In allen anderen Fillen sind die
Flichen zusammenhingend und bilden wiederum ein Offnungspolygon, oder sie sind nicht
zusammenhingend und somit Ergebnis mehrerer positiver Punktbeinhaltungstests mit unter-
schiedlichen Vertices, weswegen die folgenden Uberlegungen die jeweiligen Punkte getrennt
zutrifft.

Zu léschen sind alle Flachen in My, deren Kanten M teilen. Dabei entsteht eine Offnung,

die ein Polygon G beschreibt. Ebenfalls muss mindestens eine geeignete Flache des My geldscht
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werden, wodurch das Offnungspolygon K entsteht. Fiir die Bestimmung dieser Flidche stehen

verschiedene Moglichkeiten zur Auswahl, die sich abhingig vom Anwendungsfall anbieten:

« Da M5 sowohl mindestens eine Punktladung an der Position p als auch v beinhaltet,
muss eine Strecke Pv mindestens eine — bei einer frithen Fehlererkennung genau eine -
Flache des M3y schneiden. Der Test aller Flachen fiihrt zu einer Zeitkomplexitit von
O(n). Bei einer linearen Trajektorie von v wird dabei exakt die durchstoflene Fliche des
My erkannt. Wird der Fehler zu spéit erkannt, muss die Fldche ausgewahlt werden, deren

Schnittpunkt mit der Strecke am néchsten bei der Punktladung liegt

« Die Kanten, die v schneiden, miissen jeweils auch mindestens eine — bei einer frithen
Fehlererkennung genau eine — Flache des jeweils anderen Meshes schneiden. Da hier
alle Kanten des einen Meshes gegen alle Flachen des anderen getestet werden miissen,
entsteht so eine Zeitkomplexitat von
O(n?). Weiterhin kann bei einer spiten Fehlererkennung der Schnittest auf mehrere
Flachen anschlagen. Daher ist hier ein weiterer Test mit einer Zeitkomplexitat von
O(n?) auf zu entfernende isolierte Flichen durchzufiihren. Dieses Vorgehen ist zu emp-
fehlen, wenn eine flichenmiafig dhnliche Grofle der Offnungspolygone gegeniiber nied-

riger Laufzeit bevorzugt wird.

Allgemeine Triangulierungsverfahren wie die Delaunay-Triangulierung — selbst wenn sie
auf dreidimensionale Fille erweitert werden — kénnen hier aufgrund eines Typenkonflikts nicht
zur Anwendung kommen: Diese bilden eine Menge von Punkten auf ein triangulares Mesh
ab [ABLO03]. Im vorliegenden Sonderfall sollen aber zwei Polygone durch ein offenes Mesh
miteinander verbunden werden. Dabei ist die Forderung nach Regularitit oder sogar Triangu-
laritat des Meshes fakultativ, dafiir muss die besondere Anforderung nach der Geschlossenheit
des Polygons abgesehen von zwei Offnungen gestellt werden. Die Polygone fiir die Eingabe
der Triangulierung konnen wir zwar wie etwa auch in Abschnitt als Folgen von Punkten
verstehen, aber eine Triangulierung schliet ebenfalls die Offnungspolygone ein. Dieser Effekt
ist unerwiinscht: Ein Mesh, das eine Fliche einer Isofliche reprisentiert, darf keine zusatzlichen
Faces enthalten. Dies wiirde implizieren, dass die reprasentierende Flache von einer anderen

Flache geschnitten wiirde.

3.3.6 Konstruktion eines schlieflenden Polygons durch Quads und Triangle
Fans

Da in vielen Fallen — besonders in solchen, in denen wahrend einer Simulation relativ frithzei-
tig eine falsch angenommene Nicht-Aquivalenz erkannt wird — das Entfernen der beteiligten
Flachen ohne das Entfernen informationstragender Messpunkte nicht moglich ist, bietet es
sich an, ein offenes Mesh M3 zu finden, das M 4+ Ms schliefit, ohne dass M3 neue Punkte
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Abbildung 3.13: Das farbige Mesh M3 verbindet das dufiere Polygon M; mit
dem inneren Polygon Ms durch Quads (dunkelmagenta) und Triangle Fans
(griin)

enthilt. Dazu suchen wir eine Funktion f : P x P — M, die ein solches Mesh zum Er-
gebnis hat. Dabei bezeichnet P die Menge aller Polygone, M die Menge aller Meshes. Fir
diese Problemstellung existieren Losungen zur Uberbriickung von Polygonen, die bereits in
3D-Modellierungswerkzeugen wie Blender angewendet werden [Vil14, S. 79]. Eine Moglichkeit
zur Umsetzung dieses Algorithmus ist, die Kanten des M3 so zu wihlen, dass sie den Abstand
der Punkte zueinander minimieren. Der Abstand der Punkte zueinander muss in einer projekti-
ven Ebene erfolgen, um sicherzustellen, dass jeder Punkt aus beiden Polygonen mindestens ein
mal der nachste Punkt zu einem Punkt des jeweils anderen Polygons in Frage kommt. Somit

verbinden diese Kanten jeden Punkt aus M; zu dem jeweils nichsten Punkt aus Ms. Sind
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mehrfach hintereinander die gleichen Punkte aus M5 einem Punkt aus M; am néchsten, ergibt
sich als verbindendes Teilmesh ein Triangle Fan, ansonsten liegt eine einzelne Kante vor, die
zusammen mit der nachsten Kante ein Quad ergibt. Diese Argumentation gilt umgekehrt analog
fir Triangle Fans mit einem Mittelpunkt aus M». Triangle Fans mit Mittelpunkten aus M7 und
aus My mussen durch ein Quad getrennt sein, weil sonst der Mittelpunkt des einen Triangle
Fans ein Randpunkt des anderen wire. Auch konnen zwei Triangle Fans mit Mittelpunkten aus
dem gleichen Polygon nicht unmittelbar aufeinander folgen, da diese den gleichen Mittelpunkt
hatten und es somit nur ein Triangle Fan wire. Ein Beispiel fiir ein nach diesen Uberlegungen

entstandenes Verbindungsmesh ist in Abbildung bildhaft dargestellt.

Im Folgenden spezifizieren wir einen Algorithmus, der zwei Polygone nach den obigen
Vorgaben durch Konstruktion eines dritten Meshes miteinander zu einem geschlossenen Mesh
verbindet. Die beiden zu verbindenden Polygone bezeichnen wir als die Folgen k£ + K und

g + G und die Konstruktionsvorschrift:
polygon(k+ K,g+ G)=t+q+r

konstruiert werden, wobei ¢ eine Punktfolge fiir ein Triangle Fan oder eine leere Punktfolge,
q das Quad das letzte Triangle Fan bzw. Quad mit dem néchsten verbindet und r der Rest des
Polygons bezeichnen. Diese Komponenten bestimmen wir im Folgenden so, dass jede Kante ein
Punkt des einen Offnungspolygons mit dem anderen mit der minimalen Kantenlange verbindet.
Sowohl Triangle Fans als auch Quads lassen sich als Punktfolgen beschreiben. Wir richten uns
hier nach der Konvention, den Mittelpunkt der Triangle Fans an den Anfang der jeweiligen

Punktfolge zu stellen. Somit bildet die Funktion polygon Punktfolgen auf Punktfolgen ab.

Die Hilfsfunktion d : P x P" — P hat zum Zweck, aus der Punktliste der Eingabe den
Punkt zuriickzugeben, der dem Punkt der Eingabe am néachsten ist. Durch Currying erhalten
wir die Funktionssignatur: d : (P — P™) — P. Nach der Teilanwendung auf einen Punkt x

erhalten wir eine neue Funktion d’ : P" — P, die sich schlieSlich geeignet formulieren lisst:

d = min()jo(z—)/

Die Funktion d’, subtrahiert von jedem Punkt der iibergebenen Folge den Punkt x, bildet den
Betrag des Ergebnisses und liefert schliefilich denjenigen Punkt zuriick, fiir den der Betrag am

kleinsten ist.

Da immer der néichste zu einem bestimmten Punkt gesucht wird, ist immer mindestens

eine der beiden Folgen nj; und n, einwertig. Sind beide einwertig, wird kein Triangle Fan
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konstruiert.
10/ wenn #ny = #ng =1

t=q{k+ni} wenn#ng=1
{g+ny} wenn#n;, =1

Die Funktion ¢ konstruiert — sofern nicht beide Punktmengen einwertig sind — eine Folge, die zu
Beginn den Mittelpunkt und anschlieffend die Aufieren Punkte eines Triangle Fans enthalt. Der
Mittelpunkt a oder b ist der einzige Wert der jeweils einwertigen Menge. Die du3eren Punkte
reprasentieren die Folge aller Elemente am Beginn der Punktfolge des anderen Polygons, die

ebenfalls am nichsten am Mittelpunkt liegen. Dadurch lassen sich nj, und ny konstruieren als:

ny = prefix ((: k), &;(G)(K)) ng = prefix ((Z 9):da ) (K)>
Dieser Schritt ist fur ny in Abbildung illustriert.

Die Quads, die zwei Triangle Fans voneinander trennen, lassen sich jeweils als zwei Dreiecke
und damit ebenfalls als Triangle Fans mit je einem Mittel- und zwei duleren Punkten auffassen.

Durch diese Erkenntnis lasst sich die Funktion ¢ formulieren:
q = {last (ny) ,last (ny) ,head (r¢)} + {head (1) ,head (ry) , last (1) }

Der Rest der Folge r vollfiihrt die Rekursion mit den verbleibenden Elementen der Punktfolgen:

r = f (drop (#ng, K) , drop (#ngy, G))

Zur Berechnung des Aufwands ist zu bemerken, dass die Funktion d/, nicht Teil der Iteration
ist, sondern im Voraus berechnet wird. Dariiber hinaus weisen beide d-Funktionen aufgrund
der Reduktion einen Aufwand von O(n) auf. Die zweite d-Funktion ist ihrerseits Teil der
Generierung der Liste, die fiir die prefix-Funktion verwendet wird. prefix weist ebenfalls einen

Aufwand von O(n) auf. Die asymptotische Gesamtlaufzeit belauft sich also auf O(n?).

3.3.7 Fehlerkorrektur durch selektives Einblenden von Meshes

Dieser Abschnitt untersucht eine Moglichkeit, auf das Erkennen falsch angenommener Aqui-
valenzverhaltnisse zu reagieren, die sich zum Vorgehen in Abschnitt dahingehend un-
terscheidet, dass auf die initiale Erstellung der wihrend einer Simulation durch Auftrennen
und Zusammenfiigen moglicherweise entstehenden Meshes wihrend der Initialisierungspha-
se abstellt, statt diese Operationen wihrend der Simulation durchzufithren. Daraus werden

unter anderem Meshes entstehen, die Aquivalenzverhiltnisse falsch abbilden, und diese sind
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ai

asz

as

ay

Abbildung 3.14: Bildhafte Darstellung eines Rekursionsschritts. a; bis ag
aus K sind dem Punkt x aus G’ am néchsten. a4 ist somit nicht Teil von n,.

erst wahrend der Simulation identifizierbar. Um keine Szene aus Meshes zu erstellen, die den
Kriterien fiir Eigenschaften von Isoflichen widersprechen — beispielsweise, dass diese nicht
geschachtelt auftreten oder immer mindestens eine Punktladung enthalten — finden wir das
Kriterium der Pareto-Effizienz. Wir entwickeln den markierten Konturbaum als logische Struk-
tur, an denen Pareto-Schritte durchgefithrt werden kénnen. Fiir die neue Datenstruktur wird

ein Zeiger-Diagramm entwickelt, das die Grundlage einer Komplexitdtsanalyse bildet.

Nach dem Erkennen falsch angenommener Aquivalenzen gemafl Abschnitt liegt die
Situation vor, dass ein Mesh nicht dquivalente Punktladungen beinhaltet. Nicht-Aquivalente
Ladungen werden von unterschiedlichen Flichen umgeben. Wurde aber ihre Aquivalenz an-
genommen, werden diese Flachen unkorrekterweise von einem Mesh reprasentiert. In diesem
Fall muss die Szene in einen Zustand iiberfithrt werden, in dem jede dieser Flachen eine Repra-

sentation durch ein Mesh findet.

Bei diesem steht die Entscheidung an, ob, wenn eine Uberschneidung aufgetreten ist, die
Simulation der beiden betroffenen Meshes in dem Wissen fortzufithren ist, dass eines von beiden
uberfliissig ist (S. Abschnitt [3.3.7).

Ein Analogon zum Zusammenfiigen zweier Meshes wie bei einer festgestellten falsch ange-
nommenen Nicht-Aquivalenz — das Aufschneiden des Meshes und das anschlieSende Verbinden
der Offnungen durch ein drittes Mesh zu einem gesamten Mesh — steht in diesem Fall nicht
zur Verfiigung. Zwar lasst sich leicht einsehen, dass nach dem Auftrennen die gleiche Aus-
gangssituation wie in Abschnitt[3.3.4nach dem Loschen des vom anderen Mesh enthaltenen
Vertices entsteht: Zwei Meshes mit einer Offnung in Gestalt eines Polygons. Allerdings lassen
sich einerseits die Vertices des aufzuteilenden Meshes nicht eindeutig einem Cluster zuordnen.
Lediglich durch Heuristiken wie dem Skalarprodukt des elektrischen Feldes an zwei Vertices

lasst sich feststellen, ob diese in unterschiedlichen Clustern liegen. Werden die Vertices auf
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Halbgeraden bewegt, wird bei Erkennen falscher Annahmen beztiglich der Aquivalenz eine
Neuausrichtung der Bewegungshalbgerade notig. Dieses Problem ist aufgrund der Arbitraritét
der Cluster nicht in allen Fillen 16sbar. Da die Fldchen unterschiedlich grof3 sein und die Er-
kennung der falsch angenommenen Nicht-Aquivalenz frith eintreten kénnen. In solchen Fillen
konnen sich Vertices noch sehr nah an der falschen Punktladung befinden. Andererseits ist der
Algorithmus aus Abschnitt[3.3.4nicht auf das SchlieBen der Offnungspolygone mit mehr als drei
Punkten anwendbar, weil sich die schlielende Geometrie nicht in jedem Fall als Triangle-Strip
darstellen lasst. Dessen unbeschadet liegt ein Algorithmus zur vollstindigen Triangulierung

einfacher Polygone vor, der annghernd lineare Laufzeit aufweist [CTW88]].

Eine Alternative dazu bietet das selektive Ein- und Ausblenden von Meshes. Zu diesem
Zweck kann in einer Szene nach dem Erkennen einer falsch angenommenen Aquivalenz das
mehrere Flichen repriasentierende Mesh aus- und stattdessen mehrere kleine Meshes ein-
geblendet werden, die eine bessere Reprasentation der Isoflichen darstellen. Die erreichte

Verbesserung lisst sich durch die Pareto-Effizienz bemessen.

m Pareto-Verbesserung, Pareto-Optimum, Pareto-Menge

In einem zustandsbehafteten System, dessen Zustinde nach mehreren Eigenschaften
ordinal bewertet werden konnen, bezeichnet der Ubergang eines Zustandes in einen
hoher bewerteten Zustand Pareto-Verbesserung, wenn der hoher bewertete Zustand durch
Verbesserung einer Eigenschaft erreicht wird, ohne dass dadurch eine andere Eigenschaft
verschlechtert wird. Ist keine Pareto-Verbesserung mehr erreichbar, befindet sich das

System in einem Pareto-Optimum. Die Menge aller Pareto-Optima heifit Pareto-Menge.

Eine Szene mit ein- und ausgeblendeten Meshes kann als ein solches System verstanden
werden, wobei die aufgrund falscher Annahmen beziiglich der Aquivalenz von Punktladungen
unkorrekterweise aus- oder eingeblendete Meshes, und korrekt aus- oder eingeblendete Meshes
die Eigenschaften bezeichnen. Eine dieser Eigenschaften ist bei Abwesenheit von falschen
Annahmen beziiglich der Aquivalenzen als hoch zu bewerten, bei Anwesenheit derselben als
niedrig. Eine Uberfilhrung der Szene in einen korrekteren Zustand stellt sich also als eine Pareto-
Verbesserung dar. Sobald keine Pareto-Verbesserungen mehr vorgenommen werden kdnnen, ist
ein Pareto-Optimum erreicht. Im vorliegenden Fall kann jede Verdnderung der Reprasentation
der Flachen durch Meshes nur eine Pareto-Verbesserung oder eine Verschlechterung sein,
weswegen die Pareto-Menge des vorliegenden Systems einwertig sein muss. In diesem Zustand
ist die Reprisentation der Isofldche korrekt, d. h. keine falsch angenommenen Aquivalenzen
liegen mehr vor. Die Pareto-Effizienz stellt sich also als geeignetes Werkzeug heraus, die
Entscheidung, ein Mesh ein- oder auszublenden, zu bewerten und ein eindeutiges Optimum zu

identifizieren.
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3.3.7.1 Naives Ausblenden

Zu Beginn einer Simulation ist die Aquivalenzrelation der Punktladungen nicht bekannt und
damit ebenfalls nicht, welche Punktladungen durch welches Mesh reprasentiert werden konn-
ten. Wird eine falsch angenommene Nicht-Aquivalenz erkannt, erweist sich eines der Meshes
als tiberfliissig, so dass es aus dem Szenegraphen entfernt (ausgeblendet) werden kann. Da die
Flache, die diese Meshes reprisentieren sollen, keine Bereiche mit einer Feldstiarke unterhalb
des Isowertes enthilt, werden beide Meshes wiahrend einer Simulation etwa die Form der Fliache
annehmen, so dass eine eingehende Analyse, welches der beiden iiberschneidenden Meshes
ausgeblendet werden sollte, nicht lohnend erscheint. Ohnedem laufen viele dieser Situationen
auf symmetrische Konstellationen hinaus, in denen arbitrar eines der Meshes ausgeblendet

werden kann.

Ein Ausblenden des Meshes ohne weitere Maf3inahmen fiihrt im Fortlaufen der Simulati-
on zu Bereichen ungleichméfliger Verteilung von Vertices auf dem Mesh, aulerdem zu den
in Abschnitt besprochenen Artefakten. In den Uberlegungen in Abschnitt trat die-
ses Problem nicht auf, da sich die Vertices der zusammengefiigten Meshes auf verschiedenen
Trajektorien bewegten. Da gemafy Abschnitt [3.2.3|konkave Bereiche des Meshes nur zwischen
Ladungen entstehen konnen, ist es moglich, nach dem Entfernen eines der Meshes, die Bewe-
gungshalbgerade eines Teils der Vertices auf dem Mesh neu auszurichten. Die Ermittlung der
neu auszurichtenden Vertices miindet in einem Suchproblem: Da wir ohne die Allgemeinheit zu
verletzen eine symmetrische Anordnung nicht voraussetzen kénnen, wird die Liste der Vertices
abhéngig von einem Kriterium — denkbar wire hier etwa der kiirzere Abstand des Vertex zu
den betreffenden Punktladungen — aus unterschiedlich groflen Bereichen mit Vertices bestehen,
die dieses Kriterium erfullen, wahrend die Vertices auflerhalb dieser Bereiche es nicht erfiil-
len. Bei einem Aufwand von O(1), die Neuausrichtung vorzunehmen, wird dieses Vorhaben
eine Laufzeitkomplexitit von O(n) aufweisen. Das Beispiel in Abbildung[3.15a]kann auf diese
Weise von einigen Artefakten befreit werden. Ein mogliches Ergebnis ist in Abbildung|3.15b|
angedeutet. Dem Problem variierender Dichte von Vertices, das ebenfalls das Auftreten von

Artefakten begiinstigt, widmen wir an gegebener Stelle einen eigenen Abschnitt.

In den folgenden Abschnitten erlautern wir, dass sich die Menge méglicher Meshes als Baum
konstruieren lasst, der seinerseits einen zur Simulation parallel laufenden Greedy-Algorithmus
auf einer baumartigen komplexen Datenstruktur mit konstanter Laufzeit ermoglicht. Dabei
orientieren wir uns an dem Vorschlag von [SB06]] und [She98]], die unabhéngig voneinander
Konturbidume (bei [She98|| ,indizierte Biume® (index tree)) verwenden, um zeitlich verinderliche

Isoflachen abzubilden bzw. die Speicherkomplexitit und -zugriffsanfragen zu reduzieren.
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(a) Bedingt durch die Konstellation der Halbgeraden (b) Durch Neuausrichtung der Bewegungshalbge-
zur Fldche weist es Kanten unterschiedlicher Linge, rade konnten zwei Artefakte und mehrdeutige L6-
Artefakte und mehrdeutige Losungen auf. sungen beseitigt werden.

Abbildung 3.15: Ein Mesh (griin), das die Flache (dunkelmagenta) und zuge-
horige Halbgeraden (grau)

m Baum

In der Graphentheorie bezeichnet ein Baum einen zyklenfreien, zusammenhingenden,
gerichteten Graphen ohne geschlossene Pfade. Der Fufl einer gerichteten Kante in einem
Baum heif3t Elternelement ihres Kopfes, dem Kindelement ihres Fules. Knoten ohne

Kindelemente bezeichnen wir als Bldtter, Knoten ohne Elternelemente als Wurzel.

Diese Definition findet ihre Entsprechung in der praktischen Informatik als Datenstruktur, in
der wir die Kanten eines Baums beispielsweise als Zeiger und die Knoten als eigenen komplexen

Datentyp mit weiteren Nutzdaten abbilden kénnen.

Baume lassen sich auch durch die Funktion {()} : 7 — 7T, wobei 7 die Menge der Baume
ist, mit der Bedeutung ,,ist Kindknoten von®, darstellen. Diese und dhnliche Notationen finden
mehr oder weniger spontan motiviert breite Verwendung in der Fachliteratur verschiedener
Disziplinen, fiir die Baume relevant sind [Goz+14]] [Glu20]] [MR97][Str03, Kap. 2. 6]. Diese Form

der Darstellung verwenden wir im Folgenden, um das Konzept der Markierbarkeit zu erweitern

und an dieser neuen Struktur logische Operationen vorzunehmen.

a Beispiel

Der in Abbildung [3.17)dargestellte Baum lasst sich in dieser Schreibweise wiedergeben

als

{{QL Q2} #13}

Die duflere Klammer stellt hier das Wurzelelement dar, die mit ¢ indizierten Elemente
die Blitter, die inneren Klammern den Knoten {¢;, g2} der durch die Kindknoten ¢; und

@2 identifizierbar ist.
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3.3.8 Markierung

Der Zweck des Baumes innerhalb der Simulation wird durch die Nutzdaten der Datenstruk-
tur realisiert. Diese konnen sich, wenn sie beispielsweise in C99 implementiert wiirden, in
einem Zeiger auf ein Mesh Mesh#* und eine Markierung, die den Zustand des Meshes
hinsichtlich der Sichtbarkeit isVisible manifestieren. Diese Markierung erweist sich
angesichts der Eigenschaften von Isoflachen, dass eine Fliache selbst keine Flache beinhalten
kann, als notwendig: Wird eine falsche Annahme tber die Rolle einer Punktladung in der
Aquivalenzklasse festgestellt, muss in der Szene ein anderes Mesh eingeblendet werden, das das
Cluster besser repréisentiert und diese Ladung ebenfalls beinhaltet. Da aber eine Punktladung
nicht von mehreren Flachen - ebenso wenig von mehreren Meshes — reprasentiert werden darf,
miissen wihrend eines solchen Schritts immer gleichzeitig Meshes aus- und andere eingeblendet

werden.

Auf diese Weise haben wir die Struktur des Baumes durch Einfithren der Markierung um
die Darstellung eines Zustandes erweitert. Eine fiir C nutzbare, dynamische Datenstruktur ist

als Zeiger-Diagramm in Abbildung abgebildet.

Sofern sich eine Heuristik, die sich beispielsweise den Abstand von Punktladungen mit
homogener Ladungsstirke zunutze macht, finden l4sst, ergibt sich die Situation, dass alle Meshes
in einem solchen Baum wiahrend der Simulation ganz von einem anderen Mesh beinhaltet
werden. Abbildung [4.3| veranschaulicht diesen Umstand. Ubertragen wir die Beziehung ,ist
Kindknoten von“ der Baume auf eine entsprechende Beziehung ,beinhaltet” beziiglich Flachen
und Meshes, offenbart sich die zugrunde liegende Struktur des Konturbaumes. Die Markierung
spiegelt die Konfiguration der sichtbaren und unsichtbaren Meshes wider. Meshes, die in dem
Beispiel in Abbildung|4.3|etwa ein Mesh fiir die Reprisentation einer Fliche {q1, g2} beinhaltet,

sind per Konstruktion nicht Teil dieses Baumes und spielen in einer Simulation keine Rolle.

Einen markierbaren Knoten n eines Graphen wollen wir im Folgenden mit n’ kennzeich-
nen. n° bezeichnet einen Knoten explizit ohne Markierung. Die Bezeichnung n ohne Zusatz

verwenden wir weiterhin agnostisch zur Markierung,.

3.3.9 Markierter Konturbaum und markierter DAG

Das Voraussetzen einer Heuristik, die das Generieren einer Baumstruktur beispielsweise unter
Zuhilfenahme des Abstands der Punktladungen erméglicht, kann in haufigen Féllen ein einfa-
cher, gangbarer Weg sein, schrankt aber die Allgemeinheit der Argumentation ein: Aufgrund der
Arbitraritat der Cluster konnen wir lediglich als bekannt voraussetzen, dass den fiir die Repré-
sentation der Flachen in Frage kommenden Meshes eine Baumstruktur zugrunde liegen muss.
Dessen Knoten sind aber abgesehen von den Blattern und der Wurzel unbekannt. Allerdings ist

die Menge aller Knoten — derer, die Teil des Baumes sind, der bei einer korrekten Markierung
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genau diejenigen Meshes einblendet, die die Isoflache représentieren und derjenigen, die nicht
Teil dieses Baumes sind — bestimmbar, und Teil eines Baums, der keine Markierung erreichen

kann, so dass die entsprechend eingeblendeten Meshes die Isofldche reprisentieren konnen.

Die Aufgabe kann also auch als Suche nach einem aus vielen méglichen korrekten Baumen
verstanden werden. All diesen Badumen ist gemein, dass das Wurzelelement die Isofldche
reprasentiert, die alle Ladungen beinhaltet. Wenn aber mehrere Baume die gleiche Wurzel

miteinander teilen, so handelt es sich nur um einen Baum mit ebendieser Wurzel.

Dieser Baum ist isomorph zur Potenzmenge aller Punktladungen ohne die leere Menge, wenn
wir die moglichen Meshes mit den Elementen der Potenzmenge und Beziehung ,beinhaltet®
beziiglich zweier Meshes bzw. Mengen in der Potenzmenge miteinander identifizieren. Diese
Beziehung deutet sich in der didaktischen Literatur an, in der Biume bisweilen als Illustration
der Konstruktion von Potenzmengen herangezogen werden [PDP01} S. 136] [Hac08| S. 110].
Im Folgenden werden wir sehen, dass die leere Menge explizit ausgeschlossen werden muss.
Sie wire ein Blatt und wiirde bei Markierung ein Mesh einblenden, das aber keine Ladungen
enthilt, also ein Mesh, das keine Flache reprisentiert. Dies ist nach Punkt [4] auf Seite
ausgeschlossen. Die Funktion ¢ : M — M bildet auf einfache Weise nach der Vorschrift in
Gleichung rekursiv die Potenzmenge einer beliebigen Menge {a} U M € M ab, wobei
a # M. Gleichung orientiert sich an tiblichen Implementierungen [Ros23[], sieht aber
einen Abbruch bereits bei einwertigen Mengenparametern vor, um die leere Menge als Element

auszuschlief3en.

p({a} UM) ={a} Up(M)U ({a} x p(M))  p({a}) = {a} (3.14)

Die Potenzmenge enthilt natiirlicherweise die Blattknoten mehrfach in verschiedenen
Untermengen als Elemente. Die obige Definition des Baums sowie der Potenzmenge erlauben
das mehrfache Auftreten von Elementen, allerdings wird sich in einer Szene mit Punktladungen
jede nur einfach finden. Dopplungen missten sonst von der Berechnung des elektrischen Feldes
explizit ausgeschlossen werden. In einer wie oben bereits angedachten Implementierung in
C wiren die Datenobjekte dieser Punktladungen zeigeridentisch, wodurch sich die Dopplung
aufhébe. Das Beispiel, das im Zeiger-Diagramm in Abbildung3.18|dargestellt ist, beriicksichtigt
diesen Fall. Unter Umstdnden erfordert die Implementierung der Simulation eine Identifikation
der Zeigeridentitat mit der ,beinhaltet”-Beziehung, etwa um ein Mesh-Objekt mit mehreren
doppelt auftretenden Clustern, die es reprasentieren soll, zu verkniipfen. Eine solche Beziehung
kann als schlieBende Kante verstanden werden, die der Definition des Baums widerspricht.
Da wir in diesem Kapitel ausschlieB3lich tiber gerichtete Graphen sprechen, wird dadurch die
Eigenschaft der Zyklenfreiheit von Baumen nicht verletzt, auch sind Wurzel-, Blatter und Eltern-

bzw. Kindelemente noch eindeutig identifizierbar, allerdings konnen nun Knoten mehrere
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> A A A

Abbildung 3.16: Drei Badume mit giiltiger und ein Baum mit ungiiltiger Kon-
figuration der Markierung

Elternknoten besitzen, weswegen in diesem Fall von einem gerichteten, azyklischen Graphen

(directed acyclic graph, DAG) gesprochen werden muss.

3.3.10 Giiltige Markierungen

Die Menge der giltigen Markierungen leitet sich unmittelbar aus den Eigenschaften der Cluster
ab: Zum einen darf die Szene keine verschachtelten Meshes anzeigen, zum anderen muss jedes
angezeigte Mesh mindestens eine Ladung enthalten und jede simulierte Ladung in genau einem
Mesh enthalten sein. Weitere Eigenschaften wie etwa die Uberschneidungsfreiheit betreffen

die Form der Meshes selbst, die abzubilden ein Konturbaum nicht zum Ziel hat.

Dass zwei ineinander liegende Meshes nicht auftreten diirfen, muss sich dahingehend im
Baum widerspiegeln, dass zwischen dem Wurzel- und jedem Blattknoten genau ein markierter
Knoten liegt. Ein markierter Knoten darf also selbst keine mittelbaren, markierten Kindknoten
besitzen und — mit Ausnahme des Wurzelknotens — ebenfalls in jedem Nachbarzweig genau
einen markierten Knoten zwischen dem gemeinsamen Eltern- und jedem abstammendem Kind-
knoten aufweisen. Jede Konfiguration der Markierung eignet sich als Startkonfiguration, sofern

sie diesen Regeln geniigt.

Beispiel

Einige Beispiele fiir giiltige Markierungen des Baums aus dem obigen Beispiel:

« {{q9,45}°, ¢S} (Nur die Wurzel ist markiert)

« {{d}, 44}, d5}° (Nur die Blatter sind markiert.)

IR A
Die Markierung {{qf, @Y as }O ist in mehrerlei Hinsicht ungiiltig: Zwischen Wurzel
und g3 ist kein Knoten markiert, wihrend g5 und sein Elternknoten markiert sind.
Diese Konfigurationen sind in Abbildung illustriert.

Die Konfiguration der Markierung des Konturbaums spiegelt den Zustand der Szene wider.

Als Mittel zu ihrer Bewertung haben wir weiter oben die Pareto-Effizienz gefunden. Diese
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ermoglicht aber lediglich eine ordinale Bewertung. Daher eignet sich die eine giiltige Startmar-

kierung so gut wie jede andere.

3.3.11 Funktionen

Die Anderungen, die an der Konfiguration eines Konturbaums in eine Pareto-bessere iiber-
fithren, kénnen als Funktionen verstanden werden, die die Markierung der Knoten des einen

Baums auf die eines anderen abbilden.

Die Operationen tiberfithren die Struktur durch Anderungen in einen anderen Zustand. Dies
ist notig, wenn entweder eine Aquivalenz bzw. eine Nicht-Aquivalenz zweier Punktladungen
erkannt wurde. Die beiden korrespondierenden Funktionen, die jeweils einen Zustand der Daten
auf einen anderen abbilden, nennen wir f bzw. g. Diese beiden Funktionen sind vergleichbar mit
den Operationen auf Meshes, die zwei Meshes mit jeweils einem Offnungspolygon vereinen und
ein Mesh auftrennen und dabei zwei Meshes mit zueinander gerichteten Offnungspolygonen
zuriick lassen. f versetzt die Daten dabei in einen Zustand, der im Vergleich zum urspriinglichen
Zustand das Mesh im Parameter aus- und eine Menge von Meshes eingeblendet wird. Die
auslosende Fehlannahme der Aquivalenz wird dadurch aufgeldst, ohne dass der Rest der Daten
beeinflusst wird. Die neue Konfiguration ist also Pareto-besser zu bewerten. g hingegen versetzt
analog die Daten in einen Zustand, in dem im Vergleich zum urspriinglichen Zustand eine
Menge Meshes aus- und eines eingeblendet wird. Auch hierdurch wird der zugrundeliegende
Widerspruch aufgelost, wodurch sich eine Pareto-Verbesserung ergibt. Auch wenn dieser
Umstand nicht méglich ist, kann bemerkt werden, dass Operationen f und g, die die gleichen
Meshes betreffen wegen f o g = g o f = id, also nacheinander angewandt den Urzustand
-1

wiederherstellen und somit g = 7 ist.

Im folgenden sind die Funktionen f und g jeweils so zu bestimmen, dass:
1. sie giiltige Markierungen auf giiltige Markierungen abbilden und

2. die giiltigen urspriingliche Markierungen des Zielbaums Pareto-besser zu der urspriing-

lichen sind.

Die Funktion f formulieren wir als

f({n1,ng,...}) = {nf,nh,...}° (3.15)

Wenn die urspriingliche Markierung giiltig ist, kdnnen wir voraussetzen, dass keine mittelbaren
Kindknoten markiert sind. Nach der Operation ist die Markierung der Wurzel aufgehoben,
wihrend alle unmittelbaren Kindknoten markiert sind. Somit ist die Eigenschaft, dass zwischen

dem Wurzelknoten und jedem Blattknoten genau ein Knoten markiert ist, gewahrt. Betrifft die
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Funktion nur einen Teilbaum, bleibt der Rest des Baums unberiihrt. Somit ist die Konfiguration
des Zielbaums giiltig, wenn die urspriingliche Konfiguration des Unterbaums und die des
Oberbaums giiltig sind. f kommt zur Anwendung, wenn eine falsch angenommene Aquivalenz
erkannt wurde. Zwar kann nicht gesagt werden, ob das Bild den entsprechenden Teil der
Isoflache korrekt représentiert, aber die Menge der zu reprisentierenden Flichen ist grofier, als

im Urbild. Somit stellt f eine Pareto-Verbesserung dar.

Die zu f inverse Funktion lautet g({n1,n2,ns,...} und ermoglicht in dieser Form die
Reaktion auf mehrere gleichzeitig als falsch erkannte Nicht-Aquivalenzen. Da diese jedoch
in unterschiedlichen Bdumen auftreten oder auf das Aktivieren eines gemeinsamen Eltern-
elements hinauslaufen, ist es moglich, diese Funktion mit nur zwei Parametern in den Form

{g({n1,n2}),...,9({ns,n4a}),...} und g({n1, g({n2, n3})}) dquivalent zu verwenden, ohne
die Allgemeinheit einzuschrinken. g lasst sich somit formulieren als:

g({m,m2}°) = {g(n1)°, g(n2)°}’ (3.16)

Die Argumentation fiir die Abbildung giiltiger Markierungen auf giiltige Markierung und
die Pareto-Verbesserung lauten analog zu denen der Funktion f. Blatter b erfordern die Son-

derbehandlung g(b) = b°.

Da bei einer einwertigen Isofldche keine falsch angenommenen Aquivalenzen und bei einer
diskreten Isoflidche keine falsch angenommenen Nicht-Aquivalenzen denkbar sind, kénnen die
g und f fiir die entsprechenden Parameter, also beispielsweise g fiir den Wurzelknoten, unde-
finiert sein. Zusétzlich ist zu bemerken, dass die Sonderbehandlung g(&) bei einer ungiltige
Konfiguration herbeifithren kann, wenn sie fehlerhaft auf ein Blatt angewendet wird, obwohl
ein markiertes Blatt eine falsch angenommene Nicht-Aquivalenz ausschlief3t. Diese Fille sind

bei der Implementierung beispielsweise durch Ausnahmefehlerbehandlung zu beriicksichtigen.

Die Funktion g muss auflerdem auf dem korrekten Elternknoten der filschlich als nicht
dquivalent angenommenen Punktladungen angewendet werden. Dieser bestimmt sich iiber den
transponierten Graphen (transposition graph) des Baumes bzw. des DAG - also den Graphen
mit den gleichen Knoten und umgekehrten Kanten. Die Transposition eines Graphen lasst sich
in einer Implementierung entweder durch die Transposition der Adjazenzmatrix [CLR09, S.
592] mit einem Aufwand von O(n?) [CLR09, S. 831] oder ohne Zusatzaufwand parallel zum
Konturbaum erstellen. Dass mindestens ein solcher gesuchter Elternknoten existiert, ergibt
sich aus der Tatsache, dass die Funktion g in Gleichung auf m vollstandig definiert ist. In

einem Baum kommen die Punktladungen allerdings mehrfach vor, bzw kann ein DAG mehrere
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Elternelemente haben, wohingegen neben dem Ausblenden der Meshes filschlich als nicht

aquivalent angenommenen Punktladungen immer genau ein Mesh eingeblendet werden muss.

« {a} = pM gilt nicht, da nach Voraussetzung a nicht in M enthalten ist. Somit ist @ auch

nicht in p M enthalten und somit konnen die beiden Mengen erst recht nicht gleich sein.

« {a} = {a} x pM, wenn pM = &. Die leere Menge ist allerdings nicht im Wertebereich

von p enthalten.
« oM = {a} x pM, wenn die Menge {a} leer ist. Sie enthilt aber immer a.

Der gesuchte Elternknoten existiert also in jedem Fall und ist eindeutig. Eine mogliche
Implementierung ist in Alg.[6|angegeben. Seine Terminierung folgt aus der Existenz des Elter-

nelements, die Korrektheit aus seiner Eindeutigkeit.

Algorithmus 6 : Bestimmung des gemeinsamen Elternelements zweier Knotenobjekte 11
und 19 in einem DAG

eingabe : Knoten des transponierten Graphen nj, no
ausgabe : Elternknotenobjekt p
fiir jedes Elternknotenobjekt p’ von ny tue
fiir jedes Kindknotenobjekt ¢ von p' tue
wenn ¢ = 1 dann
p s
Fertig;
Ende
Ende
Ende

Beispiel

Das letzte der obigen Beispiele wurde durch f gewonnen:
f(Had a53°,a5Y ) = {{a?, a5} . a5}

3.3.12 Komplexitatsanalyse

Die Funktion f benétigt fiir die intendierte Funktionsweise denjenigen Knoten, der die falsch-
lich als 4quivalent angenommenen Ladungen enthélt. Das auszublendende Mesh wird durch
ebendiesen Knoten, die einzublendenden Meshes als dessen Kindknoten reprisentiert. Die
Anzahl der unmittelbaren Kinder eines Knotens im Konturbaum héngt von der Anzahl der
vom entsprechenden Mesh vor dem Ausblenden umfassenden Punktladungen ab: Uber die
Aquivalenzen der enthaltenen Punktladungen liegen noch keine Informationen vor, allerdings

ist sicher, dass die aufgrund der vorliegenden Nicht-Aquivalenz jedes einzublendende Mesh
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Abbildung 3.17: Diagramm eines Baums fiir die Ladungsverteilung in Abbil-

dung

q123

bool isVisible I struct Mesh*

G

ql2

A4

bool isVisible ] struct Mesh*

q23

bool isVisible | struct Mesh*

ql3

bool isVisible | struct Mesh*

><><

q2

bool isVisible | struct Mesh*

ql

bool isVisible | struct Mesh*

q3

bool isVisible | struct Mesh* —P

Abbildung 3.18: Zeiger-Diagramm fiir einen DAG, der das Beispiel in Abbil-

dung [4.3]abbildet.

Kapitel 3

Représentation der Flachen durch Meshes in konstanter und linearer

Zeit

89



90

Abschnitt 3.3. Operationen auf Meshes

eine Ladung weniger enthalten muss. Die Anzahl der Kindknoten entspricht also der Anzahl

der Ladungen n, womit sich die Zeitkomplexitit auf ©(n) belauft.

Die Funktion g durchlauft die beiden als Parameter angegebenen Unterbdume, was eine
Zeitkomplexitat von ©(n) bedeutet [CLR09, S. 288]. Der Zusatzaufwand der Bestimmung des
Elternelements belauft sich auf O(n?) fiir n Punktladungen, was somit den Gesamtaufwand

fir g ergibt.

Diese Befunde werfen die Frage auf, ob eine Simulation so gestaltet werden kann, dass die
Verwendung der komplexeren Funktion g ganz vermieden werden kann. Fiir statische Ladungs-
verteilungen lasst sich leicht einsehen, dass g(x) und f(z) fiir den Knoten x nicht beide eine
Pareto-Verbesserung darstellen kénnen. Auch zeigt ein obiges Beispiel, dass jeder Konturbaum
giiltig markiert ist, wenn nur das Wurzelelement markiert ist. Daraus folgt, dass in einem
Konturbaum fiir eine statische Ladungsverteilung, in dem nur das Wurzelelement Markiert ist,
g nie eine Pareto-Verbesserung beitragen kann, ihre Verwendung sich also vermeiden lésst. Fir
dynamische Ladungsverteilung gilt dieses Argument nicht: Durch eine Verdnderung der Positi-
on oder Stirke der Punktladungen kénnen sich Fehlannahmen beziiglich der Nicht-Aquivalenz
von Punktladungen ergeben, die durch g behandelt werden miissten. Hier kann aber die oben
getroffene Erkenntnis g = f~! verwendet werden, indem ahnlich der Memoisation f die Mar-
kierung des Baums fiir einen etwaigen Aufruf von g zwischenspeichert. Ist in dem Konturbaum
initial nur das Wurzelelement markiert, ist die Existenz eines solchen zwischengespeicherten

Ergebnisses garantiert. Somit wére auch hier die Verwendung von g vermeidbar.

Der Term pM tritt in der Gleichung zwar mehrfach auf, wiirde aber in einer Im-
plementierung nur einmal berechnet und das Ergebnis mehrfach verwendet werden. Jeder
Rekursionsschritt berechnet also ein eigenes Unterproblem. Als Zusatzaufwand entsteht im
dritten Term durch das Kreuzprodukt ein Aufwand von O(n). Die Verkniipfung eines Ele-
ments mit einer Menge erfolgt pro Aufruf in konstanter Zeit. Die Differenzengleichung der

Bestimmung der Potenzmenge ergibt sich also zu
T(n)=2-T(n—1)+1 (3.17)

In der allgemeinen Form fiir k Rekursionsschritte ist T'(n) = 2¥.T'(n—k)4n, wobei im Basisfall
T'(1) = 1. Somit ist bei Rekursionsabbruch n — k = 1 wodurch in diesem Fall n = k + 1. Nach
Einsetzen in Gleichung erhalten wir T'(n) = 2% - T(1) 4 n = 2" - 1 4 n. Das Verfahren
ist also in der Komplexititsklasse ©(2"). Mit analoger Argumentation ldsst sich feststellen,

dass diese auch die Komplexitatsklasse fiir den Speicheraufwand darstellt [Goo21].

Dieser Aufwand kann entweder vorbereitend vollstandig erzeugt oder beim Erkennen einer

falschen Annahme tiber das Aquivalenzverhiltnis zweier Punktladungen mit dem Aufwand
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O(n) berechnet werden. In diesem Fall kann auch der Speicherplatz fiir ausgeblendete Meshes

freigegeben werden, womit eine Speicherkomplexitit von ebenfalls O(n) entsteht.

3.3.13 Artefakte und Homogenitat

Aufgrund der Arbitraritit der Cluster kann die Grofie der Meshes in einer Simulation und
somit eine angemessene Dichte der Vertices schlecht abgeschétzt werden, weswegen abhingig
vom Ansatz der Grundgeometrie das Mesh bereichsweise ,,zu fein® oder ,zu grob® empfundene
Auflosung aufweisen kann. Das Auftreten dieses Effekts ist mit dem des ansteigenden Abstands
zwischen Feldlinien bei steigendem Isowert vergleichbar. Abhilfe kann hier das Aufteilen und
Zusammenfiithren von Dreiecken bieten. Auflerdem konnen wihrend einer Simulation — beson-
ders wenn auf Erkennen falsch angenommener Aquivalenzverhaltnisse zweier Punktladungen
mit selektivem Einblenden reagiert wird — zum Auftreten von Artefakten kommen, die der
Eignung eines Meshes, die Flache einer Isoflache zu reprisentieren, beeintrachtigen. In den
folgenden Erlduterungen fithren wir Begriffe zur Beurteilung der Verteilung von Vertices auf
einem Mesh ein und qualifizieren diese, indem wir variierende Dichte und das Auftreten von
Artefakten als Eigenschaften der nach dieser Metrik als schlecht zu bewertenden Meshes auf-
zeigen. Schlief3lich leiten wir geeignete Operationen auf Meshes her, den so aufgedeckten
Problemen entgegenzuwirken. Dazu machen wir uns die monoidale Struktur des Meshes nutz-
bar, durch die wir Dreiecke eines triangularen Meshes ersetzen konnen, ohne die Sauberkeit

des Meshes zu storen.

3.3.13.1 Inhomdogenititen

Eine Definition fiir ein isotropes Mesh hilt das Gebiet der isotropen Neuvermaschung von
Oberflachen (isotropic surface remeshing nach [Kha+22; Xu+19])) bereit, die ein triangulares Mesh
mit einer Flachenliste, die moglichst gleichseitige Dreiecke enthilt, bezeichnet. Im Folgenden
wollen wir allerdings Untersuchungen anstellen, die iiber die Begriffe in dieser Definition
hinausreichen, alleine schon, weil wir uns in diesem Teil der Arbeit nicht auf triangulare Meshes
beschrianken wollen. Daher fithren wir geeignetere Begriffe ein, anhand derer wir die Analyse
der Auswirkungen durchfiihren, die eine Simulation eines elektrischen Feldes auf ein Mesh,

das eine Flache reprisentieren soll, hervorrufen kann.
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m Homogenitat, Homoogenitat

Ein regulares Mesh ist homogen, wenn alle Flachen dieses Meshes die gleiche Kantenldnge
aufweisen. Variieren die Kantenldngen innerhalb eines festzulegenden Intervalls, ist das
Mesh homdogen. Abweichende oder nicht in diesem Intervall enthaltene Kantenlangen
bezeichnen wir als inhomogen. Ebenso ist kontextabhéngig ein sauberer und regulérer
Teil des Meshes oder das gesamte Mesh inhomogen. Abweichende Kanten oder saubere

und regulére Teile des Meshes nennen wir auch Inhomogenitit.

Das Adjektiv ,homdogen® ist steigerbar. Ein Mesh bezeichnen wir als umso homdogener, je
gleichméafliger die Vertices auf der Oberflache verteilt sind. Ein hohes Maf§ an Homdogenitat
ist wiinschenswert, da sie bei einer etwaigen Texturierung der Meshes das Generieren von
UV-Maps erleichtern und insgesamt einen optisch besseren Eindruck des dargestellten Meshes
liefern. Ein niedriges Maf§ an Homdogenitat hingegen zeichnet sich durch stark variierende
Dichte von Vertices iiber dem Mesh aus. In diesem Fall ist zu erwarten, dass auf einem Teil des
Meshes mit vielen Vertices der Informationsgehalt eines einzelnen Vertex stark abgenommen
hat, wodurch sich nicht zu rechtfertigender Ressourcenverbrauch einstellt. Auflerdem kann ein
hohes Mafl an Wechsel zwischen den Dichten der Vertices optisch storend wirken — die Bereiche
vergleichsweise niedriger Vertex-Dichte als ,,Artefakt” wahrgenommen werden. Auch steht uns
ein Ansatz wie etwa in [KBS00] nicht zu Verfiigung, eine Oktonarbaum-ahnliche Datenstruktur
zur Speicherung von Meshes in verschiedenen Auflésungen zu verwenden, da dieses abgesehen
vom erhohten Speicherverbrauch der bei jeder Verdnderung der Aquivalenzverhiltnisse neu
berechnet werden miisste und die Problematik der inhomogenen Gestalt der erzeugten Geo-
metrie fort tragen wiirde. [DFPS00] stellen fassen einige weitere Neuvermaschungsverfahren
zusammenfassend vor, die aber zumeist auf einem gesamten statischen Mesh arbeiten und ein
statisches Endergebnis liefern, also keine kleineren, zielgerichteten Veranderungen vornehmen
oder andere nicht akzeptable Nachteile wie eine hohe Laufzeit aufzahlen. Selbst in Verfahren,
die auf der Idee einer linearen Trajektorie aufbauen, profitieren wir also von Mitteln, Bereiche
geringer Homogenitét zu erkennen und von Operationen, diese zu steigern. Am geeignets-
ten scheint der Ansatz der quaterniren Triangulation (quaternary triangulation) aus [DFPS00,
Ff. 28f] zu sein, fiir den die Autoren allerdings keine auffindbaren Quellen liefern, die die skiz-
zierten Vorginge detailliert genug erldutern, um eine Analyse des Verfahrens anzustrengen. Wir
erlauben uns daher, uns nur den Ansatz dieser Idee zu iibernehmen und diesen nach unseren

Bedurfnissen anzupassen und zu erweitern.

Im primitiven Fall einer einzelnen Punktladung, die von einer Ico- oder UV-Sphere umgeben
wird und auf der die Vertices entlang von Halbgeraden, die sich durch Gleichung (2.1) mit dem
Vertex selbst und der Position der Punktladung konstruieren lasst, wird eine Simulation die

Homogenitét nicht beeintrachtigen. Vielmehr wird sie ein von bestimmten Inhomogenita-
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ten behaftetes Mesh in einen homogenen Zustand iiberfithren, namlich von solchen, die aus
ungleichmifligem Translatieren der Vertices auf der Halbgerade resultieren. Die Motivation,
auf eine hohere Homogenitit des Meshes hinzuwirken sinkt also mit dem Isowert. Mit dem
Begriff der Homogenitét lasst sich an dieser Stelle korollarisch verstehen, warum Isoflichen
bei sinkendem ¢ eine Kugelform annehmen: Bei & = 0 haben alle Punkte unendlich grofien
und somit gleichen Abstand zueinander und somit ist das Mesh homogen. Sie entsprechen
somit den Vertices eines gleichseitigen Polyeders oder, wenn die Anzahl der Vertices dieses
Polyeders gegen Unendlich geht, einer Kugel. Sehr grofle £ rufen Situationen hervor, in denen
alle Punktladungen von einer Flache repriasentiert werden. Analog zum trivialen Fall ist auch
hier mit kugelférmigen homdogenen Meshes zu rechnen. Aus diesen Griinden bieten sich
kugelformige Meshes — bekannte Beispiele sind UV-Spheres als quadrilaterale und Icospheres
als triangulare, kugelférmige Meshes — als Grundform fiir Startgeometrien in Simulationen an:
In den beschriebenen Féllen wird eine Simulation die anfangliche Homogenitit stéren, nicht
aber die Sauberkeit, Geschlossenheit oder Triangularitat bzw. Quadrilateralitit, weil lediglich

Transformationen auf die Vertices angewendet werden.

3.3.13.2 Auflésung des Meshes

Ein Polygon kann als zweidimensionales Mesh aufgefasst werden. Dieses kann eine zweidi-
mensionale Fliche einer Isofldche fiir ein zweidimensionales Skalarfeld reprasentieren. Sollte
nach einer beliebigen Mafigabe dieses Polygon ,zu wenige® Vertices beinhalten, um die Flache
angemessen zu reprasentieren, kann die Auflésung durch Aufteilen der Kanten, einfiigen eines
neuen Punkts auf der Mitte der Kante und Verbinden der beiden Punkte der urspringlichen
Kanten mit dem neuen Punkt erhoht werden. Auf analoge Weise kann die Auflésung auch

reduziert werden.

In Situationen, in denen Flache mehrere aber nicht alle Ladungen beinhaltet — vor allem in
solchen, in denen keine vollstindige Heuristik zur Ermittlung der Aquivalenzklassen vorliegt —
ist nicht mit gleichméfigen Veranderungen der Meshes wahrend der Simulation zu rechnen.
Daher wird dass das Mesh im Verlauf Flachen hoher und niedriger Feinheit aufweisen. Wir
wollen die Argumentation unabhéngig von einer Entscheidung iiber die Mafinahme der lokalen
Feinheit eines Meshes fortfithren, weil uns einerseits die Moglichkeiten dafiir zu mannigfaltig
erscheinen, wir ihr andererseits keine allzu grof3e Bedeutung beimessen. Wir fithren aber einige
einfache Beispiele an, die dieser Aufgabe gerecht werden und in konstanter Zeit berechenbar

sind:
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Beispiele

+ Ober- und Untergrenzen fiir Kantenlédnge der Flachen oder ihrer Flicheninhalte
bei triangularen oder quadrilateralen Meshes geben ein gutes Maf} fir die lokale
Vertexdichte eines Meshes. Diese Grofien sind durch eine Vektoraddition bzw.
durch Bilden eines Skalar- und eines Kreuzprodukts — Operationen mit konstanter
Laufzeit — berechenbar [But11, S. 957].

+ Das Volumen des minimalen achsenparallelen die Geometrie umgebenden Quaders
(minimum AABB) fir die jeweiligen Dreiecke im Fall eines triangularen Meshes.
Diese ist durch einige Vergleiche und FlieBkommamultiplikationen zu berechnen.
Fiir eine feste Wortbreite der FlieBkommazahl lassen sich diese Berechnungen

ebenfalls in konstanter Zeit berechnen.

Fir den jeweiligen Bedarf lassen sich andere Rahmengeometrien generieren und gegebe-

nenfalls in einer h6heren Komplexititsklasse berechnen [OSu+01, S. 9f].

Ist das entsprechende Kriterium fiir ein Dreieck nicht bzw. nicht mehr erfillt, ist wah-
rend der Simulation dieses Dreiecks fiir nach Mafigaben dieses Kriteriums ,zu gro3“ oder ,,zu
klein“ gewesen bzw. geworden. UV-Spheres erlauben Subdivision auf eine einfache Art und
Weise. Da es sich bei Icospheres um geodatische Polygone handelt, ist auch auf diesen eine
Subdivision-Operation moglich, die wiederum in einer Icosphere resultiert [Kob+00]. Ver-
schiedene Implementierungen wie [Hav08|] und [Kah09] realisieren diese Lésung mit einer
Laufzeitkomplexitit von O(n?). Auf diese Weise kann der Effekt eines Meshes erreicht werden,

das sich beim Anwachsen automatisch verfeinert.

Auch Faces lassen sich dieser Behandlung unterziehen: Wird in einer statischen Simulation
ein Dreieck ,zu grof8, kann das Dreieck gemif3 dem in Abbildung[3.19a| abgebildeten Schema
aufgeteilt werden: Auf diese Weise entstehen vier dem urspriinglichen Dreieck und unter-
einander dhnliche Dreiecke. Die Reduktion von Dreiecken nach diesem Schema erfordert die
Kollinearitit aller drei Punkte auf den Kanten des Zieldreiecks. Ist also der Erhalt der Ahn-
lichkeit der Dreiecke auf diese Weise wahrend einer statischen Simulation ein Ziel, sollte die
Startgeometrie moglichst klein gewahlt werden, um Reduktionen unnétig zu machen. In dyna-
mischen Simulationen kann auf das umkehrbare Schema in Abbildung zurlickgegriffen
werden. Es folgt dem Vorschlag von [DF+99, F. 2] als einzigem, der einzelne Dreiecke gezielt und
auf umkehrbare Weise verarbeitet. Dariiber hinaus bilden Dreiecke beziiglich dieser Operation
einen Monoiden. Allerdings ist dieses Verfahren nicht einsetzbar, wenn die Ergebnisgeometrie
aus dem urspriinglichen Dreieck dhnlichen Dreiecken besteht oder das resultierende Mesh

regelméaflig sein muss.
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Beide Operationen haben eine Laufzeitkomplexitat von O(1), allerdings muss bei der Um-
kehrung ein Zeit- bzw. Speicheraufwand von O(n) aufgebracht werden, um zu erkennen, ob
das Dreieck einen Punkt mit zwei anderen Dreiecken teilt, bzw. diejenigen Punkte zwischen-

zuspeichern, die durch das Aufteilen hinzugekommen sind.

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Verfahren operieren durch direkte Modifikationen des
Meshes und erfordern dafiir einen zusétzlichen Speicheraufwand von O(1). Auf AR-Hardware
mit geringem Arbeitsspeicher konnen betrachterabhéngige Mesh-Vereinfachungen wie die
aus [ESC00] zum Einsatz kommen. Die Autoren verzichten auf eine Komplexititsanalyse,
stiitzen sich aber auf die Voronoi-Triangulation, die eine Laufzeitkomplexitat von O(nlogn)
aufweist [Ver19]]. Die Ergebnisse des Laufzeitexperiments von bis zu knapp vier Minuten wh-
rend der Vorverarbeitungsphase sind auf dem Hintergrund der von den Autoren verwendeten
Hardware (Workstation mit hochstens 400 MHz und hochstens 128 MB freiem Arbeitsspeicher)

zu beurteilen.

(a) Nicht-invertierbare Aufteilung eines Dreiecks  (b) Invertierbare Aufteilung eines Dreiecks in
in dhnliche Dreiecke. nicht-dhnliche Dreiecke.
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KAPITEL 4

Bestimmung der Isopotentialflachen in polynomialer

Zeit

Aus den obigen Abschnitten wird deutlich, dass eine algebraische Berechnung der Positionen
eines Vertices auf einer Bewegungshalbgeraden oder ihre Bestimmung durch einen Greedy-
Algorithmus in linearer Zeit nicht moglich ist. Es stellt sich also die Frage, ob diese Ergebnisse
in polynomialer Zeit erreicht werden konnen. Dieses Kapitel will diese Frage positiv beant-
worten. Dafiir setzen wir Algorithmen ein, die das Problem der Berechnung von Vertices von
Meshes, die Isoflachen reprisentieren, durch Simulation 16sen. Dieses Kapitel stellt jeweils

einen Algorithmus:
1. zur Berechnung des Feldes einer Punktladung,
2. zur Berechnung eines Feldes aus mehreren Punktladungen,

3. zur Generierung eines eine dreidimensionale Isoflache eines Feldes aus mehreren Punkt-

ladungen repréasentierenden Meshes durch Marching Cubes,

4. zur Generierung eines eine zweidimensionale Isofliche eines Feldes aus mehreren Punkt-

ladungen reprisentierenden Polygonen durch schrittweise Umldufe und

5. zur Generierung eines eine dreidimensionale Isofldche eines Feldes aus mehreren Punkt-

ladungen représentierenden Meshes durch Anniherung in einer Simulation

vor. Wir leiten diese Algorithmen jeweils aus den Grundlagen her und gleichen diese, wenn
anwendbar, gegen die Vorgaben aus Abschnitt[3.2]ab. AnschlieSend beweisen wir jeweils deren

Korrektheit und Terminierung und analysieren ihre Laufzeit.
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Abschnitt 4.1. Elektrisches Feld einer Punktladung

4.1 Elektrisches Feld einer Punktladung

In Abschnitthaben wir erlautert, dass das elektrische Feld berechnet wird, indem die Beitrage
aller Punktladungen summiert werden. Das Feld an einem Punkt p einer einzelnen Punktladung

berechnet sich gemafl Gleichung mit:

E —
®) = el

Algorithmus 7 : Berechnung des elektrischen Felds einer einzelnen Punktladung am Auf-
punkt

eingabe : Punktladung ¢ € R3 x R, Aufpunkt p € R3
ausgabe : Ergebnisvektor e € R?
wenn g; = 0 dann

0
2 e+ |0];
0
3 Ende
4 sonst
0
5 d«~ |0]; // Initialisierung
0
6 d < p;
7 d < d—qy;
8 a <+ |[d];
9 n < a%;
10 e« d;
11 e<e-q; - n;
12 Ende

98

Ein einfacher Algorithmus zur Berechnung ist in Alg. [7| angegeben. Die Terminierung
folgt aus der Abwesenheit von Kontrollstrukturen innerhalb der bedingten Verzweigung. Die

Korrektheit wird durch das Hoare-Kalkiil bewiesen. Zu beweisen ist das Hoare-Tripel:

_ dq
0Ty s de=pn=g!

mit S als Alg.

« Korrektheit des Else-Zweiges:

(gq #0)

Nach Stiarken der Vorbedingung durch das Idempotenzgesetz (T A a = a):

dq o — qq _ o
(] P—ap | (p Qp) P—anl® (p Qp) A qq #0 D

Kapitel 4
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Abschnitt 4.1. Elektrisches Feld einer Punktladung

Die Anweisung d < O dient der Initialisierung, und verandert somit die Zusicherung

nicht:
(] =gy (P =) Ip—g* (P—ap) Ny #0)
d<p

T TR S
( p—apll® (d - q) Ip—gpl* (P—ap) Ngg #0)
d<d-q,

dq _ qq -

(ard = pgr (P~ 2))
a+|d
(fa= " np—q))

Nach Anwenden der Erweiterungsregel fiir Briiche:

(]qqa%d:”p_qﬁ(p—qp)[)
n« %
(]qrz‘nd:Hp_qW(p_Qp)D
e+d
(]qrz'ne:Hp_qﬁ(p_%)D
€< qq-ne

le= fogr (P~ %))

« Korrektheit des If-Zweiges:

(T)
Nach Stdrken der Vorbedingung:

=(p— cq, - —L
le=P =) i g
0
e« (0
0
=(p— e, —
le=P—a) i gy

Nach Voraussetzung in der Verzweigung gilt ¢, = 0. Unter Anwendung des Skalarpro-
duktes:
(e=0])

4.1.1 Zeit- und Speicherkomplexitat

Fir die Analyse der Laufzeit betrachten wir den Wenn-Zweig S,, des Alg.[7lund dessen Sonst-
Zweig S, getrennt. Beide sind Folgen arithmetischer FlieBkommaoperationen ohne Kontroll-
strukturen. Sie kénnen nach Regel [4in Abschnitt [2.8|fiir das Zeitkomplexitat als eine Konka-
tenation beider Zweige 5,55 angesehen werden. Sie weist nach Regel (1| unabhangig von der
Anzahl der FlieBkommaoperationen eine Zeitkomplexitit von O(W + S) auf. Nach Regel[2]
git OW +5) e O(1+1) € O(1).

Kapitel 4
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Abschnitt 4.2. Elektrisches Feld mehrerer Punktladungen

Der Algorithmus verwendet eine endliche Menge an FlieBkommavariablen, weswegen beide

eine Speicherkomplexitit von O(1) aufweisen.

4.2 Elektrisches Feld mehrerer Punktladungen

Das Gesamtfeld an einem Punkt p berechnet sich nun gemif3 Gleichung durch die Sum-
mierung mehrerer Punktladungen iiber Gleichung (2.4):

Er)=Y —2& (r,—qy)

3
7 A |ri — qq|

tiber eine Menge von Punktladungen {(q1,41), (92, ¢2), - . .}. Es handelt sich hierbei um eine
indizierte Menge, die somit auch als Folge wohlunterscheidbarer Elemente betrachtet werden
kann. Als solche ist sie einer Iteration durch Schleifen zuginglich. Folgen wiirden in einer
Implementierung als Liste oder Array gespeichert. Moderne Programmiersprachen wie z. B.
JavaScript erlauben fiir eine Iteration tiber diese Datenstrukturen spezielle Kontrollstrukturen
wie ,for each®. Diese erschweren die Beweisfithrung und werden daher in dieser Arbeit als
einfache Zahlschleifen umformuliert. Gleichung lasst sich auf diese Weise durch die Summe

auf das Feld einer einzelnen Punktladung zuriickfiihren:

J
DSumme (P) = Z E (p7 Qj> (4‘1)
i=1

Die Gleichung lisst sich anhand Alg. [8]implementieren.

Algorithmus 8 : Berechnung des gesamten elektrischen Feldes aus einer Folge von Punkt-
ladungen

eingabe : Folge von Punktladungen @ € (R? x R)", Aufpunkt p € R3

ausgabe : Ergebnisvektor e € R?

e+ 0;

i—1;

solange i < #(Q) tue
a < E(p,q;); /* Ergebnis des Algorithmus */
e<e+a;
14— 1+ 1;

Ende

Die Terminierung des Alg. 8] erfolgt, sobald die Bedingung der solange-Schleife nicht mehr
erfiillt ist, also die Aussage @ < #() wahr ist. Durch das Hoare-Kalkiil 14sst sich zeigen, dass
im Schleifenrumpf 7 streng monoton anwéachst und somit nach abzahlbar vielen Schritten die

Konstante #( iibersteigt. Die Vorbedingung (¢ = ¢ fiir ein beliebiges konstantes ¢ € N kann

Kapitel 4
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Abschnitt 4.2. Elektrisches Feld mehrerer Punktladungen

stellvertretend fiir einen beliebigen Schleifendurchlauf, zu dem die Schleifenbedingung noch

gilt, als giiltig angesehen werden, wihrend die Nachbedingung (i > ¢|) zu beweisen ist.

(i=c)
a <+ E(p,q)
s+ s+ E
(i=c)
141+1
(i=c+1)

Die Nachbedingung konnen wir zu (¢ > c|) abschwéchen, was der Forderung entspricht. Am
Schliisselwort ,Ende” halt i den Wert fiir den Anfang des nachsten Schleifendurchlaufs. Ist @
eine endliche Menge, dann ist auch #) endlich, wodurch nach endlich vielen Wiederholungen
die Aussage ¢ > #Q gilt. Diese widerspricht aber der Schleifen-Bedingung, wodurch diese
abbricht. Uberdies ist das Ende der Anweisungsfolge erreicht, was die Terminierung des

Algorithmus bedingt.

Die Korrektheit des Schleifenrumpfs wurde bereits oben gezeigt und kann fiir die folgenden
Uberlegungen vorausgesetzt werden. Der Algorithmus endet mit dem Ende der Schleife, wo-
durch die Giiltigkeit der Schleifeninvarianten zum Ende des Algorithmus aus ihrer Giiltigkeit

nach dem letzten Schleifendurchlauf folgt.

Fiir den Schleifenkopf bleibt anhand einer Schleifeninvariante I zu zeigen, dass

#Q

(IA(e=0)) S (Ine=3 E(p,q))

mit S als Alg. [8|ein giiltiges Hoare-Tripel ist. € = 0 ergibt sich aus der Initialisierung vor der

Schleife. Eine mogliche Schleifeninvariante ist mit

l -1
I= (ZE(p,qj)= > E®.q) +E(Paqz)>

gefunden. Das Gleichheitszeichen aulerhalb der Klammern ist hier als ,,Gleichheit der Aus-
sagen” zu verstehen. Gemaf§ Abschnitt schrinkt diese Wahl die Allgemeinheit nicht ein.
Zu zeigen ist nun die Korrektheit der Schleifeninvariante vor, wihrend und nach der Schleife

sowie ihre Abbruchbedingung.

Vor der Schleife
(1)

141

Kapitel 4
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Abschnitt 4.2. Elektrisches Feld mehrerer Punktladungen

e+ 0

(SjE@q) = L) B g)| +E@a)Ai=1)
Der Term 29:1 E (p, g;) stellt eine leere Summe dar und entfallt [Bun03| S. 7]. Der linke

Teil der Gleichung vereinfacht sich nach Aufsummieren zu

1

> E(p,q;) =E(p,q1)
j=1

womit schlieBBlich der initiale Wert fiir den ersten Schleifendurchlauf berechnet ist:
(X1 E(@ q) =E([@a))

Waihrend der Schleife

Aus dem vorherigen Punkt ist bekannt, dass

1-1
j=1 j=1
so dass die Invariante
i i—1
j=1 J=1

mit ¢ > 1 fir den ¢-ten Schleifendurchlauf vorausgesetzt werden kann. Die Giiltigkeit
der Invariante ist nun fiir ¢/ := i 4 1 zu zeigen. Die Gleichung kann zu i + 1 erweitert

werden. Nach Einsetzen von i’ erhalten wir:

i+1 [i+1-1
> Epqg)=|> E@g)|+E®P )
P | =1
if [37—1
=Y E(.¢)=|> EM@qg)|+EMDaew)
i=1 j=1

was der Schleifeninvariante entspricht.

Nach der Schleife
Nach Abbruch der Schleife muss die Vorbedingung mit i < #Q konjugiert werden.
(i B(p.ay) =[S E(p.g)] + E(p.) AT #Q)
Die Giiltigkeit der Schleifeninvarianten ergibt sich aus ihrer Giiltigkeit nach dem letz-
ten Schleifendurchlauf. Die Nachbedingung der Schleife wird als Vorbedingung fiir den
folgenden Schritt zu ¢ = #Q + 1 verstarkt. Nach Ende des Algorithmus steht auch der
Endzustand mit s = Z§:1 E (p, g;) fest. Durch Einsetzen der verstérkten Abbruchbe-
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Abschnitt 4.3. Analyse des Marching Cubes-Algorithmus

dingung der Schleife bleibt als Nachbedingung:
(SIS EPp.q))

4.2.1 Zeit- und Speicherkomplexitat

Alg. [8| unterteilt sich in die Teile S; vor der Schleife und Ss als die Schleife selbst. Wihrend
S1 lediglich eine reine Konkatenation von FlieSkommaoperationen ist und daher analog zur
Argumentation in Abschnitt[4.1.1junabhéngig von der Anzahl der FlieBkommaoperationen eine
Zeitkomplexitit von O(1) aufweist, wird der Rumpf von S5 selbst #( mal ausgefiihrt. Damit
belduft sich die Gesamtlaufzeit der Schleife aufgrund Regel [3|auf #Q - O(1). Algorithmus 2
weist also eine Zeitkomplexitat von O(1 4+ n) € O(n) auf, wobei n = #Q auf.

Der Algorithmus verwendet eine endliche Menge an FlieSkommavariablen, weswegen beide

eine Speicherkomplexitit von O(1) aufweisen.

4.3 Analyse des Marching Cubes-Algorithmus

Der Marching Cubes-Algorithmus wurde erstmals durch [LC87]] vorgelegt und ist zum Zeit-
punkt des Abschlusses dieser Arbeit das am héaufigsten verwendete Mittel, um Meshes aus
Punktladungen zu generieren, die Isoflachen anndhern. Seine Grundidee basiert darauf, das
Skalarfeld zu diskretisieren, indem es einen festen Suchraum in wiirfelférmige Zellen aufteilt.
Auf beliebige Dimensionen verallgemeinerte Variationen legen Simplizes als Zellgeometrie
zugrunde [Gre+04;[SB06]. Der Alg.[9]gibt den Marching Cubes-Algorithmus nach [CX14] unter
behutsamer Korrektur und Anpassung an die Begrifflichkeiten dieser Arbeit wieder. Der Mar-
ching Squares-Algorithmus liegt in einer zum Alg. [9)analogen Variante vor und eignet sich zur
Loésung zweidimensionaler Probleme. Der Zellenvektor beschreibt die Grofie einer Zelle, gibt
also die Schrittweite in x-, y- und z-Richtung an. Der achsenparallele Hiillkérper b beschreibt
den Suchraum. Die Funktion L liefert den passenden Eintrag einer Lookup-Tabelle fiir die Aus-
sage E(p) < ¢ fiir die aktuelle und die sechs umliegenden Zellen. In der zweidimensionalen
Variante sind alle Vektoren zweidimensional, auflerdem werden nur vier Parameter fur den
achsenparallelen Hillkérper und nur fiinf fiir die Lookup-Funktion verwendet. Ebenso entfallt
die auflere der drei Schleifen. Alle folgenden Ausfithrungen sind sowohl auf den Marching
Squares als auch auf den Marching Cubes-Algorithmus anwendbar, dienen aber vorrangig der
Analyse des Marching Cubes-Algorithmus. Den besonderen Anwendungsfillen des Marching
Squares-Algorithmus wenden wir uns in Abschnitt zu.

[CX14] legen ebenfalls einen Beweis fiir die Terminierung und Korrektheit des Marching
Cubes-Algorithmus vor. Dieser wird unter Zuhilfenahme maschinengestiitzter Beweise durch

das Programm Coq gefiihrt, das ebenfalls auf das Hoare-Kalkiil zuriickgreift [Aff15].

Kapitel 4
Bestimmung der Isopotentialflichen in polynomialer Zeit

103



104

Abschnitt 4.3. Analyse des Marching Cubes-Algorithmus

4.3.1 Zeitkomplexitat

Hinsichtlich der Zeitkomplexitat liegen zwar Anséitze vor, in denen etwa durch Zuhilfenahme

von Oktondrbdaumen eine Zeitkomplexitit von

ofpm(2)

erreicht wird. Diese setzen aber voraus, dass dafiir p Zellen als nicht leer bekannt sind [NY06].
Da in unserem Fall weder an den Gitterpunkten diskretisierte Werte des elektrischen Feldes
noch die Anzahl leerer Bereiche als bekannt vorausgesetzt werden konnen, miissen diese in einer
Simulation durch den Alg[8|berechnet werden, der gemaf3 Kapitel 4 eine Zeitkomplexitit von
O(n) aufweist. Aus diesem Grund ist auch im Gegensatz zu anderen Zeitkomplexititsanalysen
— unter anderem in [CX14]] - die Berechnung des Feldes durch die Funktion E mit O(k - n)

nicht vernachlassigbar. k bezeichnet hier die Anzahl der Funktionsaufrufe.

Dariiber hinaus wirft der [9] die Frage auf, warum der asymptotische Aufwand des Mar-
ching Cube-Algorithmus in O(n?) liegt, obwohl dieser iiber drei solange-Schleifen iteriert und
im Inneren die Funktion E aufruft, fiir die ihrerseits ein Aufwand von O(n) anfillt. Dieser
Frage liegt die Annahme einer Datenstruktur der Gitterpunkte als ,dreidimensionales Array*
zugrunde, die wir hier als verschachtelte Folge G = {{{p1,Pp2,--.},...}} auffassen wollen.
Weiterhin verwenden wir Funktion L, die aus acht berechneten und ausgewerteten Werten des
elektrischen Feldes an den Eckpunkten einer Zelle die passende Geometrie aus der Lookup-
Tabelle bestimmt. Diese lauft wie gewohnt in konstanter Zeit [Wen13, S. 22]. Der Marching

Cubes-Algorithmus lasst sich nun in der Bird Meertens-Form spezifizieren als:
(+/) o (+/) o Lo (Exxon)G

In dieser Spezifikation lésst sich die dreimalige Anwendung des Operators * erkennen, der
gemeinsam mit der Funktion E einen Zeitaufwand von O(n*) suggeriert. Gemaf einem Son-
derfall des Homomorphismen-Lemmas aus [Bir86] fiir die Verringerung der Tiefe (,flatten®)

verschachtelter Folgen gilt fiir beliebige Funktionen f:
(+/)(f %) = (f) o (+/)
. Nach zweimaliger Anwendung ergibt sich:
(+/) o (+/) o Lo (Exsk)G = Lo (Ex)o(+/) o (+/)G

Nach der Umformung ist ersichtlich, dass sich der Marching Cubes-Algorithmus mit einer *-
Operation tiber der Funktion E formulieren ldsst, woraus sich seine asymptotische Laufzeit

von O(n?) ergibt.
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Abschnitt 4.3. Analyse des Marching Cubes-Algorithmus

Die obige Umstellung kann durch eine Umformulierung der Schleifenkaskade im dufleren

Teil des Alg. [9|realisiert werden:

solange s; < Zpax A Sy < Ymar A\ Sz < Xmax // 3-0(n)
tue
M+ M+ L(E([s+0;) <EE(s—0) <EE(s+0y) <& E(s—oy) <
§E(s+0,) <&,
E(s — 0.) <& E(s) <¢); /] T-O(n)
Sz < Sz + 01;
wenn s; > X, dann
Sz < Xmin;
Sy < Sy + 0y;
wenn s, > Y e dann
Sy < Ymin;
Sy < Sy + 0z
Ende
Ende
Ende

Dieses Ergebnis bezieht sich auf die einfachste vorliegende Form des Marching Cubes-
Algorithmus, die die niedrigste Zeitkomplexitit aufweist. Hierbei ist zu beriicksichtigen, dass
das Ergebnis lediglich als eine gerasterte Représentation der Isoflache vorliegt und ein in meh-
rerlei Hinsicht topologisch unkorrektes Mesh darstellt. Daher schlieflen sich tblicherweise
an den Marching Cubes-Algorithmus unter anderem die folgenden Mafinahmen zur Verbes-
serung des Ergebnisses an. Die haufigste und im Hinblick auf die Zeitkomplexitit giinstigste
Verbesserung wird durch eine lineare Interpolation [[And14, Ff. 18f] der Vertices auf den Git-
terpunkten erreicht. Bei Wiederverwendung der berechneten Feldstarken ist dies mit einem
Zeitaufwand von O(1) moglich. Die Genauigkeit des Ergebnisses ist dabei nicht abzuschat-
zen und verbessert sich im schlimmsten Fall nicht wahrnehmbar. Das Ergebnis des Marching
Cubes-Algorithmus ist die Konkatenation der einzelnen Meshes, die die Lookup-Tabelle liefert.
Anhand Abbildung lasst sich ersehen, dass es sich dabei ausnahmslos um offene Meshes
handelt. Benachbarte Zellen berechnen die Vertices bzw. Kanten an den geteilten Wiirfelseiten
mehrfach, wodurch diese auch mehrfach in die Vertex- bzw. Kantenliste des konkatenierten
Meshes eingehen werden. Das Mesh wird also Doppelpunkte enthalten. In Anwendungen,
die ein sauberes Mesh voraussetzen, ist ein anschlieender Aufwand von O(n?) fiir das Auf-
finden dieser Doppelpunkte durch erschépfende Suche und die anschlieflende Bereinigung
notwendig, wobei n die Anzahl der Vertices im Mesh ist. Ebenfalls ist anzufithren, dass die
Lookup-Tabelle nicht eindeutig formuliert werden kann: Beispielsweise kann bei Auftreten
des Falls 10 in Abbildung[4.1|nicht ermittelt werden, in welche Richtung die beiden Fléchen zu
orientieren sind, ohne zusatzliche Berechnungen durchzufiihren, die die umliegenden Zellen

einbeziehen. [NH91[] steht hierbei stellvertretend fiir die schnellsten verschiedener vorgeschla-
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Abschnitt 4.3. Analyse des Marching Cubes-Algorithmus

Case 0 Case 1 Case 2 Case 3 Case 4

Case 10 Casell .Case 12
Abbildung 4.1: Lookup-Tabelle des Marching Cubes-Algorithmus ||

gener Losungen fir dieses Problem. Die Autoren erstellen bei Auftreten einer uneindeutigen
Zelle die bilineare Interpolation einer Wiirfelfliche und untersuchen diese statt des elektrischen
Feldes. Aufgrund der hyperbolischen Gestalt des Interpolanten kénnen die Orientierungen
der Fliachen ermittelt werden. Als Kriterium dafiir wird die Stérke des elektrischen Feldes am
Treffpunkt der Asymptoten der beiden Hyperbeln herangezogen. Liegt dieser oberhalb des
Isowerts, miissen die Flachen nach auen zeigen, ansonsten nach innen. Fiir die Probleme, die
dem Ergebnis-Mesh anhaften, sind also bereits Losungsvorschlidge vorhanden. Allerdings gehen
diese immer mit einer Erhhung der Zeitkomplexitit einher. Wir werden spater weitere Ver-
fahren untersuchen, die in der Komplexitatsklasse des Marching Cubes-Algorithmus liegen, die
angefithrten topologischen Probleme der Meshes aber umgehen und eine hohere Genauigkeit
als eine lineare Interpolation erreichen. Daher verzichten wir hier auf die Gegeniiberstellung

der Verfahren zur Verbesserung des Marching Cubes-Algorithmus.
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Abschnitt 4.4. Berechnung zweidimensionaler Flachen durch schrittweise Umlaufe

Algorithmus 9 : Marching Cubes

eingabe : Zellenvektor g € R3,
AABB-Parameter {Xmin, Xmax; Ymins Ymax Zmins Zmax | € RS, Funktion
E: G — R, Isowert £, Lookup-Funktion L : {T, J_}7 — M

ausgabe : Mesh M, das die Isofliche E(p) = ¢ représentiert
M+ o

Xmin
S < | Ymin

Zmin
solange s, < Zp,y tue
solange s, < Y tue
solange s, < X4 tue

M+ M+ LE(s+0z) <&E(s— o) <& E(s+0y) <€,
E(S - Qy) < ‘SaE(S + QZ) < ‘SaE(S - Qz) < éaE(S) < §>
Sg < Sz + 0z

Ende
Sy < Sy + 0y
Sz <~ Xmin
Ende
Sz < Sz + 0:
Sy < Ymin
Ende

4.4 Berechnung zweidimensionaler Flachen durch schrittweise

Umlaufe

4.4.1 Beschreibung des Verfahrens in zwei Dimensionen

Bei dem in [Rot+18]] vorgestellten Ansatz verwenden wir den von einem Startpunkt p bestimm-
ten Isowert, um stiickweise eine Isoflaiche um ein Cluster von Punktladungen mit Stiicken einer
gegebenen Linge s zu zeichnen. Innerhalb einer Simulation kann dieser Startpunkt beispiels-
weise durch einen Mausklick oder das Betitigen eines Triggers eines VR-Controllers an einer
bestimmten Position ausgewahlt werden. Die Vorarbeit fiir das Interaktionsmodell liefern unter
anderem [Tom15[] und [JH12|]. Ausgehend vom Startpunkt werden sukzessive Kontrollschritte
der Lange von s in Richtung ¢ durchgefiihrt, bis der Abstand zwischen Startpunkt und Kon-
trollposition kleiner als die Lange von s ist; in diesem Fall wird die Schleife beendet. Somit
besteht das erzeugte Mesh aus Strecken, die alle die gleiche Lange aufweisen, mit Ausnahme
der letzten Strecke, die normalerweise kiirzer ist. Es kann also bis auf diese Strecke als homogen

bezeichnet werden. Das Ergebnis erfordert eine Nachbehandlung in zweierlei Hinsicht:
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Abschnitt 4.4. Berechnung zweidimensionaler Flachen durch schrittweise Umlaufe

4.4.1.1 Der neue Punkt liegt nicht auf der Isoflache

Der Kontrollpunkt befinde sichbei a. |[E(a + s)|| = £ gilt nicht immer, selbst wenn ||E(a)|| = &
fir den Kontrollpunkt a gilt. An einen Schritt muss sich also ein Verfahren anschlieen, das
einen korrigierten Punkt p. findet, fiir den innerhalb einer angemessenen Toleranz ||E(p.)|| = £

gilt. Die Toleranz ist abhangig vom Anwendungsfall.

Das vorliegende Problem ist numerischer Natur und beispielsweise durch das Newton-
Raphson-Verfahren 16sbar, wenn wir das Problem in einer Schnittebene des elektrischen Feldes
mit dem Aufpunkt p’ betrachten. Zusitzlich erfordert die Ebene einen Richtungsvektor, der
sicherstellt, dass diese Ebene die Flache schneidet. Dies kann durch einen Richtungsvektor
erreicht werden, der orthogonal auf p’ — p steht. Ein Beispiel fiir ein verwandtes Problem mit
ahnlicher Losung findet sich in [Grel9, S. 152], eine Angabe des Algorithmus mit Implementie-
rung auf [Grel9, Ss. 6791f].

In Abschnitt thematisieren wir die Homogenitdt von Meshes. Ein zweidimensionales
Mesh kann durch den schrittweisen Algorithmus per Konstruktion erreicht werden, wenn wir
statt wie oben einer Gerade einen Kreis mit dem Radius ||s|| als Schrittweite zugrundelegen.
Auf diese Weise ist gewahrleistet, dass bis auf die letzte Kante alle die gleiche Lange aufweisen.
Das Newton-Raphson-Verfahren ist hier nicht mehr anwendbar. Ebenso wenig konnen das
Regula-Falsi- oder Bisektionsverfahren zum Einsatz kommen, weil mit p + s nur ein Punkt-
Wertepaar des elektrischen Feldes auf dem Kreis bekannt ist. Dennoch ist ein Riickgriff auf
den Mittelwertsatz moglich, in dem wiederum schrittweise die Richtung des Vektors p + s
durch Rotation verdndert und bei jedem Schritt das elektrische Feld berechnet wird. Wechselt
bei einem Winkel (; das elektrische Feld im Vergleich zum Winkel des vorangegangenen
Schrittes @2 das Vorzeichen, ist ein Intervall gefunden, das die Lésung enthalt, so dass mit dem

Bisektionsverfahren fortgefahren werden kann.

4.4.1.2 Die Wahl von s kann unpraktisch sein

Der Punkt bei a + s¢ moglicherweise ndher an einem anderen Cluster. Diese Konstellation ist
bei vergleichsweise groflen Werten von s moglich. In diesem Fall kann die Suche der inneren
Schleife bei a’ = a — sB begonnen werden. Das Problem besteht weiterhin bei Werten von s,
die grofler sind als der Durchmesser einer Fliche, was in unrealistischen Ergebnissen resultieren
wiirde. Um sicherzustellen, dass eine Losung p. gefunden werden kann, konnte s so gewihlt
werden, dass der ermittelte Isowert nirgendwo auf dem Kreis zu finden ist. Die Auswirkungen
von s auf unpraktische Wahlméglichkeiten sind in Abb.[4.3|dargestellt. Allgemeiner kann gesagt
werden, dass nur s, dessen Betrag kleiner geringer als der Abstand der Punktladungen ist, zu

sinnvollen Ergebnissen fithren kann.
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Abschnitt 4.4. Berechnung zweidimensionaler Flachen durch schrittweise Umlaufe

Algorithmus 10 : Zeichnen durch schrittweise Umldufe mit konstanter Schrittweite

eingabe : Startpunkt p, Lange s, Fehlerschwelle ¢, Initialer Winkelschritt ¢,

Ziel-Isowert £ <+ ||E(p)||;
Erster Punkt der Strecke p’ + p;
solange |p — p’|| > s; // Solange Linienende nicht in der Nihe des Anfangs
tue
Zweiter Punkt der Strecke p. < p’ + s@;
Winkel o < tan~! (p. — p’);
Winkelschritt ¢ < tg;
Vorzeichen v < sgnE(p.);
solange t > t tue
e ¢ p + 5 <sina>;
cos «
wenn sgn(E(p.) — £) # v dann
t <+ —%; // Bei Vorzeichenwechsel: Suchrichtung umkehren
; // und Schrittweite reduzieren
v <= sgn(E(pc) — &);
Ende
o — o+t
Ende
Verbinde p’ mit p;
p/ < Pes
Ende

Verbinde p’ mit p;

4.4.2 Terminierung und Korrektheit

Fiir die Beweise der Terminierung und Korrektheit setzen wir voraus, dass keine ungiinstige
Wabhl fiir s getroffen wurde, auflerdem unter dieser Voraussetzung ohne Einschriankungen, dass
eine einwertige Isofliche zu reprisentieren ist. Der Alg.[10|ist in einer vereinfachten Form
wiedergegeben, die an dieser Stelle irrelevante Schritte auslasst. So ist aufgrund der Tatsache,
dass zwei Jordan-Kurven stets eine gerade Anzahl von Schnittpunkten haben [Sch16]], zu priifen,
ob ein bereits bearbeiteter Punkt auf der Flache gefunden wurde. Diese Details wurden in den

Implementierungen entsprechend beriicksichtigt.

Die Beweise fiir Terminierung und Korrektheit verlaufen analog zu denen des Alg.[8] Die
auflere Schleife des Alg.[10|ergibt sich aus der in Abschnitt [3.2| getroffenen Feststellung, dass es
sich bei zweidimensionalen Flichen um Jordan-Kurven handelt: Sofern fiir die innere Schleife
S; das Hoare-Tripel

(t>toNI) Si (t<toNI)

gilt, kann fiir alle Punkte des resultierenden Polygons angenommen werden, dass sich diese im

Vergleich zur Schrittweite annidhernd auf der Flache befinden. Da sich p exakt auf der Fliache
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Abschnitt 4.4. Berechnung zweidimensionaler Flachen durch schrittweise Umlaufe

Abbildung 4.2: Bestimmung von p,

Sy

Abbildung 4.3: Auswirkungen unterschiedlicher gewahlter Schrittweiten s

befindet, gibt es im Polygon zwei aufeinanderfolgende Punkte p’ und p”, die mit p annihernd
kollinear sind, so dass p ,zwischen® diesen Punkten liegt. Da der Abstand dieser beiden Punkte

aber s ist, muss fiir beide Punkte, besonders ersteren ||p — p’|| gelten, wodurch die du8ere
Schleife abbricht.

Der Beweis der Terminierung der inneren Schleife folgt analog zu dem des Alg. |8} Durch
die Anweisung ¢ <+ —% sinkt der Wert von ¢ monoton fiir jeden Schleifendurchlauf und
muss nach endlich vielen Schritten unter ¢y fallen. Da s nicht ungiinstig gew#hlt wurde,
existiert der gesuchte Schnittpunkt zwischen Flache und Suchkreis. Aus diesem Umstand folgt,
dass nach endlich vielen Durchldufen der inneren Schleife die Vorzeichen der Differenz des
Feldes an den gemessenen Positionen und dem Ziel-Isowert sich in zwei aufeinanderfolgenden

Schleifendurchlaufen unterscheiden. Ein passender Kandidat fiir die Invariante der inneren

Schleife ist:
CcOS & cosa+t
. . ot
Ccos cosa — 5

Die Frage, ob das Vorzeichen wihrend des Schleifendurchlaufs gewechselt hat, wird durch

die Konjunktion geklart: Ist die Bedingung der Schleife wahr, gilt der rechte Teil der Konjunk-

tion; andernfalls gilt der linke Teil. Vor der Schleife sind die Variablen so belegt, dass der linke
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Teil mit ,=" gilt. Nach der bedingten Modifikation von ¢ werden keine weiteren Veranderun-
gen vorgenommen, womit am Ende der Schleife die Belegung des letzten Schleifendurchlaufs

vorliegt.

4.4.3 Laufzeitkomplexitat

Der Alg.[10|berechnet das Ergebnis durch zwei Schleifen und greift dabei wieder auf die Be-
rechnung des elektrischen Feldes durch Alg[8|zuriick, der eine Laufzeitkomplexitit von O(n)

aufweist.

Die innere Schleife lauft, solange bis der Winkelschritt ¢ unter die angegebene Fehlerschwel-
le ¢y fallt. Dafiir wird der Fehlerschritt so lange halbiert, bis die Bedingung der Schleife nicht
mehr erfiillt wird. Der Aufwand der inneren Schleife belauft sich also auf O(logn). Dass ¢ dabei
nicht in jedem Schleifendurchlauf reduziert wird, erhoht zwar die Anzahl der Schleifendurch-
laufe und damit etwa die Laufzeit fur die Symbole €2 und 7', allerdings bleibt die asymptotische
Laufzeit von diesem Befund unberiithrt. Zum besseren Verstindnis kann es hilfreich sein, die
Bedingung der Wenn-Abfrage sgn(E(p’) + ¢) # v als stochastischen Prozess zu verstehen,
womit wir den Wahrheitswert dieser Aussage in der Aufwandsanalyse als rein zufélligen Koet-
fizienten betrachten konnen. Somit wird deutlich, dass die Variablen ¢ und ¢, die die Schleife

kontrollieren, nicht beeinflussen.

Die duflere Schleife lauft mit O(n) was einen zeitlichen Gesamtaufwand von O(nlogn)

ergibt.

4.5 Bestimmung der Vertex-Positionen durch ein Shrinkwrap-

Verfahren

In den folgenden Abschnitten betrachten wir die Moglichkeit, uns im Rahmen einer Simulation
der korrekten Repréasentation von Isoflaichen durch Meshes durch das in Abschnitt|3.1}ange-
dachte Verschieben seiner Vertices schrittweise zu ndhern. Einige Parameter dieser Moglichkeit
haben wir im Laufe dieser Arbeit bereits beleuchtet, etwa in Abschnitt[3.2lund Abschnitt
Dabei orientieren wir uns grob am Shrink-Wrap-Verfahren von [Kob+00] und untersuchen
Voraussetzungen, die die Autoren fiir die Wirksamkeit ihres Verfahrens zugrundelegen, dahin-
gehend, ob sie unserem Fall ebenfalls gelten. Dafiir leiten wir aus den Eigenschaften elektrischer
Felder und triangularer Meshes Vereinfachungen her, die wir in unserer Simulation zur Ver-
einfachung und Beschleunigung unserer Berechnungen und der Verbesserung der Ergebnisse
im Hinblick auf Genauigkeit und Ansehnlichkeit dienstbar machen. Da eine Betrachtung des
Shrink-Wrap-Verfahrens in zwei Dimensionen eine Vereinfachung des Verstdndnisses und in-
teressante Moglichkeiten der Visualisierung bietet, beleuchten wir die relevanten Unterschiede

dieser Variation. Wir beweisen die Terminierung und die Korrektheit des Verfahrens und fithren
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eine Laufzeit- und Speicherkomplexitatsanalyse durch. Das Ziel kann dabei als mehrschrittiges
Mesh Morphing [Ale01] verstanden werden, abgesehen davon, dass unsere Zielform (target
shape) nicht bekannt ist und wir daher nicht auf baryzentrische Abbildungen zurtickgreifen
konnen, dafiir aber der Pfad der Vertices (vgl. [S. 2, Schritt 3][Ale01]]) nicht berechnet werden

muss, sondern bereits vorgegeben ist.

In Abschnitt haben wir die vorteilhafte Zeitkomplexitit von Mesh-Bdumen gegen-
iiber anderen Operationen auf Meshes wie dem Auftrennen und Zusammenfiigen bei Erken-
nen falscher Annahmen tiber das Aquivalenzverhéltnis von Punktladungen dargelegt. Diese
Erkenntnisse konnen wir in einer Simulation nutzen, wodurch in dieser schnell auf falsche

Annahmen der Aquivalenz oder Nicht-Aquivalenz reagiert werden kann.

Das in [Kob+00]] vorgestellte Shrink-Wrap-Verfahren stellt in sich in Grundziigen ein Simula-
tionsverfahren dar, bei dem die Bewegungshalbgerade des Vertex anhand eines Projektionsope-
rators P, der jeden Vertex eines kugelférmigen Mesh (spherical mesh) als Startgeometrie auf den
nichsten Punkt des anzundhernden Meshes, der Zielgeometrie, abbildet. Geméafy Gleichung
entsprechen die Parameter a demnach der Position der Vertices auf der Startgeometrie und
b den jeweiligen Vertex-Normalen. Diese Wahl ist dem Umstand geschuldet, dass aufler den
Vertices der Startgeometrie kein weiterer Punkt zur Konstruktion zur Verfiigung steht. Die
Autoren berechnen als Position der Vertices durch die Konstruktion von Halbgeraden (shooting
rays) zwischen dem Vertex selbst und dem néchsten Punkt auf der Zielgeometrie. In unserem
Fall steht allerdings mit der Position der Punktladung ein Kandidat fiir b zur Verfiigung. Daher
erscheint es als sinnvoll, abweichend von [Kob+00]] in der Konstruktion der Halbgerade diesen

als zweiten Punkt festzulegen.

Der Konturbaum kann zur Bestimmung von Startgeometrien herangezogen werden, das
durch ihn bestimmte Ergebnis ist aber ambivalent. Fiir die folgenden Ausfithrungen kénnen
wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit in Anlehnung an [Kob+00] als Startgeometrie eine
Icosphere um jede Punktladung wahlen. Diese Wahl beeinflusst die folgenden Ausfithrungen
nicht, falls diese endgiiltig ist. Ansonsten ist der zusatzliche Aufwand dafiir in der Komplexitéts-
analyse gesondert vorzusehen. Sofern die Cluster nicht im Voraus bestimmt werden kénnen,
bietet sich der Konturbaum als Mittel zur Reaktion auf das Erkennen falscher Annahmen der
Aquivalenz oder Nicht-Aquivalenz an. In jedem Fall muss fiir eine Simulation eine Startgeo-
metrie gewahlt werden. Auflerdem kommt den Ausfithrungen in Abschnitt[3.2] potentiell das
Vorliegen einer disjunkten Zielgeometrie in Betracht, wodurch gemafl Abschnitt der

Erhalt der Homogenitat Teil der Zielsetzung sein kann.
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4.5.1 Beschreibung des Verfahrens in zwei Dimensionen

In jedem Schritt wird fiir alle Vertices v der Startgeometrie das Skalarfeld || E(v)|| berechnet und
mit einem vorgegebenen oder analog zu Abschnitt durch Mausklick bestimmten Isowert
verglichen, um einen Fehlerwert € zu berechnen. In Abhingigkeit dieses Fehlerwerts wird
f(g) - p auf der Halbgeraden

s(x) =v+am, reR,xz<0

dargestellt, die v selbst mit der Position einem gesondert zu benennenden Mittelpunkt m
verbindet. f : R — R bezeichnet hier eine Funktion, die den Fehlerwert € dem Verfahren
zuganglich macht und wird abhingig vom Verwendungszweck gewihlt. Beispielsweise sollte
sie fiir den vorliegenden Fall so konstruiert werden, dass das Verfahren die Vertices um umso
kleinere Abstidnde verschiebt, je weniger das elektrische Feld an dieser Position vom gesuchten
Isowert abweicht. Dies leistet beispielsweise eine gestauchte Tangens-Funktion, die qualitativ

mit hinreichender Genauigkeit und geringer Laufzeitkomplexitat durch

f(z) = max <—l, min <l, i)) (4.2)

mit einer Dampfungskonstanten k¥ € R, 0 < k < 1 und einem Séttigungswert | € R angenahert
werden kann. Damit verringert die Funktion f den Betrag der Schrittweite und beschrankt
ihn auf den Wert [. Abbildung veranschaulicht diese Variante. Unter der Annahme, dass
fur f eine Funktion mit einer Laufzeitkomplexitat von O(1) gewahlt wird, sind die folgenden
Ausfiihrungen unabhingig von dieser Wahl. Gleichung stellt ein geeignetes Beispiel einer

solchen Funktion dar.

In einfachen Konfigurationen kann dafiir der Schwerpunkt der Startgeometrie oder der
gewichtete Mittelpunkt der Punktladungen und deren Ladungsstiarke g; herhalten. Sollten sich
wihrend der Berechnung komplexere Geometrien ergeben, in denen Artefakte und Konvexita-
ten auftreten, bieten die einschldgigen Verfahren in Abschnitt Abhilfe.

In der initialen Phase des Alg.[19 wird die Startgeometrie erzeugt. Im zweidimensionalen
Fall entstehen dabei kreisformige Polygone mit einer gewiinschten Schrittweite, etwa durch eine
Variation des Bresenhamschen Midpoint Circle-Algorithmus [Kot+19, S. 55ff], der als Schritt-
grofe eine Strecke statt Pixeln verwendet und die Ergebnispunkte durch Kanten verbinden
konnte. Beim Erstellen dieser Kreise ist darauf zu achten, dass sie keine weiteren Punktladun-
gen enthalten. Dafiir kann etwa ein Radius gewahlt werden, der kleiner ist, als der kiirzeste
Abstand zwischen zwei Punktladungen. Dieses Vorgehen ist nur fiir einzelne Punktladungen
moglich, da es sich hierbei um eine diskrete Topologie handelt. Liegen mehrdimensionale

Ladungsanordnungen wie etwa Linien- oder Volumenladungen vor, kann beispielsweise auf
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0.5+

-1+

Abbildung 4.4: ¢ (schwarz) und mogliche Funktion f(g) mit [ = 0.5 und
k = 0.4 (blau)

die Konstruktion einer Startgeometrie durch die Minkowski-Summe eines kleinen Kreises und
der Topologie der Ladungsanordnung zuriickgegriffen werden. Allerdings weist diese eine
zusitzliche Laufzeitkomplexitit von O(n?) auf [Ski09, S. 617].

Die Berechnung des Shrink-Wrap-Verfahrens kann im Sonderfall eines statischen Feldes
mit anndhernd kreisformigen Flachen mit gut abschatzbarer Gré8e ebenfalls vor der Simulation
durchgefithrt werden. Liegen allerdings dynamische Felder vor oder liegen die Ausdehnungen
der Flachen nicht nah beieinander, kann wahrend der Simulation ein Rechenschritt des Ver-
fahrens pro Wiederholung durchgefiihrt werden, bevor das Bild gerendert wird. Dies fithrt zu
sukzessive praziseren Ergebnissen bei jedem Frame. Die Ergebnisse von funf Iterationen des

Alg.[19]sind in Abbildung [4.5|beispielhaft dargestellt.

Die Vertices passen sich automatisch an Veranderungen dynamischer Felder, beispielsweise
Anderung der Position oder Ladungsstirke der Punktladungen an, solange die Aquivalenzmen-
gen konstant bleiben. Andernfalls stehen die Erkenntnisse zur Reaktion auf falsch angenom-
mene Aquivalenzverhéltnisse der Punktladungen aus Abschnitt als Abhilfe zur Verfiigung.
Die Vertexdichte der resultierenden Meshes ist dabei nicht immer leicht abzuschétzen und kann
ebenfalls wihrend der Simulation durch gegebenenfalls selektives Anpassen der Auflésung,
wie in Abschnitt adaptiert werden.

4.5.2 Terminierung und Korrektheit

Der Verstindlichkeit halber wurde die clusterbezogene Behandlung der Meshes sowie die Be-
hebung von Artefakten, die im Abschnitt[3.3.13|besprochen wurden, bei der Angabe des Alg.
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Algorithmus 11 : Simulierter Algorithmus: Simulation und Schritt

eingabe : Menge der Punktladungen O, Isowert £ oder Startpunkt p

¢+ |E(p)]; // Falls statt ¢ der Startpunkt p gegeben ist
fiir alle (p, q) € Q tue

Mittelpunkt der Punktladungen m <+ ﬁ > Qs

Lade kreisférmige Startgeometrie mit Mittelpunkt m, die alle betreffenden
Punktladungen enthalt;
fiir alle Vertices des resultierenden Polygons v tue
‘ V<& V+Hmg
Ende
Vorbereitung fiir Fehlererkennung;
Ende
solange Simulation lduft tue
fiir alle Faces des Meshes f € F' tue
fir alle (v,m) € V tue
e+ E(v)—-&
Ve v fEnTap
Ende
Fehlerbehandlung fiir F;
Ende
Zeichne Kanten E;
Ende

vernachléssigt. Bei diesen handelt es sich um eigene Verfahren, denen sich eigene Abschnitte

dieser Arbeit widmen.

Beide seiner fiir-alle-Schleifen iterieren iiber eine endliche Menge. Der Beweis der Termi-
nierung erfolgt analog zu dem des Alg. [8; Die solange-Schleife terminiert, sofern die Simulation
terminiert. Die Korrektheit der Konstruktion der Startgeometrie beweisen [Kob+00]] bereits. Fiir
die Korrektheit der Schleife im Rendervorgang ist zu zeigen, dass fur die Fehlerwerte E (v;) — ¢
und E (v2) — £ in zwei aufeinanderfolgenden Schleifendurchliaufen E (vo) — ¢ < E(vy) — ¢

gilt, was als Aussage fiir eine Schleifeninvariante I gelten kann.

Fir den Teil vor der Schleife darf die Schleifeninvariante auf E (vy) — £ < oo verstarkt

werden und gilt trivialerweise. Innerhalb der Schleife gilt mit ebenso verstarkter Vorbedingung:

Aus dem vorherigen Schleifendurchlauf mit dem entsprechenden Fehlerwert € ist bekannt,
dass
(E(vi—fle)pi=mp) —§=21)
Diese Vorbedingung lasst sich abschwéchen zu:
(B(vi — flen) pu=my) — € <e1)
Da bisher v = vo, gilt auch:
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(E(vi—fle)vimmy) — € < e2)

g9 E(vy) — ¢

(B(vi - f(e1) f2=22) —§ <E(vi) — €)
Vo < V] — f(EQ)ﬁ

(E(v2) —{<E(v1) =€)

4.5.3 Beschreibung des Verfahrens in drei Dimensionen

Die im vorherigen Abschnitt dargelegte Variante des Shrink-Wrap-Verfahrens greift, abgesehen
von der Konstruktion der Startgeometrie, ausschlieflich auf affine Abbildungen zuriick und
lasst sich somit durch einfaches Erweitern der Dimensionen der Vektoren auf drei Dimensionen

iibertragen. Als dreidimensionale Startgeometrien kommen etwa UV- oder Icospheres in Frage.

4.5.4 Zeitkomplexitat

Die initialisierende Phase des Alg.[19/kennzeichnet sich durch eine fiir-alle-Schleife, die tiber
die Punktladungen und eine innere Schleife, die iiber alle Vertices der zuvor geladenen Start-
geometrie iteriert. Der Aufwand der Initialisierungsphase betragt also O(n? + T'(n)), mit T

als Laufzeit fiir die Vorbereitung der Fehlererkennung.

Wihrend der Renderschleife iterieren zwei Schleifen iiber die Faces bzw. Vertices dieser
Faces. Bei Vorliegen eines reguldren Meshes — bei UV- und Icospheres handelt es sich um
solche — féllt ein Aufwand von O(n) an. Fir die Fehlerbehandlung wurden in Abschnitt
verschiedene Verfahren mit unterschiedlicher Laufzeit vorgestellt. Die asymptotische Laufzeit
kénnen wir also mit O(n + T'(n)) mit der Laufzeit T' des Fehlererkennungsverfahrens abschét-
zen. In Abschnitt kommen wir zu der Feststellung, dass die Laufzeit fiir die Erkennung
falsch angenommener Aquivalenzen die der fiir die Erkennung falsch angenommener Nicht-
Aquivalenzen schligt. Der Konturbaum aus Abschnitt liefert die beste asymptotische
Laufzeit wihrend der Simulation, wenn bei der Initialisierung nur das Wurzelelement markiert
ist. Dadurch bleibt die Laufzeit der Simulation bei O(n), dafiir steigt der Aufwand wihrend der

Initialisierung auf O(2").

Das Ziel des Shrink-Wrap-Verfahrens, die Bildwiederholrate der Simulation zu minimieren,
kann durch eine Betrachtung der asymptotischen Laufzeit nicht nachgewiesen werden: Beide
Verfahren operieren in der Komplexititsklasse O(n?). n steht hier fiir die Anzahl der Berech-
nungen des elektrischen Feldes aus der Ladungsverteilung durch Gleichung (2.5). Dennoch
ist zu erwarten, dass bei einer gegebenen Ladungsverteilung und einem gegebenen Isowert
das Shrink-Wrap-Verfahren die Berechnung der Geometrie schneller abschlieflen kann, als der
Marching Cubes-Algorithmus. Der Grund dafiir liegt im Leerraum, tiber den der Marching

Cubes-Algorithmus iterieren muss, um zu einem Ergebnis zu gelangen.
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Abbildung 4.5: Die ersten fiinf Durchlaufe der Renderschleife mit Alg. fﬁr
eine Flache, die zwei Punktladungen enthalt

Abbildung [4.6| greift das Beispiel aus Abbildung [4.5| auf. Dargestellt ist der fiinfte Schritt
der Iteration. Fiir dieses Beispiel nehmen wir an, dass der Abstand aller Punkte des Shrink-
Wrap-Verfahrens zur Isoflache vernachlassigbar ist. Auflerdem zeigt die Abbildung das Gitter
der Zellen, tiber die der Marching Cubes-Algorithmus iteriert. Im gegebenen Beispiel iibersteigt
die Anzahl der Iterationspunkte des Marching Cubes mit 104 die des Shrink-Wrap-Verfahrens
mit 31 Iterationspunkten. Dieser Unterschied kommt durch leere Zellen innerhalb der Flache.
Das vorliegende Beispiel begiinstigt den Marching Cubes-Algorithmus: Es ist so gewahlt,
dass auerhalb der Flache nur einzelne leere Zellen vorkommen. Auflerdem ist die Isoflache
einwertig, wodurch keine etwaigen leeren Zellen zwischen den Fliachen auftreten kénnen.
Dennoch muss der Marching Cubes-Algorithmus iiber den gesamten Suchraum, also iiber alle
Gitterpunkte iterieren, da auch ihm als Eingabe nur die Ladungsverteilung und der Isowert,
nicht aber die Isofliche vorliegt. Ob der Algorithmus gerade eine leere Zelle bearbeitet, steht

also erst fest, wenn das Feld an allen Eckpunkten dieser Zelle berechnet wurde.

Um zu zeigen, dass das obige Beispiel reprasentativ fiir alle nicht destruktiven Falle ist,
versuchen wir nun Bedingungen herzuleiten, unter denen die Anzahl der Messpunkte fiir
beide Algorithmen gleich ist. Zu diesem Zweck verwenden wir das Ergebnis des Shrink-
Wrap-Verfahrens, welches wir als Vorgabe definieren, und stellen Modifikationen am Marching
Cubes-Algorithmus an, mit dem Ziel, dessen Iterationspunkte in der Anzahl auf die des Shrink-

Wrap-Verfahrens zu reduzieren.

Folgen wir der Definition des Marching Cubes-Algorithmus streng, muss der Abstand der

Gitterpunkte in jeder Dimension gleich grof3 sein. Unter dieser Anforderung miisste, sollten alle
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Abschnitt 4.5. Bestimmung der Vertex-Positionen durch ein Shrinkwrap-Verfahren

Abbildung 4.6: Beispielhafte Darstellung fiir die Anzahl der zu berechnenden
Punkte fiir Shrink-Wrap-Verfahren (dunkelmagenta) und das Zellengitter
des Marching Squares-Algorithmus (grau)

Abbildung 4.7: Ergebnis des Marching Squares-Algorithmus (dunkelmagen-
ta) zu einer Isofldche (griin) mit den Gitterabstdnden (Zmayx, Ymax)
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Abschnitt 4.5. Bestimmung der Vertex-Positionen durch ein Shrinkwrap-Verfahren

Punkte der Vorgabe abgebildet werden, der Abstand der Gitterpunkte in allen drei Richtungen
dem kleinsten Abstand zweier Punkte der Vorgabe entsprechen. Ein grofierer Abstand ginge mit
einem Informationsverlust einher. Dieses Vorgehen bewirkt eine grofie Menge an Messpunkten

und gleichzeitig eine deutlich hohere Detaildichte als die der Vorgabe.

Ebenso wie ein minimaler Punktabstand in allen Achsen kann auch ein maximaler bestimmt
werden. Bei dieser Wahl der Gitterabstande kann der Marching Cubes nur noch die grobsten
Details der Vorgabe erfassen, aber nicht mehr alle. Dennoch minimieren wir so die Anzahl der
notigen Messpunkte: Eine noch geringere Anzahl wiirde bedeuten, dass die etwaige Details
nur noch zufallig giinstig fallende Gitterpunkte dargestellt werden. Die Qualitat des Meshes
bleibt, wie in Abbildung[4.7|anhand des Marching Cubes-Algorithmus fiir zweidimensionale
Probleme dargestellt, bereits hier weit hinter der der Vorgabe zuriick, wohingegen die Anzahl der
Messpunkte weiterhin grofier ist, als die der Vorgabe. Eine weitere Reduktion dieser Messpunkte
ist nur noch durch Erhéhen ihrer Abstande tiber die grofiten Abstédnde der Vertices der Vorgabe

hinaus moglich.

Fiir Félle mit 2,y 7 Ymax haben wir die Anforderung des Marching Cubes-Algorithmus an
wiirfelférmige Zellen bereits aufgehoben. Losen wir die Kriterien des Marching Cubes soweit,
dass die Grof3e der Zellen untereinander variabel sein kann, ist es moglich, innerhalb einer
Achse die Abstande so zu wihlen, dass alle Punkte der Vorgabe wiedergegeben werden. Im
zweidimensionalen Fall entspricht die Anzahl der Zellen in einer Achse dann bereits der Anzahl
der Punkte der Vorgabe. In der anderen Dimension diirfte das Gitter nur aus einer Zelle mit
der Hohe des gesamten Suchraums bestehen, um ein Ergebnis zu erzielen, das dem Anspruch
geniigt, gleich viele Messpunkte wie die Vorgabe zu haben. Eine so geringe Auflosung lief3e
keinerlei Details erkennen. Fiir dreidimensionale Falle erfolgt die Argumentation analog: Die
letzte verbleibende Dimension kann nur aus einer einzigen Zelle bestehen, die die gesamte Hohe
des Gitters einnimmt. Ein Zustand mit gleicher Anzahl an Messpunkten fiir beide Verfahren
lasst sich also herbeifiihren, allerdings ist das Ergebnis des Marching Cubes-Verfahrens hier

nicht mehr verwendbar.

Eine weitere Aufhebung der Kriterien des Marching Cubes-Algorithmus miisste die Quader
des Gitters in allgemeinere Formen wie Parallelepipede und schliefflich Rhomboeder oder
Prismen uberfithren. Sofern diese parkettierbar sind, ergeben sich aber die gleichen Probleme,
solange sie sich nicht in irgendeiner Weise die Form der Isofliche zunutze machen, ohne diese

zu kennen.
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Abschnitt 4.6. Gegeniiberstellung der Verfahren

Abbildung 4.8: Das Gitter enthélt die gleiche Anzahl der Messpunkte, aber
nur eine Zelle in der y — Achse

4.6 Gegeniiberstellung der Verfahren

Ziel dieses Kapitels ist die Gegenuiberstellung der Verfahren, die sich im Verlauf dieser Ar-
beit als geeignet herausgestellt haben, eine Isofliche durch ein Mesh anzunahern, namentlich
des Shrink-Wrap-Verfahrens im Rahmen einer Simulation, der schrittweisen Suche und dem
Marching-Cubes-Algorithmus, um auf eine allgemeine Empfehlung zur Implementierung einer
Losung fir allgemeine und spezifische Problemstellungen hinzuarbeiten. Dazu beleuchten wir
verschiedene Aspekte wie die Laufzeitkomplexitit und den Umgang mit disjunkten Isoflichen
und Artefakten. Diese Aspekte betrachten wir aufgeschliisselt nach Verfahren und wigen dieses

gegeneinander ab.

Marching Cubes Der Marching Cubes-Algorithmus stellt sich als langsamster Kandidat fiir
die Anniherung von Isoflichen durch Meshes heraus: Zwar ist seine asymptotische Lauf-
zeit von O(n?) vergleichbar mit der anderer Verfahren, jedoch wird die durchschnitt-
liche Laufzeit durch Iteration iiber Leerraum erhoht. Dariiber hinaus wird zusatzlicher
Zeitaufwand zur Nachbearbeitung der Meshes benétigt, dessen genaues Ausmafd un-
ter anderem von der verwendeten Lookup-Tabelle abhéngt. Der Algorithmus kann fiir
das Problem lediglich eine initiale Losung berechnen; eine Verfeinerung der Ergebnisse
beispielsweise durch Interpolation ist denkbar, aber bei den derzeitigen Einsatzgebieten
des Algorithmus selten zielfithrend. Bei einer Verdnderung der Ladungsverteilung ist
aber eine Neuberechnung des Meshes nétig. Fehlannahmen von Aquivalenzen sind nicht
moglich; Artefakte konnen bei ungiinstiger Wahl der Auflésung entstehen, aber durch in
dieser Arbeit vorgestellte Methoden weder erkannt noch behoben werden, so dass zeitauf-
wandige Neuvermaschungs-Algorithmen zum Einsatz kommen miissen. Der Marching
Cubes-Algorithmus erstellt das Mesh agnostisch zu disjunkten Isoflachen: Da er iiber den

gesamten Suchraum iteriert, stellt sich die Frage nach der Aquivalenz von Punktladungen
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Abschnitt 4.6. Gegeniiberstellung der Verfahren

Kriterium Marching Cubes  Schrittweise Suche Shrink-Wrap
Laufzeit O(n?) O(nlogn) C O(n?), O(n?)
Nachbearbeitung mind. O(n?) nicht notig nicht notig
Speicherbedarf o) o(1) O(1) oder O(n)
Auflgsungsanpassung | nicht moglich O(n) O(n)
Dimensionen 3D 2D 3D
Verfeinerung Interpolation nicht moéglich Simulation

Inkl. Leerraum T(n*) T(n?) T (n?)
Ladungsverteilung Statisch Statisch Dynamisch
Flachen beliebig eine beliebig
Disjunkte Isoflachen automatisch nicht méglich gesondert
Suchraumbestimmung | nicht méglich nicht anwendbar Simulation
Artefakte Neuvermaschung Keine Auflésungsanpassung

Tabelle 4.1: Gegeniiberstellung der vorgestellten Verfahren

nicht. Die Darstellung einzelner gezielter Flachen ist nicht méglich. Auflerdem muss der

Suchraum im Voraus bekannt sein.

Schrittweise Suche Die schrittweise Suche bietet einzig hinsichtlich der asymptotischen Lauf-

zeit mit O(n logn) gegeniiber den anderen vorgestellten Verfahren einen Vorteil. Itera-
tionen tiber Leerraum finden nicht statt. Sie eignet sich lediglich zur Ann&herung einer
einzelnen Isofliche und bleibt im Einsatz auf zweidimensionale Fille beschrankt. Auch
kann die schrittweise Suche nicht dazu verwendet werden, disjunkte Flachen darzustellen.

Ihre Verwendbarkeit grenzt sich daher auf Sonderfalle ein.

Shrink-Wrap Dem Shrink-Wrap-Verfahren ist zueigen, dass es neben der Anpassung des

Meshes wihrend der Simulation einen zusatzlichen Aufwand fiir die Generierung des
Meshes benoétigt. Die Wahl der Startgeometrie hingt davon ab, wie die Simulation auf das
Feststellen einer falschen Aquivalenzrelation reagiert. Falls kein schnelleres Verfahren
zur Generierung zur Verfigung steht oder die Simulation kritisch sowohl hinsichtlich
der Speicher- als auch der Laufzeitkomplexitat ist, keine Informationen iiber die Cluster
benétigt werden und der Suchraum bekannt ist, kann dafiir sogar der Marching Cubes-
Algorithmus eingesetzt werden. Im Gegensatz zum Marching Cubes-Algorithmus kann zu
Lasten der durchschnittlichen Laufzeitkomplexitéit die Auflésung des Resultats wihrend

des Verlaufs gezielt erh6ht werden.

Die Tabelle stellt die obigen Erkenntnisse gegeniiber. Aus ihnen lasst sich ableiten,

dass in allgemeinen, wihrend der Simulation zeitkritischen Anwendungen mit dynamischer

Ladungsverteilung das Shrink-Wrap-Verfahren zu wihlen ist.
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4.7 Heuristiken zur Abschatzung der Cluster

Die Aufgabe der oben aufgefiihrten Verfahren ist, die Struktur der Meshes so zu generieren, dass
sie disjunkte Flachen korrekt repréasentieren. Der Marching Cubes-Algorithmus erreicht diese
Reprisentation durch Iteration tiber den gesamten Suchraum, beim Shrink-Wrap-Verfahren
withrend einer Simulation durch Reaktion auf falsch angenommene Aquivalenzverhiltnisse der
Punktladungen sichergestellt. Die schrittweise Suche hingegen vernachlissigt jedoch, dass sie
die Isofliche moglicherweise nicht vollstandig wiedergibt. Sie kann jedoch verwendet werden,
um eine Heuristik zur Erstellung der Cluster zu ermoglichen. Ihr Ergebnis kann auch fiir
das Shrink-Wrap-Verfahren nutzbringend sein, weil es einigermafien zuverlassige Annahmen
beziiglich der Aquivalenzverhéltnisse der Punktladungen treffen kann. Bisher war das aufgrund

der Arbitraritat der Cluster iiberhaupt nicht méglich.

4.7.1 Wiederholte schrittweise Suche

Das in Alg. [12|beschriebene Vorgehen erfordert die Erweiterung der Datenstruktur um eine
doppelte Markierbarkeit, also zwei zusétzliche Datenelemente, die jeweils die betroffene Punkt-
ladung als ,markiert” oder ,nicht markiert” kennzeichnen. Die Bestimmung der Cluster der
Ladungen kann durch Iteration des Algorithmus 10| mit einem Punkt bei p; erfolgen, der so
grof} ist, dass ein Kreis mit dem Zentrum am Durchschnittspunkt aller Ladungen bei m und dem
Radius

Suche mit dem Anfangspunkt p wiirde also in einem Polygon resultieren, das alle Punktladun-

|p+ — m|| alle Ladungen umschlieSen wiirde. Eine Durchfithrung der schrittweisen

gen beinhaltet. In jeder Iteration der schrittweisen Suche wird die nachstgelegene Punktladung
markiert. Wann immer in einer folgenden Iteration beim Verschieben von p. in Richtung p
eine Ladung nicht markiert wurde, ist ein neues Cluster gefunden worden, und ein weiterer
Punkt ry mit |[E(r;)|| = ¢ muss in Richtung des Zentrums der eingeschlossenen Ladungen
gefunden werden. Es handelt sich also um ein rekursives Verfahren. Die Weite des Suchschritts
kann beliebig gewahlt werden: Eine hohere Schrittweite fithrt dazu, dass mehr Punktladungen
in einem Iterationsschritt die Markierung wechseln, die in einem weiteren Rekursionsschritt
behandelt werden miissen. Die Schrittweite in der Groflenordnung des Abstands der Punktla-
dungen zueinander zu wihlen tragt der Laufzeit zu: Eine groflere Schrittweite wird dazu fithren,
dass Punktladungen in verschiedenen Clustern zwischen zwei aufeinanderfolgenden Durchlau-
fen ihre Markierung wechseln. Bei kleinerer Schrittweite werden hiufig keine Punktladungen
die Markierung wechseln, was fir diesen Durchlauf keine Erkenntnis beziiglich des Clusterings
liefert. Ein Beispiel fir einen einzelnen Schritt dieses Vorgehens ist in Abbildung[4.9)dargestellt.

4.7.2 Vollstandiges Clustering

Im folgenden entwickeln wir einen Ansatz zur Anndherung des vollstindigen Clusterings.

Dieses baut auf Alg. [12|auf. Als Eingabe erwartet es die Punktladungen, wobei die Positio-
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Abschnitt 4.7. Heuristiken zur Abschiatzung der Cluster

Algorithmus 12 : Clustering

eingabe : Menge der doppelt markierbaren Punktladungen
Q = {(qo, (mo,mn0)), (q1, (M1, n1))}, Startpunkt p oder Isowert £, optional
Grenzpunkt p4
ausgabe : Polygone P
¢ = E(p);
m = ﬁ qug Qp;
wenn Grenzpunkt nicht angegeben dann
1
P+ =m+ {¢g € Qmax(|m —gq|[})- |0|; // Beliebiger Vektor mit Linge
0

; // des gréBten Abstands
Ende
Schrittweise Suche an Punkt p. ; Bestimme in jedem Schritt die nichste Punktladung

qg,m,mn;m<— T,
Ergebnispolygon e;
solange p. hinter p tue
Schrittweise Suche an Punkt p. ; Bestimme in jedem Schritt die nichste Punktladung
q,m,n;n 4 T;

Verschiebe p4 in Richtung von m;
Folge Q’;
fir (¢, m,n) € Q tue

wenn m # n dann

‘ Fuge (¢, m,n) Q hinzu;

Ende

Fige P das Ergebnis von Clustering(Q’.£,q,) hinzu;

Tausche(m,n);
Ende
Ende
Riickgabe e;
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Abschnitt 4.7. Heuristiken zur Abschiatzung der Cluster

Abbildung 4.9: Einordnung der Punktladungen in Aquivalenzklassen

nen einer Koordinate nach sortiert sein miissen. Das Verfahren basiert darauf, die Strecke der
aufeinanderfolgenden Punktladungen zu dritteln und an beiden Zwischenpunkten eine vor-
laufige Flache durch die schrittweise Suche zu generieren. Der an diesen Punkten gemessene
Isowert ist ebenfalls Teil der Datenstruktur. Das Ergebnis ist eine Liste, die in der Hinsicht
einen Ersatz fiir einen Konturbaum darstellt, indem sie alle moglichen Meshes generiert mit
einer Zusatzinformation, wann diese ein- und auszublenden sind: Eingeblendet werden alle
Meshes, deren zugehorige Isowert iiberschritten wird. Dabei ist zu bemerken, dass es sich bei
dem Ergebnis lediglich um eine Annidherung der Mesh-Struktur handelt: Generiert werden
lediglich die Meshes selber. Da die Isowerte nicht genau bestimmt werden, geben sie die Isofla-
che nur grob wieder. Fiir makroskopische Probleme mit groflen Clustern, die vergleichsweise
weit voneinander entfernt sind oder denen ein kleiner Isowert zugeordnet ist. Ebenfalls kann
wihrend des Riickgriffs auf die schrittweise Suche nur zweidimensionale Geometrie generiert

werden.

Algorithmus 13 : Heuristik fir das vollstindige Clustering
firi € z|lx € N,z < #Q — 1 tue

s < (Qit1)p — (Qi)ps
p1=s+(l5);
p2 = s+ (15);
Polygon p < schrittweise Suche an Punkt py;
Fige (p, E(p1)) dem Clustering hinzu;
p < schrittweise Suche an Punkt po;
Fuge (p, E(p2)) dem Clustering hinzu;
Ende
Kapitel 4
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KAPITEL 5

Parallelisierbarkeit der Algorithmen

Alle gangigen Programmiersprachen, darunter C und C++ [Ban20, S. 355], Java [SBG22, S. 489],
Python [Hat16, S. 167] und Haskell [Men14] S. 187] durch Multithreading, JavaScript [DSK17, S.
2] durch Web Workers, bieten Moglichkeiten zur einfachen Umsetzung parallelisierter Algorith-
men. Dies motiviert die Untersuchung der Parallelisierbarkeit der in dieser Arbeit vorgestellten
Verfahren. Einige dieser Verfahren stellen Operationen auf Monoiden dar, die stets parallelisier-
bar sind. Wir leiten diese Argumentationsweise her, indem wir zundchst Monoiden definieren
und einige Beispiele anfithren. Danach begriinden wir die Parallelisierbarkeit von Monoiden
durch ihre assoziative Eigenschaft. Schlieflich begriinden wir fiir jedes Verfahren separat seine
Parallelisierbarkeit — wenn moglich durch Aufzeigen der monoidalen Struktur — oder seine
Nicht-Parallelisierbarkeit.

Aufgrund seiner weiten Verbreitung lohnt es sich hervorzuheben, dass der Marching Cubes-
Algorithmus aus Abschnitt [4.3| nicht parallelisierbar ist: Es ist zwar moglich, alle Zellen des
Marching Cube-Algorithmus unabhéngig voneinander zu berechnen, allerdings wiirde dies
ein eigenes offenes Mesh fiir jede Zelle produzieren, das bei Konkatenation aller Meshes ein
einziges Mesh ergibe, das neben dem Kriterium der Geschlossenheit ebenfalls das Kriterium
der Sauberkeit nicht erfiillt. [GZ22] legen ein Verfahren fiir Sonderfille fiir den Bereich des
Medical Imaging vor, das die Vertices des rekonstruierten Meshes ,fast iiberall® (almost eve-
rywhere) exakt platziert, ohne allerdings den Begriff ,fast tiberall” zu quantifizieren. Dafir
wenden sie den von [Nie04] vorgestellten Dual Marching Cubes-Algorithmus an. Dieser er-
stellt fiir jede Zelle den Vertex eines Meshes, die durch Nachbearbeitungsschritte zu einem
gesamten quadrilateralen Mesh verbunden werden. Die Voxel lassen sich zellenweise unab-
hiangig voneinander generieren. Durch Erweiterung der Datenstruktur um die Position der
Zelle konnen die benachbarten Vertices als Information erhalten werden. Dadurch lassen sich
auch die Kanten und Flachen des Meshes unabhingig voneinander erstellen. Somit ist der
Gesamtprozess parallelisierbar, aber auch aufwéndiger: Sowohl [Nie04]] als auch [GZ22] geben

keine Hinweise auf die Laufzeit des Algorithmus, allerdings baut dieser auf dem Marching
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Cubes-Algorithmus auf und erweitert diesen um die Erstellung des Meshes aus den Vertices.
Selbst unter der Annahme, dass die asymptotische Laufzeit gleich ist, wird doch die durch-
schnittliche Laufzeit die des Marching Cubes-Algorithmus tibersteigen. Ein weiterer Versuch
der parallelisierten Ausfithrung des Marching Cube-Algorithmus findet sich in [MN97]]. Der
Arbeit fehlt aber ein Beweis der erfolgreichen Parallelisierung, der tiber die Interpretation des

Plots eines Laufzeitmessungsexperiments hinausgeht.

Diese Arbeit macht sich an unterschiedlichen Stellen Monoiden dienstbar. Monoiden er-
moglichen auf natiirliche Weise Parallelisierung unter anderem beim Einsatz von Listenkom-
binatoren [[CB14] Ss. 259ff] oder der Konstruktion von Homomorphismen. Von besonderem
Interesse ist im Folgenden die Eigenschaft der Assoziativitat der Monoiden beziiglich der bi-
néren Operation. Einige der besprochenen Datenstrukturen weisen zwar neutrale Elemente
auf. Diese sind aber, wie wir sehen werden, fiir das Aufzeigen einer Parallelisierbarkeit uner-
heblich. Die Argumentationen kénnten somit auch anhand von Halbgruppen erfolgen. Die
zugrundeliegenden Erkenntnisse entstammen allerdings der Kategorientheorie, die ihrerseits
keine Halbgruppen kennt, die nicht auch Monoiden sind. Wir halten es aber nicht fiir nétig,
das Thema der Kategorientheorie qualifiziert einzufithren, um die nachfolgenden Punkte dar-
zulegen. Um Verwechslung zu vermeiden werden wir daher dennoch den Begriff ,Monoid*

verwenden.

Beispiele

1. Zeichenketten, wie sie aus der Programmiersprache C bekannt sind, sind Monoi-
den: Laut Kapitel 2| bezeichnen Folgen eine geordnete Menge mit einer binaren,
Operation, der Konkatenation. Diese ist ebenfalls assoziativ [Bec07, F. 53]. Die
leere Zeichenkette "" ist als neutrales Element zu verstehen. Zeichenketten sind
also Monoiden.

2. In Abschnitt wird die Existenz eines Halbgruppenhomomorphismus zwi-
schen der Punktliste eines Polygons und einem als Listenkombinator umgesetzten

Pradikat zur Entscheidung eines Punktbeinhaltungstests.

Ein Algorithmus, der die Funktion f implementiert, die zwei Monoiden aufeinander abbildet,
lasst sich aufgrund der assoziativen Eigenschaft parallelisieren. Seien mj, ma usw. Elemente des
Monoiden (M;, +). Dieser ldsst sich auch aufgeschlisselt nach den kombinierten Elementen

oder mit dem Summenzeichen als Reduktion notieren:

(Mi,+)=mi+mg+---=> my=+/M
ieN

notieren. Der gesamte Monoid soll nun durch diese Funktion f mit einem weiteren Monoid

(My, x) als Ergebnis bearbeitet werden. Die Rechnung erfolgt durch die Operationen. Unter
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Anwendung des Assoziativgesetzes konnen die Klammern der Addition hinzugefiigt werden,
um die Addition anzudeuten:
m1 + (m2 + (m3...)))

Die sequentielle Abarbeitung dieser Elemente erfolgt durch

fmix f(ma* f(ms...)))

Das erneute Anwenden des Assoziativgesetzes erlaubt das Entfernen der Klammern:

f(my) * f(ma) x f(ms) ...

Verstanden als assoziative algebraische Struktur mit einer bindren Operation und neutralem
Element erlaubt die assoziative Eigenschaft bildlich gesprochen das ,Auftrennen® des Datentyps
anhand des binaren Operators und das individuelle Anwenden der Funktion auf einzelne Da-
tenelemente. Ist das Bild ebenfalls ein Monoid, kann hier wiederum die assoziative Eigenschaft
der Monoiden zu Hilfe genommen werden, um die Ergebnisse der Funktion anhand des dort
vorliegenden bindren Operators als Teilergebnisse zu einer Datenstruktur zusammenzusetzen,
die das Ergebnis repréisentiert. Somit sind die Einzelergebnisse der Berechnung nicht voneinan-
der abhéngig und bilden - ebenfalls unabhéngig von der Laufzeit der einzelnen Berechnungen

— sobald alle ermittelt sind das Endergebnis.

Bei der Einfithrung aller in dieser Arbeit neu prasentierten Datenstrukturen wurde, sofern
vorhanden, die ihre monoidale Struktur aufgezeigt; die folgenden neu prasentierten Algorith-

men operieren auf diesen:

« Das Shrink-Wrap-Verfahren in Abschnitt[4.5]iteriert iiber die Vertex-Folge aller Meshes.
Hierbei berechnet die parallelisierbare Funktion eine Verschiebungsmatrix fiir den zu

bearbeitenden Vertex und wendet diese an.

« Das invertierbare der in Abschnitt[3.3.13| vorgestellten Verfahren zur selektiven Anpas-
sung der Auflosung von Meshes operieren auf den Vertex-, Kanten und Flachenfolgen der
Meshes. Zur Erlauterung sei aq, as, as, . .., a;, . . . die Kantenliste und a; = p; 1, Pi,2, Pi,3
die Punktliste der Flache i-ten Flache. Die zugehorige Abbildung lautet:

{- -y Gi—1, {pi,b Pi2, pz‘,3} y i1, - - ~}
= {- -y Gi—1, {pi,17 Pi2, pi,m} ) {Pi,m7 Pi2, pz‘,3} ) {Pz’,3, Pi 1, pi,m} y i41, - - -}

« Wie in Abschnitt ausgefiihrt, stellt der Punktbeinhaltungstest fiir Polygone einen

Isomorphismus in Halbgruppen — angepasst an die Bezeichnungen dieses Abschnitts:
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in Monoiden — dar. Der Polyeder-Punktbeinhaltungstest aus Abschnitt stellt eine

Erweiterung dieses Verfahrens fiir drei Dimensionen dar.

Besondere Betrachtung erfordert die Konstruktion von Icospheres durch Subdivision. Zwar
bilden sowohl Meshes als auch Polygone Folgen, die ihrerseits monoidale Struktur aufweisen.
Allerdings sind die Elemente der Folgen des Meshes beziiglich jeder Subdivisionsoperation nicht
abgeschlossen. In [Mla+19|] gelingt es, die Catmull-Subdivision auf diinn besetzte Matrizen
beziiglich der Multiplikation zuriickzufiihren, die insbesondere einen Monoiden darstellen, und
ihre Berechnung parallelisiert auf mehreren Kernen der GPU durchzufithren. Durch diesen

Ansatz ist auch die Subdivision parallel umsetzbar.

Die folgenden Verfahren konnen sich die monoidale Struktur der Datenstrukturen nicht

zunutze machen und sind auch anderweitig nicht parallelisierbar:

« Das Auftrennen und Zusammenfiigen von Meshes aus Abschnitt Die Geometrie
zwischen zwei Offnungspolygonen ist nur sequentiell abzuarbeiten, da zu Beginn nur zwei
Punkte miteinander verbunden werden kénnen. Alle weiteren Kanten des schlielenden

Polygons sind von den Ergebnissen der vorherigen Schritte abhangig.

+ Auch wenn die Potenzmenge parallelisiert bestimmbar ist, ist laut [Gib20, S. 10] die
Konstruktionsoperation fiir Baume zwar homomorph zur Konkatenation von Folgen,
allerdings ohne dabei die Assoziativitit zu erhalten. Eine Parallelitét fiir die Konstruktion
von Konturbdumen ist also aus der obigen Argumentation nicht ableitbar. Auch fiir die
in Abschnitt [3.3.7] vorgestellten g und f sind nicht parallelisiert anwendbar. Dies lasst
sich durch ein Gegenbeispiel aufzeigen: Gegeben sei der markierte Konturbaum {a’, b'}°
mit beliebigen Unterbaumen a und b. Die Funktionen f(b) und f(b) resultieren in un-
terschiedlichen Baumen, je nachdem, in welcher Reihenfolge sie angewendet werden.
Eine parallele Ausfithrung kann zum Auftreten einer Wettlaufsituation fithren. Dazu
ist zu bemerken, dass beide Anwendungen den Baum in einen undefinierten Zustand
versetzen, wenn zuvor die jeweils andere ausgefithrt wurde, weil f auf markierten Kno-
ten nicht definiert ist. Analoge Uberlegungen gelten fiir g. Da zu jedem Zeitpunkt nur
eine Falschannahme beziiglich der Aquivalenzverhiltnisse der Flichen erkannt werden
kann, konnte eine gleichzeitige Ausfithrung mehrerer Operationen fiir g und f und die
daraus resultierenden Probleme nur einer fehlerhaften Implementierung geschuldet sein.
Korrekterweise kann immer nur eine der Funktionen gleichzeitig ausgefithrt werden.

Daraus folgt aber nicht die Parallelisierbarkeit dieser Operationen.

« Der schrittweise Suchalgorithmus aus Abschnitt ermoglicht keine Moglichkeit der

Parallelisierung: Jeder Schritt ist abhéngig vom Ergebnis des vorherigen Schritts.

Kapitel 5
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KAPITEL 6

Makro-kontrollierte prozedurale Generierung fiir

Spielgeometrie

Ein untergeordnetes Ziel dieser Arbeit ist, die Erkenntnisse aus dem Hauptteil auf ein The-
mengebiet abseits der Elektrotechnik, aber noch innerhalb des Themenkreises der Virtual- und
Augmented Reality anzuwenden. Kapitel [4.6 enthlt die Feststellung, dass der Algorithmus, der
eine einzelne Flache einer Isoflache durch ein zweidimensionales Mesh annihert, auf Sonder-
falle begrenzt ist. In diesem Kapitel heben wir die Videospielentwicklung als einen solchen
Sonderfall hervor: Wir verwenden die schrittweise Suche, um zu einem beliebig konstruierten
zweidimensionalen Vektorfeld eine Représentation seiner Isoflachen zu generieren und diese
durch Mittel wie Extrusion in eine zweidimensionale Geometrie zu Giberfithren. Videospiele
sind zwei- oder dreidimensionale, interaktive und visuelle Simulationen, die der Unterhaltung
dienen. Diese beinhalten in der Regel zwei- oder dreidimensionale Geometrie. Videospiele
sind ein Beispiel fiir visuelle Simulationen mit einem besonderen Anspruch an die Komplexitat
der dargestellten Geometrie, sowohl was die Szenerie als auch Charaktere, Gegensténde, etc.
angeht: Die PlayStation der ersten Generation war fiir das Rendern von 3600000 Polygonen aus-
gelegt, solange lediglich primitive Schattierungsverfahren wie flat shading zum Einsatz kamen.
Die Erstellung dieser Szenerie durch die Bearbeitung von Meshes und der damit verbunde-
ne besondere kiinstlerische Aspekt macht die Erstellung von Videospiel-Szenerien besonders

zeitaufwindig, insbesondere bei umfangreichen Open-World-Anwendungen.

Diesem Umstand wird héufig durch den Einsatz von Werkzeugen der prozeduralen Generie-
rung entgegengewirkt [SA17]. Ublicherweise wird Rauschen verwendet, um eine Height-Map
zu erzeugen, die von einem Designer manuell nachbearbeitet wird, um eine Umgebung fiir
Geometrie fiir Spielobjekte wie Gebaude, Pickups, NPCs, Dekoration usw. zu schaffen, die

ebenfalls manuell platziert werden miissen.

Einige Videospiele, vor allem aus dem Roguelike-/Roguelite- oder Open-World-Survival-

Genre, enthalten spezielle Funktionen fiir die prozedurale Generierung der Spielumgebung
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[MO17]. Zwar sind die Produktionsregeln in diesem Fall etwas aufwéndiger, folgen aber dem

selben Prinzip.

Spiellandschaften, insbesondere dreidimensionale, zeichnen sich dadurch aus, dass sie sich
entweder auf eine bestimmte Art von Infrastruktur konzentrieren (z. B. einen Dungeon) oder ei-
ne diinne Population infrastrukturdhnlicher geometrischer Primitiva aufweisen, die den Design-
Vorgaben nach sich zwar nicht iiberschneiden diirfen, aber dennoch zufillig aussehen miissen
und kaum Grofienanpassungen zulassen, was den Einsatz von Relaxations-Algorithmen stark

erschwert. Ein Beispiel hierfiir sind Open-World-Sandboxes wie Minecraft.

Der Grund dafiir hat eine 6konomische Dimension: Obwohl menschliches Handeln nicht
quantifizierbar ist, konnen wir dennoch sagen, dass ein Designer, der eine Maschine im Sinne
der Mensch-Maschine-Interaktion einsetzt, ein gewiinschtes Ergebnis mit einem Minimum
an Interaktionshandlungen erzielen mochte. Eine rein zufallig generierte Spielumgebung —
also eine solche, die keine Interaktionshandlungen fiir ihre Erstellung erfordert — kann die
spezifischen Vorstellungen eines Designers, die in einer informatischen Datenstruktur ausge-
driickt werden konnten, moglicherweise nicht umsetzen, wihrend die rein manuelle Erstellung
einer exakten Darstellung der Vorstellungen des Designers im Detail die maximale Anzahl der
Interaktionshandlungen erfordert. Je mehr menschliche Kontrolle wir also zulassen, desto mehr
Automatisierung werden wir aufgeben miissen und umgekehrt. Wenn wir keine reine zufallige
Generierung anstreben, ist ein gewisses Maf} an Interaktion erforderlich, um die Vorstellun-
gen einer Maschine mitzuteilen, die sie perfekt umsetzen wiirde. Jede dariiber hinausgehende

erforderliche Interaktion ist unerwinscht.

6.1 Makro-kontrollierte Erstellung von Geometrie fiir Video-
spiele

6.1.1 Rein prozedurales Generieren und prozedurales Generieren mit Mikro-
und Makro-Kontrolle

Wir werden zunéchst die Begriffe ,rein prozedurales Generieren® und ,,Mikro-Kontrolle® ein-
fithren, bevor wir uns an einer Definition der Makro-Kontrolle versuchen. Dafiir greifen wir

auf den Begriff des informatischen Prozesses zurtick.

m Prozess

Ein Prozess I — O bezeichnet eine Abbildung einer Menge Eingabeobjekte I auf eine
Menge Ausgabeobjekte O.

Kapitel 6
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Ein Prozess unterscheidet sich insofern von einer Funktion, als dass Fragen der praktischen
Informatik, wie nach der Programmiersprache der Implementierung oder ob eine Fehlerbe-
handlung durchgefiihrt wird und der Mathematik, wie nach der Wohldefiniertheit oder ob es
sich um eine Bijektion oder um eine reine Funktion handelt, keine Beachtung finden. Diese
Abgrenzung ist sinnvoll, weil wir Prozesse als prinzipiell von Menschen durchfithrbar verstehen
wollen. Unter anderem um die Durchfithrung durch Menschen nicht zu einem notwendigen
Kriterium zu machen, wollen wir aber die Kriterien der Komposition und Assoziativitat aus

beiden oben erwéhnten Disziplinen fiir Prozesse iibernehmen.

Die Definitionen hiangen von der gewiinschten Art der Ausgabe ab, an die zunachst nur
der Anspruch gestellt wird, dass es sich dabei um ein Objekt eines beliebigen Typs handeln
soll. Passende Beispiele fiir den Kontext der Spieleentwicklung sind Punkte, Flachen, Pixel oder

Modellmatrizen.

m Rein prozedurales Generieren

Wir nennen einen Prozess P : I — O einen rein prozeduralen Generator, wenn er lediglich
angesichts der Eingabe I und des Prozesses selbst keine Aussage iiber den Ausgang O
ermoglicht, aufler durch Abarbeiten des P selbst.

Die Unméglichkeit, eine Aussage iiber O zu treffen, impliziert, dass auch I nicht gew#hlt
werden kann, um O gezielt zu beeinflussen. Rein prozedurales Generieren folgt typischerweise
festen Regeln und hat zum Zweck, einen Spieler mit unerwartbaren Spielinhalten zu konfron-
tieren. Eine Abarbeitung durch einen Menschen ist also nicht wiinschenswert und haufig auch

nicht in angemessener Zeit moglich.

Kapitel 6
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(a) Urspringliches Mesh mit (b) Auswirkung der Rotation ei- (c) Weight Map fiir einen Kno-
Bewegungsskelett nes Knochens chen

Abbildung 6.1: Geriggtes Modell

Beispiele fiir makro-kontrollierte Prozesse

« Der Perlin-Rauschprozess (Perlin Noise) erzeugt als Ausgabe ein diskretes Skalar-
feld, das als Graustufen aufgetragen ein Zufallsbild mit weichem, wolkenartigen
Strukturen wie in Abb.[6.2|erzeugt. Seine Eingabe ist eine Zufallszahl (Seed) und
eine Zellengrofle. Wir konnen nur durch Kenntnis dieser beiden Werte weder Aus-
sagen uber die Helligkeit eines bestimmten Pixels treffen, noch kénnen wir diese
Werte wihlen, um die Helligkeit eines Pixels zu erwirken oder gezielt Strukturen
zu erzeugen.

« Das Rigging (Animation durch Bewegungsskelette) dreidimensionaler Modelle rea-
lisiert eine gewichtete Abbildung von Vertices des Meshes auf ein Bewegungs-
skelett. Durch diese Abbildung ist es moglich, das Mesh durch Manipulation
des Skeletts makrokontrolliert zu bewegen S. 424ff]. Dieser Vorgang ist
in Abbildung [6.1] illustriert. Die Position vieler Vertices ist nach einer Operati-
on auf dem Bewegungsskelett von Menschen gut abzuschatzen, sie sind jedoch
nur durch den Prozess selbst genau berechenbar. Es handelt sich also um einen

makro-kontrollierten Prozess, auch wenn dieser selbst keine Geometrie generiert.

m Mikro-kontrolliertes Generieren

Als mikro-kontrollierten Generator bezeichnen wir einen isomorphen Prozess P : I — I.

Diese Begriff bezeichnet also Prozesse, deren Ausgangsobjekte logisch ihrem Eingang glei-
chen. Mikro-kontrollierte Generatoren zeichnen sich dadurch aus, dass dem Designer keine
nennenswerte Moglichkeit zur Automatisierung zur Verfiigung steht: Nach dem Prozess hat er
mit den gleichen Objekten zu tun, wie vorher. Mikro-kontrolliertes Generieren ist in hohem Maf}

auf die Verkniipfung ihrer Prozesse angewiesen: Erst in einem anderen mikro-kontrollierten
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Abbildung 6.2: Perlin-Rauschen mit einer Zellengrofie von 32 und dem
Seed 1.

Abbildung 6.3: Aus Punktladungen generierte Height-Map

Kapitel 6 133
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Prozess findet seine Ausgabe als Eingabe auf einer anderen Stufe Verwendung. Beispiele hierfiir
sind das Zeichnen einer Height-Mapmit Programmen wie Photoshop, die Manipulation von
Vertices in Blenders Edit Mode oder das Verschieben, Drehen und Skalieren von Objekten in

Unity, die weitgehend ohne Automatisierung auskommen.

Der Ubergang zu makro-kontrollierter Generierung findet in der Vereinigung mikro-

kontrollierter Eingabe mit der prozeduralen Generierung statt:

m Makro-kontrolliertes Generieren

Als makro-kontrollierten Generator bezeichnen wir einen prozeduralen Prozess P : I —

O, wenn ein zweiter Prozess P’ : I — O’ existiert, so dass O ~ O'.

Das Potential zu hohem Automatisierungsgrad besteht durch P. Der Designer interagiert
mit Parametern, die sich logisch von den Ausgangsobjekten unterscheiden. Auf diese Weise
erhilt er den Charakter der rein prozeduralen Generierung, erlaubt aber durch die Eingabe I
eine einfache Vorhersage und Kontrolle durch P’ iiber seine Ausgabe O’. Die Existenz eines
Prozesses Q : O — O’ kann nicht vorausgesetzt werden, da sonst die Komposition @ o P’
entstiinde, die eine logische Verkniipfung zwischen Ein- und Ausgang des Prozesses darstellen
wiirde. Stattdessen deutet der Operator ~: A x B — {T, L} eine subjektive Ahnlichkeit der
Objekte A und B an. Durch P’ und durch die logische Gleichheit von O’ und O wird ebenfalls

Kontrollierbarkeit gew#hrleistet.

Solange irgendeine Art der kontrollierten Automatisierung des Entwurfsprozesses denkbar
ist, beeintrachtigt der Design-Aspekt die Verfiigbarkeit von Mikro-Kontrolle nicht. Dies ermdg-
licht dem Designer, den Prozess mit der geringsten Anzahl unerwiinschter Interaktionen zu

wihlen.

Bézier-Kurve

Eine Bézier-Kurve besteht aus einer Menge speziell angeordneter Punkte O, die bestimm-
ten Kontinuitdtsanforderungen gentigt [Kot+19]]. Diese Punkte werden aus einer Menge
von Kontrollpunkten I durch Kombination der Bernstein-Polynome in einen Prozess P
prozedural berechnet.
« O und [ unterscheiden sich insofern logisch, als dass alle Punkte in O auf der
Kurve liegen, in I aber nur zwei notwendigerweise.
« P’ besteht in der Fihigkeit eines Menschen, O durch eine bildliche Darstellung

von [ grob abzuschitzen.
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Abbildung 6.4: Bézier-Spline mit Kontrollpunkten

Ein weiteres bekanntes Beispiel ist der Marching Squares-Algorithmus in einigen seiner
Auspragungen, der verschiedene nicht iibereinstimmende Typen der Ein- und Ausgabe haben

kann.

Eine interessante Uberlegung ist, ob das Ergebnis eines makro-kontrollierten Prozesses als
mikro-kontrollierbar bezeichnet werden sollte. Dies wirft die Frage nach der Typengleichheit
auf. Eine Height Map wie in Abb.[6.2]besteht aus einem Feld von Pixeln. Es konnte nachbearbei-
tet werden oder mit einem Standard-Bildbearbeitungsprogramm unter Erhaltung der logischen
Struktur editiert werden: Seiner Gestalt nach wire es dann immer noch eine Height-Map, aber
nicht einer Art, die dem Ergebnis eines Perlin-Rauschens dhnelt. Im Gegensatz dazu kann eine
durch Pixel angenaherte Bézier-Kurve nach der Manipulation ihrer Pixel weiterhin einer Bézier-
Kurve, zwei Bézier-Kurven, einer diskontinuierlichen Kurve und einer Nicht-Kurve dhneln, je

nach Menge und Position der hinzugefiigten oder entfernten Pixel.

6.2 Punktladungen und Vektorfelder als Height-maps

Die Ausgaben eines makro-kontrollierten Prozesses unterscheiden sich logisch von seinen Ein-
gaben. Vorzugsweise ist die Eingabe leichter zu kontrollieren als die Ausgabe, zumindest muss
sie aber gleich gut kontrollierbar sein. Um Interaktion zu erméglichen, muss die Ausgabe eine
Art natiirliches Ende"haben, da der Mensch von Natur aus nicht im Unendlichen handeln kann.
Das bedeutet ebenfalls, dass jeder Prozess mit einer unendlichen Ausgabemenge zumindest zu

einem gewissen Grad rein prozedural erzeugt sein muss.

Fir moderne Spiele wollen wir in der Lage sein, dreidimensionale Inhalte zu erzeugen.
Beispielsweise werden diskrete Skalarfelder haufig als zweidimensionales Graustufenbild dar-
gestellt, in dem die Helligkeit jedes Pixels einen Hohenwert auf einem Terrain gibt. Abbildung]6.3]
zeigt eine solche Height-Map. Dies mag fiir die Darstellung einer voxelbasierten dreidimensiona-
len Umgebung ausreichen oder durch geometrische Primitiva interpoliert werden, aber in allen
anderen Fillen bendtigen wir ein skalares Feld, das bei Bedarf in ein Hohenfeld umgewandelt

werden kann.
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Abbildung 6.5: Ergebnis des Marching Squares-Algorithmus. Die Punktla-
dungen sind rot dargestellt, die Ergebnispolygone in schwarz.

Elektrische Felder, die wir in Abschnitt [2.4| kennen gelernt haben, kénnen die Eingabe
von Prozessen sein, die diesen Anforderungen geniigen. Sie sind ein schnelles und einfach
zu verwendendes Mittel, um Skalarfelder aus Height-Maps auf makro-kontrollierte Weise zu
erzeugen. Eine Height-Map drickt die Stérke des elektrischen Feldes durch die Helligkeit der
Pixel aus. Isoflichen manifestieren sich in Height-Maps als Bereiche mit gleicher Helligkeit.
Wandelt man Height-Maps in eine Isofliche um, kénnen bereits disjunkt. Die Grenze zwischen
dem dunklen und dem hellen Bereich der Height-Map in Abbildung [6.5] stellt eine disjunkte
zweiwertige Isofliche dar. Zur Berechnung dieses Ergebnisses geniigt uns die vereinfachte
skalare, zweidimensionale Form der Gleichung (2.5). Fiir alle Pixel p einer Height-Map gilt
somit:
¢

hell wenn) ; |—— (r; — p;
Farbe (p) = > Iri—p| ( )

dunkel sonst

> &

Obwohl das elektrische Feld dreidimensional sein kann, eignet sich der schrittweise Algo-
rithmus aus Abschnitt nicht dazu, dreidimensionale Geometrie zu erzeugen. Er liefert
ein Polygon, das mit verschiedenen Mitteln in ein dreidimensionales Mesh verwandelt werden
kann. Eine Gegenuberstellung dieser Methoden wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen,
so dass wir uns damit begniigen, das Polygon linear zu extrudieren. Die folgenden Ergebnisse

hangen nicht von dieser Wahl ab.
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HHZUNTY

Abbildung 6.6: Illustration der Lookup-Tabelle fiir den Marching Squares-
Algorithmus

6.2.1 Marching Squares

Der Marching Squares-Algorithmus ist wie der ihm verwandte Marching Cubes-Algorithmus (S.
Abschnitt weit verbreitet und wird im Kontext der Spieleentwicklung verwendet. Beide
konnen als Prozess verstanden werden, aber im Gegensatz zum Marching Cubes-Algorithmus
liegt bei Marching Squares ein zweidimensionales Raster zugrunde. Die Aufwandsanalyse
verlauft analog zur dreidimensionalen Variation und resultiert ebenfalls in einem Aufwand
von O(n?). Der Marching Cubes-Algorithmus erwartet als Eingabe stets eine Menge von
Punktladungen und einen Isowert und liefert einen oder mehrere Polyeder als Ausgabe zu-
riick. Demgegeniiber findet sich der Marching Squares-Algorithmus in mehreren Variationen.
In vielen Fillen findet das zweidimensionale Analogon zum Marching Squares-Algorithmus
Anwendung. Andere Auspriagungen umfassen makro-kontrollierte Prozesse, die ein Héhenfeld
- moglicherweise die Ausgabe eines Rauschprozesses - in eine Kontur [Spil4]], ein Array von
Vektoren oder Arrays von Werten eines anderen Typs [Flil4] umwandeln konnen. Es gibt wei-
tere Variationen, die unterschiedliche Ergebnisse in unterschiedlichen Typen liefern. In dieser
Arbeit betrachten wir den Marching Squares-Algorithmus als eine Moglichkeit, ein Hohenfeld

in zweidimensionale Meshes [Won14] umzuwandeln.

Zu diesem Zweck rastert der Algorithmus den gesamten Suchraum in quadratische Zellen.
Fir jede Zelle wird geprift, ob das Skalarfeld an jeder Ecke des Quadrats iiber oder unter
einem Isowert liegt. Abhangig davon, an welchen Ecken das Feld iiber oder unter dem Isowert
liegt, wird dem Mesh keine Kante oder eine bestimmte Kante gemaf3 einer Lookup-Tabelle
hinzugefiigt. In dieser Arbeit wird die in Abb. dargestellte Lookup-Tabelle verwendet.
Beispiele fur weitere mogliche Lookup-Tabellen finden sich in [Wen13, S. 19] Mafinahmen zur
Erhohung der Genauigkeit des Ergebnisses werden fiir diesen Zweck vernachlissigt, da sie hier

nicht relevant sind. Die folgenden Uberlegungen héingen nicht von diesen Entscheidungen ab.

Die Verwendung der Ausgabe eines Rauschprozesses als Eingabe fiir den Marching Squares-
Algorithmus bietet eine Moglichkeit, Geometrie auf makro-kontrollierte Weise zu erzeugen:
Der kombinierte Prozess hat beide Eingénge des urspriinglichen Prozesses, von denen keiner ein
Mesh ist. Die Parameter des Marching Squares-Algorithmus erlauben jedoch einige wenn auch
aufgrund der Zufalligkeit des Rauschens vage Vorhersagen und sogar eine gewisse Kontrolle

iiber das resultierende Mesh. Wenn zum Beispiel die Gittergrofie mit der Grofle der erzeugten
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Hohenkarte iibereinstimmt oder wenn wir einen Isowert £ = 0 wihlen, wissen wir, dass das
resultierende Polygon keine Kanten haben wird. Wir wissen auch, dass die Geometrie weder
in der Nédhe noch in der Ferne von Ladungen entstehen wird, eine direkte Linie zwischen zwei
Ladungen, die weit voneinander entfernt sind, wird wahrscheinlich zwei Isoflichen kreuzen,

usw.
Die Parameter des kombinierten Prozesses sind:
« Die Position der Punktladungen
« Die Grofle des Gitters

« Der Isowert

6.2.2 Schrittweise Suche

Der in Abschnitt[4.4.1]vorgestellte schrittweise Suchalgorithmus bietet eine héhere und bessere
Makro-Kontrolle als der Marching Squares-Algorithmus aus Abschnitt[6.2.1] wodurch er sich
besser fir eine Entwurfsaufgabe eignet, wenn er auf das von Punktladungen erzeugte elektrische
Feld angewendet wird. Da das elektrische Feld einer Punktladung an der Position der Ladung
unendlich hoch ist und quadratisch abfillt, kann es schwierig sein, einen geeigneten Isowert
zu finden. Der Isowert, der zur Erzeugung des Bildes in Abb. [6.5| verwendet wurde, betréagt

beispielsweise 0,00015, wihrend alle Punktladungen eine Intensitit von 1 haben.

Solange das Skalarfeld stetig ist und konvergiert, konnen wir sicher sein, dass sich p. —
gemafl Abschnitt der in jedem Schritt berechnete Punkt in der Nihe der Flache — nach
einer endlichen Anzahl von Schritten in der Nahe unseres Ausgangspunkts befindet. Wie in
Abb. [6.3| zu sehen ist, ist das Bild an der Position der Punktladungen weifl und wird immer
dunkler, je weiter wir uns nach aufien bewegen. Wir konnen immer geschlossene Formen auf
Pixeln desselben Grautons zeichnen, mit Ausnahme der weiflen und schwarzen Pixel. Bei einem
konstanten s ist eine sinnvolle Bedingung fiir die Ndhe zweier Punkte, dass ihr Abstand kleiner

als s ist. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, wird der Algorithmus abgebrochen.

Am Ende jedes Schritts kann der Sammlung eine neue Kante (p, p.) hinzugefiigt werden;

(Pc, Ps) im letzten Schritt, wobei ps der zu Beginn gewihlte Startpunkt ist.

Der kombinierte Prozess liefert uns die folgenden Parameter fiir die Makro-Kontrollierte

Generierung:
« Die Position der Punktladungen
« Die Schrittweite s
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Abbildung 6.7: Vier Polygone, die durch den schrittweisen Suchalgorithmus
generiert wurden. Der cyane Linienzug repréisentiert eine Fliche mit deutlich
groflerem Isowert, als die weilen Linienziige. Der Hintergrund zeigt die
extrudierte Geometrie als Videospiel-Szenerie.

+ Die Menge der Flachen
« Der Startpunkt und
« Der Isowert der einzelnen Flichen.

Dieser Prozess kann auf verschiedene Weise erweitert werden, um mehr Freiheitsgrade
zu erhalten, die sich in den Eingaben fiir den Prozess ausdriicken. In der Implementierung
dieses Algorithmus, die im Abschnitt Abschnittverwendet wird, wurden die resultierenden
Punkte beispielsweise gerastert. Damit steht uns ein zusétzlicher Parameter fiir die Gro3e des
Rasters zur Verfiigung, dhnlich wie beim Marching-Squares-Algorithmus. Ein Beispiel fiir eine
Reihe extrudierter Polygone, die durch den schrittweisen Algorithmus erzeugt wurden, ist in
Abb. [6.7| dargestellt. Die Position von drei Punktladungen mit gleicher Ladung ist durch ein
schwarzes Kreuz gekennzeichnet. Der Algorithmus wurde verwendet, um vier Flachen fir

verschiedene Isowerte zu erzeugen.
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Abbildung 6.8: UV-Gemappte, generierte Geometrie

6.2.3 Auswabhl spezieller Anwendungsfille

Der Ansatz, elektrische Felder, die durch Punktladungen erzeugt werden, mit einem Verfahren
zur Umwandlung in Maschen zu kombinieren, birgt durch Variation und Erweiterung eine
Vielzahl von Méglichkeiten zur weiteren Verbesserung der Gestaltung von Ebenengeometrien,

von denen einige im Folgenden skizziert werden.

6.2.4 Automatisches UV-Mapping

Der in Abschnitt beschriebene schrittweise Suchalgorithmus erméglicht die Erstellung
von UV-Mapping der Geometrie wahrend des Prozesses. In dem in Abbildung [6.8| gezeigten
Beispiel wurde bei jedem Schritt die resultierende Kante zu einem Rechteck extrudiert, um
schlief$lich die Geometrie fiir einen Dungeon zu erhalten. Fiir die Demonstration anhand
eines einfachen Beispiels wurde ein vordefinierter Teil der UV-Map ausgewéhlt, indem ihre
Koordinaten im Voraus angegeben wurden. Das Ergebnis war ein Dungeon mit wiederholenden
Texturen. Wenn eine unterschiedliche Schrittweite benétigt wird, kénnte ein Zeiger bei jedem
Schritt entsprechend inkrementiert werden. Wenn der Zeiger die Textur iiberschreitet, kann das
Rechteck nach Belieben geteilt oder geschnitten oder die Textur wiederholt werden. Im obigen
Beispiel wurden verschiedenen Flachen mit fester Schrittweite eine Textur auf der Grundlage
ihrer Reihenfolge zugewiesen. Bei jedem dritten Schritt wurde eine Variation angewendet. Mit
solch einfachen Produktionsregeln lasst sich in kurzer Zeit ein beachtliches Ergebnis erzielen.

Eine komplexere Abbildungslogik ist méglich, zum Beispiel durch Backtracking.

Der obige Ansatz kann durch eine Variation des Clustering-Algorithmus erweitert werden,
um eine komplette, vollstindig texturierte Spielkarte unter Zuhilfenahme von Makro-Kontrolle
zu erstellen. Der Ansatz stiitzt sich auf der urspriinglichen Idee der schrittweisen Suche eines
zweidimensionalen Polygons auf und erweitert dieses durch Extrusion zu einem dreidimen-

sionalen Objekt, in diesem Fall eine Liste von Quads. Die Meshes werden automatisch beim
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Platzieren der Ladungen durch eine Variation des Alg. [13|erstellt, der in abgewandelter Form
automatisch korrekte Aquivalenzklassen fiir Ladungsverteilungen erstellt, in denen die Punktla-
dungen vergleichsweise weit auseinander liegen. Auflerdem wird gefordert, dass die Positionen
der Punkte nach einer Koordinate - hier der z-Koordinate sortiert sind. Die unterschiedlichen
Hierarchieebenen des Konturbaums werden im Editor-Modus durch unterschiedliche Farben
der Polygone und im Spielmodus durch unterschiedliche Texturen der Wéande angedeutet. Die
Hierarchieebene fiir jedes Polygon wird durch einfaches Zahlen der den gefundenen Punkten

p. nachsten Punktladungen wéhrend des Durchfithrens der schrittweisen Suche ermittelt.

Algorithmus 14 : Heuristik zur Cluster-Suche

eingabe : Menge der Punktladungen Q

ausgabe : Liste Polygone und deren jeweilige Hierarchieebene

T J

wenn #0Q < 2 dann
‘ zuriick

Ende

1=0

solange i < #Q — 1 tue

(Ps, q) < Qi

d<« Qi1 — Qi

V1 < Ps + %a

V2 < Ps + %a

Fiihre die schrittweise Suche mit Startpunkt v; durch.

p1 < Resultat des Algorithmus.

Ermittle fir jeden Schritt die jeweilige Punktladung, die dem Punkt p. am nachsten
liegt.

C1 + Menge dieser Punktladungen.

Fithre die schrittweise Suche mit Startpunkt vy durch.

p1 < Resultat des Algorithmus.

Ermittle fur jeden Schritt die jeweilige Punktladung, die dem Punkt p. am nachsten
liegt.

Cy < Menge dieser Punktladungen.

r <+ rU(p1,Ch)

r < U (p2,Co)

1 1+1

Ende

6.2.5 Logische Bestimmung der Begriffe jinnen® und ,auflen®

Der schrittweise Suchalgorithmus erméglicht nicht nur die Erstellung zweidimensionaler Mes-
hes, sondern kann auch dazu verwendet werden, einen vorgegebenen Bereich der Spielszenerie
mit Objekten zu fiillen, die ungefdhr den gleichen Abstand zueinander haben. Wird diese Aufga-
be durch einen Zufallsprozess gelost, konnen Situationen entstehen, in denen eine homdogene

Verteilung der Objekte durch einen Relaxations-Algorithmus nachtréglich hergestellt werden
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Abbildung 6.9: Pfeile an Punkten auf einer Isoflache, die nach ,auflen® zeigen.

muss. Demgegentiber besteht die Moglichkeit, wihrend der Durchfithrung der schrittweisen
Suche bei jedem Schritt ein Spielobjekt am Ort p. in der Spielszene zu platzieren. Da die
Schrittweite s als Parameter der schrittweisen Suche beliebig gewahlt werden kann, ist somit

der Abstand der Objekte zueinander mit Ausnahme eines Objektepaars beliebig wiahlbar.

Oftmals sind diese Objekte im Bezug auf ihre Rotation nicht agnostisch. Bei Hiusern in einer
Stadt beispielsweise sollen nach Vorgabe die Tiiren zur Strafle und nicht von der Strafle weg
ausgerichtet sein. Bei rein prozeduraler Generierung kann ein zusétzlicher Aufwand erforderlich
sein, um eine “auflerhalb”-Richtung zu bestimmen, falls diese verfiigbar ist. Elektrische Felder
bieten ein sinnvolles Konzept fiir die Definition der Begriffe ,innen® als ,,der Ladungsanordnung
zugerichtet” und ,auflen” als ,von der Ladungsanordnung abgekehrt” bezogen auf eine Fliche,
wobei die Punkte oberhalb des Isowerts das ,innen® versinnbildlichen: Testladungen bewegen
sich immer von Ladungen weg, also zeigt auch das Feld an jedem Punkt vektoriell von den
Ladungen weg. In Abb. ist zu sehen, dass die Pfeile, die die Richtung des elektrischen
Feldes andeuten, bei jedem Schritt aus Sicht der Isofliche nach ,auflen” zeigen. In unserem
Beispiel miissen die Hauser daher so gedreht werden, dass die Tiir in Richtung der Pfeile zeigt.
Andere Verfahren zur Bestimmung der erforderlichen Richtung fiir die Oberflaichennormale

sind denkbar, wie sie aus der 3D-Computergraphik als Backface Culling bekannt sind.

Auf dhnliche Weise konnen Begriffe fur ,weiter innerhalb®, ,in der Mitte” oder ,entlang der
Wand® formuliert werden, um so Bonus-Gegenstande, Feinde oder dhnliche Spielobjekte zu

platzieren.
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6.2.6 Pfadsuche fiir KI-Objekte

Die Vektorfeld-Pfadsuche wird haufig in den Bereichen Simulationen, Spiele und Robotik einge-
setzt. Sie erleichtert zum Beispiel die schnelle Berechnung von Partikelbewegungen. Typischer-
weise werden die Vektorfelder fiir diesen Ansatz aus den Positionen der Kollisionsobjekte und
ihrer rdumlichen Ausdehnung berechnet [Sid18]]. Danach konnen sich die bewegten Objekte
so verhalten, dass sie von den Ladungen ,weggestof3en® werden, indem sie dem elektrischen
Feld folgen. Negative Ladungen konnen eingefithrt werden, um diese Objekte stattdessen

anzuziehen [Dur13].

Nach den obigen Erkenntnissen ist das Vektorfeld bereits als elektrisches Feld aus der gege-
benen Ladungsverteilung berechnet worden und kann ebenfalls fiir die Pfadsuche verwendet
werden, indem die Vertices des Meshes in jedem Durchlauf der Simulation beispielsweise um
eine feste Lange in die Richtung des elektrischen Feldes verschoben werden. Dadurch wirkt es,
als strebten die so kontrollierten Objekte auf natiirliche Weise dem Minimum des Feldes zu. Bei
elektrischen Feldern liegt dieses ,aulen® — unendlich weit von der Ladungsanordnung entfernt.
Es wird also nie stehen bleiben oder mit der generierten Geometrie kollidieren, unabhéngig
von der Entfernung zur Ladungsanordnung. Die ,Vorwértsrichtung® ist durch das elektrische
Feld an jedem Punkt gegeben. Bei aus gegebener Spielgeometrie erstellten Feldern wird dafiir

beispielsweise das Raster verfeinert [Sid18].

Ebenfalls ist es moglich, die Starke der Ladungen zu erhéhen oder das Ziel als Volumen zu
formulieren, das Anpassungen zuldsst. Hierbei ist zu bemerken, dass dafiir die Spielgeometrie
nicht erneut erstellt werden muss, aber kann. Auch kann eine negative Ladung eingebracht
werden. Dies wird ein kiinstliches lokales Minimum erzeugen, das als Ziel fiir die Spielobjekte
fungiert, auf das diese sich zubewegen, bis sie es erreicht haben. Die Moglichkeit, unterschied-
liche Felder zu verwenden, von denen nicht alle negative Ladungen enthalten, besteht darin,
in einer Szene gleichzeitig sich zielgerichtet und nach auflen bewegende Objekte zu simulie-
ren. Die Kollisionsfreiheit mit der Spielgeometrie bleibt davon unberiihrt, allerdings muss die

Kollisionserkennung der Spielobjekte untereinander anderweitig sichergestellt werden.

6.2.7 CSG

CSG (Constructive Solid Geometry) ist eine Technik, die urspriinglich aus dem Bereich des
mechanischen CAD [Cli21] stammt, aber dhnliche Methoden wurden frither auch fiir die Defini-
tion von Datenstrukturen (BSP-Bidume) von Levels in Spielen wie Doom, Quake oder Half-Life
verwendet. Die Grundidee von CSG besteht darin, vordefinierte tiberlappende Punktmengen,
so genannte Primitiva (z. B. Kugeln, Quader, Polyeder usw.), mit Hilfe boolescher Operationen
zu kombinieren, um gemischte Mengen wie Schnittmenge, Vereinigung und Differenz zu be-
stimmen. Auf diese Weise ist CSG ein Werkzeug zur intuitiven Modellierung von Geometrien,

die mit Hilfe von Raytracing leicht gerendert werden kénnen [Gha08|]. Obwohl das am hau-
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Abbildung 6.10: Hausobjekte an reprasentativen Punkten und KI-Auto

figsten bediente Anwendungsgebiet von CAD-Software das Design von 3D-Modellen durch
Konstruktionsbdume ist, miissen die Grundkoérper der CSG-Anwendung nicht zwangslaufig
dreidimensional sein. Bereits in frithen Verdffentlichungen werden Konstruktionsbaume mit
zweidimensionalen Grundkorpern thematisiert [SV93] [Gib+95], und CAD-Anwendungen, die
sich auf die Losung zweidimensionaler Probleme beschrénken, sind sowohl in Open Source-
Bereich mit LibreCAD und OpenSCAD vorhanden. Auch in proprietaren CAD-Programmen
wie BricsCAD [Gral5| S. 138ff.] und etablierten Vektorgraphikprogrammen wie Inkscape und
Adobe Illustrator ist es moglich, die bei CSG iiblichen Operationen — Vereinigung, Differenz
und Schnittmenge - auf Pfade und Polygone anzuwenden. Als mogliche zweidimensionale Pri-
mitiva benennt [Gib+95]] Kreise und Rechtecke, LibreCAD und OpenSCAD verwenden Ellipsen,
Ellipsenbogen, Kurven, Polygone und viele ihrer Sonderformen. In Inkscape und Illustrator

sind diese und weitere anwendungsspezifische Elemente wie Texte und Kalligraphie gangig.

CSG erfreut sich aufgrund seiner einfachen, intuitiven Verwendbarkeit grofier Beliebtheit.
Moderne Graphikhardware ist jedoch fiir das Rendern von Geometrien mit begrenzungsflachen-
reprasentierter 3D-Darstellung gemafl Abschnitt durch Vertices, Flichen usw. optimiert.
Daher miissen Konstruktionsbaume fiir die Rendering-Pipeline umgewandelt werden. Fur die
Randflachensuche lasst sich 2D-Geometrien die schrittweise Suche verwenden: Abb. zeigt
zwei sich tiberschneidende Ellipsen. Fir diese wird ein Polygon gesucht, das alle Punkte der
blauen Ellipse enthéilt mit Ausnahme derer, die auch in der roten Ellipse enthalten sind. Ein
Startpunkt auf der blauen Ellipse kann beliebig gewahlt werden. Bei jedem Schritt wird zusatz-
lich gepriift, ob p. innerhalb der roten Ellipse liegt. Wenn ja, wird der schrittweise Algorithmus
im Folgenden nach Punkten auf der Oberfliache der roten Ellipse und innerhalb der blauen
Ellipse suchen. Wird ein Punkt auf3erhalb der blauen Ellipse gefunden, wird der Algorithmus

wie zuvor fortgesetzt.

Fir Ellipsen mag dieser Algorithmus tiberfliissig erscheinen. Punkte auf einer Ellipse sind
leicht zu finden, und es ist leicht zu priifen, ob ein Punkt in einer Ellipse enthalten ist. Liegen aber

zwei Skalarfelder zugrunde, die innerhalb der Ellipsen einen bestimmten Isowert {ibersteigen,
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Abbildung 6.11: Berechnung der Punkte der blauen Ellipse ohne die Punkte
der roten Ellipse gemaf Abschnitt [4.4.1]

konnen die Erweiterung des schrittweisen Suchalgorithmus angewendet werden, indem ihm
diese Isowerte und einen Startpunkt als Parameter ibergeben werden, einer oder beide der
Isowerte durch den Startpunkt bestimmt werden kénnen. Auf diese Weise kann eine komplexere

Geometrie erzeugt werden.

Kapitel 6 145
Makro-kontrollierte prozedurale Generierung fiir Spielgeometrie




146




KAPITEL 7

Implementierung

Wihrend der Entstehenszeit dieser Arbeit wurden die Forschungsergebnisse zu den vorliegen-
den Themen in Implementierungen umgesetzt, um die Giiltigkeit der theoretischen Uberle-
gungen fiir die Praxis zu validieren und deren Funktionsweise verstandlich zu machen. Die-
ses Kapitel stellt die einzelnen Ergebnisse im Hinblick auf Umfang und Funktionsweise vor,
begriindet Entscheidungen, Annahmen und mdgliche Abweichungen von den theoretischen

Erlauterungen und gibt Hinweise zur Anwendung und Weiterentwicklung.

7.1 Darstellung von Isoflachen

Zur Validierung der Erkenntnisse aus Kapitel [4|legen wir verschiedene Implementierungen vor,
die jeweils besondere Aspekte herauszuheben zum Ziel haben. Aufgrund der unterschiedlichen
Anforderungen sind dabei unterschiedliche Frameworks und Programmiersprachen zur An-
wendung gekommen, die es nahelegen, die Betrachtung in Realisierung der Implementierung

zweidimensionaler und dreidimensionaler Probleme aufzuteilen.

7.1.1 Zweidimensionale Isoflachen

Die Implementierungen der Annaherung zweidimensionaler Isoflachen durch Polygone wur-
den in Java umgesetzt. Ziel war die Umsetzung der Algorithmen [7]und [§| als Prototypen fiir
Algorithmen zur Anniherung der Fliache in polynomialer Zeit, sowie die Algorithmen[10jaus Ab-
schnitt und [19 aus Abschnitt Fiir diese Aufgaben wurde das Framework Processing
samt der gleichnamigen Entwicklungsumgebung verwendet. Abbildung 7.1 gibt eine Ubersicht
iiber die fiir diese Aufgabe erstellten Klassen als UML-Diagramm. Der vorliegende Fall erfordert
nur einzelne rudimentére Ausziige der Vektoralgebra, die der Einfachheit halber in der Klasse
Vec realisiert wurden. Sie realisiert einfache Vektoraddition, das Skalarprodukt, Invertierung,
Normierung und Rotation um ausgewahlte feste Winkel, auflerdem einige Methoden zum Da-
tenmanagement und Debugging. Die Klasse Charge représentiert ein Punktladungsobjekt. Sie

ist geeignet, eine Funktion zur Berechnung des Gesamtfelds als Teil ihres Parameters in Form
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eines iterierbaren Objekts, etwa einer Liste von Punktladungsobjekten, zu ibernehmen. Aufler-
dem kann sie durch Angeben eines Mittelpunkts durch die statischen Funktionen setCenterX
und setCenterY und eines Durchmessers durch setScale dazu verwendet werden, als gan-
ze Ladungsverteilung zu fungieren. Auf diese Weise kann ein Charge-Objekt zum Beispiel
als Kugeloberflache fungieren, fiir die ein Mittelpunkt, der im Shrink-Wrap-Verfahren in Ab-
schnitt[4.5] zur Konstruktion der Startgeometrien fungiert, manuell angegeben werden kann.
Diese Funktionalitat findet ihre Anwendung in Spezialfillen, in denen nur eine Aquivalenz-
klasse der Punktladungen vorliegt. Das Attribut p speichert die Ladungsstiarke. Schliefilich
kann die Klasse Color eingesetzt werden, um Eigenheiten des repréasentierenden Polygons
hervorzuheben, um etwa die einzelnen Flachen der Isoflache zu identifizieren oder die Nahe
einer Kante zu einer bestimmten Punktladung anzudeuten. Durch die Funktion Next kann
durch die Farben eines hinterlegtes Schemas iteriert werden; den Zustand der Iteration speichert
die Klasse im Attribut count. Durch die Methode Next generiert sie ein Farbschema, durch

das verschiedene Eigenschaften durch Farben codiert werden kénnen.

7.1.1.1 Schrittweise Suche

Die schrittweise Suche eignet sich lediglich zur Annédherung einer einzigen Flache durch ein
Mesh. Sie kann sich dafiir auf die zusatzliche Funktionalitit der Charge-Klasse stiitzen. Ein
UML-Diagramm dieser und des relevanten Auszugs der Main-Klasse finden sich in Abbil-
dung Die Maus-Interaktionsschnittstelle von Processing wird dazu genutzt, um vom
Benutzer den Startpunkt per Mausklick abzufragen. Der im Folgenden tiber die Funktion
getDFieldAt berechnete Isowert wird — zum Vergleich wahrend der Suche auch in den Fol-
geschritten wieder iiber diese Funktion berechnet — verwendet, um den Rest des Algorithmus
durchzufithren. Zusatzlich zu Alg. [10| wurden farbliche Hervorhebungen der Linien sowie
eine Obergrenze der Anzahl der Kanten als zusitzliches Abbruchkriterium hinzugefiigt. Das
Ergebnis eines Algorithmusdurchlaufs ist beispielhaft in Abbildung[4.2]visualisiert.

7.1.1.2 Shrink-Wrap-Simulation

Wihrend der Arbeit hat sich gezeigt, dass das Erkennen von Fehlannahmen beziiglich der
Aquivalenzen und das Reagieren darauf mit geringerer Zeitkomplexitat ablauft, als das Er-
kennen von Fehlannahmen von Nicht-Aquivalenz zweier Punktladungen. Im Bewusstsein,
dass diese dennoch auftreten konnen und in dynamischen Ladungsanordnungen auch auf die
Nicht-Aquivalenz erkannt werden miissen, wird auch hier davon ausgegangen, dass es nur eine
Aquivalenzklasse gibt. Die entsprechende Main-Klasse gestaltet sich demnach analog zu Abbil-
dung|7.2aus. Die Annahme, dass nur eine Aquivalenzklasse existiert, erlaubt die Konstruktion
der Startgeometrie des Konturbaums {g|q € Q}’ mit Q als der Menge der Punktladungen in
der Szene, also eines kreisféormigen Polygons, das alle Punktladungen enthélt. Somit kénnen

wihrend der Simulation mit statischen Anordnungen keine falschen Nicht-Aquivalenzen von
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Punktladungen festgestellt werden. In der zweidimensionalen Implementierung wurden daher
keine Anstrengungen in diese Richtung unternommen, wodurch sich auch Operationen auf
Meshes sowie das Generieren und selektive Ein- und Ausblenden anderer Meshes eriibrigen.
Das Ergebnis eines Algorithmusdurchlaufs zeigt Abbildung [4.5]

7.1.2 Dreidimensionale VR-Anwendung

Da die schrittweise Suche nur im zweidimensionalen Raum sinnvoll durchfiithrbar ist, liegt fiir
die dreidimensionale Anwendung lediglich die Shrink-Wrap-Simulation als Implementierung
vor. Zu Beginn der Forschung erschien die Entwicklung einer browserbasierten Anwendung
zielfilhrend, um bereits im frithen Entwicklungsstadium auch fiir Standalone-Datenbrillen
Kompatibilitdt zu gewéhrleisten. Zum Abschluss der Arbeit werden bereits eine breite Palette
von Standalone-VR-Headsets mit dem Android-Betriebssystem betrieben und unterstiitzen in
den vorinstallierten Browser-Anwendungen WebXR, unter anderem Oculus Quest 1 und 2,
HTC Vive Focus, Huawei VR Glasses, Pico 4 und Pico Neo 3. Als geeignete Graphik-Engine,
die nativ die Entwicklung fiir WebXR-Anwendungen ermoglicht, bietet sich three.js an. Die
enthaltene WebXRManager-Klasse ermoglicht auch das Umschalten der Anwendung in den

Prasentationsmodus fiir Smartphones oder Tablets und unterstiitzt den Zugriff auf Controller.

Die vorgelegte Implementierung der Shrink-Wrap-Simulation fiir three.js beriicksichtigt das
Auftreten disjunkter Isoflaichen, nimmt aber keine Operationen auf Meshes vor, sondern reagiert
aufgrund der vorteilhaften Zeitkomplexitit auf das Erkennen falsch angenommener Aquivalen-
zen durch die Heuristik des Vergleichs der Richtung der Vektorfelder sowie Nicht-Aquivalenzen
durch den Punktbeinhaltungstest tiber das Skalarprodukt der betroffenen Vertices mit selekti-
vem Einblenden von Meshes. Diese werden durch den Konturbaum vorldufig generiert, aber
nur im eingeblendeten Zustand fiir die Berechnung berticksichtigt. Die Erkennung falsch ange-
nommener Nicht-Aquivalenz zweier Punktladungen wird tiber die Methode Icosphere.Match
durchgefiihrt. Die Startgeometrie wurde aus dem Konturbaum {¢’|q € Q} generiert, wobei auf
Icospheres als Primitivum zuriickgegriffen wird, um von den Moglichkeiten der schnelleren und
préziseren Aufldsungsanpassung in Abschnitt [3.3.13| profitieren zu kénnen, die ihren Weg in
die Implementierung gefunden haben. Aufierdem entfillt so die Notwendigkeit der Erkennung
falsch angenommener Aquivalenzen fiir statische Ladungsanordnungen. Eine Konvertierung
in Triangle-Strips wurde dabei nicht angestrengt: Laut [GE04] betragt der Gewinn an Rechen-
geschwindigkeit lediglich zwei Prozent. Weiterhin wiirde sie eine Anpassung der Auflésung
entweder hinsichtlich der Laufzeit- oder der Speicherkomplexitit erschweren. Diese Anpassung
ist selektiv tiber die Funktionen SubdivideFace, SplitFace PinchFace und TriforceFace
und global tiber die Funktion TriforceAll und PinchAll méglich. Diese implementieren
die in Abschnitt vorgestellten umkehrbaren und nicht umkehrbaren Aufteilungen von

dreieckigen Faces in Icospheres.
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Fiir die Benutzerinteraktion orientiert sich die Umsetzung an [Wiel8]], die sich des HTML-
basierten 3D-Frameworks A-FRAME bedient, das seinerseits funktional eine Obermenge von
three.js darstellt und auf einer dreidimensionalen Navigation mittels Gamepad aufbaut. Damit
ist dieser Ansatz fiir diese Arbeit sowohl in der virtuellen Realitit durch eine Datenbrille als auch
fir die Bildschirmarbeit geeignet. Das Gamepad steuert ein eigens kreiertes Controller-Skript
cursor-update, welches eine First Person-Steuerung realisiert. Die WebXR-Funktionalitat
wird von jedem A-FRAME-Projekt originar unterstiitzt. Die Implementierung im Anhang
hingegen stiitzt sich auf die three.js-eigene OrbitControls, die eine Navigation im dreidimen-
sionalen Raum &hnlich in géngigen 3D-Graphikanwendungen wie Autodesk Maya oder Blender
realisieren. Der Wechsel in den VR- oder Priasentationsmodus funktioniert hinsichtlich der Be-
nutzerinteraktion wie bei [Wiel8], ist allerdings in den neueren Versionen von three.js Teil des
Renderers der Graphik-Engine selbst und wird durch die Komponente VRButton realisiert. Auf
diese Weise unterstiitzt sie die in handelstiblichen eigenstandigen VR-Datenbrillen mittlerweile
standardméfig beiliegenden VR-Controller sowie eine Erweiterung der Funktionalitit um Kon-
trolle des Programms durch erkennen von Handgesten mittels Computer Vision wie in [GMR20]
oder in Anlehnung an [Mat+13] optisches Tracking oder andere Tracking-Methoden [Kat17,

passim].

Die Implementierung orientiert sich generell an den Prinzipien der objektorientierten Pro-
grammierung, macht sich aber in den Hauptroutinen die Moglichkeit von JavaScript zur impe-
rativen Programmierung zunutze. Die grundlegenden Funktionen zur Berechnung des elektri-
schen Feldes wurden aus den weiter oben besprochenen Implementierungen fiir zweidimensio-
nale Probleme ibernommen. Abbildung|7.3|zeigt ein UML-Klassendiagramm der wichtigsten

erstellten und verwendeten Klassen.
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Abschnitt 7.1. Darstellung von Isoflichen

Color

-r:int
-g:int
-b:int
- count : int

+ Color()
+ Color(i : int)
+ Next() : void

Vec

x : double
y : double
name : String

+fx() : float

+fy() : float

+Vec(nx: double, ny: double)
+Vec()

+Copy() : Vec

+Add(o: Vec) : Vec
+Mul(o: double) : Vec
+Inv(o: double) : Vec
+Neg() : Vec

+Distance(o: Vec) : double
+Unit() : Vec

+Rot90() : Vec

+Rot270() : Vec

+Abs() : double

+Print() : void

+Resize(x: double) : Vec
+Swap() : Vec

+Rotate(a: double) : Vec

Charge
- x : float
-y : float
- p: float
Statische Attribute

centerx : float
centery : float
scale : float = 100

+ Charge(nx : float, ny : float, np : float)
+ setX(nx : float) : void

+ setY(ny : float) : void

+ setP(np : float) : void

+ getX() : float

+ getY() : float

+ getP() : float

Statische Methoden:

+ setCenterX(cx : float) : void
+ setCenterY(cy : float) : void
+ setScale(s : float) : void

+ getCenterX() : float

+ getCenterY() : float

+ getScale() : float

Abbildung 7.1: UML-Klassendiagramme der Hilfsklassen fiir Farbe, Vektoral-
gebra und der Verwaltung fiir Ladungsobjekte
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Abschnitt 7.1. Darstellung von Isoflichen

Charge
- x: float
-y : float
- p: float
Statische Attribute

centerx : float
centery : float
scale : float = 100

+ Charge(nx : float, ny : float, np : float)
+ setX(nx : float) : void

+ setY(ny : float) : void

+ setP(np : float) : void

+ getX() : float

+ getY() : float

+ getP() : float

Statische Methoden:

+ setCenterX(cx : float) : void
+ setCenterY(cy : float) : void
+ setScale(s : float) : void

+ getCenterX() : float

+ getCenterY() : float

+ getScale() : float

Main

- Charges : ArrayList<Vec>

enthalt

+ getDFieldAt(probe: Vec)

+ getfieldFromCharges(probe: Vec)
+ getDFieldAbsAt(probe: Vec)

+ draw(mousePos: Vec)

Abbildung 7.2: Hauptklasse der schrittweisen Suche

Kapitel 7
Implementierung




Abschnitt 7.1. Darstellung von Isoflichen

<static>
ElecField

+ chargeManager : ChargeManager

+ isoValue : float

+ weightedMidpoint: THREE.Vector3
+ initialized: bool

+ icospheres: List<Icosphere>

+ chargeManager : ChargeManager ...

+ Init(isoValue: float, chargeManager: ChargeManager, ...)

+ CalculateMoveDirection(connectedCharge: THREE.Mesh, vertexPosition: THREE.Vector3)

+ UpdatelcosphereVertex(vertexId: int, icosphereld: int, vertexPosition: THREE Vector3)

+ Match(icosphereld: int, vertexId: int, connectedCharge: THREE.Mesh, vertexId: Three.Vector3)
+ UpdateVertices(deltaTime: float)

+ FluxDensityFromChargeID(position: THREE .Vector3, index: int)

+ FluxDensityFromCharge(receivingPoint: THREE Vector3, theCharge: THREE.Mesh)

+ VectorialFluxDensityAt(receivingPoint: THREE Vector3)

+ AbsoluteFluxDensityAt(receivingPoint: THREE.Vector3)

/ \

< static> Icosphere
ChargeManager -
+ position: THREE .Vector3
+ config: Object + connectedPointChargelD: int
+ amount: int=0 + isCulled: bool
+ pointCharges: List<THREE.Mesh> + midPoint: THREE Vector3
+ icospheres: List<Pair<THREE.Mesh,int> > + mesh: THREE.Mesh

+ children: List<Icosphere>
+ parentIcosphere: Icosphere

+ Initialize()
+ AddPointCharge(charge: THREE.Mesh)
+ AddChargeMesh(charge: THREE.Mesh)

+ stdIcosphereVertices()

S~
+ AddIcosphere(charge: THREE.Mesh, id: int) + MakeMesh()
+ AddChargeObject(charge: Icosphere) + Build()
+ RemoveCharge(index: int) + FindAdjacentByIndex(index: int)

+ FindAdjacentByPoints(a: int, b: int)
+ SubdivideFace(index: int)

+ SplitFace(index: int)

+ TriforceFace(index: int)

+ TriforceAll(fulltree: bool)

+ PinchFace(index: int)

+ PinchAll()

+ SetConnectedPointChargelID(id:int)
+ Cull()

+ Uncull()

+ Hide()

+ Show()

+ AddChild(child: Icoshphere)

Abbildung 7.3: Wichtige Klassen der Implementierung der Shrink-Wrap-
Simulation fiir dreidimensionale Probleme
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Abschnitt 7.2. Schrittweise-Suche fiir makro-kontrollierte Generierung fiir Spielgeometrie

7.2 Schrittweise-Suche fiir makro-kontrollierte Generierung fiir

Spielgeometrie

Die Anwendung des Annéherns von Isoflachen durch Meshes fiir die Spieleentwicklung in Ka-
pitel [l hatte zum Ziel, einen Sonderfall fiir die Einsetzbarkeit der schrittweisen Suche heraus-
zuheben. Durch sie ist es moglich, dreidimensionale Geometrie zu generieren, indem die durch
sie generierte zweidimensionale Geometrie beispielsweise durch Extrusion um eine zusétz-
liche Dimension erweitert wird. Die beiden vorgelegten Implementierungen verwenden mit
fieldcalculator2D eine zweidimensionale Variante der ElecField-Klasse aus der Imple-
mentierung fiir dreidimensionale Probleme. Die Implementierung erfolgte wieder in JavaScript
und verwendet die Graphik-Engine three.js, unter Wiederverwendung der Klassen aus den
voranstehenden Abschnitten. Da beide Implementierungen grundsétzlich die Umsetzung der
makro-kontrollierten Erstellung von Spielgeometrie durch einen Level-Editor mit einem Spielm-
odus umsetzen, bieten sie eine Moglichkeit, den Modus iiber die Taste M zu wechseln. Der
Editor-Modus zeigt eine Ubersichtskarte der Spielgeometrie an und erméglicht die Bearbei-
tung durch Hinzufiigen von Punktladungen durch die Taste A und deren Verschiebung mit
der Taste G. Die Ladungsverwaltung iibernimmt hier die Klasse Charges, die ansonsten den
fur diese Anwendung relevanten Funktionsumfang der ChargeManager-Klasse leistet. Die
schrittweise Suche wird in der Klasse Extruder durchgefiihrt, die ebenfalls in einer eigenen
Methode die erzeugte Geometrie nachbearbeitet, extrudiert, texturiert und die notwendigen
Objekte fiir den Szenegraphen von three.js erstellt. Das zweidimensionale Ergebnis des Al-
gorithmus, das im Level-Editor angezeigt wird, wird von der Klasse Minimap beispielsweise

durch Hervorhebungen und Einfarbung aufgearbeitet und verwaltet.

7.2.1 Stadt

Die erste Implementierung erzeugt durch die schrittweise Suche eine makro-kontrollierte Ge-
nerierung einer Stadt, die aus Hauserblocks besteht. Die Klasse Extruder wurde dafiir um eine
Schnittstelle zu THREE . 0BJ1oader erweitert, die eine vordefinierte Liste von Dateinamen tiber
einen HTTP-Request ladt. Statt eines Polygons erstellt die Klasse an jedem gefundenen Punkt
Pc ein Hausobjekt und dreht dieses parallel zur Richtung des an p. gemessenen elektrischen
Feldes. Aulerdem wird das erzeugte Objekt mit einer in einer weiteren Liste von Dateinamen
festgelegten Textur versehen. Der Algorithmus selbst erfordert einen Startpunkt fiir die Suche,
der durch einen Mausklick festgelegt werden kann. Somit ist es moglich, beliebige durch Hauser
reprasentierte Flaichen mit unterschiedlichen Isowerten zu erstellen. Die Taste U 16scht den
zuletzt erstellten Hiuserblock. Im Editor-Modus kann auflerdem durch Driicken der Taste C
ein Auto an die Position der Maus verschoben werden, das die in Abschnitt[6.2.6|beschriebene

Pfadsuche realisiert.
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Abschnitt 7.2. Schrittweise-Suche fiir makro-kontrollierte Generierung fiir Spielgeometrie

7.2.2 Dungeon und Heuristik zur Generierung der Aquivalenzklassen

Ein weiteres three.js-Projekt implementiert die Erstellung einer vollstindig texturierten Spiel-
karte aus Abschnitt[6.2.4] Es erstellt geméf der urspriinglichen Idee der schrittweisen Suche ein
zweidimensionales Polygon und erweitert dieses durch Extrusion zu einem dreidimensionalen
Objekt. Die Meshes werden automatisch beim Platzieren der Ladungen durch eine Variation
des Alg.|13|erstellt, der in seiner abgewandelten Form automatisch korrekte Aquivalenzklassen
fir makroskopische Ladungsverteilungen erstellt. Davon kann in diesem Fall ausgegangen
werden, weil die nach Konstruktion des Algorithmus die Punktladungsobjekte dreimal weiter
auseinander liegen, als die Grenzen der Isoflache. Der Algorithmus erfordert, dass die Positio-
nen der Punkte nach einer Koordinate — beispielsweise nach der x-Koordinate sortiert sind.

Die Klasse Profile tut dies durch JavaScript-eigene Mechanismen.

Die Variation des Algorithmus besteht darin, dass er die gesamte Menge der Flachen erstellt,
die im Konturbaum dieser Ladungsanordnung auftreten wiirden, unabhingig vom Isowert. Ein
Konturbaum ist daher auch nicht Teil der Implementierung. Die unterschiedlichen Hierarchie-
ebenen des Konturbaums werden im Editor-Modus durch unterschiedliche Farben der Polygone
angedeutet und verkorpern die unterschiedlichen Texturen der Wande im Spielmodus. Die
Hierarchieebene jedes Polygons wird dabei durch einfaches Zahlen der den gefundenen Punkten

P nachsten Punktladungen wihrend des Durchfithrens der schrittweisen Suche ermittelt.
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KAPITEL 8

Ergebnisse dieser Arbeit

Im Rahmen dieser Arbeit wurden verschiedene Verfahren zur effizienten Anndherung von
Isoflachen durch Meshes entwickelt und vorgestellt. Das schrittweise Suche-Verfahren wurde
entwickelt, um ein bis auf eine Kante homogenes Polygon zu erstellen und dieses durch Ex-
trusion als eine Menge von Flachen oder eine entlang der angensherten Flache angeordnete
Objekte in einer Szene zu platzieren. Die Stdrke der schrittweisen Suche liegt in ihrer niedrigen
asymptotischen Laufzeit. Allerdings ist es auf zweidimensionale Anwendungen beschrénkt

und kann nur eine Flache durch ein Polygon annihern.

Das Shrink-Wrap-Verfahren wurde als urspriingliches Remeshing-Verfahren zum Zweck
der Anndherung einer Isofldche statt eines Basis-Meshes durch Verschieben von Vertices auf
einer geradlinigen Trajektorie modifiziert. Die Auflésung ist beliebig kontrollierbar, auch lokal,
und es konnen kleine Verdnderungen in der dynamischen Ladungsanordnung beriicksichtigt
werden. Die Stirke des Shrink-Wrap-Verfahrens liegt in seiner niedrigeren durchschnittlichen
Laufzeit im Vergleich zur Marching Cubes-Methode und in der Méglichkeit, im Gegensatz zu
diesem saubere Meshes zu erzeugen. Der Nachteil dieses Vorgehens liegt darin, dass in allge-
meinen Fillen eine Aufstellung der Aquivalenzklassen erforderlich ist. Dazu muss ein Verfahren
ausgewahlt werden, das innerhalb einer Simulation so eingesetzt werden kann, dass es inner-
halb der Komplexitatsklasse des Shrink-Wrap-Verfahrens wihrend eines Simulationsschritts

liegt.

Einer fir das Shrink-Wrap-Verfahren verwendbaren Startgeometrie, deren Verwendung
sowohl in Aquivalenz als auch Nicht-Aquivalenzen von Punktladungen resultieren kann, wur-
de einer in dieser Arbeit vorgestellte Methode zum Zusammenfiigen zweier Meshes mit
jeweils einem Offnungspolygon, die beide einander zugerichtet sind, entgegengestellt. Dies
ermoglicht eine Reaktion auf das Erkennen der benannten Falschannahmen unter einer geringer
asymptotischer Speicherkomplexitit. Der Zeitpunkt, zu dem diese Korrektur zu erfolgen hat,
ist allerdings schlecht abschétzbar, weswegen das gleiche Verfahren im Nachgang wiederholt

durchgefiithrt werden muss. Dies fiihrt zu einer Erh6hung der Laufzeit.
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Als Alternative zum Zusammenfiigen zweier gedffneter Meshes wurde ebenfalls das selek-
tive Ein- und Ausblenden von Meshes vorgestellt. Um die korrekte Entscheidung, welche
Meshes- ein- und ausgeblendet werden miissen, treffen zu kénnen, wurde das Konzept des
Konturbaums durch eine zusitzliche Markierung erweitert. Dies ermdglichte Reaktionen auf
Fehlannahmen in linearer Zeit wahrend der Simulation. Die zeitaufwendigen Berechnungen
sind in der Initialisierungsphase auf3erhalb der Simulation durchfithrbar. Dies hat einen starken
Anstieg der Speicherkomplexitat zur Folge. Ein Beweis, dass die Generierung beispielswei-
se durch lazy evaluation ,on the fly“ erfolgen kann und somit sogar die initiale Berechnung

entfallen konnte, ist noch nicht gelungen.

Eine invertierbare lokale Subdivision mit konstanter Speicherkomplexitat und Laufzeit
wurde ebenfalls vorgestellt. Durch sie ist eine Reaktion auf Inhomogenitét in einem Mesh

moglich, das durch lineares Verschieben der Vertices auftreten kann.

Ein gegen kollineare Fille stabiler Punkt-Polygon-Beinhaltungstest wurde entwi-
ckelt, der ohne Erhohung der Laufzeitkomplexitat lauft. Dieser kann in zweidimensionalen
Shrink-Wrap-Simulationen Verwendung finden. Fir dreidimensionale Anwendungen muss
allerdings auf einen Polyeder-Beinhaltungstest zuriickgegriffen werden, fiir den noch kein

Verfahren gefunden ist, das mit linearer Laufzeit abgeschlossen werden kann.

Schliefilich beinhaltet die Arbeit Heuristiken zur Abschitzung der Cluster, die geeignet
sind, die Aquivalenzklassen fiir makroskopische Probleme zu berechnen bzw. diese fiir alle
anderen abzuschétzen. Sie konnen genutzt werden, um in diesen Fillen eine Startgeometrie zu
berechnen, in denen keine bzw. sehr wenige Fehlannahmen iiber die Aquivalenzverhiltnisse
der Punktladungen zu erwarten sind. In nicht makroskopischen Fillen ist es auf Grundlage
dieser Abschitzung dennoch notwendig, die Erkennung auf Fehlannahmen durchzufiihren,

wobei der Aufwand der Behebung ihrer Folgen seltener aufgebracht werden muss.

Verschiedene Verfahren zur Erkennung von falschen Annahmen beziiglich Nicht-
Aquivalenz und Aquivalenz wurden vorgestellt. Besonders hervorzuheben ist die schnelle
Erkennung falsch angenommener Aquivalenz, die zumindest wihrend der Durchfithrung des
Shrink-Wrap-Verfahrens in konstanter Zeit ausgefithrt werden kann. Eine Schwiche besteht
im erforderlichen zusitzlichen Zeitaufwand bei der Aufteilung der neuen Aquivalenz. Schlief3-
lich wurde im Kontext der Makro-kontrollierten Erstellung von Geometrie fiir Videospiele
die Moglichkeit zur Verwendung der schrittweisen Suche erkannt. Durch die Anordnung
der Punktladung und mehrfaches Wahlen von Startpunkten fiir die schrittweise Suche durch
Makro-Kontrolle kann der Design-Prozess der Spielgeometrie durch prozedurale Generierung
erleichtert werden, wiahrend die Ergebnisse kontrollierbar bleiben. In der makro-kontrollierten
Erstellung von Spielgeometrie wurde der Sonderfall makroskopischer Probleme erkannt, wes-

wegen hier die Heuristik zum Clustering zur Anwendung kommen kann.
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KAPITEL 9

Fazit und Ausblick

Methoden herauszuarbeiten, durch die Isoflichen mit niedrigerer Laufzeit bei qualitativ ho-
herwertigen Ergebnissen als zum derzeitigen Stand der Forschung durch Meshes angenéhert

werden konnen, war das Ziel dieser Arbeit.

Kapitel [1| ordnet die Arbeit in den derzeitigen Forschungsstand ein und analysiert ver-
schiedene bestehende Verfahren und Softwarelosungen, die dieses Problem bereits 16sen. Als

bekanntester Vertreter wird der Marching Cubes-Algorithmus herausgearbeitet.

Kapitel[2|lieferte die notwendige Theorie der Skalar- und Vektorfelder und wichtige Konzepte

der Informatik sowie Computergraphik.

In Kapitel 3 wurden Voraussetzungen fir Meshes dargelegt, die Isoflichen reprasentieren
sollen und als Grundlage fiir neue Verfahren lineare Trajektorien fiir Vertices vorgestellt. Die
Versuche in diesem Kapitel, die Positionen dieser Vertices algebraisch oder durch einen Greedy-
Algorithmus zu bestimmen schlugen fehl: Die Berechnung der Vertex-Positionen als Schnitt-
punkt der Trajektorie mit einer Fliche konnte ab einer bestimmten Anzahl von Punktladungen
aufgrund der Hohe des Grades des Polynoms nicht fortgesetzt werden. Der Iterationsschritt
eines Greedy-Algorithmus bot keinen mathematischen Losungsraum fiir eine Vertex-Position,
die nach Anwenden des Superpositionsgesetzes bestimmt werden konnte. Auflerdem wird dar-
gelegt, dass eine gefundene Startgeometrie die disjunkten Teile der Isofliche moglicherweise
nicht korrekt abbildet. Es wurden Methoden besprochen, diese Startgeometrie so zu veran-
dern, so dass diese im folgenden Verlauf der Simulation die Charakteristik der Isofliche besser
abbildet. Zur Bewertung dieser Abbildung wurde der markierte Konturbaum eingefiihrt. Aufler-
dem wurden verschiedene Mafinahmen zur Erkennung und Behebung falsch angenommener

Aquivalenzverhiltnisse von Punktladungen gezeigt.

In Kapitel |4l wurden die schrittweise Suche und die Shrink-Wrap-Simulation eingefiihrt,
und mit dem Marching Cubes-Algorithmus hinsichtlich der Zeitkomplexitat verglichen. Auch
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Abschnitt 9.1. Ausblick

wenn das Verfahren auf Spezialfille reduziert bleibt, unterschreitet die schrittweise Suche die
asymptotische Laufzeit des Marching Cubes-Algorithmus. Das Shrink-Wrap-Verfahren kann
wihrend der Simulation durch eine Graphik-Engine ausgefiihrt werden, wobei nachgewiesen
werden konnte, dass dieses dabei die gleiche asymptotische Laufzeit wie bei einem dauerhaft
durchgefithrten Marching Cubes-Algorithmus aufweist. Fiir beide Verfahren hat sich heraus-
gestellt, dass ihre Ergebnisse die Anforderungen an ein sauberes Mesh erfiillen, im Gegensatz
zum Marching Cubes-Algorithmus, der dafiir Nachbearbeitungsschritte benétigt. Auflerdem
konnte das Ergebnis-Mesh des Marching Cubes-Algorithmus die Isofliche durch seine Vertices
nur interpoliert wiedergeben, wiahrend die beiden anderen Verfahren sich der Flache sukzessive
annadhern und mit langerer Laufzeit immer genauere Ergebnisse liefern. In Kapitel [5| wird die

Parallelisierbarkeit der vorgestellten neuen Verfahren hergeleitet.

In Kapitel E] wurde das Verfahren der schrittweisen Suche verwendet, um eine makro-
kontrollierte Generierung von Spielgeometrie zu erméglichen. Es konnte gezeigt werden, dass
durch Extrusion der Ergebnisgeometrie mit wenig Aufwand komplexe Spiellandschaften er-
stellt werden konnen. Die Einfachheit dieses Konzepts ermoglichte die Erweiterung durch
automatische Texturierung und die Ableitung einer fiir die Spieleentwicklung wichtigen lo-
gischen Konzeption der Begriffe ,innen® und ,aulen®, eines automatischen Pfadsuche- und
Kollisionsvermeidungsverfahrens sowie weiterer Anwendung auf Konstruktionsbdume in der

konstruktiven Festkorpergeometrie.

In Kapitel[7wurden wichtige Elemente der Umsetzung der in den vorangegangenen Kapiteln
entwickelten Verfahren durch Implementierung validiert. Die in diesem Rahmen erstellten
Klassen wurden durch UML-Diagramme wiedergegeben und die Funktionalititen der einzelnen

Attribute und Methoden, soweit nicht selbstverstandlich, erlautert.

Zusammenfassend konnte in dieser Arbeit aufgezeigt werden, dass der Einsatz von Isopoten-
tialflichen in der virtuellen Realitit sinnvoll ist und dass es moglich ist, ihre Anndherung durch
Flachen schneller und mit besseren Ergebnissen als durch den Marching Cubes-Algorithmus
zu generieren. Wir haben auch gezeigt, dass der in Kapitel [4 vorgestellte Algorithmus der
schrittweisen Suche im Bereich der Videospielentwicklung nutzbringend ist. Unsere Arbeit
bietet somit ebenfalls ein Werkzeug zur Generierung von Spielgeometrie sowie zur Nutzung

elektrischer Felder im Bereich der Spieleentwicklung.

9.1 Ausblick

Einige der in dieser Arbeit entwickelten Verfahren wie das Generieren eines Konturbaums oder
die der Startgeometrie in der Initialisierungsphase laufen auf einen Time-Memory-Tradeoff
hinaus. Weiterfithrende Forschung konnte zutage fordern, dass eine Reduktion der Speicher-

komplexitdt moglich ist. Besonders im Hinblick auf die Subdivision der Icospheres kann eine
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Abschnitt 9.1. Ausblick

Untersuchung, ob die Eigenschaften eines Goldberg-Polyeders fiir einen Zugewinn an Ge-
schwindigkeit nutzbar gemacht werden kénnen. Obwohl in den Grundlagenkapiteln weitere
prominente Arten der Ladungsverteilungen vorgestellt wurden, die entweder auf Punktla-
dungsanordnungen zuriickgefiihrt oder durch Integration iiber Kurven oder Hiillflichen mit
den dargestellten Methoden durch Meshes angenihert werden kénnen, sind auch andere Arten
von Feldern denkbar, die keine Reminiszenz an elektrische Felder erkennen lassen. Als einfachs-
tes Beispiel konnte statt der euklidischen die Manhatten-Distanz in der Berechnung des Feldes
zugrunde gelegt werden. Dies konnte die runden Formen der makro-kontrolliert generierten
Spielewelten auflosen und in einem eher eckigen Erscheinungsbild der Wande resultieren.
Weiterhin kann der Einsicht, dass zwei orthogonale, zweidimensionale Felder isomorph zu
einem dreidimensionalen Feld sind, dazu verholfen werden, die Nutzbarkeit des Verfahrens der

schrittweisen Suche auf dreidimensionale Felder auszuweiten.

Das Forschungsprojekt hat neue Wege aufgezeigt, Isoflaichen durch Meshes anzunihern, die
weiter verfolgt werden sollten, um die Nutzbarkeit der Ansétze in Anwendungen der virtuellen

und erweiterten Realitit zu verbessern.
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