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Kapitel 1
Einleitung

Zu den bekanntesten Problemen der kombinatorischen Optimierung zéhlt das
Traveling-Salesman-Problem (TSP), welches eine Tour in einem Graphen G =
(V, E) mit Kantengewichten ¢, fiir alle e € E sucht, sodass alle Knoten genau
einmal besucht werden und die Summe der Kantengewichte der Tour mini-
mal ist. Sofern keine weiteren Bedingungen an den Graphen gekniipft sind, ist
das Problem A P-schwer im strengen Sinne (Karp, 1972), (Garey & Johnson,
1979). Fir Graphen mit speziellen Strukturen besteht jedoch die Moglichkeit,
dass ein solches Problem einfacher zu 16sen ist. Dies bedeutet, dass es dazu
einen Algorithmus mit asymptotisch polynomieller Laufzeit gibt. Ein Beispiel
ist das sogenannte Line-TSP with Time Windows (Line-TSPTW) (Tsitsiklis,
1992), bei dem Kunden (Knoten) 1, ..., n gegeben sind und nur ungerichte-
te Verbindungskanten zwischen den Kunden ¢ und ¢ + 1 fiir alle ¢ € {1, ...,
n — 1} existieren. Dies bedeutet, dass der Graph als eine Linie aufgefasst wer-
den kann. Bei einem ausgezeichneten Kunden i* € {1,...,n} befindet sich zum
Startzeitpunkt 0 ein LKW, der zu diesen Kunden fahrt, um sie zu bedienen. In
der Literatur wird der LKW auch als Server bezeichnet. Jeder Kunde hat ein
Zeitfenster, also einen frithesten Zeitpunkt (Release Date), zu dem ein Kunde
bedient werden kann, sowie einen spétesten Zeitpunkt (Deadline), zu dem ein
Kunde bedient sein muss. Das Ziel ist, moglichst friith alle Kunden bedient zu
haben. Eine Riickkehr zum Startkunden wird nicht vorausgesetzt, d. h. es wird
eine offene Tour gesucht. Anwendung findet das Line-TSPTW zum Beispiel an
Kiistenlinien, Fliissen oder entlang einer Strale. Werden keine Zeitfenster vor-
ausgesetzt, d.h. alle Kunden haben jeweils ein Release Date von 0 und eine
Deadline von oo, so ist das Problem einfach zu l6sen: Der LKW bewegt sich
vom Startkunden zu Kunde 1, falls dieser ndher an Kunde ¢* liegt, andernfalls
zu Kunde n und anschliefend zum anderen Ende der Linie. Die Einbeziehung
beliebiger Zeitfenster hat grofien Einfluss auf die Komplexitdt des Line-TSPTW.
In diesem Fall ist das Line-TSPTW NP-schwer im strengen Sinne ((Tsitsiklis,
1992)). Sofern ausschliellich Deadlines oder ausschlie8lich Release Dates ein-
zuhalten sind, lasst sich das Problem wiederum polynomiell 16sen ((Psaraftis,
Solomon, Magnanti & Kim, 1990), (Tsitsiklis, 1992)). Wenn zu den Deadlines
noch Bedienzeiten (Processing Times) existieren, d. h. wenn sich das Fahrzeug
fiir jeden Kunden eine zusétzliche Zeit bei diesem Kunden befindet, ist das Line-
TSPTW NP-schwer (Bock & Klamroth, 2013).

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit erfolgt die Erweiterung des Line-TSPTW



um eine Drohne, die ebenfalls in der Lage ist, Kunden zu bedienen. Jedoch muss
die Drohne, nachdem sie einen Kunden bedient hat, zum LKW zuriickkehren,
um einen nachfolgenden Kunden bedienen zu kénnen. Jedem Kunden ¢ auf der
Linie ist eine Position p; € R zugewiesen. Dabei sind die Distanzen zwischen
zwei Kunden der Absolutbetrag der Differenzen der Positionen. Dieses Pro-
blem wird als Traveling Salesman Problem on the Line with Drone transports
(Line-TSPwD) bezeichnet. Die Komplexitét verschiedener Szenarien wird hier
analysiert. Dabei werden die Félle unterschieden, ob entweder die Drohne mit
Geschwindigkeit v” oder der LKW mit Geschwindigkeit v” schneller ist, Zeit-
fenster oder keine Zeitfenster vorhanden sind, oder der Start von Drohne und
LKW ganz links oder ganz rechts von der Linie aus erfolgt oder innerhalb der
Linie liegt. Dartiber hinaus wird zwischen dem kontinuierlichen Fall und dem
diskreten Fall unterschieden. Im kontinuierlichen Fall kann die Drohne an jedem
Ort entlang der Linie aufgelesen und gestartet werden. In dem anderen Fall ist
das Starten und Auflesen der Drohne lediglich bei Kundenorten méglich. Die
einfache Struktur des Line-TSPwD erlaubt es, die in der vorliegenden Arbeit
bewiesenen Ergebnisse auf andere Probleme zu iibertragen, um deren Kom-
plexitdt zu verifizieren. Ein Beispiel hierfiir ist das sogenannte Drone Routing
Subproblem (siehe (Tang, Hoeve & Shaw, 2019)), das zwar schon im Allgemei-
nen N'P-schwer im strengen Sinne ist, jedoch wird fiir die Reduktion dort eine
sehr spezielle Struktur der Abstdnde der Kunden genutzt. Aus den Ergebnissen
der vorliegenden Arbeit lisst sich folgern, dass das Problem selbst dann NP-
schwer im strengen Sinne ist, wenn die LKW-Tour auf einer Linie liegt und die
zu bedienenden Kunden sich ebenfalls auf der gleichen Linie befinden. Hierbei
kann eine beliebige p-Norm als Abstandsmaf} verwendet werden.

Bei der Auslieferung in einem stiddtischen Gebiet liegt héufig auf einer gerin-
gen Anzahl von Straflen jeweils eine groBere Anzahl von Kunden, die bedient
werden sollen. Dabei ist es moglich, dass die jeweiligen Straflen nur wenige Zu-
fahrtmoglichkeiten haben (Bock, 2024). Das Line-TSPTW wére fiir diese Struk-
tur ein Spezialfall. Analoges gilt fiir die Erweiterung solcher Probleme um eine
Drohne, welche die Auslieferung unterstiitzt.

Die Erweiterung von TSPs und Vehicle Routing Problemen (VRPs) um neue
Zustelltechnologien wie Drohnen oder Lieferroboter gewinnt zunehmend an Be-
deutung, da diese autonomen Fahrzeuge das Losen des Problems der letzten
Meile (last-mile delivery) unterstiitzen konnen. Bei diesem Problem handelt es
sich um den letzten Schritt in der Lieferkette, also um den letzten Abschnitt
des Transports von Waren bis zur Haustiir des Kunden, der bei einem hohen
Straflenverkehrsaufkommen schwieriger und zeitintensiver zu bewéaltigen ist. Die
Gesamtmenge urbaner Giiterverkehrsleistungen betrug im Jahr 2010 weltweit
ca. 10 Billionen tkm (Tonnenkilometer), fiir das Jahr 2050 wird ein Aufkommen
von ca. 30 Billionen tkm prognostiziert (Little, 2018).

Auslieferungsdrohnen werden bereits in verschiedenen Bereichen eingesetzt. So
hat z.B. in Ruanda das Startup-Unternehmen Zipline zwei Flugplétze fiir Droh-
nen errichtet, die medizinische Produkte transportieren (Kaufmann, 2019). Von
diesen Flugplédtzen aus kénnen die Drohnen jeden Teil des Landes erreichen.
Diese Art des Arzneimitteltransportes wird mittlerweile auch in Deutschland
getestet (Pharmazeutische Zeitung, 2021). Die deutsche Bundesregierung zeigt
sich ebenfalls allgemein interessiert an dem Einsatz von Drohnen und hat
diesbeziiglich einen Aktionsplan aufgestellt. Hierbei sollen Forschung und der
Ubergang in die Praxis gefordert werden (BMVI, 2020).



Neben der Logistik im Gesundheitswesen gibt es auch Versandhéndler, welche
die Lieferung per Drohne planen (Amazon, 2018). Das Logistikunternehmen
UPS testete 2017 die Auslieferung von Paketen mithilfe von Drohnen, die vom
Dach des Auslieferungs-LKWs gestartet werden und nach der Zustellung zuriick
zum LKW fliegen, wihrend der LKW weitherhin Pakete verteilt (Burns, 2017).
Obwohl Drohnen erst seit kurzer Zeit tatséchlich im Logistikbereich im Einsatz
sind, gibt es zahlreiche Forschungsartikel, um ihren Einsatz zu optimieren. Dar-
auf wird in Kapitel 2 ndher eingegangen.

In Kapitel 3 werden zwei Modelle vorgestellt, die das Line-TSPwD mathema-

Geschw. | kont./disk. | Deadl. | Release D. | i* € {1,n} | Komplexitit
vT > vP | kont./disk. | Nein Nein Nein polynomiell
vT > P | kont./disk. Ja Nein Nein str. N'P-schwer
vT > P | kont./disk. Ja Nein Ja polynomiell
vT > vP | kont./disk. | Nein Ja Ja str. N'P-schwer
vl <P kont. Nein Nein Ja polynomiell
T <P kont. Nein Nein Nein NP-schwer
T <P kont. Ja Nein Ja str. N'P-schwer
T <P kont. Nein Ja Ja str. N'P-schwer
T <P disk. Nein Nein Ja str. N'P-schwer

Tabelle 1.1: Komplexitiat des Line-TSPwD verschiedener Szenarien

tisch beschreiben. Dabei handelt es sich um ein gemischt-ganzzahliges lineares
Programm (engl. Mixed Integer Program, abgek. MIP) und einen Constraint
Programming Ansatz (CP) fiir den diskreten Fall.

Abschlielend wird in Kapitel 4 jeweils die Komplexitéit der verschiedenen Sze-
narien analysiert. Wie oben beschrieben, ist das Line-TSPTW ohne Zeitfenster
einfach zu l6sen. Durch das Hinzufiigen einer Drohne, die schneller ist als der
LKW und die an jedem Ort gestartet und abgeholt werden kann, wird das Pro-
blem NP-schwer. Dies wird mithilfe einer Reduktion des Even-Odd-Partition-
Problems gezeigt, welches ebenfalls NP-schwer ist. Starten jedoch Drohne und
LKW ganz links oder ganz rechts von der Linie, so ist das Problem wieder-
um polynomiell 16sbar. Hierbei wird sich herausstellen, dass es sich um ein
1-Maschinen-Scheduling Problem handelt, wobei die Auftrége Prozesszeiten ha-
ben, die linear fallen. Diese beiden Ergebnisse sind in den Zeilen 5 und 6 der
Tabelle 1.1 zusammengefasst. Ahnliches Vorgehen fiihrt zu den weiteren Ergeb-
nissen der Tabelle 1.1. Ein Grofiteil der Ergebnisse ist ebenfalls in einem parallel
entstandenen und bisher unveréffentlichten Working Paper (Bock & Janiszczak,
0.J.) zu finden.

Es sei darauf hingewiesen, dass in der vorliegenden Arbeit eine Vermischung von
deutscher und englischer Sprache fiir einige Begriffe vorgenommen wird. Dies ist
dadurch begriindet, dass es sich um géngige Begriffe der Fachliteratur handelt.



Kapitel 2

Literaturiiberblick

Eine Ubersicht der Literatur fir das TSP und das VRP bieten beispielsweise
(Matai, Singh & Mittal, 2010) und (Golden, Raghavan & Wasil, 2008). (Chung,
Sah & Lee, 2020) liefert einen Uberblick der wissenschaftlichen Literatur im
Bereich der ’drone-operation’ (DO), also Probleme, die nicht an einen LKW
gekniipft sind und ’drone-truck combined operations’ (DTCO). Hierbei wird
die Literatur in die Kategorien TSPD (Grundlage ist das TSP) und VRPD
(Grundlage ist das VRP) aufgeteilt. Auflerdem wird zwischen ’drone and truck
as synchronized working units’, 'Drone as primary and truck as secondary
working units’, "Truck as primary and drone as secondary working units’ und
‘independent of both vehicles’ unterschieden. Das Line-TSPwD ist also dem
DTCO und insbesondere dem TSPD zuzuordnen, wobei beide Fahrzeuge gleich
wichtig sind, d.h. sowohl die Drohne als auch der LKW bedienen Kunden und
dies nicht unabhingig voneinander. Somit ist das Line-TSPwD als ’drone and
truck as synchronized working units’ einzustufen.

Ebenso geben (Otto, Agatz, Campbell, Golden & Pesch, 2018) und (Boysen,
Fedtke & Schwerdfeger, 2021) einen Uberblick iiber die Literatur zum Einsatz
von Drohnen in der Logistik und Last-Mile-Delivery.

Erstmalig erwdhnt wurden Drohnen im Zusammenhang mit dem TSP in
(Murray & Chu, 2015). Hier wird das sogenannte Flying Sidekick TSP
(FSTSP) und das Parallel Drone Scheduling TSP (PDSTSP) vorgestellt. Beim
FSTSP liegt ein Depot und eine Menge von Kunden vor, wobei die Kunden
dieser Menge bedient werden miissen. Hierbei gibt es eine Teilmenge T von
Kunden, wobei diese Kunden ausschliellich vom LKW bedient werden kénnen
(z.B. aufgrund einer Kapazitdtsbeschrankung der Drohne). Die Drohne kann
genau einen Kunden bedienen, nachdem sie vom LKW aufgelesen wurde. Das
Auflesen und das Starten der Drohne geschieht bei Kunden und nimmt jeweils
eine konstante vorgegebene Zeit in Anspruch. Das Ziel ist eine frithest mogliche
Ankunftszeit von Drohne und LKW am Depot, nachdem alle Kunden bedient
wurden, entweder durch den LKW oder die Drohne. Hier miissen also die
Drohnen-Tour und die LKW-Tour synchronisiert werden. Die Drohne kann
nicht am selben Ort wieder aufgelesen werden, an dem sie gestartet wurde.
Auflerdem wird die Drohne nur an Orten gestartet und aufgelesen, an denen
der LKW auch einen Kunden bedient, d.h. Kunden werden nicht mehrfach
besucht. Die Autoren konstruieren fiir dieses Problem ein MIP und schlagen
eine Heuristik vor. Beim PDSTSP hingegen arbeiten Drohnen und der LKW



unabhéingig voneinander. Hier wird eine Aufteilung von Kunden gesucht, die
nur durch Drohnen (in diesem Fall kénnen es mehr als eine Drohne sein) oder
nur vom LKW bedient werden. Hierbei pendeln die Drohnen zwischen dem
Depot und den Kunden und sind somit unabhéingig vom Fahrzeug. Fiir den
LKW wird eine Tour konstruiert, welche im Depot startet und auch endet, bei
der alle iibrigen Kunden bedient werden. Auch fiir dieses Problem wird ein
MIP und eine Heuristik beschrieben.

In (Dell’Amico, Montemanni & Novellani, 2021) wurden fiir das FSTSP eine
Heuristik und ein Branch&Bound-Verfahren (B&B) prisentiert.

In (Agatz, Bouman & Schmidt, 2018) wird das TSP with Drone (TSP-D)
vorgestellt, welches sehr dhnlich zum FSTSP ist. Im TSP-D nach (Agatz et
al., 2018) ist es jedoch im Gegensatz zum FSTSP méglich, die Drohne an
Kundenorten zu starten oder aufzulesen, obwohl der LKW die entsprechenden
Kunden bereits vorher bedient hat. Dies ist beim FSTSP ausgeschlossen.
Die Autoren stellen ein Integer Programming Modell (IP) vor sowie einige
Heuristiken. Zusétzlich wird ein Ansatz der dynamischen Programmierung
préasentiert, der eine optimale Partitionierung der Drohnen- und LKW-Kunden
fiir eine fest vorgegebene Reihenfolge der Kunden ermittelt. In (Bouman, Agatz
& Schmidt, 2018) wird ein Ansatz der Dynamischen Programmierung (DP)
fiir das TSP-D konstruiert. Im Gegensatz zum TSP-D kann die Drohne in
(Gonzalez-R, Canca, Andrade-Pineda, Calle & Leon-Blanco, 2020) mehrere
Kunden nacheinander bedienen, ohne zum LKW zuriickkehren zu miissen.
Aufgrund der begrenzten Reichweite muss sie jedoch vom LKW aufgelesen
werden, um weitere Kunden bedienen zu kénnen. In (Tang et al., 2019) wird das
TSP-D mit metrischen Distanzen analysiert. Dariiber hinaus wird das Drone
Routing Subproblem (DRS) definiert, bei dem eine LKW-Tour vorgegeben
ist und eine Reihenfolge der Kunden ermittelt werden muss, in welcher die
Drohne diese Kunden bedient. Die Autoren zeigen, dass das DRS NP-schwer
im strengen Sinne ist. Ein CP-Ansatz wird vorgestellt und mit anderen exakten
Ansétzen verglichen.

Wie beim DRS in (Tang et al., 2019) liegt auch in (Boysen, Briskorn, Fedtke
& Schwerdfeger, 2018) eine feste LKW-Tour vor. Hierbei kénnen mehrere
Drohnen die vorgegebenen Kunden bedienen. Jedoch werden die Drohnen
immer nur bei LKW-Stopps gestartet oder aufgelesen. Die Autoren haben
gezeigt, dass selbst im Fall, wenn nur eine Drohne involviert ist, das Problem
mit beliebigen Distanzen NP-schwer im strengen Sinne ist. Wird die Drohne
am LKW-Stopp aufgelesen, an dem sie auch gestartet wurde, oder wird sie
spéatestens am nidchsten LKW-Stopp aufgelesen, so ldsst sich dieses Problem
in Polynomialzeit 16sen. Befinden sich auf dem LKW mehrere Drohnen, so ist
das Problem selbst fiir einen LKW-Stopp ebenfalls N'P-schwer im strengen
Sinne. Dies gilt ebenfalls unter der Voraussetzung, dass die Flugzeit vom k-ten
LKW-Stopp zu Kunden j der Flugzeit in umgekehrter Richtung entspricht.
Es werden zwei MIPs vorgestellt, die mithilfe eines Standardsolvers (Gurobi)
getestet werden. Alle besprochenen Probleme setzen voraus, dass die Drohne
nur an bestimmten Orten aufgelesen werden kann. In (Poikonen & Golden,
2020) hingegen ist das Auflesen der Drohne an jedem beliebigen Ort moglich.
Betrachtet wird die euklidische Ebene R? und eine beschriinkte Reichweite der
Drohne. Dieses Problem ist AP-schwer im strengen Sinne. In der vorliegenden
Arbeit wird gezeigt, dass das Problem unter der Beschrankung, dass sich beide
Fahrzeuge nur auf einer Linie, also in R bewegen N P-schwer ist.



Kapitel 3

Modelle

3.1 Was ist eine Drohne?

Die Internationale Zivilluftfahrtorganisation (ICAO) definiert ein UAS (Unman-
ned Aircraft System) als ein Fluggerit mit all seinen zugehorigen Elementen,
das keinen Piloten an Board hat. Ein UA (Unmanned Aircraft) ist ein Fluggerat
ohne Piloten an Bord (International Civil Aviation Organization, 2011). In der
Literatur wird auch héufig die Abkiirzung UAV (Unmanned Aircraft Vehicle)
genutzt, wie zum Beispiel in (Mwrray & Chu, 2015). Eine Klassifizierung
von UAS nach verschiedenen Eigenschaften, wie z.B. dem Gewicht oder der
Reichweite ist in (Dalamagkidis, 2015) zu finden.

In der vorliegenden Arbeit beschreibt der Begriff Drohne durchgingig ein
Flugobjekt, das autonom Pakete ausliefern kann. Die ingenieurtechnische
Umsetzung wird hierbei in dieser Arbeit nicht behandelt. Es wird nur das
Problem aus theoretischer Sicht analysiert.

Als Beispiel fiir Drohnen kénnen die des Unternehmens Zipline genannt werden.
Diese haben eine Reichweite von 160 km und eine Ladekapazitit von 1,3 kg.
Dartiber hinaus ist eine Geschwindigkeit von bis zu 128 km/h méglich, wobei
eine Reisegeschwindigkeit von 101 km/h erreicht wird (Zipline, o.J.). Die
Lieferdrohne Wingcopter 198 des deutschen Unternehmens Wingcopter hat bei
einer maximalen Zuladung von 6 kg eine Reichweite von 75 km (bis maximal
110 km bei geringerer Belastung) und hat eine Geschwindigkeit von 150km /h
(Koenen, 2021).

3.2 Gemischt-ganzzahliges lineares Programm

3.2.1 Parameter

Gegeben sei eine Line-TSPwD Instanz mit n Kunden 1 bis n. Das bedeutet,
dass sich diese Kunden auf einer Linie, zum Beispiel auf einer Strafle, oder
entlang eines Flusses befinden. Ein LKW und eine Drohne bedienen die Kunden,
wobei der LKW eine konstante Geschwindigkeit von v” und die Drohne eine
konstante Geschwindigkeit von v” haben. Dabei befinden sich beide zu Beginn
beim Kunden i* € {1,...,n} (siche Abbildung 3.1). Nachdem ein Kunde durch
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die Drohne bedient wurde, muss diese zunéchst zum LKW zuriickfliegen, bevor
sie den néchsten Kunden bedienen kann. Der Kunde i befindet sich an Position
p;- Bs wird zunédchst fiir ¢ < j aus der Kundenmenge die Eigenschaft p; < p;
vorausgesetzt. Damit resultiert zwischen Kunden ¢ und Kunden j mit i < j
ein Abstand von p; — p;. Jeder Kunde muss besucht werden. Auflerdem ist
jeder Kunde mit einem Zeitfenster verkniipft, in welchem das Bedienen des
Kunden moglich ist. Dabei ist fir Kunde ¢ Der Zeitpunkt r; (Release Date)
der Beginn des Zeitfensters und d; (Deadline) das Ende des Zeifensters. Der
Zeitaufwand, um einen Kunden zu bedienen, wird als vernachléssighar, also
als 0 vorausgesetzt. Es gibt eine Teilmenge T aller Kunden, wobei die Kunden
dieser Teilmenge aufgrund von Kapazitdtsbeschrankungen der Drohne nicht von
ihr bedient werden kénnen, sondern vom LKW bedient werden miissen. Es wird
zwischen zwei Zielfunktionen unterschieden: die Minimierung des Zeitpunktes
des Aufeinandertreffens von Drohne und LKW, nachdem alle Kunden besucht
wurden und die Minimierung des Zeitpunktes, zu dem der letzte Kunde besucht
wurde.

e~
/

o

i*

® o o e o o

Abbildung 3.1: Line-TSPwD Instanz

Zusammengefasst liegen also die folgenden Parameter vor:

n Anzahl der Kunden

i* | Startkunde (Hier befinden sich Drohne und LKW zum Zeitpunkt ¢ = 0)
T Menge der Kunden, die nur durch den LKW bedient werden kénnen

p; | Position von Kunde ¢

T Release Date von Kunde i

d; | Deadline von Kunde

vP | Geschwindigkeit der Drohne

vT | Geschwindigkeit des LKWs

Tabelle 3.1: Parameter einer Line-TSPwD Instanz

3.2.2 Variablen

Kunde ¢ wird zum Zeitpunkt ¢; bedient. Wird Kunde ¢ durch die Drohne be-
dient, miissen sowohl der Trennungsort, der mit ] bezeichnet wird, als auch der
Trennungszeitpunkt, welcher mit ¢; bezeichnet wird, festgelegt werden. Der Be-
gegnungsort nach dem Bedienen des Kunden i ist 7]*. Im diskreten Fall sind die
Begegnungs- und Trennungsorte auf eine diskrete Menge eingeschrankt, ndmlich
ri.r? € {p1, ..., pn}. Hingegen ist im kontinuierlichen Fall das Starten und das



3.2. GEMISCHT-GANZZAHLIGES LINEARES PROGRAMM 8

Auflesen der Drohne an jedem Ort auf der Linie moglich. Der Begegnungszeit-
punkt wird durch die Variable ¢;"* dargestellt. AuBlerdem existieren fiir jeden
Kunden ¢ die folgenden Binérvariablen:

dre — 1 ¢ wird durch Drohne bedient,
10 sonst

, 1 4 wird durch LKW bedient,
r, = .
0 sonst

Nachdem die Drohne einen Kunden bedient hat, ist ihr néchstes Ziel die Begeg-
nung mit dem LKW, um den nichsten Kunden bedienen zu kénnen. Somit kann
man eine Losung als eine Hintereinanderausfithrung der Operationen ”"Kunde be-
dienen”, "Drohne zum Trennungsort bringen” und ”Drohne am Begegnungsort
abholen” auffassen. Dementsprechend sind maximal 2n Operationen notwendig.
Dieser Fall tritt ein, wenn die Drohne alle Kunden bedient, denn dann muss der
LKW die Drohne jeweils zum Trennungsort bringen und beim Begegnungsort
einsammeln. Die Operationen “Kunde bedienen” wird als LK W-Operation be-
zeichnet und die Operationen ”"Drohne am Begegnungsort abholen” und "Droh-
ne zum Trennungsort bringen” werden als Drohnen-Operationen bezeichnet. Die
folgenden Variablen legen die Reihenfolge dieser Operationen fest:
{1 Operation i ist die k-te Operation,
Tik =
0 sonst
Dabei sind i € {1,...,3n} und k € {1,...,2n}. Die Elemente ¢ € {1,...,n} re-
prasentieren die Operationen LKW bedient Kunde i”, die Elemente
it € {n+1,...,2n} reprisentieren die Operationen LKW bringt Drohne zum
Trennungsort, damit Drohne Kunde i — n bedient” und die Elemente j €
{2n + 1,...,3n} reprisentieren die Operationen LKW holt Drohne vom Be-
gegnungsort ab, nachdem Drohne Kunde j — 2n besucht hat”. Die Elemente
k € {1,...,2n} geben die Positionen der Reihenfolge der Operationen an.
Zusammengefasst liegen also die folgenden Variablen vor:

t; Fertigstellungszeitpunkt von Kunde 4

Trennungsort von Drohne und LKW, damit Drohne Kunde ¢ bedient
Begegnungsort von Drohne und LKW, nachdem Drohne

Kunde ¢ bedient hat

ts Trennungszeitpunkt von Drohne und LKW, damit Drohne

Kunde ¢ bedient

tr Begegnungszeitpunkt von Drohne und LKW, nachdem

Drohne Kunde i bedient hat

dr; | Binérvariable die entscheidet, ob Kunde ¢ durch die Drohne bedient wird
tr; Binédrvariable die entscheidet, ob Kunde ¢ durch den LKW bedient wird
2; 1, | Bindrvariable die entscheidet, ob eine Operation ¢ an Position &k

in der Sequenz durchgefithrt wird

Tabelle 3.2: Variablen des Modells
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3.2.3 Modell

Das Line-TSPwD mit n Kunden ldsst sich als gemischt-ganzzahliges Pro-
gramm wie folgt darstellen. Sei M eine grofle Zahl, sodass die Restriktionen,
die diesen Parameter beinhalten entweder relevant sind oder nicht. M ist al-
so derart gewéhlt, dass die jeweiligen Ungleichungen immer erfiillt sind, wenn
die zugehorigen Binarvariablen M nicht eliminieren. Auflerdem wird voraus-
gesetzt, dass v” v > 0 ist. Seien N := {1,..,n},2N := {1,...,2n} und

3N :={1,...,3n}.

min

sodass

z
z >t
z >t
li >
t; < d;
tr; =1
Tiq =1

Tixqon2 =1

T = P
tv =20
ti» =0

2n
in,k <1
k=1
3n
Zl’i,k <1
=1
3n  2n

3n
M'in,k > Z Z T
i=1

j=11=k+1
n n 3n 2n

Ztri+22dn = szlk
i=1 i=1 i=1 k=3
i i£i

2n
tr; = szk

k=1

2n
dr; = E Titn,k
k=1

2n
dr; = E Ti42n,k
k=1

tr; +dr; =1

Vie N
Vie N
Vie N
Vie N
VieT

Vi€ 3N

Vk € 2N

Vk € 2N

Vie N

Vie N

Vi e N

Vie N

© 0 I O U = W N =

—_— Y Y N D D N N

—
W W o~ o~ o~~~ o~ o~ —~ —

I
(e}

—~
—_

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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2M — (@ik + wjp41)M +t; >t + —=(Ipi — pj)

1
v

Vi,j € N,k € 2N \ {2n}

1
2M — (Tign e + T 1) M + 15 > 8] + ﬁ(lrf - pjl)

Vi,j € N,k € 2N\ {2n}

1
2M — (Tigon + i) M +t; > 7 + U*T(Wn - pjl)

Vi,j € N,k € 2N\ {2n}

1
2M — (zjk + Titnk+1)M + 1] > t; + ﬁ(V? - pjl)

Vi,j € N,k € 2N \ {2n}

1
2M — (wjk + Titan k1) M + 87" >t + TTW;H — ;)

Vi,j € N,k € 2N \ {2n}

1
2M — (Tiyonk + Tjpn k1) M + 15 > 6" + U*T(Wl =3l

Vi,j € N,k € 2N\ {2n}

1
2M — (Tignk + Tiyon k1) M + 87" >t + —5 (Ipi — "))

v

Vi,j € N,k € 2N\ {2n}

) 1
M — (Zign ke + Tigonor1) M + 7 > 7 + ﬁ(‘rf —ri")

Vi,j € N,k € 2N \ {2n}

S 1 S .

(l—de)M+tj th+ﬁ(|rj—pj|) VJGN
(1 —drj)M + 1t} th—l—v—Dﬂrj —p;l) Vje N
2n 2n
Z-Ti-‘rn,k -k < in+2n,k -k Vie N
k=1 k=1

j—1 n

2M — (Titnk + Titan,; )M + Z Z Tmy>j—k—1
l=k+1m=1

Vi€ N,k,je2N

z;; € {0,1} Vi, j € 3N
tr; € {0,1} Vie N
dr; € {0,1} Vie N
>0 Vie N
r? >0 Vie N

tm >0 Vie N

10

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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2>0 Vie N

Falls das Ziel die Minimierung des Zeitpunkts des zuletzt besuchten Kunden
ist, so ist Restriktion (3.3) zu entfernen. In dem Fall, dass das Ziel die Mi-
nimierung des Begegnungszeitpunkts von Drohne und LKW ist, nachdem alle
Kunden rechtzeitig bedient wurden, so ist Restriktion (3.3) relevant. Die Re-
striktionen (3.4) und (3.5) fithren zum Einhalten der Zeitfenster, und durch
(3.6) wird gewéhrleistet, dass Kunden, welche die Drohne nicht bedienen kann,
durch den LKW bedient werden. Durch (3.7) bis (3.11) wird sichergestellt, dass
LKW und Drohne sich zum Zeitpunkt 0 bei i* befinden.
Jede Operation wird maximal einer Position der Sequenz zugeordnet. Diese Be-
schrankung realisiert Restriktion (3.12). Mit (3.13) ist die k-te Operation ein-
deutig, falls diese existiert. In der Sequenz sind nur die letzten Positionen nicht
belegt. Sobald die k-te Operation eine leere Operation ist, also keine LKW-
Operation stattfindet, sind auch alle darauffolgenden Positionen in der Sequenz
leere Operationen. Hierfiir wird Restriktion (3.14) verwendet. Mit (3.15) sind
genau so viele Positionen in der Sequenz mit nicht-leeren Operationen besetzt,
wie es LKW-Operationen gibt. Die Beschrankungen (3.15) bis (3.18) halten fest,
welche Kunden durch den LKW und welche Kunden durch die Drohne bedient
werden. Wird die Drohne gestartet, um einen Kunden zu bedienen, so wird
sichergestellt, dass die Drohne auch wieder aufgelesen wird. Bedingung (3.19)
gewahrleistet, dass jeder Kunde bedient wird.
Werden Kunde ¢ und j durch den LKW bedient und j direkt nach Kunde
i, so kann der LKW friithestens ab der Fertigstellung von i zu j fahren und
hierbei die Strecke zwischen p; und p; zuriicklegen. Hierfiir wird Bedingung
(3.20) herangezogen, denn sind z; ;, = z, x+1 = 1, so folgt die Nebenbedingung
t; > ti+(|lpi—p;]) /v Ebenso fiir die Fertigstellungszeitpunkte, Begegnungszeit-
punkte und Trennungszeitpunkte realisieren (3.21) bis (3.29) fur alle moglichen
Kombinationen der anderen Operationen die jeweiligen Beschriankungen. Hier-
bei ist anzumerken, dass sich das obige Modell in ein Modell iiberfithren lasst,
dessen Beschrankungen ein lineares Ungleichungssystem bilden, da die folgende
Aquivalenz gilt:

r>lyler>yAr>—y

Durch (3.30) wird die Drohne spéter eingesammelt, als sie gestartet wird, um
Kunde i zu bedienen. Wird die Drohne gestartet, konnen bis zum Einsammeln
der Drohne nur Operationen der Form "Kunde wird durch LKW bedient” statt-
finden. Dies garantiert (3.31).

Fiir das gegebene Modell lasst sich mithilfe der iibrigen Parameter die Zahl M

bestimmen.

|pn 7p1|

M=2n+% + max {r;}

oT ‘€N
Der Zielfunktionswert einer Losung fir das Line-TSPW'T bzw. einer Losung fiir
das Line-TSPwD unter der Bedingung T’ = {1, ..., n} ist eine obere Schranke fiir
das Line-TSPwD. Wenn der LKW also alle Kunden bedienen muss, wird seine
Fahrzeit nach oben durch % begrenzt, denn um den néchsten Kunden
anzufahren, ist die Strecke nie ldnger als |p,, — p1|. Hinzu kommen Wartezeiten,
die aber max{r;} nicht iiberschreiten.

Falls eine zuldssige Losung existiert, so ist der optimale Zielfunktionswert nicht
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grofler als M. Damit sind Restriktionen (3.20) bis (3.29) immer erfiillt, falls
den entsprechenden Binédrvariablen Werte zugewiesen werden, sodass M nicht
eliminiert wird.
Die rechte Seite der Restriktion (3.14) ist stets kleiner oder gleich 2n. Ebenso
erfillt M die gewiinschte Eigenschaft fiir Restriktion (3.31), denn die rechte
Seite der Restriktion {ibersteigt 2n nicht.
Werden die Doménen r* > 0 Vi € {1,...,n} und r{ > 0 Vi € {1,...,n} ersetzt
durch

rit €4{p; 1 €{1,...,nt}t und v € {p; | j € {1,...,n}},

so liegt die diskrete Variante vor.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass durch eine geringfiigige Modifikation des
Modells eine Riickkehr des LKWs zum Startkunden i* realisiert werden kann.
Dies ist in der Literatur eine hiufige Forderung (z.B. (Murray & Chu, 2015),
(Agatz et al., 2018), (Tang et al., 2019)). Das Modell ldsst sich in ein neues
umformulieren, indem die Variablen tpepot, {7 Depots TDepot,k fir k € {1,...,2n}
sowie der Parameter ppepot = pi= hinzugefiigt werden. Dariiber hinaus miissen
die folgenden Restriktionen zusétzlich erfiillt sein:

tT Depot = 1 (332)
2n 2n
D ke Tpepork = > j-ay VIE{L, ..., 3n} (3.33)
k=1 j=1

Nebenbedingung (3.32) fithrt dazu, dass der LKW den Startort erneut besucht,
wobei (3.33) sicherstellt, dass dieser Ort zuletzt besucht wird.

Um Losungen iibersichtlicher zu gestalten, wird der Vektor a € {1,...,3n}?"
mit a; := 2?21 J - xj,; definiert. Dabei entspricht der i-te Eintrag des Vektors
der i-ten Operation.

Definition 3.2.1. Fiir das Line-TSP with Drone Problem mit n Kunden heifit
ein Vektor a = (ay, ..., as,) € {1,...,3n}?" partiell zulissig, wenn die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind:

e a; =1*

und as =1*+2-n
o Es existieren Mengen A und B mit AUB = {1, ...,n} \ {i*}, sodass
{as, ...,asn} = {ili € AY U {i +nli € B} U {i + 2n|i € B}
oder
{az,...,a9n} ={ili € AU {i+nli € BYU{i+ 2n|i € B} U {0}
o Esgilt T C A.
o Existiert [ € {1,...,2n} mit ¢ =0, so ist a,, =0 fir m € {l + 1, ...,2n}
o Firalle,j € {1,...,2n} mit ¢ # j und a; # 0 gilt a; # a;

o Ist ap =i+ n und @ = i+ 2n mit ¢ € {1,...,n}, so ist k¥ < [ und
am €{1,..,n} firalle me {k+1,..,1 — 1}
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Ein partiell zulédssiger Vektor erfiillt somit die Bedingungen, dass alle Kunden
bedient werden und bei ¢* begonnen wird. Auflerdem wird die Drohne nur
gestartet, nachdem der LKW sie aufgelesen hat. Dabei wird berticksichtigt,
dass die Drohne gestartet wird, um einen ausgezeichneten Kunden zu bedienen
und anschlieBend aufgelesen wird, nachdem sie diesen Kunden bedient hat.
Diese Eigenschaften werden im obigen Modell durch die Restriktionen (3.6),
(3.7), (3.30), (3.31) sowie (3.12) bis (3.19) realisiert.

Ist ein partiell zuldssiger Vektor a = (ai,...,a2.,) € {1,...,3 - n}*" fiir ein
kontinuierliches Problem gegeben, so lassen sich in Polynomialzeit die optimalen
Begegnungsorte und Begegnungszeiten ermitteln. Dazu ist das folgende lineare
Programm zu l6sen:

min z
sodass
z>1 Vie N (3.34)
z >t Vie N (3.35)
ti>r; Vie N (3.36)
t; < d; Vie N (3.37)
Tie = Dix (3.38)
th =0 (3.39)
tie =0 (3.40)
1

Lo, > U—T(|pai+1 — Da;|) + ta, Vi€ N :a;,a;41 €{1,....,n}  (3.41)

1 m m
tai+1 > F(|pai+1 - 7ﬂai72-n|) + ta,;fln (342)

Vie N:ajq €{1,...,n},a; €{2-n+1,..,3-n}

1 . .
ta;—n > ﬁqp% —ra ) Fth, o, YieN:a;e{n+1,.,2-n} (3.43)

1
ZT—Q 2 7D(|par2-n - r$—2~n|) +la;—2n

(3.44)
Vie N:a;€{2-n+1,..,3-n}
m 1
aj4+1—2n = 7(|pa1 - a,+1—2‘n‘) +t(lz‘ (345)
Vie N:a41 € {2-n+1,...,3~n},a¢ € {1,...,n}
s 1
ta7+1 -n = 7T(|pa1 - 7+1 n|) + ta, (3.46)
Vie N:aip1€{n+1,..,2-n},a; €{1,...,n}
t21+1 —n Z ﬁ('rgf72n - r2i+1fn|) + Zﬁizn (347)

Vie N:ajp1 €{n+1,..,2-nta; €{2-n+1,...3-n}
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m 1 S m S
ta,H,l*’rL Z UiT(|Tai7’n - Tai+172~n|) + taifn (348)
Vie N:a;e{n+1,..,2-n}a;11 €{2-n+1,....3-n}
ta' > —= a; - Z-—n tz-—n
i+1 = ’UT(|p i+1 Ta; |) + i (349)

Vie N : ;11 € {1, ...,n},ai S {TL+ 1,...,2- n}

t; >0 Vie N
t" >0 Vie N
t2>0 Vie N
P> 0 Vie N
> >0 Vie N

K3

Durch das Entfernen der Restriktion (3.35) ist das Ziel die Minimierung von
max{t;}.

Insgesamt liegt die Anzahl der Restriktionen und Variablen in O(n), denn (3.41),
(3.42), (3.46), (3.47), (3.48) und (3.49) sind aufsummiert maximal n Restrik-
tionen. Es gibt jeweils maximal n Restriktionen vom Typ (3.34), (3.35), (3.43),
(3.44) und (3.45). Lineare Programme sind mit einigen Verfahren in Polynomial-
zeit losbar, wie zum Beispiel mit dem Innere-Punkte-Verfahren in (Karmarkar,
1984).

Beispiel 3.2.2. Sei die folgende partiell zulédssige Losung fiir eine kontinuierli-
che Line-TSPwD Instanz mit n = 10 und ¢* = 4 gegeben:

a=(4,24,7,11,5,21,12,9,8,6,22, 13,23, 10,0,0,0,0,0,0).

Diese ist tatséchlich partiell zuldssig, da a; =4* =4 und

as = 24 = i* 4+ 2n. AuBlerdem ist A = {5,6,7,8,9,10} und B = {1,2,3}. Es
gilt min{i € {1,...,2n}|a; = 0} = 15 und a; = 0 fiir alle 15 < ¢ < 20. Dariiber
hinaus ist a; # a; fiir alle 7 # j mit a; # 0.

Auflerdem ist gewahrleistet, dass fiir alle i € {1,...,n}, fir dieesein k € {1, ...,n}
gibt mit ay = 7 + n, auch ein [ > k existiert mit a; = ¢ 4+ 2n. Liegen nun keine
Deadlines vor, so ist diese Reihenfolgezuordnung zuléssig, und eine optimale
Losung beziiglich dieser Festlegung lasst sich mit dem oben definierten linearen
Programm finden. Hierbei sind die Geschwindigkeiten v” = 5 und v = 2,5,
und die Positionen der Kunden sind der nachfolgenden Tabelle zu entnehmen,
welche ebenso die Werte einer optimalen Losung des vorgegebenen Vektors a
enthélt:

Kunde ¢ 1 2 3 4 15 6 7 8 9 10
Position | 0 30 40 | 70 | 90 | 140 | 170 | 300 | 340 | 360
t; 74 230 | 272 | O | 72| 252 | 40 | 188 | 172 | 340

ri 190 | 140 | 360 | - - - - - - -

7

tm 12| 252 | 340 | - | - | - | - | - | - | -
rs 170 [ 3333|140 | - | - | - | - | - | - | -

K2

14 40 | 169.3 | 252 | - - - - - - -

Alle Beispielinstanzen in dieser Arbeit wurden mit dem Solver IBM ILOG
CPLEX Optimization Studio geltst. Es ist anzumerken, dass diese Losung nicht
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optimal fir die gegebene Line-TSPwD Instanz ohne festgelegte partielle Losung
ist. Die Losung lasst sich mithilfe eines Zeit-Ort-Diagramms wie folgt darstellen:

3501 —-- Drohnen-Tour 4
LKW-Tour A /
\ /
\
300 A \ 7
\ /
\ /
\ /
\ /
\
250 1 \ /
\
\ /
\ 1
\ J
A
< 2001 \ II
<] \ )
b= / \ /
K 1 \ /
< A / \ /
150 1 ) / \ /
\ J \ A J
\ / \ I 7
\ / \ 1\ h
100 \ / \ /A /
\ / \ 7 \ /
\ h \ / \ /
\ b \ / \ /
\ b \ 1 \ h
\ / v/ N/
50 A \ / v v
Vo v/
N 7
\ /
\/
0 ~ T
0 50 100 150 200 250 300
Zeit

Abbildung 3.2: Loésung fir gegebene Reihenfolgefestlegung a

3.2.4 Anzahl aller partiell zuléssigen Losungen

Im Folgenden wird eine Formel hergeleitet, welche die Anzahl aller méglichen
partiell zuldssigen Losungen berechnet. Dazu wird zunéchst der Fall analysiert,
wie viele Moglichkeiten es gibt, die Operationen ”Drohne wird gestartet” und
”Drohne wird aufgelesen” zu wéhlen, wobei die jeweilige Menge der Kunden
(mit gegebener Reihenfolge) festgelegt ist, welche durch den LKW bzw. durch
die Drohne bedient werden. Dies soll zundchst anhand eines kleinen Beispiels
gezeigt werden.

Beispiel 3.2.3. Seien m = 2 Kunden, die durch den LKW bedient werden
und k = 2 Kunden, die durch die Drohne bedient werden, gegeben. Dariiber
hinaus wird eine Reheinfolge beziiglich der LKW-Operationen und der Drohnen-
Operationen festgelegt.

Seien (¢7(1), 07 (2)) die Reihenfolgefestlegung der Kunden, die durch den LKW
bedient werden und (o (1), (2)) die Reihenfolgefestlegung der Kunden, die
durch die Drohne bedient werden. Es gilt also {o7(1),07(2),0”(1),0"(2)} =
{1,2,3,4,5}\{i*}. Nun werden alle Moglichkeiten gezihlt, wie sich die Drohnen-
Operationen zwischen den LKW-Operationen integrieren lassen, sodass ein par-
tiell zulassiger Vektor resultiert.

Um die Position der ersten Operation “Drohne wird gestartet” zu wahlen, gibt es
3 Moglichkeiten, ndmlich vor "LKW bedient o7 (1) 7, nach LKW bedient o (1)”
und nach LKW bedient o7 (2) ”. Dies entspricht der zweiten Ebene des Baums
in Abbildung 3.3. Wird die Drohne vor LKW bedient o7 (1) ” gestartet, so gibt
es fur das Auflesen der Drohne 3 Moglichkeiten, nadmlich vor LKW bedient
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al a? a3at @’ aba” a8 ad al0 gligl2 413 al4 ald

Abbildung 3.3: Alle Reihenfolgefestlegungen von LKW-Operationen mit fester
Reihenfolge zweier Kunden, die durch die Drohne bedient werden und zweier
Kunden, die durch den LKW bedient werden

oT(1)”, nach LKW bedient o (1) ” und nach "LKW bedient o7 (2)”. Dies ent-
spricht den Verzweigungen des ersten Knotens der zweiten Ebene des Baums.
Wird die Drohne nach LKW bedient o' (1) 7 gestartet, so reduziert sich die An-
zahl der Moglichkeiten des Einsammelns der Drohne auf das Einsammeln nach
LKW bedient o7 (1)” und nach "LKW bedient o (2)”, es gibt also nur noch 2
Moglichkeiten. Wird die Drohne nach LKW bedient o*(2)” gestartet, so gibt
es nur eine Moglichkeit fir das Auflesen der Drohne, ndmlich nach LKW be-
dient 07(2)”. In der Summe gibt es also 6 Mdglichkeiten die Drohne zu starten
und einzusammeln, wenn es zwei feste Kunden gibt, die durch den LKW be-
dient werden (dritte Ebene in Abbildung 3.3). Im néichsten Schritt wird nun die
Anzahl aller Méglichkeiten ermittelt, die Drohne zu starten um Kunde o (2)
zu bedienen und anschlieSend wieder einzusammeln. Fiir die erste dieser bei-
den Operationen liegen nun 3 Moglichkeiten vor, falls die Drohnen-Operationen
oP(1) +5 und oP (1) + 10 vor LKW bedient ¥ (1) ” stattfinden:

(i*,i* +10,07(1) +5,07(1) +10,07(2) + 5,07 (1),07(2))
(i*,i* + 10,07 (1) + 5,0°(1) + 10,07 (1), 07 (2) + 5,57 (2))
(i*,3* + 10,0 (1) + 5,0P(1) + 10,067 (1), 07 (2),0”(2) + 5)
Diese Teillosungen werden in den drei linken Knoten der vorletzten Ebe-

ne in Abbildung 3.3 représentiert. Auf diese Weise erhilt man insgesamt 15
Méglichkeiten, die nachfolgend angegeben werden:
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at | (#*,i* +10,0P(1) +5,0P(1) + 10,0 (2) + 5,0°(2) + 10,07 (1),07(2))
a2 | (i*,i* +10,0P(1) +5,0P(1) + 10,0P(2) + 5,07(1), 0P (2) + 10,07 (2))
a® | (i*,i* +10,0P(1) +5,0P(1) + 10,0(2) + 5,07(1),07(2),0P(2) + 10)
at | (i*,i* +10,0P(1) +5,0P(1) +10,07(1),0P(2) + 5,0P(2) + 10,07 (2))
a® | (i*,i* +10,0P(1) +5,0P(1) + 10,07 (1), 0P (2) + 5,07 (2), 0P (2) + 10)
a® | (i*,i* +10,0P(1) + 5,02 (1) +10,07(1),07(2),0P(2) + 5,07 (2) + 10)
a’” | (i*,i* +10,0P(1) +5,07(1),0P (1) + 10,0P(2) + 5,07 (2) + 10,07 (2))
a® | (4%, +10,6P(1) + 5,67 (1), 0P (1) + 10,0P(2) + 5,07(2),0P(2) + 10)
a® | (i*,i* +10,6P(1) +5,07(1), 0P (1) + 10,07(2), 0P (2) + 5,0 (2) + 10)
a'® | (i*,i* +10,0P(1) +5,07(1),07(2),0P (1) + 10,07 (2) + 5,07 (2) + 10)
a | (i*,i* + 10,67 (1), 0P (1) + 5,6 (1) + 10,0P(2) + 5,0P(2) + 10,07 (2))
a'? | (i*,i* + 10,67 (1),0P (1) + 5,0P(1) + 10,0P(2) + 5,07 (2), 0P (2) + 10)
a'® | (i*,i* + 10,07 (1),0P (1) + 5,0P(1) + 10,057 (2), 0P (2) + 5,0 (2) + 10)
at* | (4%, + 10,67 (1), 0P (1) + 5,07 (2),0P (1) + 10,07 (2) + 5,07 (2) + 10)
a'® | (i*,i* +10,067(1),07(2),0P (1) + 5,0 (1) + 10,0P(2) + 5,0 (2) + 10)

Anmerkung 3.2.4. Eine Multimenge M kann ein und dasselbe Objekt mehr-
fach enthalten, z.B. M = {L,L,D,D,D,D}. Es ist zu beachten, dass M in
diesem Fall keine Menge ist, da die Objekte nicht wohlunterschieden sind.
Zur Angabe der Vielfachheit der Objekte kann die Multimenge M auch durch
M = {L® D@} dargestellt werden. Unter einer festen Reihenfolge von Ope-
rationen der Form LKW bedient Kunde” koénnen sie als ununterscheidbare
Objekte aufgefasst werden. Analog gilt dies fiir die Operationen beziiglich der
Drohne. Die Anzahl aller Permutationen der Objekte einer solchen Multimenge
M= {al",al? .. al(vl)} mit n:= Y4, v ist der Multinomialkoeffizient

n n!
V1, .ery U vl oyl

Dies kann zum Beispiel (Tittmann, 2019) (Seite 4) entnommen werden. Nun
wird das obige Beispiel wieder aufgegriffen. Es gibt zwei Operationen der Form
LKW bedient Kunden” und 2 Kunden, die von der Drohne bedient werden,
also 4 Operationen hinsichtlich der Drohne. Es gibt also

244 6!
:7:1
(o) ==

Moéglichkeiten, die Operationen fiir Beispiel 3.2.3.

Lemma 3.2.5. Die Anzahl aller partiell zuldssigen Losungen fiir n Kunden und
die Menge T' der Kunden, die nur durch den LKW bedient werden kénnen ist

n—|T|-1

3 (”_ g' - 1) (n—1— k)!(k +2’;_ 1)k!.

k=0

Beweis. Der Startkunde ¢* wird nicht beriicksichtigt, da dieser festgelegt ist. Der
Laufindex k représentiert die Anzahl der Kunden, die durch die Drohne bedient
werden. Die Anzahl der Kunden, bei denen das moglich ist, ist n—|T| — 1. Ge-
sucht werden dann alle k-elementigen Teilmengen unter den Kunden, die durch

die Drohne bedient werden konnen. Das sind ("71,; |T|) viele. Wenn £ Kunden
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durch die Drohne bedient werden, gibt es (n — 1 — k)! Reihenfolgefestlegungen
beziiglich der Kunden, die durch den LKW bedient werden. Mit Anmerkung
3.2.4 ergibt sich fiir eine feste Reihenfolge von k£ Kunden, die durch die Drohne
bedient werden und n — 1 — k Kunden, die der LKW bedient die Anzahl aller
Moglichkeiten, diese zu kombinieren:

(n—1-k)+2k\ ((n—1—k)+2k) ((n—1—k)+ 2k)!
((n—l—k),2k:>_ (n—1—k)!-2k!  (n—1—k+2k—2k)!-2k!

_(n—1-k+2k\ (k+n-1
B 2k B 2k
Dies ist die Anzahl aller partiell zuldssigen Vektoren, fiir £k Drohnen-Kunden und

n—1—k LKW-Kunden mit jeweils festen Reihenfolgen. Unter den Kunden, die
durch die Drohne bedient werden, gibt es k! Reihenfolgefestlegungen. O

Beispiel 3.2.6. Sei N = {1,2,3,4} und * € N ein beliebiger aber fester
Startkunde (z.B. i* = 2). Aulerdem sei 7= {1}. Dann gibt es

2
2 k+3
— | | — =
Ej(k>(3 k).( o )k 6+ 24+ 10 = 40

k=0
Moglichkeiten und die folgenden partiell zuléssigen Losungen:

k Moglichkeiten
(2,10,1,3,4) (2,10,1,4,3)
0 (2,10,3,1,4) (2,10,4,1,3)
(2,10,3,4,1) (2,10,4,3,1)
(2,10,1,4,7,11) (2,10,4,7,1,11) (2,10,1,3,8,12)
1 (2,10,4,1,7,11) (2,10,7,4,1,11) (2,10,3,1,8,12)
(2,10,1,7,4,11) (2,10,7,4,11,1) (2,10,1,8,3,12)
(2,10,7,1,4,11) (2,10,7,11,4,1) (2,10,8,1,3,12)
(2,10,1,7,11,4) (2,10,4,7,11,1) (2,10,1,8,12,3)
(2,10,7,11,1,4) (2,10,7,1,11,4) (2,10,8,1,12,3)
(2,10,8,12,1,3) (2,10,3,8,1,12) (2,10,8,3,1,12)
(2,10,8,3,12,1) (2,10,8,12,3,1) (2,10,3,8,12,1)
(2,10,1,7,11,8,12) (2,10,1,8,12,7,11)
2| (2,10,7,1,11,8,12) (2,10,8,1,12,7,11)
(2,10,7,11,1,8,12) (2,10,8,12,1,7,11)
(2,10,7,11,8,1,12) (2,10,8,12,7,1,11)
(2,10,7,11,8,12,1) (2,10,8,12,7,11,1)

Der folgenden Tabelle lassen sich die Anzahl aller Moglichkeiten in Abhéangigkeit
der Anzahl der Kunden n und |T'| bis n = 9 und |T| = 4 entnehmen
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T|=0 |[T|=1 |T|=2 |T|=3 |T|=4

n=1 1

n=2 1 1

n=3 10 5 2

n=4 78 40 18 6

n=>5| 816 426 204 84 24
n==6| 10680 5640 2796 1260 480
n=7/| 167760 89280 45216 21384 9120
n=8 | 3074400 1645200 845280 411840 186480
n=9 | 64391040 34599600 17961120 8929440 4196160
3.3 Constraint Programming Ansatz

Das folgende Modell ist eines beziiglich des diskreten Falls. Begrifflichkeiten und
Notation beziiglich CP, wie z.B. Intervallvariablen sind (Laborie, Rogerie, Shaw
& Vilim, 2018) zu entnehmen. Es wird ein CP-Ansatz dhnlich zu (Tang et al.,
2019) vorgestellt. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass die Drohne bei jedem
beliebigen Kunden gestartet und aufgelesen werden kann, auch wenn dieser
Kunde bereits durch die Drohne oder den LKW bedient wurde.

int n=..;
range
range
range
range

or=0..1;
SepOrMeet=0..1;
Cl=1..n;
C2=0..2%n;

int p[C1]=..;
r[C1]=..;
d[C1]=..;
istar=..;
vt=..;

int
int
int
int
int vd=..;

{int} T=..;

int Id[j in C1l=j;

tuple M { int cl; int c2; int value; 1};

{M} Dist ={<i,j, ftoi(vt*(abs(p[il-p[j]1)))> | i in C1, j in C1};

dvar
dvar
dvar
dvar

dvar

dvar
dvar
dvar

interval
interval
interval
interval

interval

interval
sequence
sequence

Serv[C1] optional;

DorT[C1] [or] optional;

Tr[C1] [C2] optional;

Sepl[i in C1][j in C2] optional

end (0, d[il)

size ftoi(vd*(abs(plil-p[j1)));

Meet[i in C1][j in C1] optional

start (r[i], INTERVAL_MAX)

size ftoi(vd*(abs(plil-p[j1)));
SepMeet[i in C1][j in SepOrMeet] optional;
seqDr in all(j in C1) DorT[j][1];

seqTr in all (j in C1, k in C2) Tr[j][k]
types all(j in C1, k in C2) j;
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dexpr int makespan = max(j in Cl,k in C2)endOf (Tr[j][k]);
minimize makespan;

subject to {
forall (i in C1)
presence0f (Serv[il);
presence0f (DorT[istar] [0]);
presence0f (DorT[istar] [1]);
first(seqDr, DorT[istar] [1]);
first(seqTr, Trlistar][0]);
forall (i in T)
presence0f (DorT[i] [0]);
forall(i in Cl:il!=istar)
alternative(Serv[i], all(j in or) DorTI[i] [j1);
forall(i in C1)
presence0f (DorT[i] [1]) => presence0f (SepMeet[i] [0]);
presence0f (DorT[i] [1]) => presence0f (SepMeet[i][1]);
presence0f (DorT[i] [0])=>presence0f (Tr[i] [0]);
alternative(SepMeet[1] [0], all(j in C1) Meet[i]l [j1);
alternative(SepMeet[i] [1], all(j in C1) Sepli] [j1);
span(DorT[i] [1], all(j in SepOrMeet) SepMeet[i][j]);
endBeforeStart (SepMeet [1] [0],SepMeet [i] [1]1);

forall(i in C1)
forall(j in C1)
presence0f (Sep[i] [j]1) => presenceO0f(Tr[j]l[i]l) ;
presence0f (Meet[i] [j]) =>presence0f (Tr[j] [i+n]);
startBeforeStart (Tr[i] [j],DorT[j]1[1]1);
startBeforeEnd (DorT[j][1],Tr[i]1[j1);
endBeforeStart (DorT[j][1],Tr[i] [j+n]);
noOverlap(seqTr,Dist, true);
noOverlap(seqDr); }

Die Intervallvariable Serv[i] wird genutzt, damit der Kunde ¢ bedient wer-
den kann. Diese Variable muss fiir jeden Kunden verfiigbar sein. Thr wird ent-
weder die Intervallvariable DorT[i] [0] (Kunde ¢ wird durch den LKW be-
dient) oder DorT[i] [1] (Kunde i wird durch die Drohne bedient) zugeord-
net. Wird ein Kunde durch die Drohne bedient, so werden die Intervallvaria-
blen SepMeet [1] [0] (Flugzeit der Drohne vom Trennungsort zu Kunde ) und
SepMeet [i] [1] (Flugzeit der Drohne von Kunde ¢ zum Begegnungsort) zuge-
wiesen. Fiir SepMeet [i] [1] wird genau eine Intervallvariable unter den Inter-
vallvariablen Meet [i] [j] mit j € {1,...,n} genutzt, da diese den Begegnungsort
bei Kunde j beschreibt. Die Grofle von Meet [i] [j] entspricht der Flugzeit der
Drohne von Kunde i zu Kunde j. Der Beginn dieser Intervallvariablen darf
nicht vor dem Zeitpunkt r; liegen, da andernfalls dieser Kunde nicht bedient
werden wiirde. Analog gelten die Zusammenhénge der entsprechenden Intervall-
variablen fiir die Intervallvariable SepMeet [1] [0]. Die Drohnenroute setzt sich
aus den Intervallvariablen DorT[i] [1] zusammen, die sich nicht tiberschneiden
diirfen. Die LKW-Route setzt sich aus den Intervallvariablen Tr[i] [j] zusam-
men, wobei 4 der Kunde ist, der durch den LKW bedient wird, falls j = 0 ist.
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Ansonsten findet entweder der Start oder das Auflesen der Drohne am Ort p;
statt, ohne dass der Kunde i bedient wird. Dabei ist j € {1,...,n}, wenn der
LKW die Drohne bei Kunde ¢ startet, damit diese Kunde j bedienen kann. Der
Fall j € {n+1,...,2n} liegt vor, wenn der LKW der Drohne bei Kunde j-n
begegnet, nachdem diese Kunde 7 bedient hat. Diese Intervallvariablen weisen
eine Grofle von 0 auf. Es werden die Reisezeiten mithilfe der Reisezeitmatrix
Dist beriicksichtigt (entsprechend im Scheduling zu Setupzeiten). Auch in die-
ser Route diirfen sich die Intervallvariablen nicht tiberschneiden. Das folgende
Beispiel zeigt den Zusammenhang der Intervallvariablen mit einer zugehorigen
Losung.

Beispiel 3.3.1. Seien n = 7 Kunden gegeben. Der Startkunde ist Kunde
i* = 3. Abbildung 3.4 zeigt eine Losung, bei welcher der LKW von Kunde
3 zu Kunde 4 fahrt und diesen auch bedient. Die Intervallvariable Tr [4] [0]
hat eine Lénge von 0. Hier ist zu beachten, dass zwischen den Intervall-
variablen der Sequenz SeqTr Pufferzeiten berticksichtigt werden, die durch
die Matrix Dist festgelegt sind und die Reisezeiten des LKWs zwischen
den Kunden darstellen. AnschlieBend wird auch bei Kunde 4 die Drohne
gestartet, damit diese Kunde 6 bedient. Dies driickt die Intervallvariable
Tr[4] [6] aus. Wahrend der LKW bei Kunde 4 ist, muss die Drohne gestartet
werden. Dies wird mit den Restriktionen startBeforeStart(Tr([4][6],
DorT[6][1]) wund startBeforeEnd(DorT[6][1], Tr[4]1[6]) beschrie-
ben. Der Start der Drohne muss also innerhalb der Zeit stattfinden,
wahrend der LKW bei Kunde 4 ist. Nun wird DorT[6] [1] durchgefiihrt.
Diese Intervallvariable beinhaltet die Intervallvariablen SepMeet [6] [1]
und SepMeet[6] [0], wegen der Bedingung span(DorT[6][1], all(j in
SepOrMeet) SepMeet[6][j]). Die Intervallvariable DorT[6] [1] beinhaltet
eine der Intervallvariablen Sep[6] [i], deren Lénge gleich der Reisezeit der
Drohne von ¢ nach 6 ist. In diesem Beispiel ist es die Variable Sepl[6] [4].
Wegen der Bedingung presenceOf (Sep[6][4])=>Tr[4][6], ist auch die
Intervallvariable Tr[4] [6] notwendig. Dariiber hinaus enthélt die Intervall-
variable DorT[6] [1] eine der Intervallvariablen Meet[6][j], deren Lénge
gleich der Reisezeit der Drohne von 6 nach j ist. In der vorliegenden Losung
ist dies die Variable Meet[6] [5], daher muss auch die Intervallvariable
Tr[5]1 [6+7] vorhanden sein. Die Intervallvariablen SepMeet[6][1] und
SepMeet [6] [0] werden hintereinander ausgefiihrt. Dies wird durch die Restrik-
tion endBeforeStart (SepMeet[6] [0],SepMeet[6][1]) erzwungen. Wahrend
sich die Drohne mit Kunde 6 befasst, bedient der LKW Kunde 2, da die Intervall-
variable Tr[2] [0] der Sequenzvariable TrSeq zwischen den Intervallvariablen
Tr[4] [6] und Tr[5][13] liegt. Insgesamt ergeben sich die Sequenzvariable
TrSeq mit der Reihenfolge (Tr[4][0],Tr[4][6],Tr[2][0],Tr[5][0],
Tr[6][13],Tr[51[7]1,Tr[1]1[0]1,Tr[3]1[0]1,Tr[3]1[14]) und die Sequenzva-
riable DrSeq mit der Reihenfolge (DorT[6] [1],DorT[7][1]).
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Kapitel 4

Komplexitat verschiedener
Varianten

4.1 Grundlegende Begriffe der
Komplexitidtstheorie

In diesem Abschnitt werden grundlegende Begriffe der Komplexitatstheorie de-
finiert. In der Literatur bieten unter anderem (Wegener, 2005) oder (Garey &
Johnson, 1979) eine Vertiefung der Theorie. Das Konzept der N'P-Schwere be-
ruht auf Entscheidungsproblemen. Dies sind Probleme, die fiir eine gegebene
Instanz mit einer Entscheidungsfrage verbunden sind, die mit Ja oder Nein zu
beantworten ist. Ein Beispiel hierfiir ist folgendes Problem, welches in der Lite-
ratur als Rucksackproblem (engl. knapsack problem) bezeichnet wird (siehe z.B.
(Garey & Johnson, 1979)). Hierbei sind n Elemente 1, ..., n gegeben, welchen je-
weils der Nutzen p; € Z~q und das Gewicht w; € Z~q fir i = 1, ...n zugewiesen
ist, sowie zwei weitere Elemente B, K € Z-q. Die Entscheidungsfrage lautet
LEristiert eine Teilmenge A von {1,...,n}, sodass die Summe aller Nutzwerte
p; fiiri € A gleich dem vorgegebenen Gesaminutzen K ist, unter der Bedingung,
dass die Summe aller Gewichte w; firi € A ein vorgegebenes Gesamtgewicht B
nicht tiberschreitet?

Im Folgenden wird das Konzept einer sogenannten Turingmaschine vorgestellt,
welches (Wegener, 2005) entnommen ist. Ein Zweck dieses theoretischen Kon-
strukts ist die Formalisierung der Begriffe beziiglich der Komplexititstheorie,
die nun beruhend auf diesem Modell definiert werden kénnen und ebenfalls
(Wegener, 2005) entnommen sind.

Definition 4.1.1. Eine deterministische Turingmaschine (DTM) ist ein 7-
Tupel (Q,%,T, B, qo, 6, F') mit

e Q ist eine endliche Menge, die sogenannte Zustandsmenge
e I ist eine endliche Menge, das sogenannte Bandalphabet
e ¥ C T, das sogenannte Fingabealphabet

o B eT\X, das sogenannte Leerzeichen (engl. blank)

23
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e o € Q, der sogenannte Anfangszustand

¢ 0:QxT —QxT x{L,R,N}, die sogenannte Uberfihrungsfunktion. Die
Menge {L, R, N} ist die Richtungsmenge.

e« F C Q, die sogenannte Menge der akzeptierenden Zustinde.

Dabei ist die Vorgehensweise wie folgt zu verstehen. Es liegt ein zweiseitiges un-
beschrinktes Band mit Zellen vor, also die Zellen ... — 3,—-2,—1,0,1, 2, 3..., die
jeweils nur ein Element aus I' enthalten kénnen. Der eindeutige Rechnerkopf
(dieser kann lesen und schreiben) befindet sich immer genau bei einer Zelle.
Die Maschine befindet sich immer in einem Zustand ¢ und fithrt geméaf der
Uberfithrungsfunktion o (das Programm) Befehle aus. Dies geschieht wie folgt:
Sei die Maschine in Zustand g und sei a € I' der Zelleneintrag, den der Rechner-
kopf einliest. Dann liefert 6(q,a) = (¢’,a’,d) den neuen Zustand ¢’, den neuen
Zelleninhalt a’ der gelesenen Zelle und die neue Position des Rechnerkopfs. Ist
d = R, so befindet er sich direkt rechts von der vorherigen Zelle, ist d = L,
so befindet er sich direkt links von der vorherigen Zelle, ist d = N, so hat der
Rechnerkopf seine Position nicht verandert.

Das Programm soll aber nun in Abhéngigkeit einer Eingabe (wy, ..., w,) € ¥* =
{z|x ist eine endliche Folge von Elementen aus X} ablaufen. Hierbei wird w; in
die Zelle ¢ geschrieben, und alle iibringen Zellen erhalten den Eintrag B (Leer-
zeichen). Die Maschine beginnt mit dem Anfangszustand gq.

Definition 4.1.2. Die Komplexititsklasse P besteht aus allen Problemen, fiir
die eine deterministische Turingmaschine existiert, deren worst case Rechenzeit
(maximale Anzahl an Rechenschritten bis in einen Endzustand) polynomiell in
der Eingabeldnge beschrankt ist.

Definition 4.1.3. Wird die Ube;fiihrungsfunktion einer deterministischen Tu-
ringmaschine ersetzt durch eine Uberfiihrungsrelation

d=(@xT) x(QxT x{L,R,N}),
so spricht man von einer nichtdeterministische Turingmaschine.

Das bedeutet, dass von einem Zustand aus mehrere mogliche Rechenschritte
existieren. Sei (¢,a) € (Q,T') gegeben, dann sind alle (¢’,a’,d) € (Q x T' x
{L,R,N}) mit (q,a,q',a’,d) € § mogliche Rechenschritte. Im Gegensatz dazu
gibt es bei der deterministischen Turingmaschine einen eindeutigen Rechen-
schritt, welcher durch die Uberfithrungsfunktion bestimmt wird.

Definition 4.1.4. Sei eine nichtdeterministische Turingmaschine gegeben. Eine
Eingabe w € ¥ wird akzeptiert, falls ein Rechenweg existiert, der zu einen
akzeptierenden Zustand fiihrt. Die Rechenzeit fiir eine akzeptierte Eingabe ist
die Anzahl der Rechenschritte fiir einen kiirzesten Rechenweg. Die worst case
Rechenzeit beziiglich der Eingabeldnge n ist das Maximum der Rechenzeit unter
allen Eingaben der Lénge n.

Definition 4.1.5. Die Komplezititsklasse N'P besteht aus allen Entscheidungs-
problemen, fir die eine nichtdeterministische Turingmaschine existiert, deren
worst case Rechenzeit polynomiell beschrankt ist.



4.1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE DER KOMPLEXITATSTHEORIE 25

Werden also alle moglichen Losungen gleichzeitig getestet, und ist das
Uberpriifen einer Lésung polynomiell beschrinkt, so liegt das Problem in N'P.
Probleme die in P liegen, liegen also somit auch in NP.

Definition 4.1.6. Eine Reduktion r eines Entscheidungsproblems L; auf ein
Entscheidungsproblem Lo ist eine Funktion, die jede Instanz von L; in eine
Instanz von Lo transformiert, sodass genau dann fiir alle Instanzen I von L,
die mit Ja beantwortet werden, auch r(I) in Lo mit Ja beantwortet werden.

Definition 4.1.7. Ein Entscheidungsproblem L heifit ANP-schwer, wenn fiir
alle Entscheidungsprobleme K € NP jeweils eine polynomielle Reduktion auf
L existiert.

Definition 4.1.8. Ein Entscheidungsproblem heit NP -volistindig, wenn es
in NP liegt und N'P-schwer ist.

Das bedeutet, dass ein Problem als N'P-schwer bezeichnet wird, wenn es min-
destens so schwer ist, wie die schwierigsten Probleme in N'P.

Es sei hier angemerkt, dass sich A/P-schwere Probleme einteilen lassen kénnen
in die Menge der N'P-schweren Problem im schwachen Sinne und in die Menge
der N'P-schweren Probleme im strengen Sinne.

Definition 4.1.9. Sei ein Entscheidungsproblem L gegeben. Dann bezeichnet
1 (I) die Eingabelédnge fiir eine Instanz I und maxy,(I) den Wert des Eingabe-
parameters mit maximalen Wert.

Definition 4.1.10. Ein pseudopolynomieller Algorithmus ist ein Algorithmus,
dessen Laufzeit in O(p(maxp(I),1r(I))) fiir ein Polynom p liegt.

Definition 4.1.11. Ein Problem, das A/P-schwer ist und fiir welches ein pseu-
dopolynomieller Algorithmus existiert, der dieses Problem 16st, heifit NP-schwer
im schwachen Sinne.

Ein Beispiel hierfiir ist das Partitions Problem. Dabei sind ganzzahlige Werte
S(i) fir i = 1,...,n gegeben mit 37, ., s(i) = B fiir vorgegebenes B. Es
wird nach einer Teilmenge A C {1,...,n} gesucht, sodass ), , s(i) = B/2 ist.
Dieses ist N'P-vollstindig (siche (Garey & Johnson, 1979), S. 47), es gibt aber
einen Algorithmus, der dieses Problem in O(nB) lost (siche (Garey & Johnson,
1979) S. 90f). Da B aber ein Inputparameter ist und nicht notwendigerweise
polynomiell in der Eingabeldnge beschriankt sein muss, ist der Algorithmus nicht
polynomiell, jedoch pseudopolynomiell.

Definition 4.1.12. Seien ein Entscheidungsproblem L und ein Polynom p ge-
geben. Mit L,, wird die Gesamtheit aller Instanzen des Entscheidungsproblems
bezeichnet, wobei der Wert jedes Inputparameters durch p(l) beschrankt wird.
Hierbei ist | die Eingabelidnge.

Definition 4.1.13. Ein Entscheidungsproblem L heifit NP -schwer im strengen
Sinne, wenn ein Polynom existiert, sodass L, N'P-schwer ist.

Sind also die Parameter polynomiell beschriankt (durch ein Polynom in der Ein-
gabelinge) und ist das Problem AP-schwer fiir solch eine Beschrinkung, so ist
das Problem AN'P-schwer im strengen Sinne. Beispiele hierfiir sind das Satisfia-
bility (SAT) Problem, welches kein sogenanntes Zahlenproblem ist, aber auch
das TSP.
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Definition 4.1.14. ((Garey & Johnson, 1979), S. 101) Seien zwei Entschei-
dungsprobleme L; und Ly gegeben, wobei I, und I, die Mengen aller Instan-
zen des zugehorigen Entscheidungsproblems sind. Eine Abbildung f : Ir,, — I,
heifit pseudo-polynomielle Transformation, wenn

1. Die Antwort auf I € I, ist genau dann Ja, wenn die Antwort auf f(I) Ja
ist.

2. f lasst sich zeitlich polynomiell in den Variablen mazy,(I) und I, (1)
berechnen.

3. Es gibt ein Polynom ¢, sodass VI € I, : ¢1(Ip,(f(1))) > 1, (I) ist.

4. Es gibt ein Polynom g¢o in zwei Variablen, sodass mazr,(f(I)) <
go(mazy,, (I),lr,(I)) ist.

Lemma 4.1.15. ((Garey & Johnson, 1979), S. 101) Sei das Entscheidungspro-
blem Ly N'P-volistindig im strengen Sinne. Gibt es eine pseudo-polynomielle
Transformation von Ly nach Ly € NP, so ist Ly N'P-vollstindig im strengen
Sinne.

In (Aaronson, 2016) wird der aktuelle Stand der Forschung zur Frage der Gleich-
heit bzw. Ungleichheit von P und A'P behandelt, welche weiterhin unbeantwor-
tet ist. In einem Grofiteil der wissenschaftlichen Literatur, die sich mit komple-
xitédtstheoretischen Fragestellungen beschiftigt, wird P # NP angenommen.
Um also nun zu zeigen, dass ein Problem tatsichlich N'P-schwer ist, muss
eine Reduktion auf ein A'P-vollstindiges Problem gefunden werden. Hier ist
das SAT-Problem (Satisfiability) der Grundstein, denn das Theorem von Cook
(Cook, 1971) besagt, dass dieses N'P-vollsténdig ist. Im Beweis wird kein be-
stimmtes Problem fiir eine Reduktion herangezogen, da zu diesem Zeitpunkt
noch kein N'P-vollstéindiges Problem bekannt war. Stattdessen wurde fiir ein
beliebiges Problem in NP eine Reduktion konstruiert. Von nun an befasst sich
die vorliegende Arbeit mit der Komplexitit verschiedener Szenarien des Line-
TSPwD. Der erste Fall, der nun betrachtet wird, setzt v” < vT voraus. Es wird
gezeigt, dass die Drohne in diesem Fall maximal einen Kunden bedient.

4.2 Keine Zeitfenster und v? < o7

Definition 4.2.1. Sei eine Kundenmenge C' = {1,...,n} gegeben. Fir j € C
ist Ly ={ieCli<j}und R; ={i € Cli> j}.

Lemma 4.2.2. Sei eine Line-TSPwD Instanz ohne Zeitfenster gegeben mit
Kundenmenge C = {1,...,n}. Dann gibt es i,j € C mit i < i* < j, sodass eine
optimale Losung existiert, in welcher genau die Kunden in L; und R; durch die
Drohne bedient und die aus C'\ (L; U R;) durch den LKW bedient werden.

Beweis. Unter der Annahme, dass eine optimale Losung existiert, bei der ein
Kunde ¢ < 7* durch die Drohne und ein Kunde j < ¢ durch den LKW bedient
wird, kann der LKW den Kunden ¢ bedienen, ohne dass sich der Zielfunkti-
onswert verschlechtert, sobald er an diesem vorbeifahrt. Daher existiert eine
optimale Losung, bei der die Drohne links vom Startkunden i* keinen Kunden
bedient, der sich rechts neben einem Kunden befindet, welcher durch den LKW
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Abbildung 4.1: Drohne bedient Kunde 1 und Kunde n

bedient wird. Analog gilt dies auch fiir die rechte Seite von i*. Somit existiert
eine optimale Losung, bei der die Drohne genau die Kunden der Kundenmenge
L; U Ry, mit j <i4* < k bedient. O

Lemma 4.2.3. Sei ein Line-TSPwD mit vp < vy und n Kunden gegeben.
Dann existiert ein optimale Losung, bei der die Drohne entweder ausschliefSlich
Kunden 1, Kunden n, oder keinen Kunden besucht. Dies gilt sowohl fir die
Minimierung von max{t;}, als auch fir die Minimierung von max{t;,t"}.

Beweis. In 4.2.2 wurde gezeigt, dass es eine optimale Losung gibt, in welcher
der LKW genau die Kunden der Menge S = {i € {1,...n} : | < i < k}
fir I,k € {1,...,n} bedient und die Drohne die {ibrigen Kunden der Menge
{1,...,n}\ S. Im Folgenden wird gezeigt, dass eine optimale Losung existiert,
bei der die Drohne nicht Kunde 1 und Kunde n bedient. Angenommen es gibt
eine optimale Losung, bei der die Drohne sowohl Kunde 1, als auch Kunde n
bedient. O.B.d.A. wird Kunde 1 vor Kunde n bedient, wie in Abbildung 4.1.
Dann gelten die folgenden Bedingungen:

tfz@ ; >ti+|p1U;Tl‘ t?2t1+%
tizt?+w tnztz+|’"’slv_7]f”| t;;@ztﬁ\p%#
Somit ergeben sich folgenden Abschitzungen:
ty > 5 + w >y |7‘TU—T 75 n |rfLU—Dpn|
>t + p1 ;Dr’f“‘l n |T§”U; S| N |rfLU—Dpn|
>4t ‘plv—D’f“ﬂ L I U—Dri’“l N |r{”v; ral |r;v_Dpn|
S e B e O e (G

1
2 o7 (I = pisl +Ipr =71+ o1 = 17"+ 7" — o]+ 15 = pal)

1
> ﬁ(Irf—pi* +p1 =i+ p1r =" " —rn 4 = pal)

0T

_ |P1 — Dix
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(a) Zwei Drohnenkunden rechts (b) Dominierende Lésung

Abbildung 4.2: Losung, bei der die Drohne zwei Kunden rechts von i* bedient
in (a) und eine dominierende Losung in (b).

Somit kann festgehalten werden, dass eine Losung, bei der die Drohne Kunde 1
und Kunde n bedient, von einer Losung dominiert wird, bei der der LKW den
Kunden 1 und den Kunden n bedient. Dies gilt sowohl fiir die zu minimierende
Zielfunktion max{t, }, als auch fiir die zu minimierende Zielfunktion max{t!,¢;}.
Es wird nun gezeigt, dass maximal ein Kunde durch die Drohne bedient wird.
Angenommen, es gibt eine optimale Losung, bei der die Drohne zwei Kunden
[ und k bedient, die sich entweder links von i* oder rechts von i* befinden,
und Kunde ! vor Kunde k bedient wird (siehe Abbildung 4.2 (a)). Es sei r} der
Trennungsort und ¢; der Trennungszeitpunkt. In diesem Fall wendet der LKW
umgehend, da andernfalls ein Start der Drohne ndher am Kunden ! mdoglich
gewesen wére. Anschliefend wendet der LKW am Ort  zur Zeit t*'. Somit ist

z -7
U >+
=1 T
Der fritheste Zeitpunkt, zu dem sich die Drohne am Ort 7} befindet, ist

i —pi| + [p1 — "]
vD ’

>+

Im Anschluss erfolgt eine zweite Trennung von LKW und Drohne am Ort 777,
der nicht weiter von pj, entfernt ist als r;*. Zum Zeitpunkt ¢; wendet der LKW
erneut, da er sonst die Drohne néher am Kunden hétte starten konnen. Somit
ist

|re — Pl

P _ S
t;§>tM+7|l i be >t +

- Y ’UT
Es sei t*2 der Zeitpunkt, zu dem der LKW nach dem Start der Drohne, die nun
Kunde k bedient, wieder am Ort z vorbeifihrt. Dann ergeben sich die folgenden
Abschétzungen:

|.93—TS| |’I°m—7‘s| |£U—7"S|
t*2 > tz . k > t;n l . k . k
|Tls pl| |pl " | ‘Tl 7’,‘2| |CU 7ﬂ/’i|
zli+ vP + VT + vT

1
280+ oz (Il = ol oy =i+ i = i) + |2 =]

| , ,
287+ o (Il =l oy =i i =]+ |z =]
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X 1 ) ) X
fo+v7(|rf—Pl\+|pl—7°2|+|x—?"fc|)

Die LKW-Tour rj — p; — ri — x endet nicht spéter bei x als in der vorherigen
Loésung, und der LKW hat den Kunden [ bedient. Wird die Drohne bei dieser
Tour auch bei rj, gestartet, so erfolgt dies nicht zu einem spéteren Zeitpunkt als
in der vorherigen Losung. Die folgenden Abschéitzungen belegen dies:

[r" =1y r} pl|+|Pz—7“| [ri" =il
e " =l Bt
Iri — il + [po — 7| + | =77
> 5 + 7

Somit lasst sich eine dominierende Losung wie in Abbildung 4.2 (b) ableiten.
Dies gilt wieder fiir beide der betrachteten Zielfunktionen. Es existiert demnach
eine optimale Losung, bei der Kunde 1, Kunde n oder kein Kunde von der
Drohne bedient wird. O

Lemma 4.2.4. Sei eine Line-TSPwD Instanz mit vp < vr und n Kunden mit
1 <* < n gegeben. Dann ist

minmax;eq,. o) {ti} =

— (2 2 —pi- —p1)),
min max ,
16[}7n717pn] 1

T (2 x_pl*_Q p1+pn 1
min v

1
EPi* ,Pn—
:E[p P 1] 7D(pn_x)+v x_pl

1
— (=2 2+ pi +pn),
min min | Ul 1
z€[p1,p2

ﬁ'(x—p1)+v

1

oL

1

T ( 2-x4+pi-+2-pp—p

min

1
x€[p2,p;*] 7D'(x_p1)+7' D —1’

(2 pn — pix — 1),

“(=2-p1 + pix +pn)

Beweis. Wegen 4.2.3 gibt es eine optimale Losung, in der entweder Kunde 1,
Kunde n oder gar kein Kunde durch die Drohne bedient wird. In diesem Fall
wiirde die Drohne maximal einmal gestartet. Bedient die Drohne Kunde n, so
sind ausschlieflich die Trennungsorte « € [p,_1, pr] oder & € [p;«, pp—1] relevant.
Wird hingegen Kunde 1 durch die Drohne bedient, so kommen ausschlieflich
die Trennungsorte x € [p1,p2] und © € [po, p;+] in Frage. Sei zundchst Kunde
n derjenige, der durch die Drohne bedient wird, und sei € [p,_1,p,] der
Trennungsort. Dann fahrt der LKW zunéchst direkt zum Trennungsort und
anschliefend zu Kunde 1. Damit fahrt der LKW zweimal die Strecke zwischen
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x und p;+ und einmal die Strecke zwischen p;« und p;. Damit wéire der LKW
nach einer Zeit von 2 - (2- (z — pi+) + (pi= — p1)) = 71 - (2- & — pi= — p1) fertig.
Die Drohne erreicht Kunde n zum Zeitpunkt ¢, = -5 - (p, — ) + 2 - (x — p;=).
Liegt der Trennungsort zwischen p;» und p,_1, so fahrt der LKW wieder direkt
zum Trennungsort und anschlieSend zu Kunde 1. Da Kunde n—1 aber noch nicht
bedient wurde, muss der LKW wieder zuriickfahren bis zum Kunden n—1. Daher
gilt tr,—1 = 2+ (3-(z—pi=)+2-(pi —p1) +Pn—1—1) = 75+ (2-2—pi —2-p1+Pn_1).-
Analoges gilt fiir den Fall, falls die Drohne Kunde 1 bedient.

Bedient die Drohne keinen Kunden, so fahrt der LKW von p;. direkt nach pq
und von hier nach p,, oder der LKW von p;, direkt nach p,, und von hier nach
P1. O

Anmerkung 4.2.5. Seien zwei Abbildungen f : R — R,z — max + b und
g:R = R 2~ nx+ cmit m,n,b,c € R und m # n gegeben. Auflerdem sei die
Abbildung s gegeben durch:

IBE falls f(z) = g(z) und z € [a, b]
s(f.9la. b)) = { max{f(a),g(a)} sonst }

Dann ist

min max{f(z),g(x)} = min {max {f(a), g(a)} ,max {f(0),g(b)},5(f. g, [a, b))}

z€[a,b]

Damit ist ein Optimum fiir das Problem mit v” < v” und ohne Zeitfenster in
konstanter Zeit 16sbar.

Beispiel 4.2.6. Betrachtet werden zwei Instanzen mit 5 Kunden. Eine der In-
stanzen fiihrt zu einer optimalen Losung geméaf des ersten Eintrags aus Lemma
4.2.4, und die andere Instanz fithrt zu einer optimalen Losung geméafl des zwei-
ten Eintrags. In Instanz 1 liegt die Geschwindigkeit der Drohne bei v? = 2
und die des LKWs bei v = 2, 5. Der Startkunde ist i* = 3. In Instanz 2 ist der
Startkunde ebenfalls i* = 3, jedoch v” = 1 und v = 2. Die weiteren Parameter
sowie eine optimale Losung sind den beiden Tabellen aus 4.1 zu entnehmen. Die
Losungen sind in 4.3 visualisiert.

i 1 2 3 4 5 1 1 2 3 4 5
Di 0 4 18 | 40 75 Di 0 4 18 45 75
t; | 288 | 27.2 | 0.0 | 8.8 | 28.8 t; | 10.1 | 11.7 | 0.0 | 28.1 | 28.1
i - - - - 18 rit - - - - 75
ti - - - - 63 i - - - - 40.1
r; - - - - 45 ry - - - - 21.7
5 - - - - 10.8 3 - - - - 1.5
(a) Instanz 1 (b) Instanz 2

Tabelle 4.1: Parameter und optimale Losung

Fiir die angegebene optimale Lésung von Instanz 1 ist der Trennungsort bei
45 € [pp—1,pn), denn es gilt
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minmax;eq, .. n}{t:} = min

98.8 (z = 45),
32 (z=29),
34 (z=4),

512 (z=18),

52.8 ,

37.2

31

Analog gilt fiir Instanz 2, dass der Trennungsort bei x = 65/3 € [p;+, pn—1] ist,

denn es gilt

minmax;eq1,... n}{t:} = min
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(b) Optimale Losung Instanz 2

Abbildung 4.3: Ort-Zeit Diagramm der optimalen Losungen der beiden Instan-

zen
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Lemma 4.2.7. Sei ein Line-TSP with Drone-Problem mit vP < vT und n
Kunden mit 1 < i* < n gegeben. Dann ist

minmax;eqy,. o3 {7, ti} =

2:pn—2-p1 pn—1—2-p1+pir
max T oD T ,
s 2:pn—2-p1 2-pp—p2—Dpi
vl + 0D vT ’
2pn — 2p1 i
min vD 40T T
2pp — 2p1 Dp—1 — Dy
vP 4T ol
1
U*T‘(Q'Pnfpi**]?l),
1
,07 : (_2 *P1 + Dix +pn)

Beweis. Nach 4.2.4 existiert eine optimale Losung, bei der maximal ein Kunde
(Kunde 1 oder Kunde n) durch die Drohne bedient wird. Im Gegensatz zu 4.2.4
wird die Drohne entweder sofort gestartet, oder zu Kunde n — 1 transportiert,
damit diese Kunde n bedienen kann (bzw. zu Kunde 2 transportiert, damit die
Drohne Kunde 1 bedienen kann), falls sie einen Kunden bedient. Zunéchst wird
vorausgesetzt, dass die Drohne Kunde n bedient (fiir Kunde 1 analog) und der
LKW fiahrt zunéachst Richtung Kunde n, startet die Drohne bei z € [p;«, ppn—1)
und bedient anschlieend die Kunden i*—1, ..., 2, 1. Der LKW fahrt anschlieend
sofort Richtung Kunde n—1, um diesen zu bedienen. Es wird vorausgesetzt, dass
Drohne und LKW sich erst begegnen, nachdem die Drohne Kunde n bedient hat.
Man erhélt die folgende LKW-Tour:

vl + pi- fir z € [O,Zfi*]
v
. Z—=Dpx P1— 22+ pix
ffz)y=4 —vl z+2-2—p furacE( UTI, —T 1]
—92.2 .
’UT-CC-"-2~p1—2~Z—|—pi* fiirmE(plT—i_pl,oo)
—v
Mit
D D
Ao (z—pix) Pn—2- (1= 2r) —pis o7
n T vP
D
pn—2- (1= %) —pir - o7
B:( UUD = , OO

D vP vP
v -x+z~<1—vT>+pi*~vT firxe A

b D o)
—v ~x+2pn—z-<1—qﬂ,>—pi*-1ﬂ, firx € B
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Drohne und LKW begegnen sich demnach zum Zeitpunkt

(2pn —2p1+2- (1 + Z—i) —pi= - (1 + Z—?)) - (v +vP)~1 und der LKW erreicht
Kunde n — 1 zum Zeitpunkt (p,—1 — 2p1 + 22 — p;+) - (v7) 71, Man erhélt also
einen Zielfunktionswert von

D D
2pn —2p1+2z-(1+ 3r) —pir - (14 37)
max v + P B (4.1)
Pn—1— 2p1 + 22 — p;»
T

Fiir z € [pi=,pn—1) ist (4.1) fir z = p;» minimal. Analog dazu wird der Fall
fiir den Trennungsort z € (p,—1,pn) behandelt. Der Begegnungszeitpunkt von
Drohne und LKW ist

2pn —2p1 | 2 — i

ol oD oT
Wird hingegen die Drohne genau bei Kunde n — 1 gestartet, so ist der Begeg-
nungszeitpunkt

2pn, —2p1 | Pn—1 — Pir

oT + 0P T ’
Soll die Drohne einen Kunden bedienen, so wird sie somit sofort gestartet, oder
zum Ort po oder p,_1 gebracht, oder die Drohne bedient gar keinen Kunden. [

Beispiel 4.2.8. Auch hier werden zwei Instanzen présentiert. In der optimalen
Losung von Instanz 1 wird die Drohne zu Beginn bei p;« gestartet, um den
Kunden n zu bedienen. In der optimalen Losung von Instanz 2 fahrt der LKW
zunéchst zum Ort p,_1, um die Drohne dort zu starten, damit diese Kunde n
bedienen kann. In beiden Instanzen gibt es 5 Kunden. In Instanz 1 ist v” =1,
vT = 2 und ¢* = 3 und in Instanz 2 ist i* = 3, vP = 2 und v7 = 2,5. Die
weiteren Parameter und die jeweils optimalen Losungen sind 4.2 zu entnehmen.
In Abbildung 4.4 sind diese optimalen Losungen dargestellt.

i 1 2 3 4 5 1 1 2 3 4 5
Dix 0 30 50 55 90 pi 0 4 30 | 35 | 45
t; | 25.0 | 10.0 | 0.0 | 52.5 | 40.0 t; | 16.0 | 144 | 0.0 | 2.0 | 7.0
i - - - - 70 ri - - - - 15
ti - - - - 60 i - - - - 22
ri - - - - 50 ri - - - - 35
t; - - - - 0 t; - - - - 2
(a) Instanz 1 (b) Instanz 2

Tabelle 4.2: Parameter und optimale Losung
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(a) Optimale Lésung Instanz 1 (b) Optimale Losung Instanz 2

Abbildung 4.4: Ort-Zeit Diagramm der optimalen Loésungen der beiden Instan-
zen

Fiir Instanz 1 ergibt sich der optimale Zielfunktionswert gemafi Lemma 4.2.7
wie folgt
min{60, 60, 75, 62.5, 65, 70} = 60

und fir Instanz 2
min{26, 22.4,30.4, 22,24, 30} = 22.

Korollar 4.2.9. Ist die Drohne langsamer als der LKW und liegen keine Release
Dates und Deadlines vor, so erhdlt man in konstanter Zeit einen optimalen
Zielfunktionswert fiir das Minimieren von maz;cq1,... ny{t:} und das Minimieren
von maricqy, . nyiti, 1"}

Beweis. Die Berechnungen in 4.2.4 und 4.2.7 liegen in O(1). O

Korollar 4.2.10. Ist die Drohne langsamer als der LKW und liegen keine
Release Dates und Deadlines vor, so lisst sich in linearer Zeit eine optima-
le Losung fiir das Minimieren von maxicqy,.. oy {ti} und das Minimieren von
marieqa,.. oy {ti, 17"} ermitteln.

Beweis. Eine optimale Losung ldsst sich mithilfe der Ausdriicke aus 4.2.4 und
4.2.7 rekonstruieren.

Im Folgenden wird die Losung fiir das Minimieren von max;c(i,... o} {t;} kon-
struiert, falls fiir den optimalen Zielfunktionswert z* gilt
1
— - (2- 2 = pi- — 1)),
. v *
min max =z".

Elpn-1pn] 1 1
e ﬁ'(pn—$)+v7'($—pi*)

In diesem Fall bringt der LKW die Drohne zundchst zum Ort = € [pp—1, px)
und bedient wahrenddessen die Kunden *,7* 4+ 1,...n — 1. Anschlieflend fahrt
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der LKW direkt zuriick und bedient die Kunden i*,¢* — 1, ..., 1, wahrend die
Drohne Kunde n bedient. Man erhélt also den LKW-Operationsvektor

a=("4+ni i +1,+2,...on—2n—12n —1,i* —2,..,2,1)

und die folgenden Fertigstellungszeitpunkte:

1
tix =0 tn:ﬁ(pn_x)
1 ) .
tivyj = ol (Pix+; — i) Vie{l,.,n—1—1i"}
1 ) .
tiv i = o (x —pi) Vie{l,..,i" +1}. O

An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass die Probleme, die mit einer langsame-
ren Drohne und dem Fehlen von Zeitfenstern einhergehen, weiterhin polynomiell
I6sbar sind, auch wenn der LKW zu seinem Startort zuriickkehren muss. Fiir die
zu minimierende Zielfunktion max{t;,t"} lasst sich weiterhin festhalten, dass
die Drohne maximal einen Kunden bedient. Dies kann entweder Kunde 1 oder
Kunde n sein. Die Orte der Kunden 1,2,i*, n—1 und n sind dabei relevant. Un-
ter den nachfolgend dargestellten partiell zuldssigen Vektoren findet sich einer,
der zu einer optimalen Losung fiithrt:
(@*,7* +2n,n — 1,2n,1,3n, Depot) (i
(@*,7* + 2n,2n,1,n — 1,3n, Depot) (i*,i* + 2n, 1, n, Depot)

(@, +2n,2,n+ 1,n,2n 4+ 1, Depot)  (i*,i* 4+ 2n,n+ 1,n,2,2n + 1, Depot)
(i*,i" +2n,n+ 1,n,2n+ 1,2, Depot)  (i*,i" + 2n,n, 1, Depot).

i*,4" 4+ 2n,2n,1,3n,n — 1, Depot)

Im Falle einer Minimierung von max{t;} existiert eine optimale Losung, bei der
die Drohne maximal zwei Kunden bedient. Dabei kann es sich um die Kombina-
tionen 1 und n, 1 und 2 oder n — 1 und n handeln. In analoger Weise lassen sich
die partiell zuldssigen Vektoren angeben, die eine optimale Lésung enthalten.
Anschliefend kann das Lineare Programm aus Abschnitt 3.2.3 genutzt werden,
um eine optimale Losung zu finden.

4.3 Zeitfenster und v = 0 oder v1 =0

In diesem Abschnitt werden die Fille v” = 0 und v7 = 0 betrachtet. Es wird
sich zeigen, dass ein 1-Maschinen-Scheduling-Problem vorliegt, falls v = 0 gilt,
da lediglich die Drohne fiir die Kunden verfiigbar ist. Ist hingegen v” = 0 und
sind lediglich Release Dates oder Deadlines gegeben, so handelt es sich um das
Line-TSP, wie in (Tsitsiklis, 1992) beschrieben. Das Line-TSPwD kann daher
als eine Verallgemeinerung dieser Probleme angesehen werden.

Lemma 4.3.1. Sei eine Instanz mit v = 0 und n Kunden gegeben, wobei
jedem Kunden i ein Release Date r; zugewiesen ist. Dann gibt es einen polyno-
miellen Algorithmus, der das Line-TSPwD mit dem Ziel der Minimierung von
max{t", t;} lost.

Beweis. Es wird vorausgesetzt, dass T' = () ist, da sonst keine zuldssige Losung
existieren wiirde. Bei einer Geschwindigkeit des LKWs von 0 muss die Drohne
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alle Kunden bedienen, wihrend der LKW als Depot dient. Fiir einen gegebenen
Schedule o ldsst sich der Begegnungszeitpunkt von Drohne und LKW, nachdem
der letzte Kunde bedient wurde, wie folgt berechnen:

m |pa(n) — Pix | m |pa(n) — Pix
by () = max {ra(n) + b sto(n_1) T 271}1) ,

wobei t?(o) gleich 0 definiert wird. Ein optimaler Schedule l4sst sich konstruieren,

wenn unter allen noch nicht bedienten Kunden aus S C {1,...,n} zunéchst
Kunde j bedient wird mit

pj —piel _ S, P pi]
vP ies | oD '

Sei o ein optimaler Schedule, der diese Vorschrift nicht erfiillt. Dann gibt es ein
ke {1,...,n} mit

T‘j—

Do (k) — Pi= |Por (k1) — Dix
Tok) = = o5 > Tolk+) T T 5 (4.2)
1. Fall: Es gelte
|pa(k) — Di~| m |Pa(k) — Di~|
To(k) + T > ta'(k—l) + 2’[]7D (43)

Dies impliziert, dass die Drohne bei Kunde o (k) warten muss und somit der Be-

gegnungszeitpunkt tZ’( k) = To(k) + ‘p"“v)i;p‘ gilt. Hieraus resultiert die folgende
Abschétzung:
t?(k) 19 \Pa(k+1jj— Pi| > gy — |Pa(k);pi*| 19 |Pa(k+133— Pix
v v v
(4.2) — i 11) — Di
) e — |pa(k+1)D Pi +2|pa(k+1)D Di|
v v
|Po(k+1) — Pir
=To(k+1) T LUanb R < 33 —.

v

Also st 17 1) = Ty + 2|p“<k+vl+pi*l. Sei ¢’ der Schedule, der entsteht, wenn
o(k) und o(k + 1) in o getauscht werden, also

o =(o(1),...0(k—1),0(k+1),0(k),0(k+2),....0(n)).

Dann ist
tor 1y = max{a, max {b, c} + d},
mit
Do (k) — Pix| Do (kt1) — Pix
@ =Toy + ;D b=orin) + vi;i
Do (k1) — Di Do (k) — Pi
cztﬁk,l) +2’U—D d:2v7D
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Es gelten die folgenden Abschéitzungen:

4 |Pa(k) — Pix

|p¢7(k+1) — Dix
oD +2

m Do (k) — Pi~ |
lo(kt1) = To(k) ) o

>T0(k D

m |pa(k) — Dix
to(ky1) = To(k) — oD

(4.2) Do (kt1) — Pix |Po(k+1) — Pix| [P (k) — Pix |
< Po(hal) — o 5 % +2 o 5 % +2 o - %

49 |pa(k+;33— piel Do (k) — Pi=

vD

Do (k1) — Di 49 Po(k) —Pi| _

L e b+d

=To(k+1) T ”

|Por (k1) — Di

+ |p0'(k:) — Dix +

tolhr1) = o) oD S—
Do) = Pix|  |Po) = Pixl  _|Po(ir1) — Dix
=To(k) — oD +2 D +2 593
(4.3) (k) — Di- . — i
L tZ“(k,l)+2|p (k;}Dp |+2|P (k+;;) p |:c+d.

Also ist t?(k 41y > t?(k +1) und der Begegnungszeitpunkt des letzten Kunden

nach der Vertauschung der beiden Kunden ist in ¢’ nicht spéter als in o .
2. Fall: Nun gelte

|Pa(k) — Di+|

|pa(k) — Dix
+ —— D .

oD < t;n(k_l) +2 (4.4)

To(k)

Das bedeutet, dass die Drohne nicht beim Kunden o (k) warten muss und folglich

der Begegnungszeitpunkt ¢, = ¢, ;) + 2'”’“;}%”' resultiert. Dies fiihrt zur

folgenden Abschatzung:

m |po(k) — Di~| |p0(k+1) — Di~| m |pa(k+1) — Pix
o(k—1) T2 oD +2 oD > tok—1) T z—vD

(4.4) Do (k) — Pix | |Por (k1) — Di
2 Tok) — D +2 D

(4:2) Do (k1) — Di |Por (k1) — Di
> To(k+1) — ) +2 D

Do (k+1) — Pix
:ra(k+1)+—a( v%’ s

Somit ist £, ) = tre_yy + 2 Powy pirl | olPoteryypir]
Nun wird wieder der Schedule ¢’ analysiert, der entsteht, wenn in o die Kunden
o(k) und o(k + 1) getauscht werden. Es gilt

to) (k1) = max {a, max{b, c} + d}

mit

[P (k) — Pix | |Por (k1) — Di
Q= To) 5 b="Toin + = 5
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|Dor (k1) — Di i [P (k) — P \.

€= ly(r-1) +2 oD oD

Der Begegnungszeitpunkt tZL(k 1) lasst sich wie folgt nach unten abschétzen:

19 |pa(k) — Di~| 42 |pa(k+1) — Dix

toi+1) = Lolr-1) oD vD
(424) o) — |pg(k1)}; Dix o |Pa(k1)}; Dix P |Pa(k+;33* Dix (4.5)
= o) + |pg(k;; Piel \powt;— piel
t ) Y Fot + |pg(k1)); pel 2|pg(k+;)D— o
= gy — |po—(k1)}D_ el |pg(kq))D_ piel ng(kJr;L— Di-
(452) To(kt1) — |p0(k+;)D_ Dix 19 |pg(k3)D_ i o |pa(k+;33_ i |
= To(hr1) + |pa(k+;)D— piel 2|pa(k;; Di| Cbad

m m |pa(k) — pi-| |pa(k+1) — i~ |
o) =toe-n) t 27— 5 +27— 5 =ctd.

Insgesamt ist also t;”(k +1) > t;”,(k +1)- Jeder Schedule kann durch eine endli-
che Hintereinanderausfithrung solcher Auftragsvertauschungen in einen Schedu-
le iiberfithrt werden, der die obige Vorschrift erfiillt, ohne dass sich der Zielfunk-
tionswert verschlechtert. Dies gilt auch fir optimale Schedules. Eine optimale
Losung kann in O(n +nlog(n)) vielen Rechenschritten gefunden werden, da fiir
alle i € {1,...,n} der Ausdruck r; — % berechnet und einsortiert werden
muss. O

Lemma 4.3.2. Sei eine Instanz mit vT = 0 und n Kunden gegeben, wobei jedem
Kunden i ein Release Date r; zugewiesen ist. Dann ezistiert ein polynomieller
Algorithmus, der das Line-TSPwD mit dem Ziel der Minimierung von max{t;}
lost.

Beweis. In diesem Fall fliegt die Drohne nicht zuriick zum LKW, nachdem diese
den letzten Kunden bedient hat. Hier liegen also n Moglichkeiten vor, welcher
Kunde zuletzt bedient wird. Die iibrigen Kunden werden geméfl 4.3.1 bedient,
man ermittelt also

min max {Tj, ( min max{t", tz}> + “%_Dpl} . O
je{l,...,n} ie{l,...n}\{j} v

Lemma 4.3.3. Sei eine Instanz mit v = 0 und n Kunden gegeben, wobei
jedem Kunden i eine Deadline d; zugewiesen ist. Dann gibt es einen polyno-
miellen Algorithmus, der das Line-TSPwD mit dem Ziel der Minimierung von
max{t", t;} Problem lst.
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Beweis. Da auch hier der LKW nur als unbewegliches Depot dient, muss die
Drohne alle Kunden bedienen. Dieses Problem l&sst sich als ein 1-Maschinen-
Scheduling Problem mit dem Ziel der Minimierung der maximalen Verspatung
auffassen (abgekiirzt 1| |Limax geméf 3-Feld-Notation in (Graham, Lawler, Len-
stra & Kan, 1979)), wobei aber Lya.x < 0 sein muss. Andernfalls wiirde das
Problem keine zulédssige Losung besitzen. Die Deadlines lauten

lpi — pi
aper = d;+ PP
und die Prozesszeiten sind
9 |pi — pi-
Pi = oD

Auch dieses Problem kann mittels einer einfachen Prioritéitenregel gelost werden,
der sogenannten Farliest Due Date-Regel (EDD). Diese Regel ist in der Literatur
unter anderem in (Pinedo, 2008)(S.44) beschrieben. O

Lemma 4.3.4. Sei eine Instanz mit vT = 0 und n Kunden gegeben, wobei jedem
Kunden © eine Deadline d; zugewiesen ist. Dann gibt es einen polynomiellen
Algorithmus, der das Line-TSPwD mit dem Ziel der Minimierung von max{t;}
Problem lést.

Beweis. Die ersten n — 1 Kunden werden geméafl 4.3.3 bedient und der letzte
Kunde wird bedient, ohne dass anschliefend die Drohne zuriickfliegt. Es wird
also eine zulédssige Losung gesucht mit

|pj - Pi*\
D

gt \ L TG

Die Kunden in {1,...,n} \ {j} werden geméafl 4.3.3 bedient und anschliefend
Kunde j.

Eine mogliche Vorgehensweise, um eine optimale Losung zu ermitteln, wére
zundchst EDD gemifl Lemma 4.3.3 auf die Kundenmenge {1, ...,n} anzuwenden.
Ist diese Losung zuléssig, so wird eine optimale Losung des Problems

max i |pj — pi
jE{l,...,n}yJ Ips = pi

sodass y; (dj + (W)) > Yj Z mv_iDpi*' vje{l,..,n} (4.6)
i=1

v
> yi=1 yi €{0,1} Vie{l,..,n}
=1

gesucht. Um eine optimale Losung hierfiir zu finden, werden O(n) viele Rechen-
schritte benotigt. Fiir alle j € {1,...,n} wird getestet, ob die Restriktion (4.6)
erfiillt ist. AnschlieBend wird unter diesen der Kunde mit maximalem [p; — p;-
ausgewahlt. O

Lemma 4.3.5. Sei eine Instanz mit vP = 0 und n Kunden gegeben, wobei jedem
Kunden i eine Deadline d; zugewiesen ist. Dann gibt es einen polynomiellen
Algorithmus, der das Line-TSPwD ljst.
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Beweis. Hat die Drohne eine Geschwindigkeit von 0 und liegen ausschliefSlich
Deadlines vor, so gibt es eine optimale Losung, in der die Drohne keinen Kunden
bedient, sowohl fiir die Minimierung von max{¢", ¢}, als auch fiir die Minimie-
rung von max{t;}. Angenommen die Drohne bedient einen Kunden, so muss
der LKW die Drohne bis zu diesem Kunden fahren. Da nun der LKW aber zum
Kunden fahrt und keine Release Dates vorliegen, kann er auch den Kunden
selbst bedienen.

Eine Instanz, in der ausschliefilich der LKW die Kunden bedient und Deadlines
existieren, kann als eine Line-TSPTW-Instanz mit Deadlines aufgefasst werden.
Diese Instanzen kénnen mithilfe der Dynamischen Programmierung gelost wer-
den. In (Tsitsiklis, 1992) (Theorem 1) ist ein polynomieller Ansatz zu finden. O

Lemma 4.3.6. Sei eine Instanz mit v? = 0 und n Kunden gegeben, wobei
jedem Kunden i ein Release Date r; zugewiesen ist. Dann gibt es einen polyno-
miellen Algorithmus, der das Line-TSP-with-Drone Problem mit dem Ziel der
Minimierung von max{t!", t;} lost.

Beweis. Auch in diesem Fall gibt es eine optimale Losung, in der die Drohne
keinen Kunden bedient. Wiirde die Drohne einen Kunden bedienen, so muss der
LKW die Drohne wieder auflesen. Da dies nicht vor dem Release Date geschieht,
kann der LKW den Kunden bedienen. Somit liegt ein Line-TSP mit Release
Dates vor. Auch dieses Problem kann polynomiell mithilfe der Dynamischen
Porgrammierung gelost werden (Psaraftis et al., 1990) (Theorem 2.2). O

Lemma 4.3.7. Sei eine Instanz mit vP = 0 und n Kunden gegeben, wobei jedem
Kunden i ein Release Date r; zugewiesen ist. Dann gibt es einen polynomiellen
Algorithmus, der das Line-TSPwD mit dem Ziel der Minimierung von max{t;}
lost.

Beweis. Es gibt eine optimale Losung, in der die Drohne maximal einen Kun-
den bedient. Wiirde die Drohne mehr als einen Kunden bedienen, so muss der
LKW sie wieder auflesen und kann diesen Kunden selbst bedienen. Nur nach-
dem der letzte Kunde durch die Drohne bedient wurde, muss der LKW diese
nicht wieder auflesen. Sei k der Kunde, der durch die Drohne bedient wird.
Das Problem wird nun als ein Line-TSP ohne Drohne aufgefasst. Das Relea-
se Date des Kunden k£ wird auf 0 gesetzt, da die Drohne zu jedem beliebigen
Zeitpunkt dort abgesetzt werden kann. Eine optimale Losung mit der Voraus-
setzung, dass die Drohne Kunde k bedient, ldsst sich mithilfe des Ansatzes in
(Psaraftis et al., 1990) losen. Sei z(k) der Zielfunktionswert einer optimalen
Losung des Line-TSP, wobei Kunde k das neue Release Date 7°* = 0 hat.
Dann ist max{z(k),r;} der Zielfunktionswert einer optimalen Losung, bei der
die Drohne Kunde k bedient. Insgesamt erhélt man also den optimalen Zielfunk-
tionswert minge(y,... »y max{ry, z(k)}. Es wird also der Ansatz von (Psaraftis et
al., 1990) n Mal fir unterschiedliche Kunden k angewendet. O

Sofern lediglich Release Dates oder Deadlines vorliegen und die Drohne lang-
samer als der LKW ist, kann das Problem im Fall von v7 = 0 mit einfachen
Prioritétsregeln gelost werden. Im Fall v = 0 lisst es sich polynomiell mithilfe
der dynamischen Programmierung lésen. Liegen jedoch Release Dates und Dead-
lines vor, so sind auch in diesen Féllen die Probleme N'P-schwer. Ist v7 = 0, so
liegt ein 1-Maschinen Scheduling Problem vor, bei dem jeder Auftrag eine indi-
viduelle Prozesszeit hat und diese Prozesszeit in einem vorgegebenen Zeitfenster
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stattfinden muss. In (Garey & Johnson, 1979) (Theorem 4.5) ist eine pseudo-
polynomielle Transformation von 3-Partition auf dieses Problem zu finden. Ist
vl =0und T = {1,2...,n}, so liegt das Line-TSP mit Zeitfenstern vor, welches
ebenfalls N'P-schwer ist. Dies kann (Tsitsiklis, 1992) (Theorem 2) entnommen
werden. Dort wird eine Reduktion einer Instanz von MSAT auf das Line-TSP
mit Zeitfenstern konstruiert.

4.4 Keine Zeitfenster und v? > o7

In diesem Abschnitt werden zunéchst Féalle behandelt, in denen der LKW auf-
grund der Struktur der Instanz konstant in eine Richtung fahrt, oder eine be-
stimmte LKW-Tour vorausgesetzt wird. Eine solche vorgegebene LKW-Tour
entspricht zwar nicht der Definition des Line-TSPwD, jedoch werden diese Pro-
bleme zu einem spéateren Zeitpunkt fiir die Bestimmung der Komplexitit ge-
braucht.

Sei nun die Drohne schneller, als der LKW und i* € {1,n} der Startkunde
(0.B.d.A. i* = 1). Die Drohne ist ununterbrochen aktiv. Sie bedient einen
Kunden und fliegt wieder zuriick zum LKW, bis alle Kunden bedient wurden,
wahrend der LKW in Richtung Kunde n fahrt. Zunéichst wird der Fall beziiglich
der Zielfunktion min max{¢!",¢;} und anschliefend beziiglich der Zielfunktion
min max{¢;} behandelt. Dazu ist im Wesentlich nur noch die Reihenfolge der
Kunden zu bestimmen, die durch die Drohne bedient werden. Zunéchst wird
ein Ausdruck in geschlossener Form des letzten Begegnungszeitpunkts fiir eine
gegebene Kundenreihenfolge bestimmt, die durch die Drohne bedient werden.

Definition 4.4.1. Seien n Kunden auf einer Linie gegeben, die durch eine Droh-
ne bedient werden sollen, sowie eine feste LKW-Tour. Ferner sei o : {1,...,n} —
{1,...,n} eine Reihenfolgefestlegung der Kunden, die durch die Drohne bedient
werden. Der Schedule (o(1), ...,0(n)) wird als Drohnen-Schedule bezeichnet.

Anmerkung 4.4.2. Um einen Ausdruck fiir den Begegnungszeitpunkt von
Drohne und LKW zu ermitteln, werden zunéchst die Begegnungszeitpunkte
fir den Drohnen-Schedule (o(1),0(2),...,0(n)) ermittelt. LKW und Drohne
starten zum Zeitpunkt 0 am Ort zg. Es gilt g < p; fiir alle j € {1,...,n} und
es wird vorausgesetzt, dass der LKW keinen der Kunden 1,...,n in dieser Zeit
erreicht. Auflerdem gilt ¢; = 0. Abbildung 4.5 veranschaulicht die nachfolgenden
Berechnungen. Es wird gezeigt, dass

t —pg(l) —To m _ 2- p(r(l) —2- o
oW T o) = T T oD
2-po1) —2-% Do) — To(ie
m T o(1) 0 _am o(i—1)
To(1) =V W + X0 to(i) = ta(iﬂ) + —p (4.7)
D
m _Poli) TV lo@i) — To T m
tg(z) - UD + UT 7"0_(1-) = v - to’(l) + o

gelten. Die Begegnungs- und Fertigstellungszeiten sind Schnittpunkte von Ge-
raden. Sei fT die Tour des LKWs, f(lf »(1y die Teiltour der Drohne, bei der
sie zum Zeitpunkt ¢7 ;) den LKW verlésst, um Kunde o(1) zu bedienen, und
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Abbildung 4.5: Begegnungs- und Trennungszeitpunkte

f(g (1) die Teiltour der Drohne, bei welcher sie Kunde (1) zum Zeitpunkt lo(1)
verldsst und zum LKW zuriickkehrt. Diese Teiltour der Drohne ist

f(]'zj,gu))(t) = —vPt + 2p,(1) — @0,

da sich die Drohne zum Zeitpunkt ¢,(1y am Ort p,(;) befindet:

Po(1) — Zo
O )D ) + (2p(1) — Z0) = Po(1)-

IG.ota (o) = —v” ( v
Die LKW-Tour ist definiert durch f7(t) = vTt 4+ xg. Also ist

2p, — 2z
Dim _.Tim m _ ‘7(1) 0
—v to’(l) + 2po'(1) — Xy ="V td(l) + R to‘(l) = 71],1., T 'UD .

Ebenso wird ot ermittelt. Hier ist fé’a(i))(t) = —vPt + Po(i) T thU(i) und
somit

D
D D T _ Po(iy TV lo(i) — To
—v t?(i) + Po(i) TV o) = t;”(i) + zg = t?(i) = o .

f&a(i)) in Abbildung 4.5 entspricht der Drohnen-Tour, um vom LKW zum
Kunden o (i) zu fliegen.

Fiir eine Instanz, bei welcher der LKW eine Tour der Form f7 () = vT -t + z¢
oder fT(t) = —vT -t 4 ¢ fihrt und das Ziel die Minimierung von max{t?",¢;}
ist, ldsst sich als 1-Maschinen Scheduling Problem mit startzeitabhéngigen
Prozesszeiten auffassen, wobei die Prozesszeiten linear mit dem Startzeitpunkt
wachsen oder fallen. Theorem 2 aus (Gupta & Gupta, 1988) besagt, dass fiir ein
1-Maschinen Scheduling Problem mit den Auftrigen 1,...,n mit Prozesszeiten
pi(t) = a; + b; -t und a;/b; < a;11/biyq fiir alle ¢ € {1,...,n — 1} der Schedule
(n,n —1,..,2,1) eine minimale Bearbeitungsdauer hat. Liegt die LKW-Tour
fT vor, so ist der Begegnungszeitpunkt des k-ten Jobs, der durch die Drohne
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bedient wird in Abhéngigkeit des Trennungszeitpunkts ¢ gegeben durch

P — T 2p. — 2z
vD T vD 4T "

Da nun die Drohne schneller als der LKW ist, gilt fiir pr > px_1 die Gleichung

2pr — 2xg P — T -t _ 2p. — 2xg S 201 — 2x9
D £ T D T T D T T D T

Somit lassen sich die noch folgenden Aussagen 4.4.5 und 4.4.16 mittels Theorem
2 aus (Gupta & Gupta, 1988) ableiten.

Lemma 4.4.3. Sei v” > vT. Dariiber hinaus seien Kunden 1,...,n gegeben so-
wie ein Drohnen-Schedule (o(1),...,0(n)), wobei die Drohne bis zum Zeitpunkt
tf;u) den LKW nicht verlisst und anschlieffend ohne Pausen ihre Kunden be-
dient. Auferdem fihrt der LKW strikt in eine Richtung, d.h. die LKW-Tour ist
gegeben durch fT(t) = vT -t +x¢, wobei xo < minge(y,... o) Pi gilt. Sei zusdtzlich
fT(t;”(n)) < MiNie(1,....nyPi- Dann ist

. 0T\ [P — T\ 2 0P =0T\ Donr) — 20
to) =toy (1 =5 | \ oo 07 +2 DT )
v ve +v o v” +v v

Po(n) Zo
T wD T oD

Beweis. Der Beweis verlauft induktiv uber die Anzahl der Kunden. Sei n = 1.
Dann ist

Po(1) — fT(ti(U) s Po(1) — vt toy %0,
lo(1) = oD o(l) = D o)

T oD T 1-1
=¢S5 1— — - 7
a(1) UD ’UD +’UT

5 /oD =T Po(n—k) — X0 Do(1) — To0
+ Z vD + 0T vD Wb

k=0

Nach 4.4.2 und der Induktionsvoraussetzung gilt somit

. m Po(n) = To(n—1) _ Po(n—1) + P tomo1) — 20
a(n) “lo(n-1) + vD - oD + T
T
Po(n) =V - tgl(n—l) — %o
D
_ vP =0\ | Pooy (v 0T | Potm) @0 (0P =07
—rotn=0) \ DT D D £ oT D oD \ oD T
Lo
D

Il/~ UD _ ’UT s ) UT UD _ ’UT n—2
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9 2 vP —oT * Po(n—1—k) — X0 Po(n) Zo
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o7 oD T n—1
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a(1) D oD £ T
1’7,71 D T k}
v —v DPo(n—k) — %0 |\  Po(n) Zo
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Das folgende Lemma ergibt sich analog fiir die Ermittlung des Begegnungszeit-
punkts.

Lemma 4.4.4. FEs liegt die gleiche Situation wie in Lemma 4.4.3 vor. Dann ist

N — P -l ! 2 S v ot ’ Po(n—k) Zo
o(n) “ro() "\ yD T T2 Z oD x0T | "\ oD FoT — D 14T

k=0

Lemma 4.4.5. Seien n Kunden gegeben mit p; > p;—1. Gilt fir die LKW-Tour
fr@#) = v -t + xo die Figenschaft fT(t7") < Min;eqy, . o) i fiir Drohnen-
Schedule (n,n — 1,...,1), so ist die gegebene LKW-Tour und der gegebene
Drohnen-Schedule optimal beziglich min max{t’",t;}.

Beweis. Die Drohne bedient die Kunden ab dem Zeitpunkt 0 in der Reihenfolge
o(1),...,0(n). Der letzte Kunde wird zum Zeitpunkt

n—1 ’UD _ UT k p T
m 9 Z ) o(n—k) 0
o(n) oD T oD £ oT — oD 44T

k=0

n—1 D T k n—1 D T k
vY =0 -z 2 v =
=2 E 2 + E Po(n—k
’UD + UT ’UD + UT ’UD + ’UT P ’UD + ’UT ( )

k=0

bedient. Wegen Lemma 4.4.4 liegt der Begegnungszeitpunkt danach. Da
'ID T

((;D:LZT)k)keN eine streng monoton fallende Folge ist und obiger Ausdruck

minimiert werden soll, ist die Zuordnung;:

olk)=n—k
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offenbar optimal. O

Sind also nur Kunden auf der einen Seite zu bedienen, d.h. i* € {1,n}, so féhrt
der LKW strikt in Richtung z mit = € {1,n}\ {i*} und die Drohne bedient den
von ihr aus entferntesten Kunden und fliegt anschlieffend direkt zum LKW, um
von dort aus erneut zu starten und nun wieder den entferntesten, bisher noch
nicht bedienten Kunden zu bedienen, bis alle Kunden bedient wurden. Dann
kehrt sie zuriick zum LKW. Dies fiihrt zu einer optimalen Losung beziiglich
min max{t]", ¢;}. Dies beschreibt Algorithmus 4.4.6. Hier wird davon ausgegan-
gen, dass bei ¢* = 1 gestartet wird. Der Parameter [ ist der Kunde, der noch
nicht vom LKW bedient wurde, wobei aber Kunde [ — 1 durch den LKW be-
dient wurde. Zu Beginn ist dies Kunde 2. In der dufleren For-Schleife werden
nach und nach die von p; entferntesten, noch nicht durch die Drohne bedienten
Kunden i gewéhlt, und es wird iiberpriift, ob dieser vom LKW schon bedient
wurde oder nicht. Sofern der LKW diesen noch nicht bedient hat, d.h. [ < 4,
bedient die Drohne Kunden ¢ und es wird geprift, welche Kunden der LKW
bis zum Fertigstellungszeitpunkt von Kunde 4 bedienen kann. Zusétzlich wird
iiberpriift, welche Kunden der LKW zwischen dem Fertigstellungszeitpunkt von
Kunde 7 und dem Begegnungszeitpunkt von Drohne und LKW, nach dem die
Drohne Kunde 7 besdient hat, bedienen kann.

Eine Losung lasst sich als Vektor darstellen, der aus den folgenden Eintriagen
besteht:

Eintrag Bedeutung
(i,t;) Der LKW bedient Kunde i zum Zeitpunkt ¢;
(s,i,t7,77) | Die Drohne wird zum Zeitpunkt ¢;
am Ort r] gestartet, um Kunde ¢ zu bedienen
(v,1,t;) Die Drohne bedient zum Zeitpunkt ¢; Kunde ¢
(m,i,t7,r7) | Drohne und LKW begegnen sich zum Zeitpunkt ¢
bei r{*, nachdem die Drohne Kunde 4 bedient hat
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Algorithmus 4.4.6
Data: Kunden i € {1 =i*,...,n} mit p; < p;1; und Geschwindigkeiten v und

’UT

Result: Optimale Losung fiir die Minimierung von max{t?,¢;}.

Initialize: t1 =0,t; =00V i €{2,...,
n+1 =0,t"=00 Vie{l,..,n},t =c0 Vie{l,..,n}
rit =00 Vz e{l,.,n},rf =00 Vie{l, ..,n}

for i< n down to 1 do

if [ <i then
8ty rf < v' -t 4+ p1, List.append ((s,i,t;,75)),
Di vl tﬁl P
ty <t + oD )
pi+vP ti—p
" oD T ol T 4 py,
for j«Iltoi—1do
if pj <v'-t;+p; and j #i—1 then
List.append (( bi Tpl ))
else if p; > v” -t; + p; then
List.append ((v,14,t;))
for h < jtoi—1do
if pp, <ol -t +p; and h #i— 1 then
. Ph — D1
List. d|{ (h
ist.appen (( e ))
else if p, > v? -t + p; then
k < h, List.append ((m,i,t7",r™))
break
else
k < 1, List.append <(Z -1, pii_lg P1 )>
v
break
end
end
break
else
k < i, List.append ((z -1, Pisi Py ; P1 )>
v
break
end
end
l+—k
else
| break
end
end

return List

n},l=2k=2, List = [(1,0)],

Beispiel 4.4.7. Seien i* = 1, v

= 1 und v? = 1/10 gegeben. Es gibt keine

Release Dates oder Deadlines. Die Positionen der Kunden sind der folgenden

Tabelle zu entnehmen.
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Kundei [ 1] 2 [ 3|4 |5]6][7]8
Position | 0 [ 10 | 20 | 30 | 37 | 45 | 58 | 60

Dann erhélt man mit Algorithmus 4.4.6 die folgende optimale Losung fiir die
zu minimierende Zielfunktion max{¢;, t/*}:
( ,0),(s,8,0,0), (v,8,60,60),(2,100), (m,8,109.091, 10.909) ,

(1
(s,7,109.091,10.909) , (v, 7,156.182) , (m, 7,194.711,19.471) ,
(s,6,194.711,19.471) , (3,200), (v, 6,220.24) , (m, 6,241.127,24.113) ,
(s,5,241.127,24.113) , (v, 5,254.014) , (m, 5, 264.558, 26.456) ,

(s, )5 (

s,4,264.558,26.456) , (v, 4,268.103) , (m, 4, 271.002,27.1))

und damit erhédlt man die folgenden Touren:

60 1 " === Drohnen-Tour
R N LKW-Tour
ro !

;o LR
/ S LY
/ \ I
50 1 ’ \ ! \
\ /
/ / \
/ \ \
/ \ ! \
7 \ 7 \ A
/ \ ! \ 7\
7 \ 7 \ 7\
40 1 h \ / \ A
/ \ / \ A
/ \ ! \ / X A
, \ /] \ ’ \ "

c / \ / \ i \ .

S / \ / | / \ A

= 30 ! 1] \ \ Vs

g / \‘ / \\ II \ II AWy

1 v

a h \ ,I \ ! \‘ 1

/ \ / v %
/ 3 K \ /
J \
20 i \ h ¥
’ v/
/ v/
/ \
/ v/
7 v
10 A I
/
/
/
/
/
04 L
T T T T T
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Zeit

Der Losung ist zu entnehmen, dass die d&uflere For-Schleife in Algorithmus 4.4.6
erst fiir ¢ = 3 abbricht. Es gilt ndmlich

30 = py > 0T 2 + 20 = 1/10 - 264.558

und
20 = ps < v’ -t 4z = 1/10 - 271.002 .

Lemma 4.4.8. Algorithmus 4.4.6 lost das Problem der Minimierung von
max{t™, t;} mit i* = p;. Die Laufzeitkomplezitit ist O(n?).

Beweis. Der LKW fahrt offensichtlich den Kunden entgegen, welche durch die
Drohne bedient werden. Daher folgt aus 4.4.5 unmittelbar die Optimalitét. Der
Kunde mit der gréfiten Entfernung, der noch nicht bedient wurde, wird durch
die Drohne bedient. Zunéchst wird gepriift, ob der LKW diesen Kunden bereits
passiert hat, denn dann ist es nicht notig, dass die Drohne ihn bedient. Die
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Anzahl der Iterationen innerhalb der dufleren For-Schleife ist auf maximal n
begrenzt. Innerhalb dieser wird erneut eine For-Schleife aufgerufen, die niemals
mehr als n Iterationen durchlduft. Innerhalb dieser For-Schleife ist es moglich,
dass erneut eine For-Schleife aufgerufen wird, deren Iterator beim aktuellen Wert
des Iterators der zweiten For-Schleife startet und der Endwert des Iterators der
dritten For-Schleife dem Endwert der zweiten For-Schleife entspricht. Auflerdem
wird nach dem Ende der dritten For-Schleife die zweite For-Schleife automatisch
verlassen. Dadurch ergibt sich eine Laufzeitkomplexitit des Algorithmus 4.4.6
von O(n?). O

Fiir das néchste Lemma wird die folgende Definition benotigt.

Definition 4.4.9. Gegeben sei eine feste LKW-Tour und eine feste Reihenfolge
o= (o(1),...,0(n)) von Kunden, welche von der Drohne bedient werden sollen.
Der Zeitpunkt t, bezeichnet den Fertigstellungszeitpunkt des letzten Kunden,
der von der Drohne bedient wird.

Lemma 4.4.10. Gegeben seien n Kunden mit p; < p;+1 und k € {1,...,n} mit
c*=Mmmn—1,. k—1k+1,..,2,1,k), so dass to» < 1,

firalleoce{(n,n—1,...5+1,7—1,...,2,1,5)|7 € {1,...,n}} gilt.

Zusdtzlich gelte fiir die LKW-Tour fT(t) = vT-t+xo die Abschitzung T (to-) <
p1. Dann ist o* ein optimaler Drohnen-Schedule beziiglich min max{t;} mit Ziel-
funktionswert z = ty«.

Beweis. Sei ein optimaler Drohnen-Schedule (o(1), ...,0(n)) gegeben. Dariiber
hinaus sei k = o(n). Damit gilt {o(1),...,0(n — 1)} ={1,2,...k—=1,k+ 1,k +
2,..,n — 1,n}. Fir jeden dieser n — 1 Kunden muss die Drohne zuriick zum
LKW fliegen, also auch nachdem Kunde o(n—1) bedient wurde. Geméafl Lemma
4.4.5 existiert fiir das Problem minmax;{t/",¢;} mit den Kunden der Menge
{1,2,....k—1,k+1,k+2,...,n—1,n} ein optimaler Drohnen-Schedule 6 = (n,n—
1, k+2,k+1,k—1,...,2,1). Eine solche Umsortierung der ersten n—1 Kunden
verzogert den Begegnungszeitpunkt von Drohne und LKW nicht, nachdem die
Kunden {o(1),...,0(n — 1)} bedient wurden. Es existiert daher ein optimaler
Drohnen-Schedule mit der Struktur (n,n—1,...k+2,k+1,k—1,...,2,1,k). O

Algorithmus 4.4.11 liefert einen optimalen Zielfunktionswert fiir dieses Problem.
Dieser ist etwas weniger ausfiihrlich, als Algorithmus 4.4.6, der im Gegensatz
zu Algorithmus 4.4.11 auch eine optimale Losung liefert.
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Algorithmus 4.4.11

Data: Kunden i € {1 =i*,...,n} mit p; < p;1; und Geschwindigkeiten v und
T
v
Result: Optimaler Zielfunktionswert fiir die Minimierung von max{¢; }
Initialize: z =00,k =—-1,1=—1
for i <~ 1 ton do
for j < i+ 1tondo

. Pi — D1
if L1, j+1j-1,..i+2,+1,5) < 2 and —— < z then

v
Pi — D1
Z 4= max {t(n,n—l,...,j+1,j—1,...,i+2,i+1,j)7 T
k<1
l+ 7
end

end
end

Lemma 4.4.12. Algorithmus 4.4.11 lést das Problem der Minimierung von
max{t;} miti* =1 optimal und hat eine Komplezitit von O(n?).

Beweis. Da der LKW offensichtlich strikt den Kunden entgegenfihrt, folgt
mit 4.4.10 die Optimalitdt. Man erhdlt den LKW-Schedule (1, ..., k) und den
Drohnen-Schedule (n,n —1,....,0 + 1,1 —1,...,2,1,1) mit Zielfunktionswert z.

Die duflere For-Schleife umfasst maximal n Iterationen. Innerhalb dieser wird
eine weitere For-Schleife aufgerufen, die nicht mehr als n Iterationen umfasst.
Somit folgt die Komplexitit von O(n?) fiir den gesamten Algorithmus. O

Beispiel 4.4.13. Gewéhlt wird die Instanz aus Beispiel 4.4.7, nun mit dem
Ziel der Minimierung von max{¢;}. Es ergibt sich die folgende optimale Losung:

Kunde i | 1 2 3 4 5 6 7 8
Position | 0 | 10 | 20 30 37 45 58 60
t; 0 | 100 | 200 | 216.518 | 190.967 | 143.182 | 259.697 60.0
ri - - - 22.411 20.724 17.107 - 10.909
tr - - - 224.108 | 207.243 | 171.074 - 109.091
rd - - - 20.724 17.107 | 10.909 | 22.411 0.0
t? - - - 207.243 | 171.074 | 109.091 | 224.108 0.0
Hierbei ist der Zielfunktionswert t; = 259.697. Auch hier werden die

Kunden 2 und 3 durch den LKW bedient. Im Ort-Zeit-Diagramm ergeben sich
die folgenden Touren:
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Liegen also keine Zeitfenster vor und es gilt i* € {1,n}, so sind optimale
Losungen einfach zu konstruieren. Im Folgenden wird der Fall analysiert, wenn
eine fest vorgegebene LKW-Tour vorliegt, wobei der LKW strikt in eine Rich-
tung fahrt und * ¢ {1,n} ist.

Lemma 4.4.14. SeivP > vT und eine LKW-Tour fT(t) = —vT-t+z0 gegeben.
Dariber hinaus sind die Kunden 1,...n mit xo < p; fur alle i € {1,...,n}
gegeben, die durch die Drohne mit dem Drohnen-Schedule (o(1),...,0(n)) ab
Zeitpunkt ti(l) bedient werden. Dann ist

s 0T\ (oD + 0T\
to(n) =toq) (1 - vD) (UD - vT)
n—1 D T k
VY + v Po(n—k) — 2o Po(n) Zo
2 — —.
+ (kzzo (UDUT> ( D )) oD T oD

Beweis. Wie in 4.4.3. O

Analog gilt:
Lemma 4.4.15. Sei die gleiche Situation wie in Lemma 4.4.14 gegeben. Dann

ist
P +oT\" 2 (ol 40T\ Do(n—k) — To
th =t — + 2 E .
n —to(l) \ ;D _ T oD — T vD — T

k=0

Fahrt der LKW strikt in Richtung der Drohnenkunden, so wéhlt die Drohne
beztiglich min max{¢",t;} den &uflersten, noch nicht bedienten Kunden. Ent-
fernt sich der LKW von den Kunden, so wéhlt die Drohne den néchsten noch
nicht bedienten Kunden.

Lemma 4.4.16. Seien n Kunden gegeben mit p; > p;—1 sowie die LKW-Tour
() = —vT -t + 29 mit 29 < p1. Dann ist der Drohnen-Schedule (1,2,...,n)
fir die gegebene LKW-Tour optimal beziglich min max{t!",t;}.
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Beweis. Die Drohne beginnt ab dem Zeitpunkt 0 damit, die Kunden zu be-
dienen. Der Begegnungszeitpunkt von Drohne und LKW, nachdem der letzte
Kunde bedient wurde, ist geméfl Lemma 4.4.15 gleich

. (N AN Po(n—k) — %0

=2 E

o(n) oD — T oD — T
k=0

_2 n—1 ’UD +UT k _xo
- kz_o vD — T vD — T

n—1 k
2 P 40T
+ 71}D T <Z <’UD — UT> Po(n—k) | »

k=0

wobei o (k) der k-te Kunde in einem gegebenen Schedule o ist. Da (( gﬁjjﬁ V) ken
eine streng monoton wachsende Folge ist und obiger Ausdruck minimiert werden
soll, so ist die Zuordnung:

olk)=k
offenbar optimal. O

Lemma 4.4.17. Sei die gleiche Situation wie in Lemma 4.4.16 gegeben.
Dann ist der Drohnen-Schedule (1,2, ...,n) fir die gegebene LK W-Tour optimal
beziiglich min max{t;}.

Beweis. Zunachst werden n — 1 Kunden geméafl Lemma 4.4.16 bedient. Dabei
handelt es sich um die Kunden 1, ...,n—1. Der Kunde mit der gréften Entfernung
zum LKW wird als letzter Kunde durch die Drohne bedient. Ein Riickflug der
Drohne ist von diesem Kunden nicht mehr notwendig. O

Beispiel 4.4.18. Seien o = 30, v” = 1 und v = 1/10 gegeben. Ferner sei
die LKW-Tour f7(t) = —vT -t + 24 vorgegeben sowie das Ziel die Minimierung
von max{t;, t7*}. Dann erhdlt man mit 4.4.16 die folgende optimale Losung mit
dem Zielfunktionswert z = ¢j* = 220.911 fiir die angegebenen Positionen:

Kunde 7 | ¢* 1 2 3 4
Position | 30 37 45 58 60
t; 0.0 7.0 32.111 | 85.58 168.82
ri - 28.444 | 24.765 | 17.38 7.909
o - 15.556 | 52.346 | 126.2 | 220.911
rs - 30.0 28.444 | 24.765 17.38
t? - 0.0 15.556 | 52.346 126.2

Und man erhélt somit die folgenden Touren:
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Beispiel 4.4.19. Wird nun die Instanz aus obigem Beispiel 4.4.18 gewihlt,
jedoch mit dem Ziel der Minimierung von max{#;}, so erhélt man nach 4.4.17
die gleiche Losung wie in Beispiel 4.4.18, nur dass die Drohne nicht zum LKW
zuriickfliegen muss, nachdem sie Kunde 4 bedient hat. Daher ist der Zielfunkti-
onswert z = t4 = 168.82.

Anmerkung 4.4.20. Algorithmus 4.4.6 kann genutzt werden, um eine optima-
le Losung sowohl fiir die Minimierung von max{t; }, als auch fiir die Minimierung
von max{t",t;} fiir eine gegebene LKW-Tour zu finden, bei der sich der LKW
konstant von den Kunden entfernt. Hierbei ist die Geschwindigkeit des LKWs
als negativ aufzufassen, und es muss nicht tiberpriift werden, ob der LKW einen
Kunden bereits bedient hat.

Sei t! der Begegnungszeitpunkt von Drohne und LKW, nachdem der LKW von
zo zu vT - t! 4+ xo gefahren ist und die Drohne gemif dem Drohnen-Schedule
(o(1),...,0(n)) alle Kunden ohne Wartezeiten bedient hat. Dann ist anschau-
lich klar, dass der Begegnungszeitpunkt von Drohne und LKW ebenfalls ! ist,
nachdem die Drohne alle Kunden gemifl dem Drohnen-Schedule (o(n), ...,o(1))
bedient hat und die LKW-Tour

) ==v"t+ (0 - ! + 20)

lautet. Zur Illustration sei auf Abbildung 4.6 verwiesen.
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(t, Po1) —— LKW-Tour  --- Drohnen-Tour (t8, pory))

Position

t

Zeit

Abbildung 4.6: Drohnen-Schedule (o(1),...,0(n)) ab Zeitpunkt 0, wobei
der LKW in die Richtung dieser Kunden fdhrt und Drohnen-Schedule
(o(n),...,0(1)) ab Zeitpunkt ¢, wobei sich der LKW von diesen Kunden ent-
fernt.

Im Folgenden wird dies formal beschrieben.

Lemma 4.4.21. Firn>1¢eN gilt
20T LD 4T\ P +oT\"

Beweis. Die Behauptung léasst sich mittels der geometrischen Summenformel
zeigen:

p, 7\ @m=1)+1 p o1\ (n—1)+1
(vD+vT>k () -1 () o
D_ T v U - v U v —V
=\ (rr) -1 (m2r) - (B=27)
oD 1T (n—1)+1
()

- (#=)
’L)Df’UT
n—1 D T\ "
V7 H v V7 H v
- E)EE)- G o

k=0

Analog gilt die folgende Aussage:
Lemma 4.4.22. Firn >1¢€ N gilt

20T ol D TN\ oD —T\"
- () X (5—=) |=—7) -
<’UD+UT> <’UD+UT> <’UD+UT)

k=0



4.4. KEINE ZEITFENSTER UND vP > oT 54

Lemma 4.4.23. Gegeben seien n Kunden mit den Positionen p1,...,p, sowie
eine bijektive Abbildung o : {1,...,n} = {1,...,n}. Des Weiteren sei

n— k
t.—9 Zl UD - UT pcr(nfk) — 2o
T pre vD 40T vD 40T '

Ly n—1 oDl 4T k pa(k+1)—UT't—~T0
- ];) oD — T oD — T :

Dann ist

- k
Lo ( 1(vD —UT) (paw) —m))
= D 4 T D 4 T
o vY +wv vY +wv
n— n—k—
=9 2:1 v " (Porin) — o
P vD 4T vD 4+ T
— n—k
—9 nz:l P — T Po(k+1) — 20
= D 1T wD _ T
k=0
B N N Po(k+1) — Z0
= wD _ T vD _ T
k=0

Somit l&sst sich folgern:
n—1 D TN k—n
‘=9 Z vT 4 Po(k+1) — o
- — oD _ T oD — T

- 2
' P 4+ T ni nzl P 4T Po(k+1) — 0
oD =T | vD —oT vD —oT

k=0

—1 k
4,4.21 20T - vP T
5 (5 (5

.y 2P T Po(k+1) — Z0
= oD _ T D _ T
k=0
f—o 202 40T\ oy — 20 207 -1\ = (0P 4o \"
=t = ];) D — T vD — T T\ yD — T '1;) vD — T

n—1 D T~ k T
B v” + v Do(k+1) —V -t — o
<:>t_2<Z<UD_UT) ( oD — T ’ o

k=0

Unter der Voraussetzung, dass p; < p;41 fir alle ¢ € {1,...,n — 1} gilt und
i* ¢ {1,n} ist, sowie unter der Voraussetzung, dass der LKW strikt in eine
Richtung fahrt (0.B.d.A. Richtung p,,), lasst sich eine optimale Losung mittels
4.4.10,4.4.16 und 4.4.17 leicht konstruieren. Dies wird am folgenden Beispiel
veranschaulicht:
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Beispiel 4.4.24. Es sind fiinf Kunden zu bedienen, wobei i* = 3 mit p;« = 40
gilt. Der LKW néhert sich Kunde 5. Die Drohne hat eine Geschwindigkeit von
1, wahrend der LKW eine Geschwindigkeit von % hat. Die iibrigen Parameter
sind der Tabelle zu entnehmen. Die optimale Drohnen-Tour lasst sich wie folgt
darstellen:

——- Drohnen-Tour //'\\
70 4 LKW-Tour S/ \\ .
60 /’/ AN /// B
50 - ,/,
Zé 40 N s \\\ /’/
301 \\/ \\\ ,’/
20 \\\ ,'/
10 N //
0 ; ; N : ; . .
0 25 50 75 100 125 150 175
Zeit
Kunde 4 1 2 3 4 5 6 7
Position 0 30 40 | 50 55 70 77
t; 64.444 10.0 0.0 | 100 | 150 176.0 141.444
rzm 51.605 42.222 - - - 58.727 56.222
i 116.049 | 22.222 - - - 187.273 | 162.222
s 42.222 40.0 - - - 56.222 51.605
t3 22.222 0.0 - - - 162.222 | 116.049

Es werden also zunédchst die Kunden in {1,...,4*} geméfl 4.4.17 bedient und
anschlieffend die Kunden in {j,...,n} mit j > i* + 1 geméaf 4.4.5.

Unter der Voraussetzung, dass eine feste LKW-Tour gegeben ist, liegt ein Sche-
duling Problem vor, bei dem die Prozesszeiten vom Startzeitpunkt abhéngen.
Der Fertigstellungszeitpunkt und der Begegnungszeitpunkt hdngen vom Start-
zeitpunkt der Drohne ab. Daher wird die folgende Definition eingefiihrt.

Definition 4.4.25. Im Falle einer festen LKW-Tour bezeichnet ¢;(¢) den
frithesten Zeitpunkt, zu dem die Drohne den Kunden p; bedient, wenn die
Drohne zum Zeitpunkt ¢ vom LKW startet. Analog ist ¢ (¢) der fritheste Begeg-
nungszeitpunkt, wenn die Drohne zum Zeitpunkt ¢ vom LKW gestartet wird.

Im Folgenden wird der Fall betrachtet, in dem die Drohne eine feste Anzahl
von Kunden bedienen soll, wahrend der LKW eine feste Route hat, auf der er
zunédchst in Richtung dieser Kunden fahrt und dann genau einmal wendet und
sich nun entfernt. Die Voraussetzung, dass fiir den LKW eine feste LKW-Tour
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gegeben ist, wird zwar nicht durch das hier vorliegende Modell abgebildet, je-
doch wird dies spéter genutzt, da in einem nachfolgenden Komplexitatsbeweis
eine LKW-Tour mit dieser Struktur erzwungen wird. Dies stellt also eine Vor-
bereitung fiir den Beweis von Satz 4.4.38 dar. Es wird nun stets die folgende
LKW-Tour vorausgesetzt:

T -
xo 40T -t fir 0 <t < =0

T _ v 4.8

f o T LTturn — L0 ()
— vt 4+ 2 Tiurn — To fﬁrt>U7T.

Das bedeutet, dass der Lkw ab dem Zeitpunkt 0 zunéchst konstant von xg bis
Tpyrp fahrt und bei iy, wendet und konstant in die entgegengesetzte Richtung
fahrt.

Dariiber hinaus gibt es die Kunden 1,...,n mit p; < p;41 und p; > Zyyrn, die
von der Drohne bedient werden. Fiir eine feste LKW-Tour ist das Problem ein
Scheduling Problem mit startzeitabhingigen Prozesszeiten, die stiickweise line-
ar sind. Fahrt der LKW zuerst auf die von der Drohne zu bedienenden Kunden
zu, wendet genau einmal und entfernt sich dann von ihnen, so hingen die Zeit-
punkte der Begegnung von Drohne und LKW vom Trennungszeitpunkt ¢’ ab. Es
wird zwischen den in (4.9) angegebenen Intervallen fiir den Trennungszeitpunkt
unterschieden, die in Abbildung 4.7 visualisiert werden. Die Begegnungszeit-
punkte von Drohne und LKW sind dann (4.10) zu entnehmen. Es sei an dieser
Stelle darauf hingewiesen, dass das vorliegende Problem gewisse Ahnlichkeiten
mit dem sogenannten 1-Maschinen-Scheduling-Problem mit v-féormigen Prozess-
zeiten aufweist, welches in (Sedding, 2020) Erwdhnung findet. Eine detaillierte
Betrachtung erfolgt zu einem spéteren Zeitpunkt.

D T
v7 + v T —x 2p, — 2z
Tl(pk) = |:Oa vD — T . < turn 2 _ O):|

vl vT 4P
D T
v+ Tturn — T0 2Pk — 2%0 \  Ttwrn — To
TQ(pk) = <UD — 'UT : ( ’UT - UT +'UD 5 UT (49)
Tturn — L0
Ts(pr) = (UT7OO)
2pr — 2z , P — T .
oT + oD " T + oD fiir t* € Ty (pk)
21' urn 2 .
mt) = # i fiir ¢/ € To(py) (4.10)

A% tyrn — 2Pk — 220 o vl P

T — D T — D

fir t' € Ts(pk)
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Abbildung 4.7: Intervalle der Trennungszeitpunkte

Zunéachst wird gepriift, ob die oben definierte stiickweise lineare Funktion
tatséchlich die Begegnungszeitpunkte in Abhéngigkeit vom Trennungszeitpunkt

wiedergibt: Nach (4.7) ist offensichtlich, dass wenn der Begegnungszeitpunkt vor
dem Wenden des LKWs stattfindet, so ist

2p. — 2xg P — T
mogl\ /!
tk(t)i ’UT+UD +t- ’UT—|—UD '

Der Trennungszeitpunkt muss vor oder zum Zeitpunkt

D T
VU v Trurn —To 2Pk — 20
oD — T T T 4 D

stattfinden. Dies gilt wegen der folgenden Aquivalenz

— D T T UT+UD

‘< vP T <xmm —x0  2py —2900)
2pr, — 229 ‘. ('UD _UT) < Tturn —if().

vT + oD vT + oD vT

Somit folgt

2pk- — 21‘0 ’UD - ’UT ..

mop\ / ’

tk} (t)—m+t . m furt ETI(pk)

Sei nun t' € Ty (pg), was bedeutet, dass die Drohne vor dem Wenden des LKWs
startet, um einen Kunden zu bedienen, und dass sie nach dem Wenden des LKWs
diesem begegnet. Auch hier wird nun wieder {iberpriift, ob (4.10) korrekt ist. Sei

57
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f(lik, ) die Drohnen-Tour ab dem Trennungszeitpunkt ¢, bis zum Zeitpunkt ¢

und fP2 die Drohnen-Tour ab dem Fertigstellungszeitpunkt ¢, bis zum néchsten
Begegnungszeitpunkt von Drohne und LKW. Dann ist

FE i) = 0Pt + /(0T —0P) 4 xp fir t € [/, ],

mit
_pr—xo — V(0 —oP)
= 5

L
Somit ergibt sich
f@,k,t/)(t) = 0Pt +2pp — o — ' (0T —0P) fiir t € [ty, t7 ()],

denn der Schnittpunkt dieser Geraden mit der Geraden der LKW-Tour ergibt
sich aus:

Flpun ) = F1 ()

& —0P 0+ 2p — o — ' (07 = 0P) = =0T 4+ 2240rm — 20
2pk - 2mturn /
- t =2 T ¢
k UD —_ T

Folglich ist
2pk — 2T urn ..
tp(t') = —5—2" + 1 fiir t € To(pr).
Ic( ) oD — T + ur 2(pk)
Nun wird das Intervall T3(px) aus (4.10) iiberpriift. Sei ¢’ > #turs=%0 der Tren-
nungszeitpunkt von Drohne und LKW, damit die Drohne Kunde %k bedienen
kann. Dann liegt die folgende Drohnen-Tour von diesem Zeitpunkt, bis zum

Fertigstellungzeitpunkt ¢ vor:
FE k() = Pt + 22400 — 30 — /(07 + 07 fiir t € [t 1]
mit

Pk — 2Turn + @0 + (0P 4+ 0T)
- = .

173

Fliegt nun die Drohne zum Zeitpunkt ¢ zuriick zum LKW, so ergibt sich die
Drohnen-Tour:

FE k(@) = =Pt + 2pk = 2T purn + 30 + ' (07 +07) fiir ¢ € [ty 7 ()],
denn es gilt:
FE w0 = 1)

= — 'UDtZl + 2pk - thurn + zo + t/(vT + UD) = _thZZ + 2xturn —To

_ 4xturn - 2pk - 2730 _ 7f/(rUT + UD)
T — oD T — D

Die Flugdauer der Drohne ab dem Trennungszeitpunkt bis zum néchsten Be-
gegnungszeitpunkt ist als Funktion in Abbildung 4.8 dargestellt. Somit kann
dieses Problem als ein 1-Maschinen-Scheduling Problem mit stiickweise linearen
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Prozesszeiten in Abhéngigkeit des Zeitpunkts des Drohnenstarts zum Kunden
aufgefasst werden.

2Pk — 2Xo ve—vT
(tlr VT + VD +tl(m 1))

AXturn — 2Pk = 2Xo v+ VT
(t3r umvT_VD - t3(vT_VD + 1))

Prozesszeit

(t 2Xtum — 2Pk

v —vD Funktion
—— der

Prozesszeit

T1(pk) éTz(Pk) T3(px)

Zeit
Abbildung 4.8: Differenz Trennungszeitpunkt und Begegnungszeitpunkt

Definition 4.4.26. Sei eine Instanz wie (4.8) gegeben. Ferner sei o ein Drohnen-
Schedule. Falls ein Kunde o(k) existiert, mit

LTtyrn — T

0 m LTturn — L0
T und 7, >

tagk) < T
so wird Job o (k) als Wendekunde in o bezeichnet.

Lemma 4.4.27. Sei eine Instanz wie in (4.8) und ein optimaler Drohnen-
Schedule o gegeben. Existiert ein Wendekunde o(k), so gelten

Lturn — L0 Tturn — Po(k)
ty > +
o(k) = oT oI — D

= Po(i) = Po(k) fiir alle i >k (4.11)

Lturn — L0 n Tturn — Po(k)

m
und to’(k) < ’UT ’L}T — UD

= Po(i) = Po(k) fiir alle i < k (4.12)

Beweis. Sei ein optimaler Drohnen-Schedule o gegeben, bei dem ein Wendekun-
de [ existiert. Dariiber hinaus sei ¢ := t] beziiglich 0. Gezeigt wird hier nur die
Implikation (4.11). Es wird nun also

Tt — 20 Tt — D
7 (t) > ’”:T + v;”i 5 (4.13)

vorausgesetzt. Das bedeutet, dass ein Teil des Hinflugs der Drohne zum Wende-
kunden [ nach dem Wenden des LKWs stattfindet. Dies wird in Abbildung 4.9
dargestellt. In dem anderen Fall, d.h. (4.13) gilt nicht, erfolgt der Riickflug von
Kunde [ zum LKW, teilweise nachdem der LKW gewendet hat. Aus Symme-
triegriinden geniigt es, die Behauptung nur fiir (4.13) zu zeigen, da der andere
Fall analog ist. Sei r der Kunde, der nach Kunde ! von der Drohne bedient wird.
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Abbildung 4.9: Hinflug der Drohne zum Wendekunden teilweise nach dem Wen-
den des LKWs

Angenommen es gilt p; > p,.. Es werden die Begegnungszeitpunkte von r in o
und von r in ¢ nach Vertauschung der Kunden r und [ untersucht. Hier miissen
die Fille t € Ty (p,) bzw. t € Ty(p,) unterschieden werden.

1. Fall: Ist ¢t € Ty(p,), so ist t7(t) € Ta(p;). Es wird nun gezeigt, dass die

Ungleichung
() > 4" (" ()

erfillt ist. Es gilt
plUT +pTUD > Pr”UT + xturnvD

piv” — 2purnv®? > po? — po” — pv® + po”

<~
<~ (pl - zturn)vD > (Pl - pr)(vD - UT)
Pt — Tturn b1 — Pr
<~ > 4.14
oD — T vP (4.14)

Nun wird ¢*(t) abgeschétzt, um damit spéter obige Ungleichung zu zeigen:

t;n(t) (4215) ztur;LT_ Zo + p’ll}D_i_Etz;n (4.14) l‘tur’ZT_ Zo + Db U_Dpr
_4xtuva — dagv? + 4ppwT — 4p,0T
n 40T yD
_2xtuva + 2pivP — 2p, 0P — 2200 + 2244”4+ 2pi0T
o 4yTyD

_2prvT - 25L'()vT + 2xturnvD - 2xturan - QPZUD + 2plUT
4oTyP
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+2p, 0P — 2p, 0T — 2200 + 22007

4oTyD
 (2Tturn + 2p1 — 2Py — 210) (0P +0T)
- 4oTyD
N (2% turn — 2D7) (vD - vT) + (2pr — 220) (vD — vT)
49TyD

(—22¢urn — 201 + 2py + 220) (vD - UT) (vD + UT)
B (vT — vP) TP
(22 urn — 2p1) (vD — vT)2 (UD + vT)
(T — D) (vP + vT) 4oL T
N (2p, — 2x0) (UD — UT) (UD + UT)
(vT + vP) 40 ToP

Auflerdem ist

4Py T (vD2 + 20007 + ’UT2) — <vD2 — 2007 4 sz)
(vP —oT) (WP +0T) (0P —oT) (vP +oT)
B (vD Jr,UT)2 _ (,UD 7vT)2 B oD 4T D T
(vD_UT) (UD+UT) T oD — T vD LT
Daher ist

f,m(t) P + v - vP — 0T > —2Z4yrn — 2p1 + 2pr + 210
! vD — T D 4T oI — D

(2‘rturn - 2pl) (UD - UT) 2p7‘ - 2.%'0

(T — oD (0D + oT) oT + oD
AT turn — 2p, — 2xq . tm(t) UD + vl > 2T turn — 2D + 2p, — 2xg
vl — D ! vl — D oI — D T 4D

+ (tm(t) _ 2T purn — 2D ) (UD - UT)
! vl — D vD 40T

o) > (o (10 - 252 ) = )

Die letzte Gleichung ist erfiillt, da t]"(t) = % + ¢t gilt. Somit kann o
nicht optimal gewesen sein.
2.Fall: Ist t € Ta(p,), so ist t7(¢) € T3(p;). Somit gilt mit (4.10)

& (" () — " (&7 (1))
74zturn - 2pr - 25130 2xturn - 2pl UT + UD
- oI — D o _ +i T — D
4xtqwn - 2pl - 2I0 Zzturn - 2pr UT + UD
o oI — D - oI — D +i oI — oD
C2pi—2p 2pi—2p, (vT + vD>

oT — oD T — oD \ yD — T
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:2pé—2;¥ (vTD+v1; _1> “o -
v — v v — v

Definition 4.4.28. Sei eine Instanz wie in (4.8) und ein Drohnen-Schedule o
gegeben. Die Mengen L, und R, sind definiert als:

Ly, := {z e{l,..,n}t: " < thT >+ ;;7"_ vgl}

und

. x — X X — Pi
Ry = {ze{l,...,n}:tf> turn 200 ;;mvg”}.

Nach Lemma 4.4.27 gilt offensichtlich, dass fiir einen optimalen Drohnen-
Schedule o der Wendekunde [, entweder in L, liegt und p; < p; fiir alle 7 € L,
erfiillt ist, oder in R, liegt und p; < p; fiir alle i € R, ist.

Definition 4.4.29. Gegeben seien eine LKW-Tour f7 : R — R (stiickweise
linear und stetig) und ein Kunde k, der durch die Drohne bedient wird. Dann
bezeichnet t"(k,t) mit ¢t € R und &k € {1,...,n} den Begegnungszeitpunkt von
Drohne und LKW, nachdem die Drohne zum Zeitpunkt ¢ vom LKW startet,
Kunde £ bedient und sich anschlielend sofort zum LKW bewegt.

Definition 4.4.30. Seien k > 0 Kunden der Menge {1, ..., k} mit p; < p;11 fiir
allei € {1,...,k — 1} gegeben. Dann ist

t falls k =0

VAL k) =4 (VR {1,k — 1)), t
Y v, k=) [0

Hierbei ist fiir [ = 0 die Menge {1, ...,1} gleich der leeren Menge.

Lemma 4.4.31. Sei die eine Instanz wie in (4.8) gegeben. Dann ist der frihest
maogliche Begegnungszeitpunkt von LKW wund Drohne gleich V(0,{1,...,n}),
nachdem die Drohne alle Kunden bedient hat.

Beweis. Existiert nur ein Kunde, so ist
V(0,{1}) = min{¢™(1,0),t™(1,V(0,0))} = min{t™(1,0),¢™(1,0)} = t™(1,0).

Es sei angenommen, dass der fritheste Begegnungszeitpunkt von Drohne und
LKW gleich V(t"™(n,0),{1,...,n — 1}) ist, nachdem die Drohne ab dem Zeit-
punkt ¢™(n,0) die Kunden 1,...,n — 1 bedient hat. Der zugehorige optimale
Drohnen-Schedule der Kunden 1,...,n — 1 wird mit o; bezeichnet. Analog sei
angenommen, dass der fritheste Begegnungszeitpunkt von Drohne und LKW
gleich V(0, {1, ...,n —1}) ist, nachdem die Drohne ab dem Zeitpunkt 0 die Kun-
den 1,...,n — 1 bedient hat. Auch hier wird mit oy der zugehorige optimale
Drohnen-Schedule der Kunden 1,...,m — 1 bezeichnet. Im Folgenden wird un-
terschieden, ob der Flug der Drohne, vom LKW zu Kunde n und zuriick, vor
oder nach dem Wenden des LKWs stattfindet. Falls der Flug der Drohne vor
dem Wenden stattfindet, wird Kunde n in einer optimalen Lésung unter dieser
Voraussetzung geméfl Lemma 4.4.5 zum Zeitpunkt 0 bedient. Danach werden ab
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dem Zeitpunkt t™(n,0) die Kunden des Schedules o1 bedient. Findet der Flug
der Drohne nach dem Wenden statt, wird geméifl Lemma 4.4.16 Kunde n als
letzter Kunde bedient, d.h. zunéchst ab dem Zeitpunkt 0 die Kunden des Sche-
dules o2 und anschliefiend ab dem Zeitpunkt V(0,{1,...,n — 1}) der Kunde n.
Dieser wire lediglich ein Wendekunde, sofern die Drohnen-Tour ab Zeitpunkt 0
zu Kunde n und zuriick zum LKW nach dem Wenden des LKWs beendet wére,
oder falls die Kunden 1,..n — 1 alle vor dem Wenden des LKWs bedient wurden
und die Drohne dem LKW vor dem Wenden begegnet. Unter den Optionen,
ob die Drohnen-Tour beziiglich Kunde n vor, nach oder wiahrend des Wendens
stattfindet, wird diejenige mit dem geringsten Zielfunktionswert gewéhlt. O

Beispiel 4.4.32. Gegeben sei eine festgelegte LKW-Tour

1
40+ — -t fir 0 <t <200
fT — 10
1 .. ’
—ﬁ-t+80 fir ¢ > 200
wobei also zg = 40, x4y = 60 und tp-n = 200 ist. Die Drohne hat eine

Geschwindigkeit von v” = 1. Es ergibt sich die folgende optimale Losung fiir
die Minimierung von max{t/",t;}:

Kunde 1 1 2 3 4 5
Position 65 77 85 90 100
t; 187.149 | 210.576 | 258.704 | 148.182 60.0

i 59.286 | 56.936 50.7 58.017 | 50.909
i 192.863 | 230.64 | 293.005 | 180.165 | 109.091
TS 58.017 | 59.286 | 56.936 | 50.909 40.0
t3 180.165 | 192.863 | 230.64 | 109.091 0.0

Es ergeben sich die folgenden Touren:

100 N

/ N ==~ Drohnen-Tour
/ AN LKW-Tour
’ N N,
’ \ I/ \\
4
/ \\ / \ I/\\
80 4 ’ \ ’ \, V2N
’ \ ’ N, / \
/ \ / N " ’ \
/7 \ / N, 2N ’ \
4 \ 4 3, 7N / \
/7 \ 4 N /7 \ / \
/ \ 4 3, 4 \ ’ \
’ \ ’ A ’ \ ’ N
/ \ / NAN / \ ’ \
60 - ’ \ ’ N NS AN
’ N/ X N
c 4 N \
S ’ \/ \
E=] / -
S /
a ’
’
40
20 A
0 T T T T T
0 50 100 150 200 250

Zeit

Das Optimum l&sst sich mit 4.4.31 aus den folgenden Teilproblemen ableiten.
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V(0,{1,2,3,4,5}) = V(t"™(5,0),{1,2,3,4}) = V(109.091, {1,2, 3,4})
= V(t™(4,109.091), {1,2,3}) = V(180.165, {1,2, 3})
— ™ (3,V/(180.165, {1,2}).
Hierbei ist V(180.165, {1,2}) = t™(2, V(180.165, {1})) und es gilt
V(180.165, {1}) = ™ (1, 180.165) = 192.836.

Damit ergibt sich die Gleichung V' (180.165, {1,2}) = ¢™(2,192.836) und insge-
samt folgt

V(0,{1,2,3,4,5} = t™(3,V(180.165, {1,2}) = t™(3, 230.64) = 293.005.
Der Wendekunde ist Kunde 2 und es gilt

£5 = 1" = 192.863 > 181.1 = :BWZT_ T x;l}m_;gz-

Dabher liegt nach Definition 4.4.28 die folgende Partitionierung der Kunden vor:
L, ={1,4,5} und R, = {2,3}.

Im Falle einer LKW-Tour, bei der sich der LKW zunéchst entfernt, wendet
und strikt den Kunden entgegenfihrt, ldsst sich durch Anwenden von Lemma
4.4.31 eine optimale Losung erzielen. Allerdings wird unter einer betrachteten
Drohnenkundenmenge der Kunde mit der geringsten Entfernung als erstes oder
letztes durch die Drohne bedient. Im Folgenden wird fiir das Beispiel vP = 1
angenommen.

65—%% fir 0 <t <315
/=
1
?~t725 fir ¢ > 315

Kunde 14 1 2 3 4 5 6

Position | 65 100 120 150 180 220
t; 0.0 | 812.3 | 783.1 | 687.5 | 115.0 | 450.0
ri - 96.5 95.4 | 87.2 32.5 66.2
tr - | 815.8 | 807.7 | 750.3 | 262.5 | 603.8
s - 95.4 | 87.2 66.2 65.0 32.5
t? - | 807.7 | 750.3 | 603.8 | 0.0 262.5
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Im Folgenden wird das Line-TSPwD ohne Zeitfenster mit i* ¢ {1, n} analsyiert.
Es wird zwar keine feste LKW-Tour vorausgesetzt, jedoch wird eine LKW-Tour
wie (4.8) durch die im Beweis von Satz 4.4.38 angegebene Reduktion erzwun-
gen. Wie bereits erwahnt, &hnelt dieses Problem dem Scheduling Problem mit
zeitabhéngigen Bearbeitungszeiten mit einer v-férmigen Bestrafungsfunktion w;
fiir jeden Job j, wie in (Sedding, 2020) beschrieben. Genauer gesagt beinhaltet
dieses Problem Jobs j, deren Prozesszeiten wie folgt definiert sind:

pj =l +w;(t)
mit [; > 0 (Basisprozesszeit) und

wj . RZO — RZO
t — max{—a;(t—7),b;(t —7)},

wobei a;,b;,7 > 0 und a; < 1.
Mithilfe des Even-Odd-Partition-Problems wurde in (Sedding, 2020) gezeigt,
dass das Problem mit a; = a und b; = b fiir alle Jobs j N'P-schwer ist.

Definition 4.4.33. (Garey, Tarjan & Wilfong, 1988) Seien n € Z~o und X =
{x1, ..y T2n} mMit x1,..., 29, € Zso und z; < ;4 fir alle ¢ € {1,...,2n — 1}
gegeben. Dann heifit das folgende Entscheidungsproblem FEven-Odd-Partition-
Problem: ,Gibt es eine Partitionierung Xy und Xo = X \ Xy, sodass fiir alle
1 € {1,...,n} entweder xo; oder xo;—1 in X1 liegt und die Gleichung erXl T =
Y wex, T erfillt ist?

Lemma 4.4.34. ((Garey et al., 1988), Lemma 1) Das Even-Odd-Partition-
Problem ist N'P-vollstindig.

Ahnlich, aber in angepasster Form zu (Sedding, 2020), wird eine Reduktion des
Even-Odd-Partitions-Problems auf das Line-TspwD konstruiert. Hier wird eine
feste LKW-Tour wie in 4.4.31 erzwungen. Dies kann realisiert werden, indem
zwei Kunden nur durch den LKW bedient werden konnen und die Reisedauer des
LKWs, um beide zu bedienen, genau dem Schwellenwert des Entscheidungspro-
blems entspricht. Die Werte z; aus einer Even-Odd-Partition-Problem-Instanz
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werden zu Drohnenkunden transformiert. Es wird sich zeigen, dass die Flug-
dauer, um einen solchen Kunden anzufliegen und zuriick zum LKW, genau x;
betragt, falls eine zuldssige Losung vorliegt. Die Mengen X; und Xs werden
den Mengen L, und R, entsprechen, wobei kein Wendekunde existiert, falls
eine zuldssige Losung vorliegt. Diese Zusammenhédnge werden spiter im Be-
weis von Satz 4.4.38 im Detail gezeigt. Wird diese Idee auf eine Reduktion des
1-Maschinen-Scheduling-Problems mit zeitabhéngigen v-férmen Prozesszeiten
auf das Line-TSPwD angewendet, so ergeben sich Probleme bei Auftrdgen mit
einer Basisprozesszeit von 0, da zum Wendezeitpunkt genau diese Kunden vom
LKW bedient werden. Auftrage mit einer Basisprozesszeit von 0 spielen bei der
Reduktion des Even-Odd-Partition-Problems auf das 1-Maschinen-Scheduling-
Problem mit zeitabhéingigen v-formigen Prozesszeiten eine wichtige Rolle, die
jedoch in dieser Form nicht auf das Line-TSPwD {ibertragbar ist.

Ferner ist fiir einen Wendekunden beim Line-TSPwD zu beachten, dass des-
sen Prozesszeit fiir einen gewissen Zeitraum konstant ist (siehe Abbildung 4.8
Intervall T3). Dies ist beim 1-Maschinen Scheduling Problem mit v-férmigen
Prozesszeiten nicht der Fall. Zunéchst werden einige Aussagen bewiesen, die im
Beweis von 4.4.38 benétigt werden.

Definition 4.4.35. Seien eine Line-TSPwD-Instanz, eine feste LKW-Tour und
ein Drohnen-Schedule o gegeben. Dann bezeichnet t"(co,t) den Begegnungs-
zeitpunkt von Drohne und LKW, nachdem alle Drohnenkunden ab Zeitpunk ¢
geméfl o durch die Drohne bedient wurden.

Lemma 4.4.36. Gegeben sei eine LKW-Tour wie in 4.8 sowie zwei Kunden i
und j mit den Positionen Tiym, < p; < p;. Istt € To(p;), dann ist t € To(p;).

Beweis. Es gilt
teT. ) — P + v’ Tturn — L0 2}% — 2x9 Tturn — L0
S 2(p’b) - ’UD — UT ’UT — UT T UD s ,UT

D T
c vY +wv Tiurn — o 2P — 2%\  Trurn — To
UD _ ’UT ’UT UT + UD ’ UT

= T (p;)- O

Lemma 4.4.37. Seien eine LK W-Tour wie in 4.8 und n Kunden mit Tiyrn < p1
und p; < piy1 fur alle i € {1,..n — 1} gegeben und es gelte

(l'turn - xO)(UD - UT)

>
P o

+ Ziurn. (4.15)

Dann wird Kunde n in einer optimalen Losung als letzter Kunde bedient.

Beweis. Sei o ein optimaler Schedule. Angenommen, n = o(k) # o(n).
Ferner seien o := ol(y,.. -1} die Einschrankung von o auf {1,...,k — 1} und
t:=1t"(c,0). Entweder ist ¢t € Ty (pg(k)) oder t € T; (pa(k)), da
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LTturn — L0 - 2pa’(k) - 2(EO
T T + 0P

(Tturn—20) (UD _UT)

2 ( T + wtu'r‘n) - 2£C0
Lturn — L0 _

(o) (
(o) (
() (

D T
Lturn — Lo v —v 2T 4urn — 20 + 2% turn — 20
o7 oD 1 oT o7 oD &+ oT

(xturn - J:O) (UD + UT)
(vP 4 0T) 0T
(2T 4urn — 220) (VP = 0T) + (28 4urn — 220) 07
(vP +0T) 0T

P + 0T xovD — xovT — xtuva + xtumvT
(vP +vT)oT

_ (’UD + UT> (('UD - UT) (-'170 - xturn)) _ Lo — Lturn <0

(vD +oT) 0T T

AuBerdem gilt ¢ k)(t) € T3 (po(k+1))- Im Folgenden wird untersucht, wie sich
der Zielfunktionswert dndert, wenn o(k) und o(k + 1) im Schedule o getauscht
werden.

L. Fall : £ € Ty (porrn) ("0t € T (poy))

totht) (t?(k)(ﬂ) — loh) (t:rn(kﬂ)(t))
:2pa(k+l) + 220 — A% urn + (2p0(7€) — 2Tturn i t> <UT + ’UD>

vP — T vP — T vP — T
2pa(k) + 220 — 4T purn 2p(r(k+l) = 2Ztyrn " vP 0T
o oD — T + oD — T + oD — T
_ 2pa(k:+1) - 2xturn 1 UD + UT 2170 - Zzturn
- oD — T D T + oD — T
2po(k) — 2Tpurn vP +oT 1 2x0 — 2Tiyrn
+ D — T oD — T T D T
_ 2xtu7'n - 2p0(k+1) + 2pa(k) - thurn 'UD + UT 1
B vD — T wD _ T

_ <2po—(k)D_ 2p;(k+1)) (vi + v; B 1) ~0
v — v v — v

2. Fall : t €Ty (pg(k+1)) (=teTs (pg(k)))
By (00 (1)) = oy (e (1)

_am 2pcr(k) + 220 — 4T 4urn " ’UD + T
Tlo(k+1) oD — T T vD — T
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— ok vD — T

o 2pa(k—i—l) + 220 — 4T turn

vD — T

m <2pa(k+1) + 220 — 4% ¢urn L (UD + ’l}T))

vD — T

wD — T

4 (2pa(k) + 220 — 4Tturn

Tt vP 0T vP + 0T
D — T D — T

- 2pa(k) + 2x9 — 4xturn

wD — T

wD — T

. <2pa(k+1) + 2-/I:O - 4xturn

oD 4T oD+
+i vD — T wD —

UT
T

:2pa(k+1) — 2Po (k) N 2P0 (k) — 2P0 (k+1) (vD + vT)

wD _ T wD _ T

oD — T

oD — T

P — T

_ 2Po(k) — 2Po(k+1) (”D +ol 1> >0

3.Fall: te T} (pg(k+1)) (=teTy

to(h+1) (t?(k)(t)) — o) (tzf"(m)

_m 2pc7(k) - 2xturn
) oD — T

(pa(k))))

®)

)

_m 2Dg(k+1) — 20
a(k) UD + 'UT

_2pa(k+1) + 270 — 4Tpurn

vP T
t
(w5r))

vD — T

+ 2pcr(k) — 2%tyrn Tt vP + T
wD — ol oD — T

vD — T

o 2pa(k) = 2%turn + 2pa(k+1) — 2z 4+t P — T
vP +oT vP 0T

49T

:pU(k+1) <(UD _ 'UT) ('UD +

40P

4T
vT)> + Po(k) <(1}D — vT)2>

“oo (G

) T Tturn <_2 (vP —0") =2 (v +07)

(P —oT)

o ((vD +0T)? = (vP — UT)2>

(0P =) (P +o7)

40T

4T
>Po (k+1) (WD —oT)(0P +o7) + Do (k) (D — T2

) o ()

+x 40
O\ (WP = oT)(wP + o7
4.15 40T
> pa(k-‘rl) (’UD — UT>(’UD T ’UT)

" <(x - IS)T(UD .y ‘"“) (<vD4fTvT)2>

68

)
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(o) o (5 )

40T ) A2 prm 0P A2 4rmv T

=Po(k+1) ((UD —oT)(vD +o7) vD — yT)? B (vD — T)?

dzovP 4dzovT A2 40T
WP =0T WP =T (P )’
41’0’UD 4UDxturn

N (WP —oT) (D +0T) (vD —T)?

40T
I <<vD —vT) (0P + vT>)
—4z0vP (0P +07T) + dzgvT (VP + 07T) + dxgvP (VP — 0T
(D — oT)2(vD + oT)
4T 4T (v = oP)
~Polk+1) <(’UD —oT)(vP + UT)> 0 (P —vT)? (vP +oT)

o7
= (Po(r+1) = 20) <(,UD _ U;l)(UD T ,UT)> >0

Fiir alle drei Falle ist der Begegnungszeitpunkt frither, nachdem der letzte Kun-
de gemaf des Schedules ¢’ bedient wurde. Hierbei ist ¢’ der Schedule, der durch
Vertauschen von o(k) = n und o(k + 1) in o entsteht. Dies impliziert, dass o
kein optimaler Schedule sein kann. O

Satz 4.4.38. Das Line-TSPwD ohne Deadlines und ohne Release Dates mit
dem Ziel der Minimierung von max{t" t;} ist N'P-schwer.

Beweis. Gegeben sei eine Even-Odd-Partition-Problem-Instanz I mit
Z1,%9, ..., Ty € ZLso, so dass x; < w4y fur alle i € {1,..,20 — 1} gilt
und Z?lzl x; = 2q ist. Aulerdem sei n = 2. Aus diesen Parametern wird
nun eine Line-TSPwD-Instanz ¥(I) mit der Entscheidungsfrage konstruiert:
HExistiert eine zuldssige Losung fir deren Zielfunktionswert 9 gilt ¥ < 10q %“.
Der LKW hat eine Geschwindigkeit von v7 = 1, wihrend die Drohne eine
Geschwindigkeit von v” = 2 hat. Es gibt 2/ + 4 Kunden mit folgenden
Positionen:

P21 = 12q P2i+2 = 9q p2i+3 =0 P214+4 = pi» = 8¢
- 1\
P2k—a = 21;—& <3) + 9q Va S {07 1}Vk S {1, ceey l}

AuBerdem wird vorausgesetzt, dass die Kunden 2! + 2 und 2! + 3 nur durch den
LKW bedient werden kénnen, also es gilt T = {2l + 2,2l + 3}. Die LKW-Tour
kann als fest aufgefasst werden. Aus der Geschwindigkeit des LKWs folgt, dass
dieser erst Kunde 2! + 2 und danach Kunde 2/ + 3 bedienen kann. Der LKW
erreicht Kunde 2] + 3 zum Zeitpunkt % + 9‘3}—;0 = 10q.

Es liegt also eine LKW-Tour vor, bei der der LKW strikt in eine Richtung bis
zum Wendeort 9¢ fahrt, anschliefend wendet und strikt in die entgegengesetzte
Richtung fahrt (siehe Abbildung 4.10). Dies ist also eine LKW-Tour, wie in
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4.4.31. Fiir die Orte der Kunden ¢ mit ¢ € {1, ...,2[, 20+ 1} gilt p; < p; fiir i < 7,

da
Ik -k
Tor (1 Tok—1 1
D2k 5 (3> +9q > 9 (3) + 99 = p2k—1
P2 N oo (1)
D2k+1 = P2(k+1)—1 = 2+ : (3> +9¢ > > <3) +9q = pax
T zy (1)
—12¢> 2 pgg="2 (2 9g =
D2i+1 q 5 +9¢q 5 (3> +9q = pa

gilt. Wegen x9; < 2q folgt die letzte Ungleichung. Der LKW wird diese Kunden
nicht anfahren kénnen, da p; > 9q = Ty, fur alle ¢ € {1,...,21,2l + 1} gilt.
Somit muss die Drohne diese Kunden bedienen.

Es gilt

(Tturn — 20) (0P —07)

9¢ —-8q)(2 -1
Ga-80@-1 o ) o

1 v

pai+1 = 12¢ > 10¢g =

AuBlerdem ist poy41 > p; fiir alle ¢ € {1,...,20}. Folglich wird geméf 4.4.37
Kunde 27 + 1 in einem optimalen Schedule als letzter Kunde durch die Drohne
bedient. Um eine Lésung zu erhalten, die nicht spéater als 10gq endet, muss der
Trennungszeitpunkt spéatestens zum Zeitpunkt 2q € T5(p24+1) stattfinden:

m 2poi+1 + 220 — ATturn vl +oP
2141(29) = wD _ T +1 vD _ T
24q + 16q — 36¢q 3
= -+ 2 — ] = 10q.

2-1 T2\ 4

Um zu gewihrleisten, dass alle Kunden bedient werden, muss die Drohne die
Kunden 1, ..., 2l bis zum Zeitpunkt 2¢ bedient haben. Es sei angenommen, dass
o ein optimaler Drohnen-Schedule beziiglich der Kunden 1, ..., 2l unter der fes-
ten LKW-Tour ist. Die Menge der Drohnenkunden lisst sich partitionieren: in
eine Menge F' von Kunden, deren Begegnungszeitpunkt vor oder zum Zeitpunkt
q liegt, und in eine Menge L von Kunden, deren Begegnungszeitpunkte nach ¢
liegen. Dies impliziert, dass o(|F| + 1) der erste Drohnenkunde ist, dessen Be-
gegnungszeitpunkt nach ¢ stattfindet. Entweder ist Kunde o(|F| + 1) ein Wen-
dekunde oder sein Trennungszeitpunkt ist ¢, falls kein Wendekunde existiert. In
Abbildung 4.10 wird das Szenario dargestellt, bei dem es keinen Wendekunden
gibt. Im Folgenden wird unter anderem gezeigt, dass eine Ja-Antwort impliziert,
dass es keinen Wendekunden gibt. Dariiber hinaus sind in Abbildung 4.10 die
Zeitpunkte t(’T”(I F) und tgl(n) dargestellt, welche den Begegnungszeitpunkt des
letzten Kunden der Menge F' und den Begegnungszeitpunkt des letzten Kun-
den der Menge L kennzeichnen. Der folgende Ausdruck des Zeitpunkts ¢ lasst
sich mithilfe von Lemma 4.4.23 unter Berticksichtigung des Drohnen-Schedules
(o(1),...,0(|F])) bestimmen.
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Ort+ | Drohnen-Tour _!
LKW-Tour
12q
9q | nmma N
8q 0 N/ N, \\
(t0r1+1) = 24,89)
0 - >
q 2q 10q Zeit

Abbildung 4.10: Lésung der Line-TSPwD-Instanz ¥([I)

Behauptung 1.

|F| |F'| k—1

2+1 DPo(k) — Tturn 241

=(g—t - - 2 .
i=(o-mn) (355) 2 (% (55

Dies wird nun gezeigt. Nach 4.4.4 gilt
F|— k
mo 9 lz vP = v\ Po(ri-k) — %0
a(IF1) —~ oD T D T

Wegen 4.4.23 und xyyrp, = vIg 4z © 20 = Tpurn — v q ist

F|—
gm —9 il vP + T b Po(k+1) — UTchFD + UT(] — Tturn
o(IF) — kZ_O vD — T vD — T
Somit ist mit 4.4.21
|F'|— |F|—- Ty _ oTym
kPo(k+1) — Tturn kU q—v o(|F])
toqr) =2 ZB—UD_UT +2| ) 3 —p—
— k=0
IFI-1 T, _ o Tym |F|—
qg—v't —x
m k o(|F|) _ kpa(kJrl turn
Slo(r) — 2 ;0 S— D5, | =2 Z 3 T

'UTq - UTtTn(lFD ‘Flil |F‘ P k+1 — Tt
m o k _ k o’ urn
Stoqry 2\ | —p 07 ) >3] | =2 Z T s Y S
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T Tym |F|—1
PRI (i ki TR WS R $ ghlotiih) 7 P
a(|F]) oD — T 3_1 - vD — T

k=0

Fl-1
kpa(kJrl) — Tturn
Sto(ir|) ~ (‘1 - %Fn) 31+ g — 15y = 2 Z =7

|F|—1
I kpcr k+1 — Tturn
©q= (q—tfr"(wn) 311 +2 Z 3 —T

Damit ist Behauptung 1 bewiesen.

Im Anschluss erfolgt die Ermittlung des Terms fiir den Begegnungzeitpunkt des
vorletzten Kunden o(n), welcher durch die Drohne bedient wird. Der Beginn des
Fluges der Drohne zum Kunden o(|F| + 1) erfolgt zum Zeitpunkt ¢ 5. Die
Flugdauer, um vom LKW zu diesem Kunden und wieder zuriick zum LKW zu
fliegen, betrigt w (sieche Abbildung 4.8). Ab diesem Begegnungs-
zeitpunkt werden dann alle iibrigen Kunden der Menge L durch die Drohne
bedient, wéahrend sich der LKW strikt entfernt. Somit ergibt sich der folgende
Begegnungszeitpunkt fiir o(n):

|L]—2

by =357 12 (7 3 (Dot ipi-p) — Trumn) |+
k=0

wobei t = 17| ) + w — ¢ ist. Unter Verwendung von Behauptung

1 lasst sich insgesamt der folgende Ausdruck fiir den Begegnungszeitpunkt von

o(n) ableiten:

ton) = (tT(lF\) + 2p6(1F14+1) = 2Tturn — q) - glE—1
|L|—2
+2 D 3" Doqri+iLi—k) — Trurn)
k=0
|F|
+ (q *tffn(m)) L L ) Z (Po(k) — Trurn) - 3571
k=1
|F|—-1
- (q - tZ?\F|>> (3IF\ _ 3ILH) +2 Z (Po(is1) — Trurn) - 3°
k=0
L|-1 (4.16)

+2 Z (pa(|F|-HL|—k:) - xtwn’n) : 3k
k=0
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Zunéchst wird nur der Term aus (4.16) betrachtet ohne den ersten Summanden:
(o, F,L)

|F|—1 |L|—1
=2 Z (Po(k+1) — Tturn) 3] +2 Z (Do F141LI—k) — Teurn) - 3"
k=0 k=0

(4.17)

Behauptung 2. X(o, F, L) ist genau dann minimal, wenn

1. |F|=|L| und

2. {o(k+1),0(n—-kK)}={2(1-k),2(l-k) -1} VE €{0,...,1 — 1}
erfillt sind. Dariiber hinaus ist das Minimum gleich 2q.

Dies kann (Sedding, 2020) entnommen werden. Da dort jedoch einige Aussagen
nicht zu finden sind, welche zum Beweis von Behauptung 3 noch benétigt wer-
den, wird Behauptung 2 hier nochmal vollstédndig bewiesen. Zunéchst wird die
Implikation gezeigt, dass |F| = |L| gilt, falls > (o, F, L) minimal ist. O.B.d.A.
sei |L| > |F| angenommen. Es wird nun eine neue Losung konstruiert, bei der
nun der erste Kunde aus L beziiglich o, der Menge F' hinzugefiigt wird. Der
Schedule o bleibt unverdndert. Die beiden neuen Mengen sind demnach

F:=FU{o(|F|+1)} und L := L\ {o(|F| +1)}. (4.18)
Daraus folgt
|F|-1 |L]—1
Z(Oa F, L) =2 Z (pa'(k+1) - xturn) : 3k +2 Z (pa(nfk) - xturn) : 3k
k=0 k=0
|Fl—1
=2 Z (pa'(k‘+1) - xturn) . 3k + (pa(|ﬁ|) - xturn)?"Fl
k=0
|L]-1
+2 Z (pa(nfkr) = Tturn) - 3h — (pa(nf\L\Jrl) - -Tturn)?)‘L‘_l
k=0
=2 (Po(|F|+1) = Tturn) (3‘F| - 3‘L|71)
|F|-1 |L|—1
+ 2 Z (po(k:+1) - xturn) . 3k + 2 Z (pa(,,,_k) — xtum) . 3k
k=0 k=0

=2 (pcr(\FH»l) - :Etu'rn) (3‘F| - 3‘L|_1) + 2(0', F, L)
(4.19)

Es sei angemerkt, dass aus der Gleichung |F| + |L| = 2] und der Bedingung
|F| < |L| die Ungleichung
|F| <|L] -1 (4.20)

folgt. Sei angenommen, dies ist nicht der Fall, d.h. |F| = |L|—1 ist erfiillt. Dann
ist |L| 4+ |F| = 2|L| — 1 = 2l. Dies ist aber nicht moglich. Somit folgt mit (4.19)
und (4.20)

S(0, F, L) — (0, F, L) = 2 (po(|p|11) — Ttwrn) (3‘F| — 3'L'—1) <0. (4.21)
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Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitét von (o, F, L). Daher muss |F| = |L|
sein. Fur das Minimum von (4.17) ergibt sich |F'| = |L| = n/2. Damit folgt

|F|—1 |L|-1
2 Z (pa(k+1) - xturn)gk +2 Z (po—(nflc) - xturn)3k
k=0 k=0
(n/2)—-1 (n/2)-1
=2 Z (pa(kJrl) - xturn)gk +2 Z (pa(nfk) - xturn)?)k
k=0 k=0
(n/2)—1
=2 Z (pa(kJrl) + Po(n—k) — 2mturn) Sk
k=0

Die Folge (3%)zen ist monoton steigend, und es gilt p; < p;i; fiir alle i €
{1,...,n}. Somit wird (4.17) durch die Zuordnung der folgenden Form mini-
miert:

{o(k+1),0(n—k)} ={2(l - k),2(l — k) — 1}.
Daher ist das Minimum von (4.17) gleich

(n/2)—1
2( Z (pa(k—i-l) + Po(n—k) — thurn) 3k>

k=0
(n/2)—-1
=2 Z (P2((n/2)—k) + P2((n/2)—k)—1 — 2Tturn) 3
k=0
(n/2)—1 1 1
n/2)—(n/2)+k
2( > (2552(@/2)—@(3)( /2)=(n/2)+ +9q>
h=0 (4.22)
1 1\ /2~ (n/2) )
| 522(m/2)-k)-1 ] | 3 +9g—18¢ | 3
2 3
(n/2)—1 1 1 k
=2 > 5 (@am/2-b + T2m/2-1-1) <3> 3"
k=0
(n/2)—1 (n/2) n
= Z Tp—2k + Tpn_2k-1 = Z Tog + Top—1 = Zxk =2q
k=0 k=1 k=1

Insgesamt wurde eine Implikation von Behauptung 2 bewiesen.

Nun wird die andere Implikation gezeigt. Dazu seien F, L und o gegeben mit
|F| =|L|und {o(k+1),0(n—k)} ={2(l—k),2(l— k) —1}. Dann ist (o, F, L)
wegen (4.22) gleich 2¢ und somit minimal. Also folgt Behauptung 2.

Jetzt wird der vollstadndige Ausdruck von tgl(n) wieder betrachtet, also die Dar-
stellung aus (4.16). Um sicherzustellen, dass sich die Drohne spétestens zum
Zeitpunkt 10g mit dem LKW trifft und alle Kunden 1,...,2l vorab bedient

wurden, muss die Ungleichung 2q > t;"(n) eriillt sein. Nun soll die folgende

Aquivalenz bewiesen werden.
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Behauptung 3.
totn) <20 S|F| =LA g—t5p) =0
AN ok+1),0(n—k)}={2(1—k),2(1—k) —1}
Vk € {0,...,1 — 1}

Hierbei bedeutet q—tgn(l P = 0, dass es keinen Wendekunden gibt. Im Folgenden
wird zwischen den drei Fallen |F| > |L|, |L| > |F| und |F| = |L| unterschieden.
Es wird sich zeigen, dass eine zulissige Losung nur im Fall |F| = |L| moglich
ist. Angenommen |F| > |L|. Dann ist

|F|—1
m F L|—1 k
o(n) = (q_tfrn(m)) (3‘ -3 ) +2 Y (Potrs1) = Teurn) -3
k=0
|L]—1
+2 Z (pa(nfk) - xtu'r‘n) . 3k > 2Q7
k=0

da nach (4.21) die Summe (4.17) gréBer als 2¢ ist und g — 7 5y > 0 sowie
(371 = 8-1) >0

ist. Zulassigkeit ist in diesem Fall also nicht mdoglich.
Nun wird der Fall |L| > |F| betrachtet. Da Kunde o(|F|+1) der erste ist, dessen
Begegnungszeitpunkt strikt nach q liegt, folgt

(‘1 - t;n(m)) <2 (Po(F|+1) — Tturn) - (4.23)

Andernfalls wire o(|F| + 1) der Menge F' zugeordnet worden.
Daher gilt die Abschéatzung

Yoy = (= t5ge ) (371 = 3917) + (0, £, L)
= (a= ) (371 = 3571) + 5(0, F, 1)
+2 (Po(Fi41) — Tturn) (3'F‘ - 3|L\—1)
= 2(Po(F|+1) — Tturn) (3'F‘ - 3|L\—1)
U2 (g =ty ) (371 = 31H1) + 50, FL L)
=2 (Po(P|+1) — Tturn) (3'F‘ - leH)
= (4= t5) (371 =37171) + 29
= 2(Po(F1+1) — Tturn) (3'F‘ - 3|L\—1)
" (Po(ri+1) = Tturn) (3‘F' - 3'LI*1) +2

=2 (o1 11) = Trurn) (317 = BE7T) = 2.
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Somit liegt fir [F| > |L| und [L| > [F| der Begegnungszeitpunkt ¢7,, des
letzten Kunden spéter als 2q.
Sei |F| = |L|. So ldsst sich ¢, mithilfe von (4.22) wie folgt abschitzen:

> (q —t;”(‘Fl)) (3<”/2> (1 - (;))) +2q.

Da (3("/2)(1— (1)) > 0 ist und vorausgesetzt wurde, dass q—typp = 0ist, liegt
genau dann Zulassigkeit vor, wenn q — t;”q F) = 0 gilt. Damit ist die Implikation
7 = 7 bewiesen. Die Implikation ” < ” von Behauptung 3 gilt ebenfalls, da
gezeigt wurde, dass durch das Finsetzen der Voraussetzungen ein Begegnungs-
zeitpunkt von 2¢ resultiert. Also gilt Behauptung 3.
Im letzten Schritt wird gezeigt, dass I genau dann mit Ja beantwortet wird,
wenn W(I) mit Ja beantwortet wird. Es wurde gezeigt, dass die Instanz ¥(I)
genau dann mit Ja beantwortet wird, wenn die rechte Seite von Behauptung 3
erfillt ist, d.h.
[F| = |L|
und ¢ — 5 p)) =0 (4.24)

und {o(k+1),0(n—k)} = {20 —k),2(1 — k) — 1} Vk € {0, ...,1 — 1}.

Damit und mit Behauptung 1 folgt

7]
0= (0= 15ry) 37+ 2| X (o) — wruen) -3
k=1
n/2 n/2
=2 D_ (Potty = @urn) 371 | =2 > (Po(n/2 (1)) = rurn) - 377
k=1 k=1

n/2 n/2

= Z To((n/2)=(k=1)) = Z Lo (k)-
k=1 k=1

Somit ist (4.24) dquivalent zu

|F| = |L|
n/2
und ¢ = Zmo(k)
k=1

und {o(k+1),0(n—k)} = {2(1 —k),2(l — k) — 1} Vk € {0, ...,] — 1},
das einer zulédssigen Losung von I entspricht. O

Satz 4.4.39. Das Line-TSPwD ohne Deadlines und Release Dates mit dem Ziel
der Minimierung von max{t;} ist N'P-schwer.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von 4.4.38. Nur die Anpassung von
pai+1 = 24q ist erforderlich. Daher ist weiterhin der Kunde 2/+1 der entfernteste
Kunde, der durch die Drohne bedient werden muss. Da

2+1 9q — 8 48 16 9¢ — 8
0€T2(p21+1)<(2_1)(q1 q<1ng>>a ql q}(l%qvfﬂ
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gilt, ist

m 2p21+1 — 2Zturn 48(] - 18(]
2141(0) = T — oD =51 = 30q > 10gq.

Der Kunde 2] + 1 muss als letzter durch die Drohne bedient werden, damit
alle Kunden zum Zeitpunkt 10g¢ bedient werden koénnen. Startet die Drohne
zum Zeitpunkt 2¢, so ergibt sich fiir die Drohnen-Tour die Funktion fP(t) =
2t + 4q. Der Kunde 2! + 1 wird zum Zeitpunkt 10g bedient, wenn die Drohne
zum Zeitpunkt 2¢ vom LKW startet, da

fP(10q) = 2 - 10q + 4q = 24q.
Der verbleibende Beweis ist identisch mit dem Beweis in 4.4.38. O

Korollar 4.4.40. Sowohl das Line-TSPwD mit schnellerer Drohne ohne Zeit-
fenster, bei dem eine Riickkehr zum Depot erforderlich ist, als auch das MDRP
in (Poikonen & Golden, 2020) sind N'P-schwer.

Beweis. Der Beweis ist identisch zum Beweis in Satz 4.4.38, jedoch werden die
Kunden py41, pi+2 und p;y3 nicht benétigt. Der Start ist bei orig = p;+ und das
Ziel ist dest = p;«. Die Reichweite der Drohne wird hier auf co gesetzt. O

Da es sich hier um eine Reduktion ausgehend von einem im schwachen Sin-
ne N'P-schweren Problem, nimlich dem Even-Odd-Partition-Problem, handelt,
kann daraus nicht geschlossen werden, dass das Problem NP-schwer im stren-
gen Sinne ist. Da auch kein pseudopolynomieller Ansatz konstruiert wurde, kann
auch nicht auf eine schwache A'P-Schwere geschlossen werden. Diese Frage bleibt
in der vorliegenden Arbeit offen.

Falls T' = ) erfiillt ist, kann man vermuten, dass eine optimale Losung existiert,
bei der der LKW nur in eine Richtung fahrt, wie in Beispiel 4.4.24. Jedoch ist
dies nicht der Fall, wie das folgende Gegenbeispiel zeigt:

Sei eine Instanz mit 5 Kunden gegeben, die alle durch die Drohne bedient
werden konnen. Die LKW-Geschwindigkeit ist vI = 1/4 und die Drohnen-
Geschwindigkeit ist v = 1. Der Startkunde ist i* = 3. Fahrt der LKW strikt
nach links, so resultiert die folgende optimale Losung:
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160 - 7~
7N ——- Drohnen-Tour
// AN LKW-Tour
140 ~ J/ AN
120 //l \\\ ,," \
100 . \\\ /’, \\\
% 80 1 \\\\ ,// \\\\
60 \\\
40 4 \\
20 4 \\
0 . , ; . , , \T 4
0 50 100 150 200 250 300 350
Zeit
Kunde i 1 2 3 4 5
Position 0 50 100 140 160
t; 353.3 | 200.0 | 0.0 40.0 | 193.3
ri" 9.3 - - 73.3 15.6
i 362.7 - - 106.7 | 337.8
TS 15.6 - - 100.0 | 73.3
124 337.8 - - 0.0 106.7

Fahrt der LKW strikt nach rechts, so ergibt die folgende optimale Losung:

300
=== Drohnen-Tour
LKW-Tour
250 A
4
//
200 1 e

Position
=
w
o
!

”
AN 2
i S ’
’ N ’
N ’
e N ’
100 . N s
N ‘s N ’
’ N ’
N ’ ~ ’
\\ ’ N ’
\ e N /
4 ~ 4
> ‘s N ’
SN N /
501 AN e
N ’
S ’
A 4
N ’
~
N
e
0 T T T T
0 100 200 300 400

Zeit
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Kunde 4 1 2 3 4 5
Position 0 50 100 | 140 | 160
t; 266.7 | 50.0 | 0.0 | 160 | 240
T 222.2 | 133.3 - - -
" 488.9 | 133.3 - - -
re 133.3 | 100.0 - - -
t? 133.3 0.0 - - -

Ohne die Beschriankung, dass der LKW nur in eine Richtung fahrt, resultiert
die folgende optimale Losung:

160 ~
// AN === Drohnen-Tour
/s AN LKW-Tour
140 ~ . .
120 /,’/ \\\ //' \\\
100 4 \\\
1?; 80 A \\\
60 \\\
40 4 \\ //,
20 A \\\ //'
0 ‘ . ; . 7 -
0 50 100 150 200 250 300
Zeit
Kunde 7 1 2 3 4 5
Position 0 50 100 140 160
t; 272 322 0 40 112
ri 50.0 50.0 - 114.0 | 83.3
tm 322.0 | 322.0 - 66.0 188.7
ry 83.3 50.0 - 100.0 | 114.0
7 188.7 | 322.0 - 0.0 66.0

Hier wurde nur gezeigt, dass das Problem N 'P-schwer ist. Eine schwache oder
strenge N'P-Schwere wurde nicht ausdifferenziert. Wenn jedoch Deadlines und
Release Dates ins Kalkiil miteinbezogen werden, ist dies jedoch moglich. Diese
Fille werden in den folgenden Abschnitten behandelt.

4.5 Komplexitit mit Deadlines und v > v*

Das Scheduling-Problem 1|p; = a; — wt, d;|Crax mit 1 > w > 0 und wd; <
a; < d; ist N'P-schwer im strengen Sinne (Cheng & Ding, 1999)(Theorem 1).
Die Prozesszeiten hingen von der Zeit ¢t ab. Die Parameter a; > 0 sind die
individuellen Basisprozesszeiten. Der Auftrag ¢ muss vor oder zum Zeitpunkt d;
bearbeitet worden sein. In einer Line-TSPwD-Instanz mit LKW-Tour f7(¢) =
vT -t + 29 wurde in Abschnitt 4.4 ermittelt, dass die Flugdauer der Drohne, um
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_afyP T eeeeeeeeeeeeeseai A
Pi=—F "\ —-—- Drohnen-Tour
[ERY
Y LKW-Tour
1 -\
I I\
I
/I
/ : \
/ : \
/ : \
/ : \
I : \
1 N \
c :
o II : \
= : \
= / : \
3 1 : \
o / : \
/ : \
/ : T
1 .
/ :
/
L
:d,'—a,' red
T—w) di d
Zeit

Abbildung 4.11: Spétester Trennungszeitpunkt in ¥(I), um Kunde ¢ zu seiner
Deadline zu bedienen

vom LKW zu starten, den Kunden am Ort pp > zg zu bedienen und zuriick
zum LKW zu fliegen, gleich

2pr — 2xg ' vl — 0T 1
’UT+’UD ’UT+’UD

ist. Somit kann die Flugzeit der Drohne fiir eine LKW-Tour f7 als eine Pro-
zesszeit geméB 1|p; = a; — wt, d;|Crax aufgefasst werden.

Satz 4.5.1. Das Line-TSPwD mit beliebigen Deadlines und dem Ziel der Mi-
nimierung von max{t*,t;} ist N'P-schwer im strengen Sinne.

Beweis. Sei eine Instanz I des Problems 1|p; = a; — wt, d;|Cpax mit 0 < w < 1
und wd; < a; < d; mit n Auftradgen gegeben sowie die Entscheidungsfrage , Gibt
es eine zuldssige Losung, deren Zielfunktionswert den Wert ® nicht tibersteigt 7.
Nun werden die Parameter fiir eine Instanz ¥ (I) des Line-TSPwD konstruiert:

UT:1 v =, pi*:O7

G,i(’l)D + UT) red ol Di

Da vTdred = dre? < p; fiir alle i € {1,...,n} gilt, kann der LKW keinen der
Kunden rechtzeitig bedienen. Nach Voraussetzung ist a; > d;w und somit gilt:

oteea () ) 4o

w
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:di<( 2<UD+UT) ):di <1+;’—£)2UD

vl +0T) (vP 4+ 1) oD (WP +0T) + 0P + 0T

T
(1+:7)
vD (0P o T) oD 0T
20D

:di

@7% (vD + UT) > d; (1 + 52) A G (vD - UT)

T
v ; :
—p > d; (11)D> o R e S A i)
Die Drohne muss alle Kunden bedienen, damit eine zuldssige Losung zustande
kommt.

Die Prozesszeit eines Auftrags der Instanz in 1|a; — wt, d;|Cax entspricht der
Zeit, welche die Drohne benétigt, um zum Zeitpunkt ¢ vom LKW zum ent-

sprechenden Kunden in ¥(I) zu fliegen und anschliefilend wieder zuriick zum
LKW:

t;ﬂ(t)_t:i t(l— <UD_”T>> 2<a(vD2+vT)>

vD +oT vD + T

2—w
—1
—tll-2—)=a;—t(1—-(1—-w)) =a; —tw
( HH) (1-(1—w))

Die Drohne muss spétestens zum Zeitpunkt ¢ = (Cll:s}) starten, um Kunde i

rechtzeitig bedienen zu koénnen. Dies ist in Abbildung 4.11 dargestellt.

— UD_ ’UD
I G ) A W NG R (L Gt
- (1—w)ovP vP (vP —1)vP
2 2
I i Ciez) R G A R LR B
' (1 —w)oP v (vg;i) oD
-2+ vPw+w 2 (a; (vP +1)) 1—oP
=d; D D @i
(1—w)w 20 (17( D2+1))’UD
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(pi_gf:;i>+di_ai=di< 1>_pi

— 1+ — |- =
vP (1—w) + vP vP
(pi*fT((dli:;i)D di —a;
— = died.
vP + (1—w) ‘

Analog gilt fiir die Fertigstellung eines Auftrags der Instanz I das Folgende:

di—ai+ o d; — a; _di—ai—&—ai(l—w)—wdi—&—wai
1w “"Y\1-w)” 1—w)

di—wdi_
e %

Die spétesten Zeitpunkte, zu denen ein Auftrag bzw. die Drohne gestartet wer-
den kann, um Kunden rechtzeitig zu bedienen, sind identisch. Diese ergeben
sich aus (df:;lj), wie oben gezeigt wurde. Somit existiert eine zuldssige Losung
mit Zielfunktionswert ® fiir eine Instanz in 1|p; = a; + wt, d;|Cimax genau dann,
wenn eine zuldssige Losung mit Zielfunktionswert ® fiir das Line-TSPwD exis-
tiert. Die Transformation erfiillt die Eigenschaften von 4.1.14 und ist somit

pseudo-polynomiell. O

Selbst die Konstruktion einer zulédssigen Losung ist mit der Existenz von Dead-
lines schwierig:

Satz 4.5.2. Die Konstruktion einer zuldssigen Lésung fir Line-TSPwD mit
Deadlines ist N'P-schwer im strengen Sinne.

Beweis. Sei eine Instanz I fir llp; = a; — wt,d;|Cmax mit der Entschei-
dungsfrage ,Ldsst sich eine zuldssige Lésung finden, deren Zielfunktionswert
nicht grofier als C ist?“ gegeben. Diese wird nun in eine Line-TSPwD Instanz
U(I) mit Deadlines iiberfithrt. Die Entscheidungsfrage lautet ,FEwistiert eine
zuldssige Losung?“. Im Weiteren wird auf die in 4.5.1 konstruierte Reduktion
zuriickgegriffen und ein weiterer Kunde n + 1 mit der folgenden Position und
Deadline hinzugefiigt:

4 1 J dred
_ re red __ “‘max
Pn+1 = C+ dmax ’ Ev dn-i—l T o _w’

wobei d7¢d = max{d®d|i € {1,...,n}} gilt. Fiir eine Ja-Antwort beziiglich ¥(I),

muss Kunde n + 1 zuletzt bedient werden, da ansonsten die Deadlines aller
anderen Kunden iiberschritten wiirden:

2P, 2C + 2dred
(O) Pn+1 + 2d 0k

tm = —
n+1 UT+UD (UT+UD)w
2C | 2diid red e
= gu t ons = O+ digl > 4! Ve e {1,..,n}

Die Drohne muss spétestens zum Zeitpunkt C' gestartet werden, um Kunde n+1
rechtzeitig bedienen zu kénnen:

nt1 — C C+dedl—C
P 7Y ol 2T Cmaxy

tn-‘rl(c) D vD
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red red
_ dmax _ dmax _ dred

wolP  2—w ntl

Somit miissen alle {ibrigen Kunden bis zum Zeitpunkt C zuléssig bedient werden,
damit eine zulédssige Losung existiert. Die Transformation erfiillt die Eigenschaf-
ten von 4.1.14 und ist somit pseudo-polynomiell. O

Satz 4.5.3. Das Line-TSPwD mit beliebigen Deadlines und dem Ziel der Mi-
nimierung von maxt; ist N'P-schwer im strengen Sinne.

Beweis. Auch hier kann wieder auf den Beweis von 4.5.1 verwiesen werden.
Zusétzlich wird auch die Instanz um den Kunden n + 1 aus dem Beweis von
4.5.2 erweitert. Auch dieser Kunde muss zuletzt bedient werden, wobei sich der

Schwellwert zu dr%% aus 4.5.2 dndert. O

Korollar 4.5.4. Das Line-TSPwD mit Deadlines und Release Dates ist sowohl
fir die Minimierung von max{t!,t;} als auch fir die Minimierung von max{t;}
NP-schwer im strengen Sinne.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus 4.5.1. O

4.6 Komplexitit mit Release Dates und v” > v”

In (Cheng & Ding, 1998) (Theorem 5) wurde die strenge N"P-Schwere des Sche-
dulingproblems 1|p; = a; + wt, 7;|Ciax gezeigt. In diesem Problem liegen also
konstante individuelle Prozesszeiten a; > 0 fiir jeden Kunden vor. Zusétzlich
sind Prozesszeiten wt zu beriicksichtigen, die von der Startzeit der Bearbeitung
t abhdngen. Die Steigung w > 0 ist fiir jeden Auftrag konstant. Der Auftrag i
kann erst ab Zeitpunkt r; bearbeitet werden.

Im vorigen Abschnitt wurden Deadlines vorausgesetzt. Dort wurde fiir die Re-
duktion das Schedulingproblem 1|p; = a; —wt, d;|Cinax verwendet. Befinden sich
alle Kunden auf einer Seite des Startortes, fahrt der LKW strikt in Richtung
der Kunden, die von der Drohne bedient werden. Damit entspricht die Flug-
zeit der Drohne genau den Prozesszeiten des Schedulingproblems. Daher ist das
Problem A'P-schwer im strengen Sinne, selbst wenn der Startkunde ganz links
oder ganz rechts liegt.

Da nun aber fir 1l|p; = a; + wt, r;|Cnax die Prozesszeiten linear ansteigen,
muss fiir das Line-TSPwD eine Instanz konstruiert werden, die eine LKW-Tour
erzwingt, sodass sich der LKW von den Kunden entfernt, welche die Drohne
bedient. Bei der LKW-Tour f7(t) = —vT -t + zq ergibt sich eine Flugdauer von

2 —92 D T
pg 3;0+t(UD+UT_1>'
vP —wv v? —wv

In diesem Zusammenhang sei nochmals auf Abbildung 4.8 verwiesen.

Das Problem 1|p; = a; — wt, r;|Cpas ist dagegen polynomiell 16sbar, wie in
(Cheng & Ding, 1998) gezeigt wird. Dort wird ein Algorithmus prasentiert, des-
sen Laufzeit in O(n®logn) liegt. Daher kann dieses Problem nicht verwendet
werden, um eine Reduktion analog zum vorherigen Abschnitt zu konstruieren.
Es kann dennoch gezeigt werden, dass fiir i* € {1,n} das Line-TSPwD mit Re-
lease Dates N'P-schwer im strengen Sinne ist. Fiir den Beweis wird das folgende
Lemma genutzt.
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Lemma 4.6.1. Sei eine Line-TSPwD Instanz mit n Kunden gegeben, wobei
vP > o7 gilt und Release Dates existieren. Es liegt eine feste und zuldssige
LEW-Tour fT wor, wobei der LKW keinen der Kunden bedient. Dann ist
(o(1) = i*,...,0(n)) mit gegebenen ty(ry genau dann ein zuldssiger Drohnen-
Schedule, wenn folgende Bedingungen gelten

£ =0 (4.25)

|fT (t;n(k_l)) - pa(k)|
D y o (k)

ok = max § t 1) + ”

A (7)) = Potw|

g Vk € {2,....,n} (4.26)

Beweis. Fiir ein Drohnen-Schedule und der Voraussetzung, dass der LKW kei-
nen Kunden bedient, lidsst sich ableiten, dass die Eigenschaften eines partiell
zuléssigen Vektors geméafl der Definition 3.2.1 erfiillt sind. Daher kann das li-
neare Programm fiir einen gegebenen partiell zuldssigen Vektor aus Abschnitt
3.2.3 benutzt werden.

Sei also zunéchst ein Drohnen-Schedule gegeben, welcher (4.25) und (4.26)
erfiillt. Im Rahmen der Festlegungen

T () — pew
to(k) = max  tog 1) + oD o (k)

tok) = to(k—1)
m _ T m
Toy = (tg(k))
s _ T s
Towy =1 (%(k))

miissen nur noch die Restriktionen (3.36),(3.39),(3.43),(3.44),(3.47) und (3.48)
iiberpriift werden. Die Bedingung (4.25) ist dquivalent zu (3.39). Offensichtlich
ist t5(k) > To(r)- Dies entspricht (3.36).

. . ‘pn‘ 7fT ti |
Die Ungleichung ¢,y > (k)v—p((k))

(3.43). Ebenso gelten

+ th(k) entspricht der Nebenbedingung

+to) & (3.44)

o(k) = vD
T T
) = () -
o(k) = to(k—1) = T +tok—1) < (3.47)
() =7 ()|
o) > T + o) < (3.48)

Damit ist eine Implikation gezeigt.
Es sei nun eine zuldssige Losung fiir das Modell unter einer gegebenen Reihen-
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folgefestlegung der LKW-Operationen sowie einer festen LKW-Tour gegeben.
Angenommen (4.26) ist nicht erfillt. Es sei zunéchst angenommen, dass gilt:

m ‘f ( o (k) ) _po'(k)|
to’(k) < ro-(k) + ’UD . (427)

Im Hinblick auf die Zuléssigkeit beziiglich des Modells gelten

ta(k) > To(k)

f* (tZL(k)) — Po(k)]

oD

und t;n(k) 2 tok) +

Somit gilt insgesamt

‘fT ( o(k) ) _pa(k)|

D

tTYL >
o(k) Z To(k) T v

Dies widerspricht der Annahme (4.27). Nun sei angenommen, dass gilt:

IfT( ) Po (k)| \f( ) Po (k)]

Ly <t 4.28
o(k) <lok—1) T vD oD (4.28)
Zunachst wird gezeigt, dass der folgende Zusammenhang erfiillt ist:
|fT (ti(k)) - pa(k)| s |fT (t?(k_l)) - po(k)‘ m
oD o) 2= oD +to k1) (4.29)

Wegen [z] — [y| < |2 + y] gilt

|f ( o(k—1 ) _po(k)l - |po(k) fT ( g(k)> | < ‘fT (tZ}k_l)) - fT (ti(k)) |

vD - vD

Fiir eine zulédssige LKW-Tour gilt
T4\ _ £T (4!
LT 1T)

v

t—t Ve, ¢ > 0 mit ¢ >t

Da die Zulassigkeit der LKW-Tour vorausgesetzt wird und die Drohne schneller
als der LKW ist, gilt

17 () = ()l () = ()

oD o7 o(k) ~ totk—1)-

Es folgt (4.29). Zuséatzlich gilt

f* (t;”(k)> — Po(k)]

olk) = oD +tok)

\fT ( a(k)) ~ Po(h)] . |7 (ti(k)) ~ Po(h)]

oD vD +to)
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(a.20) |fT (fT(k)) —powyl ST (t?(k_l)) —Pow)|
z vD + vD to(k—1)-

Dies widerspricht der Annahme (4.28). Somit muss eine zuldssige Losung des
Modells (4.25) und (4.26) erfiillen. O

Satz 4.6.2. Das Line-TSPwD mit Release Dates und vP° > vT und i* € {1,n}
mit dem Ziel der Minimierung von max{t;,t"} ist N'P-schwer im strengen

Sinne.

Beweis. Sei eine Instanz I des Problems 1|p; = a; + wt, r;|Cnax mit n Auf-
tragen und der Entscheidungsfrage ,Ldsst sich eine zuldssige Lésung finden,
deren Zielfunktionswert den Wert C nicht tberschreitet?“ gegeben. Sei apmax =

max;eq1,.. n3{ai}. Dann ist W(I) eine Line-TSPwD Instanz mit den folgenden
Parametern:
2+w
vl =1, P =——,
w
20max — @; 20,
piZ%» pn+120+$, pi» =0,
2a 1 2max a
it =C+ Z)lax, TfedZTi(1+w)+ w,UD - +2 r;ax

mit ¢ € {1,...,n}. Die Entscheidungsfrage beziiglich U(I) lautet “Gibt es eine
zuldssige Losung, deren Zielfunktionswert C + 2"% nicht dbersteigt?“. Damit
die Frage mit Ja beantwortet werden kann, muss der LKW zum Zeitpunkt

2amax
w

rffﬁl =C+ %Ta" bei ppy1 =C+ 2“;‘0‘“ = oF % sein, da dies dem Schwell-
wert entspricht und erst ab diesem Zeitpunkt Kunde n+ 1 bedient werden kann.
In dem Fall, dass die Drohne den Kunden n+ 1 bedient, muss diese anschlieend
zum LKW zuriickfliegen. Ist der LKW zu diesem Zeitpunkt nicht am Ort p,1,
ist eine Flugdauer grofer als 0 notwendig, sodass die Losung keine Ja-Antwort
implizieren wiirde. Somit ist die LKW-Tour eine fest vorgegebene Route, auf
der sich der LKW ohne Unterbrechung und kontinuierlich von Position 0 zu
Position p,4+1 bewegt. Der LKW befindet sich also zum Zeitpunkt ¢ am Ort
T () =t. Da amax > a; fiir alle i € {1,...,n} ist, gilt p; = % >0 =p;.
Somit ist W(I) eine Instanz mit der Eigenschaft i* € {1,n}.

Ab dem Zeitpunkt 2“% besucht der LKW keinen der Orte p; mit ¢ € {1,...,n}.
Die Drohne muss die entsprechenden Kunden also bedienen. Der fritheste Zeit-
punkt, zu dem die Drohne vom LKW aus starten kann, um den Kunden i zu
bedienen, sodass keine Wartezeiten fiir die Drohne entstehen, ist der Zeitpunkt
T + 2“%, denn es gilt:

2a 2a o7 (ry + 2max) — p;
t; (Ti + max> — i+ max + ( i Dw ) Di
w w v

2amax

2amax — Di 1 d
= w + va —+ 7 1+’U7D :Tire'

Folglich genitigt es, sich auf Losungen zu beschrianken, bei denen die Drohne
frithestens zum Zeitpunkt 2%mex gestartet wird. Da die LKW-Tour fest gegeben

w
ist und die Drohne die Kunden ¢ = 1,...,n an den Orten p; bedienen muss, lasst
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Positionen LKW-Tour : Drohnen-Tour 1
c |l e LS
2a 2a. ".‘
(l + max'ri + ;V/LaX) I/
tt) /
N /
PN ,
20max g /I A
—_ v i \V/
w red ... C(t(t .
(ri 'pl) (1( )rp])
5 Zeit
a
aj +w(t ———=)

Abbildung 4.12: Teil einer Losung nach der Reduktion

sich eine Losung als ein Drohnen-Schedule darstellen.

Sei eine zuléssige Losung fiir I mit der Reihenfolgefestlegung (o (1), ..., o(n)) und
den zugehorigen Fertigstellungszeitpunkten Cy 1y fiir alle & € {1,...,n} gegeben.
Das bedeutet, dass

Cotk) = Aoy + max { Cor—yW + Co(k—1) To ()W + To(k) } (4.30)
erfiillt ist. Nun wird gezeigt, dass der Drohnen-Schedule (o(1),...,0(n)) mit der
LKW-Tour f7(t) = t und den Begegnungszeitpunkten oty = Cor) + Z0max

w

eine zulédssige Losung fiir ¥(I) ist:

2amax (4§0)

w

2amax

oy =Cow + g () + max { Co(p—1) (1 + w), roy (1 + w) } +

2amax
= (2amax — Po(k)w) + max { (t’:(kl) - ) (I +w),re@(1+ w)}
20max
w

(4.31)

Durch Multiplikation von (1 — U%) der linken und rechten Seite der Ungleichung
(4.31) ergibt sich

. 1 1 1 1
o (k) 1- 7)7D > 2amax | 1+ E 1- UiD — Po(k)W 1- ,UiD
2 1\ (., 2mnax
(1 m5) (1= 5) (0 = 5).
2 1
ro(k) (’UD—1+1> <1’UD>

+ max
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fT<tm(k)) 2p 1 1
m g o (k)
o 25 B (141 (1 )

1 2a 1
1+ —) (% - = 1+—
+maX{< +UD)(U(1€1) w )7( +UD)TU(k)}

fT (t;n(k)> — Po(k)
e o 2 D

[

20max 1
+max ¢  <4a (1+D),
w v
1 1
1+U7D To’(k:)"’Qamax 1+E l_ﬁ

. Do (k)
Somit ist die folgende Bedingung fiir alle k € {2, ...,n} erfiillt:

D
w AT () = .
o(k) = oD + max Q (1) +

fT (t;n(k_l)> ~ Po(k) red
oD o (k)

(4.32)

Fir t70,) = Cor) + 2amax gind die Abschétzungen (4.31) und (4.32) dquivalent.
Mit Lemma 4.6.1 folgt die Zuldssigkeit des Drohnen-Schedules mit den angege-
benen Begegnungszeitpunkten. Der Zielfunktionswert ist t;”(n) =Comn) + 2‘“%
Ebenso gilt fiir eine zuldssige Losung fiir W(I), dass die Losung Copy =

t;”(k) — QQ;L"“‘ mit Zielfunktionswert Cj () zuldssig fiir I ist. Die Instanz I wird

genau dann mit Ja beantwortet, wenn W (I) mit Ja wird. O

Satz 4.6.3. Das Line-TSPwD mit Release Dates und v? > vT und i* € {1,n}
mit dem Ziel der Minimierung von min{t;} ist N'P-schwer im strengen Sinne.

Beweis. Hier wird auf den Beweis von 4.6.2 zuriickgegriffen. Allerdings &ndert
sich dabei der Ort des Kunden n + 1 sowie sein Release Date, und ein weiterer
Kunde n 4+ 2 wird hinzugefiigt.

20 max w
= —r
+ 2 Tw n+1

Pn+1 = C+

20 max 20 max w
pn+220+%+1, Tpio = C + =22

2+ w

Die Entscheidungsfrage lautet nun , Existiert eine zuldssige Losung mit einem
Zielfunktionswert, der nicht gréfier als C' + %’Ta* + s ist?“. Aufgrund des

24w
Schwellwerts ist es erforderlich, dass die Kunden n + 1 und n + 2 zu diesem

Zeitpunkt besucht werden. Dies impliziert, dass zum Zeitpunkt C + 2"1% + 5
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der LKW und die Drohne am Ort p,, 1 bzw. p, 12 oder umgekehrt am Ort p, 1o
bzw. p,y1 eintrifft. Da

- Mi* 2max 2mx
M:C+L+1>C+h+L
v w w 24w

gilt, kann der LKW diesen Kunden nicht innerhalb der vorgegebenen Zeit be-
dienen. Das bedeudet, dass der LKW Kunde n + 1 bedient. Dies setzt voraus,
dass der LKW ohne Unterbrechung von Ort p;+ zu p,41 fahrt. Die Drohne muss
zum Zeitpunkt C + %% + 315 den Ort py, 1o erreichen. Dazu muss die Drohne

spatestens zum Zeitpunkt C + 2“71)% vom LKW gestartet werden:

T 2amax ) _ 20 max 1
C+2amax+|f (C+ w ) (C+ w + )|

w oD
20 max C+ 2amax __ C + 2amax 41
w v
2amax 1 2amax w
w v 24w

Der verbleibende Beweis kann analog zum Beweis von 4.6.2 gefithrt werden. [J

An dieser Stelle kommen wir nochmal auf das Line-TSPwD ohne Zeitfenster
zuriick. Beim MDRP in (Poikonen & Golden, 2020) wird eine Beschriankung
der Drohnenreichweite vorausgesetzt. Diese Beschrankung ist zwar in dem vor-
liegenden Problem nicht vorausgesetzt, dennoch soll hier erwéhnt werden, dass
unter dieser Beschrankung bei einem Startkunden i* € {1,n} das Problem wei-
terhin polynomiell 16sbar ist.

Lemma 4.6.4. Sei i* € {1,n} und es seien keine Zeitfenster gegeben. Hat
die Drohne im Line-TSPwD eine beschrinkte Reichweite und ist sie zusdtzlich
schneller als der LKW, so ldsst sich das Problem in O(n” -logn) lésen.

Beweis. Das Problem 1|p; = a; — wt;, ;| Ciax ist 16sbar in O(n® - logn). Dies
wird in (Cheng & Ding, 1998) gezeigt. Wenn die Drohne und der LKW ganz
links oder ganz rechts aller iibriger Kunden starten, bewegt sich der LKW strikt
in Richtung dieser Kunden. Die Kunden, deren Orte auf der LKW-Tour liegen,
werden auch vom LKW bedient. Das Release Date eines Auftrags ¢ kann dann
gleich dem frithestméglichen Startzeitpunkt der Drohne gesetzt werden, ab dem
die Drohne aufgrund ihrer begrenzten Reichweite in der Lage ist, den Kunden ¢
zu bedienen. Somit ergibt sich eine Struktur wie in (Cheng & Ding, 1998). O

4.7 Komplexitit mit Deadlines und v’ > v?

Ist die Drohne langsamer als der LKW, so &ndert dies tatsdchlich nichts an
der A'P-Schwere des Problems, falls lediglich Deadlines vorliegen. Dies wird in
diesem Abschnitt gezeigt. Dazu wird das 3-Partition-Problem betrachtet.

Definition 4.7.1. Gegeben seien ganze positive Zahlen m und B sowie 3m
weitere ganze positive Zahlen h; mit B/4 < h; < B/2 und Zie{l,..w?)m} h; =
mB. Das Problem mit der Entscheidungsfrage ,Gibt es eine Partitionierung
der Elemente h; in m Mengen Aq,...,A,,, so dass ZhieAj h; = B fiir alle j €
{1,...,m} 2% heiBt 3-Partition Problem. (siche (Garey & Johnson, 1979))
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Satz 4.7.2. ((Garey & Johnson, 1979) Theorem 4.4.) 3-Partition ist N'P-
schwer im strengen Sinne.

Hier wird eine 3-Partition Instanz iiber eine pseudopolynomielle Transforma-
tion in eine Instanz des Line-TSPwD mit v” < 7 und Deadlines iiberfiihrt.
Die Grundidee besteht darin, dass eine LKW-Tour erzwungen wird, bei der der
LKW ununterbrochen hin und her pendelt. Dabei befinden sich die Kunden
links und rechts ndher am Startort, je kleiner die Deadline ist. Die Deadlines
sind derart konstruiert, dass der LKW keine andere Wahl hat, als immer auf der
einen Seite von p;+ den néchsten noch nicht besuchten Kunden zu bedienen und
anschliefend auf die andere Seite von p;- zu fahren, wobei hier der néchste noch
nicht besuchte Kunde bedient wird und so weiter. Dadurch werden mégliche
Begegnungs- und Trennungsorte festgelegt.

Im Folgenden wird verkiirzt vom Kunden p; gesprochen, wobei p; den jeweiligen
Ort des Kunden bezeichnet. Dies ist moglich, da der Kunde durch seinen Ort
eindeutig identifiziert werden kann. Eine Reihenfolgestellung iiber die Indizes
der Kunden ist von nun an nicht mehr vorgesehen. Stattdessen erfolgt diese
iber den Ort des Kunden. Zur iibersichtlicheren Darstellung wird auch statt
Ort oder Kunde p; nur noch von p; gesprochen.

Die neuen Bezeichnungen vereinfachen die Darstellungen der Instanzen der
Komplexitatsbeweise, da dort eine Differenzierung der Kunden in ihren jewei-
ligen Rollen erfolgt. Dies umfasst beispielsweise Kunden beziiglich der LKW-
Tour, fiir die sich eine bestimmte Reihenfolge ergibt, sowie Drohnenkunden, die
einen bestimmten Zweck erfiillen, zum Beispiel zum Einteilen der Drohnen-Tour
in getrennte gleich grofie Zeitsegmente. Ein Beispiel dieser Vorgehensweise ist
der Kunde p}"9"" (siche Beweis 4.7.3), der durch den LKW bedient wird und

K3
zwar als i-ter Kunde, der sich rechts vom Startort p;~ befindet.

Satz 4.7.3. Das Line-TSPwD mit vP < vT mit Deadlines und dem Ziel der
Minimierung von max{t",t;} ist N'P-schwer im strengen Sinne.

Beweis. Sei eine 3-Partition Instanz mit einer ganzen Zahl B und 3m weiteren
ganzen Zahlen h; mit B/4 < h; < B/2und } ;. 5.,y hi = mB gegeben,
sowie

1
==

Die Line-TSPwD Instanz hat die folgende Struktur:
vl = 4mB

vP =1
pi» =mB+1
pi = hi/2+p;+» + mB Vied{l,..,3m}
d; = 0 Vie{l,..,3m}

:ight:pi*—i—mB—l—wi vVie{l,..,mB+m}

; 1 a-1 a )
drzghtzi i1 e e
i iR o Relveey - aen 2
left

P =pir —mB—a-i Vie{l,..,mB+m}
3 a-i a i(i+1)

et =3 oy -

Vie{l,..,mB+m}

4mB+mB. 2

Vie{l,..,mB+m}
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1 B +1i)(4mB+3)+a(tB+i+1)(4mB+1
pf”zpi*-l-mB—i—f—&—a(Z @)(m ) a(l ? )(m )
2 8mB
Vie{l,...m—1}

e = A+ pen — pit Vie{l,..m—1}

Die Entscheidungsfrage lautet ,,Gibt es eine zuldssige Lisung, deren Zielfunkti-

onswert nicht gréfler als d'et  jst#“. Hierbei liegen die Kunden an den Positio-

) mB+m
nen p?ght und péeft fir alle ¢ € {1, ..., mB+m} in der Menge T, sind also durch

den LKW zu bedienen. Es werden nun die folgenden Behauptungen bewiesen,
die sich auf die konstruierte Instanz W(I) beziehen:

1. Gibt es eine zulissige Losung fir ¥(I), so werden die Kunden, die der
LKW bedient in der Reihenfolge

) right left right left right right left
pl*ypl a"'api api+1 7pi+17pi+2 a"'ame+m7p7nB+m

genau zur jeweiligen Deadline besucht.

2. In einer zuldssigen Losung bedient die Drohne alle Kunden p; mit ¢ €
{1,..,3m} und p§" mit j € {1,...,m — 1}.

3. Falls der Losungsraum nicht leer ist, so gibt es eine optimale Losung, bei
der die Trennungsorte in der Menge {p/9"|i € {1,...,mB +m}} liegen.

1
4. Wird die Drohne in einer zulissigen Losung bei p; ‘7

: K3
;wht mit j < ¢ + hy erneut gestartet

gestartet, um zu

pr zu fliegen, so kann sie nicht bei p
werden.

5. Wird die Drohne in einer zulissigen Losung bei p, 9"
pr zu bedienen, so kann die Drohne bei p:f,?]f erneut gestartet werden.

gestartet, um Kunde

6. Wird die Drohne in einer zuléssigen Losung bei pggﬁg gestartet, um p$" zu

bedienen, so wird p;" genau zu seiner Deadline erreicht. Die Drohne kann
. right
bei pi5\; ., erneut gestartet werden.

7. Wird die Drohne in einer zulissigen Losung bei pzight mit k < jB +j

gestartet, um p§" zu bedienen, so kann die Drohne friihestens beim Kunden

p;ﬂ ! erneut gestartet werden.

Zunéichst wird die erste der obigen Behauptungen gezeigt. Die LKW-Tour wird

wegen der Deadlines der Kunden p!*/* und p:ight mit i € {1,...,mB + m} er-

?

zwungen. Als erstes wird also p}#"* vom LKW bedient, denn es gilt:
igh
p;’zg t—pi* _ P +mB 4+ a — p;« :14— a >dright=1—|— a
vT 4mB 4 4mB ~ ! 4 4mB

Dartiber hinaus gilt fir alle ¢,k € {1,....mB +m — 1}

left left

ight ight
pk+1 < o 19 < pmg

< pix <p; i1 -
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Also wurden fiir j > ¢ die Kunden p;ight noch nicht bedient, solange der LKW

Tight
k 1
dem p}"" bedient wurde, muss p'/* bedient werden, da gilt

nur bis p nach rechts gefahren ist. Analoges gilt fiir die links von p. Nach-

right left

i - ; i« +mB+4+a—p+ +mB+a
dmght P1 141 — dmght Di i
! + 4mB ! + 4mB
1 a 2mB +2a 3 3a left
= — = — = d .
1V mB T amB 1t M

Unter der Voraussetzung, dass pzight zum Zeitpunkt d;ight bedient wird und
der LKW bisher ausschliefSlich Strecken zwischen den Kunden pée_ff und p”ght

7

zuriickgelegt hat, wird Kunde pief " frithestens zum folgenden Zeitpunkt bedient:

o B e M e
-GG e
:Z+(i—1)+%.i(i;1) _%:dﬁeﬁ

Daher muss der LKW, nachdem er den Kunden p;ig " bedient hat, zum Kunden

pée‘f " fahren, um diesen rechtzeitig zu erreichen. Ebenso ist der LKW frithestens

bei p;iglht zum Zeitpunkt

right _left
dl_eft+pi+1 p;
¢ 4mB

:Z"‘(i_l)"’mi‘i(i—'_l) a-i a(t+1) a-i 2mB

2 4mB 4mB 4mB ' 4mB
1 , a ((+1)-1)@GE+1) a(i+1) ioht
== =1+ — . = driaht,

Die resultierende feste LKW-Tour ldsst sich anhand der Abbildung 4.13 nach-
vollziehen. Somit folgt die erste Behauptung.

Eine zuléssige Losung muss gewihrleisten, dass alle Kunden bis zum Zeit-
punkt dﬁ’; +m bedient werden und die Drohne zu diesem Zeitpunkt auch wie-
der beim LKW ist. Dariiber hinaus muss die Drohne wahrend dieser Zeit alle
iibrigen Kunden bedienen. Dies sind die Kunden an den Orten p{" fiir alle
ie{l,...,m— 1} sowie p; fiir alle ¢ € {1,...,3m}. Somit gilt auch die zweite
Behauptung.

Wird die Drohne zum Zeitpunkt ¢ € (d}"9", d'*/*) gestartet, so begegnet sie dem
LKW, bevor dieser Kunde p,* "t verlassen hat. Dies ist dadurch begriindet, dass

sich der LKW von pzig "* entfernt und die Drohne den LKW nicht einholen kann.

In diesem Fall wire es ebenfalls moglich gewesen, die Drohne bei pzig "t Ju star-
ten, ohne dass sich der Zielfunktionswert verschlechtert. Wird die Drohne zum
Zeitpunkt t € (dﬁef t,d;iglht) gestartet, so erreicht die Drohne den Ort pgiglht
spéter als der LKW. Daher wiirde sich der Zielfunktionswert nicht verringern,
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falls die Drohne bei pl right gestartet wird. Damit ist die dritte Behauptung be-
wiesen.
right

Jetzt wird gezeigt, dass die Drohne genau bei p; /', erneut gestartet werden

kann, falls sie vorher bei p”ght gestartet wurde, um den Kunden p; zu bedie-

nen. In diesem Zusammenhang bezeichnet AP (4, §, k) die Zeit, welche die Drohne

right right

benétigt, um von p; zu py und von py zu p; zu fliegen.

AP (i, j, k) :==2py — p;*o"* *Pgight = 2p;» +2mB + hy, — p;-
—-mB—a-i—pi—mB—a-j=hy—a(i+}j).

Dariiber hinaus definiert AT (i, j) die fiir die Durchfiihrung der LKW-Tour von

right right

D; nach p; bendtigte Zeit.

AT (i, ) =di ™ — ' = (j = 1) + aﬁ B
) a-i a i(i—1)
— -1 i
<(Z vy By B )

a j-1)—-i(i-1) a(j—1)
mB 2 4mB

~G-i)+

Gilt die Ungleichung AP (4,4, k) > AT (4,7) fiir j < i+ hy, so lisst sich daraus
ableiten, dass die Drohne nicht vor dﬁg:; gestartet werden kann. Wegen der

Ganzzahligkeit der Parameter gilt:
j<i+hyei+l<it+h,ejit+l—i<h. (4.33)

Ferner gilt offensichtlich
1, <mB+m (4.34)

Nun wird gezeigt, dass obige Ungleichung AP (i, j, k) > AT (i, j) erfiillt ist:
AP (i, j, k) = AT (i, 5) = by, — a (i + j)
e j - —i(i—1)  a(j—i)
(O Z)_|—17"LB 2 + 4mB
4§3' 1—1—97541 1 L 1 L
>+ —2—j+z—a~z( _4mB) —a-]( +4mB>

a j(j—l)—i(i—l)

4mB+1 n 52
4mB 2mB

1_a(
4>341_a<m3+ ((mB+m)(4mB+1)) . (mB+m)2>
o

4mB 2mB

Am2B? + 4m?B + 4m?B? + mB + 4m?B + m + 2m2B2>
4mB

Am?2 27132 2712
B < B+2m)21_a(26m3>:1_26m3 =0

=1

dmB 4mB 28m? B2
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Zusitzlich wird noch nachgewiesen, dass die Ungleichung AP (i,i + hy, k) <

AT (i, i+hy) erfiillt ist. Das bedeutet, dass die Drohne bei p:f,fkt wieder gestartet
werden kann:

AT (iyi+ hy) — AP (3,0 + hy, k)

. oa (i+hy)@+h—1)—i(i—1) a(i+hg—1)
=i+ Z—’—mB 2 + AmB
—hr+a(i+hg+1)

a (i+h)@i+he—1)—i(i—1) a-hg .
- 2
5 5 +4mB+a(z+hk)>O

Also gilt jeweils die vierte und fiinfte Behauptung.

In Abbildung 4.14 wird ein Teil einer Losung der Line-TSPwD-Instanz darge-
stellt, der zu einer Menge einer 3-Partitions-Instanz korrespondiert. In diesem
Fall ist B = 23 und es liegen die ganzen Zahlen h,1) = 8,hy2) = 6 und

ho(3) = 9 vor. Wird die Drohne bei pi9" gestartet, um den Kunden Po(1) 2U

. . . right ight .
bedienen, so kann sie erneut bei p;*’; W = Pl gestartet werden. Somit ist es
o
- . . right -
moglich, die Drohne bei pg'?™" zu starten, um den Kunden p,(2) zu bedienen.
right right

Ein erneuter Start ist bei p, to2) = P15 moglich, um den letzten Kunden
dieses Abschnitts zu bedienen.
Damit die Drohne den Kunden am Ort p5™ rechtzeitig bedienen kann, muss

sie spatestens bei p;jggfj gestartet werden. Dies ldsst sich aus der Gleichung
; en _pright

a5t = d;gitj + pjy# ableiten. Die Drohne kehrt daraufhin umgehend zum

LKW zuriick. Die Drohne und der LKW begegnen sich exakt bei prjggf_; 41 Zum

: j
Zeitpunkt d"9"

JB+j+1°
en right right
Jright 2p5" — ijngj - pj]ngjJrl
iB+j T )
Lo , a-(jB+j)  a (B+j—-1)(iB+J)
=~ +(B+j-1) 4 —— Ly .
g TUBTI - — s Y B 2
iB+ ) (4mB + 3 iB+j+1)(4mB+1
tamB 42414 CUB ) (@mB + )jl_ag +j+1) (@dmB+1)
m

—(2mB+1+4a(jB+j)+2mB+1+a(jB+j+1))

Lo N, ae(@B+j)  a (B+j-1)(iB+J)
= — B _— _—

1 HUB+HI+ = 5T 2
3a(jB+j)+a(jB+j)+a

+

4mB

1 . a(jB+j+1) a (jB+j—-1)(jB+7j)
=y tUBtI = s B 2

a  2(jB+))

mB 2

1 . L a(B+iji+1) a ((JB+j—1)+2)(FB+}j)
HUBHI+ =+ 5 2
:dright

jB+j+1
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Unter der Voraussetzung, dass die Drohne frither gestartet wird, also bei p’,;ight

mit k < jB + j, kann sie frithestens bei pzif;’t wieder gestartet werden. Die
Differenz der Ankunftszeiten von Drohne und LKW bei priyht wird in diesem

k+1
Zusammenhang betrachtet:

en right right right right left
L e | S N S v 2p”
1 4mB
a(jB+j)(AmB+3)+a(jB+j+1)(4mB+1)

= 2p;« +2mB +1
pi+ +2mB 4+ 1+ B

—pr—mB—a-k—pix—mB—a(k+1)
B (pi* +mB—|—ak—|—pz* +mB—|—a(k—|—1) _2pi*+2mB+2ak>

4mB
) . 3a(jB+k)—3a-k
=a(jB+j—k)+ ( 4m)B
+a(jB+j+1)—a(/€+1)
imB

+a(jB+j+1—-(k+1))

>0

Damit sind die Behauptungen 6 und 7 bewiesen.
Sei eine zuldssige 3-Partition Instanz mit den m Mengen A;,...,A,, gegeben. Die
Drohne wird zu den Zeitpunkten d;gﬁ; mit j € {1,...,m — 1} gestartet, um je-

weils den Kunden p5™ zu bedienen. Ein erneuter Start der Drohne ist jeweils bei

right v 1s . . . .
PiBtit+1 moglich. Durch diesen Vorgang resultieren nun m Zeitsegmente, in de-

nen die tibrigen Kunden p; fiir j € {1, ..., 3m} durch die Drohne bedient werden

konnen. Werden im i-ten Zeitsegment ab Zeitpunkt d?;ﬁ T; H(i—1)B+1 die Kunden

DPhis Phi und Ph, mit hi, hb, k% € A; bedient, so erreicht die Drohne rechtzei-

tig den LKW, um bei p:j_gi’g gestartet werden zu konnen. Startet die Drohne
D)4 (i=1)B+1
right _
(i—1)+(i—1) B+1+h? ‘
Die Drohne kann daraufhin wieder zum Zeitpunkt d?;ﬁ% (i—1)B 1R R
fliegen, um den Kunden Pri 7 bedienen. Dann ist ein erneutes Starten bei
right _ _right _ _right
P21+ (i=1)B+1+hi +hi+hi = P—1)+(-1)B+1+B = PiyiB
ist zulédssig fir W(I).
Sei nun eine zuldssige Losung fir U(I) gegeben, welche die Entscheidungsfra-
ge mit Ja beantwortet. In Bezug auf die erste der sieben Aussagen lidsst sich
festhalten, dass die LKW-Tour eine feste Struktur hat, die der oben beschrie-
benen entspricht. Es existieren mB + m viele Zeitintervalle [d}"9"", d/9"], was
dementsprechend mB + m mogliche Startzeitpunkte der Drohne zur Folge hat
(zweite Aussage). Um den Kunden pi zu bedienen, sind hg-viele solcher Zei-
tintervalle notwendig (4. und 5. Aussage), also insgesamt Y hy = mB viele.
Um den Kunden p§" zu bedienen, ist ebenfalls mindestens ein Zeitintervall er-
forderlich. Es gibt insgesamt m solcher Kunden. Sollte die Drohne nicht bei
p;gitj gestartet werden, um den Kunden p§" zu bedienen, so ist entweder eine
rechtzeitige Ankunft bei diesem Kunden nicht mehr gewéhrleistet, oder zwei
Zeitintervalle sind erforderlich. Um zu vermeiden, dass die Anzahl der mB +m

Zeitintervalle iiberschritten wird, muss die Drohne bei p;fggﬁ; gestartet werden,

um den Kunden p§" zu bedienen. Also ergeben sich m separate Zeitabschnitte

bei p um den Kunden Ppi Zu bedienen, so kann die Drohne wie-

der bei p gestartet werden, um den Kunden Phi Zu bedienen.

los-

moglich. Diese Losung
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mit B Zeitintervallen. Innerhalb eines Zeitsegments konnen maximal drei Kun-
den durch die Drohne bedient werden, da h; > B/4 gilt. Fiir die drei Kunden
h1, ho und hg muss die Bedingung hi + hs + hg = B erfiillt sein. O

Satz 4.7.4. Das Line-TSPwD mit vP < vT und Deadlines mit dem Ziel der
Minimierung von max{t;} ist N'P-schwer im strengen Sinne.

Beweis. Eine 3-Partition-Instanz I wird in eine Line-TSPwD-Instanz iiberfihrt.
Dazu wird ¥(I) aus dem Beweis von Satz 4.7.3 benotigt, wobei ein Kunde pqs:

hinzugefiigt wird und sich der Ort und die Deadline von Kunde pl:l]];t m andert:
. Dlast — pright
Plast = 6(mB +m + 1)2 diast = d:ri%him + %U—D"LB—HH
l igh igh !
p”ig+m - p:z%im —v' (dlaSt o dﬁ%—f—ﬂ”) dnel];+m = djast-

Die Entscheidungsfrage lautet ,Ldsst sich eine zuldssige Losung mit einem Ziel-
funktionswert finden, der nicht grofier als dygss ist?%.

Wie in 4.7.3 ist es auch hier erforderlich, dass die LKW-Tour der ersten Aussa-
ge im Beweis von 4.7.3 geniigt. Dazu muss noch nachgewiesen werden, dass der

neue Kunde pifl]; +m Techtzeitig bedient wird. Dabei ist zu beachten, dass die
Ungleichung pﬁig tm < pif;g tm_1 erfilllt ist, also der LKW bis zum Zeitpunkt

drz'ght

mBim diesen Kunden noch nicht bedient haben kann:

left ___right T right
me+7rL _me—i-m -0 <dl‘15t - de—l—'m

__right right right right
_meer - 4‘mB (deer + Plast — meer - de+m

=(1+4mB)pi%"%  —24mB(mB +m + 1)

<(1+4mB) (2mB + 2) — 24mB(mB +m + 1)?

=(dmB +1)(2mB +2) — (12mB + 12m + 12)(2mB + 2m + 2)mB
<0< pfflgm_r

Der LKW entfernt sich ab dem Zeitpunkt d:égthm strikt von den Kunden, die
durch die Drohne bedient wurden. Da die Drohne den LKW nicht einholen
kann, wird ab diesem Zeitpunkt nur noch ein Kunde von der Drohne bedient.

. . . . e ) t
Die Reisezeit, welche die Drohne benétigt, um von pzlgh ZU Diast und von pygst

zu pgight zu fliegen, lisst sich wie folgt abschétzen:
_ T'ight _ Tjight
Dlast =Pr  Post 285 s — 202mB +2) > 8(mB +m + 1)°
v
1 mB+m (mB+m)(mB+m-—1)
>— B -1
g mBm ) e 28m2 B2
7dright
“—YmB4+m:

Also ist piqs¢ der letzte von der Drohne bediente Kunde. Wird die Drohne bei
p;igBhim gestartet, um den Kunden p;q,; zu bedienen, so ist die Ankunftszeit der
Drohne bei diesem Kunden noch rechtzeitig zum Zeitpunkt d;,s;. Der restliche

Beweis kann analog zum Beweis von Satz 4.7.3 gefiihrt werden. O
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Ist i* € {1,n}, sind lediglich Deadlines vorhanden und ist die Drohne langsamer
als der LKW, so ldsst sich das Problem trivial 16sen. Der LKW f&hrt von ¢*
konstant zum anderen Ende der Linie und bedient direkt beim Vorbeifahren
den jeweiligen Kunden. Die Drohne bedient keinen der Kunden. Diese Losung
ist zuléssig, sofern ‘p i Pil < g, fiir alle Kunden i erfiillt ist.

4.8 Komplexitit mit Release Dates und v’ > v”

Unter der Voraussetzung, dass lediglich Release Dates, jedoch keine Deadlines
gegeben sind, stellt sich das Problem weiterhin als A/P-schwer im strengen Sinne
dar. Der Beweis in diesem Abschnitt orientiert sich an der Idee des Beweises von
Satz 4.7.3.

Satz 4.8.1. Das Line-TSPwD mit vP < vT und Release Dates sowiei* € {1,n}
mit dem Ziel der Minimierung von max{t" t;} ist N'P-schwer im strengen
Sinne.

Beweis. Sei eine 3-Partition Instanz I mit einer ganzen Zahl B und 3m weiteren
ganzen Zahlen h; mit B/4 < h; < B/2und ;. 3,3 hi = mB gegeben.
Auflerdem seien

.....

1
_ —q-(mB —4).
@= g (mB £ m) und a; = a-(mB +m —1)

Die Line-TSPwD Instanz ¥(I) hat die folgende Struktur:

vl =4mB
D _
pi» =0
p12h1/2+4mB Vze{l,,3m}
r; =0 Vi e{l,...,3m}
pr9" — 4mB + a, Vie{l,.,mB+m}
right - a; a(i—1)(2mB + 2m — 1) _
T; 72+4mB+ 5D Vie{l,..,mB+m}
péeft:QmB—ai Vie{l,..,mB+m}
1 3a; a(i—1)(2mB 4+ 2m — 1) .
left 1 1 B
sttt e T omB Vi€ {l o mB+m}
. 1 [4mB+3 AmB + 1 ,
P =4mB + 5 + (8’[’)’L_B> aiB+i + (8mB> a/iBJ,_i_A,_lv’L S {1, ceey M — 1}
et =l 4 ps" = Pl Vie{1,..,m—1}

Die Entscheidungsfrage lautet ,Gibt es eine zuldssige Lsung, deren Zielfunk-
tionswert nicht grofier als ijz;+ ist?“. Die Kunden p; right ynd pleft fiir alle
i € {1,...,mB+m} befinden sich in der Menge T und konnen somit ausschlief3-
lich durch den LKW bedient werden.

Wie beim Beweis des Satzes 4.7.3 wird nun gezeigt, dass die folgenden Aussagen
richtig sind:
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1. Liegt eine zuléssige Losung fiir W(I) vor, die mit Ja beantwortet wird, so
werden die Kunden in der Reihenfolge

) right left right left right right left
pl*ypl a"'api api+1 7pi+17p7;+2 a"'ame+7n7p7nB+m

vom LKW genau zum jeweiligen Release Date bedient.

2. In einer zulassigen Losung, die mit Ja beantwortet wird, bedient die Droh-
ne alle Kunden p; mit i € {1,...,3m} und p§" mit j € {1,...,m}.

3. Existiert eine Losung mit einer Ja-Antwort, so gibt es eine Losung, bei der

die Trennungsorte in der Menge {p;ightﬁ € {1,...,mB +m}} liegen.

4. Bei Vorliegen einer LKW-Tour geméf der ersten Behauptung und einem
Start der Drohne bei p;"? "* mit anschlieBendem Flug zu py, ist ein erneuter

Start bei p7" mit j < i + hy, nicht moglich.
j

5. Sei eine LKW-Tour geméfl der ersten Behauptung gegeben. Startet die

Drohne am Ort pr" um den Kunden pj, zu bedienen, so kann diese bei

i 1
p:jrg}f: erneut gestartet werden.

6. Bei einer LKW-Tour geméf der ersten Behauptung und bei einem Start
der Drohne bei pfg’ﬁ?, um p5" zu bedienen, wird p5" exakt zum Release
Date erreicht. Die Drohne kann anschlieflend wieder bei p;gjftj 41 gestartet
werden.

7. Im Falle einer LKW-Tour geméf der ersten Behauptung und bei einem

Start der Drohne bei pZight mit k& > jB + j, um den Kunden p§" zu

bedienen, kann die Drohne frithestens bei p;i_f_]g " erneut gestartet werden.

Zunéchst wird die erste dieser Behauptungen gezeigt. Da rﬁ{é 1) den Zeitpunkt
markiert, zu dem die LKW-Tour beendet sein muss, befindet sich der LKW zu

diesem Zeitpunkt bei pﬁ{; 1y Es ist somit erforderlich, dass sich der LKW
left left

zum Zeitpunkt T Bm—1 beim Kunden PmBim—1
beantwortbare Losung vorliegt:

befindet, damit eine mit Ja

right left
right meer B me«anl _ B a (mB +m —mB — m)
mB+m 4mB (m +m)+ AmB
a(mB+m—1)(2mB+2m —mB —m)
_l’_
2mB
dmB+a(mB+m—mB —m) —2mB+a(mB+m—mB —m+1)
4mB
1 a(mB+m—1)(mB+m) a
(mB tm =1) %5 + 2mB imB
1 3a 2a (mB+m —1)(mB+m) —4a
= (mB )4 -
(mB4m=1+5+ e+ imB
1 3a(mB+m—mB—-m+1)
= —]_ —_
(mB+m )+2+ yTE

a ((mB +m)* = (mB +m) — 2)
2mB

+
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1 3a(mB+m—-—mB—-m+1
=(mB+m—-1)+ -+ ( )

2 imB
a((mB+m—2)(mB+m+1))
+
2mB
1 3a(mB+m—-—mB—-m+1)
=(mB -1 =
(mB+m )+2+ imB
a(mB+m—2)(2mB+2m— (mB+m—1)) left
+ 2mB :rmBerfl

Unter der Annahme, dass sich der LKW ab dem Zeitpunkt rﬁff * innerhalb

des Intervalls [pgfgf t pf_ﬁ] bewegt und zu den Zeitpunkten r;ight bzw. r;ef " die
right left

Kunden P; bzw. p; 7 mit j > k bedient, so muss der Kunde pﬁff ¢ vorher
bedient werden, da der LKW diesen Ort spéter nicht mehr erreicht. Daher muss
fir den Fertigstellungszeitpunkt £, ;0 r+) des Kunden pﬁff k gelten:

right left
ri p -p a(mB+m—k—1)
hgesty STt = = — = () + imB
+a~k(2mB+2m—kfl)
2mB
_(4mB+a(mB+m—k—1)—2mB +a(mB+m —k)
4mB
1 a(mB+m-—k) a a-k(2mB+2m—k) a-k
:k — — —
+ 2 + dmB dmB + 2mB 2mB
~ 2a(mB+m—k) a
dmB dmB
1 3a(mB+m—k) a(k—1)2mB+2m—k)
:]{j —
+ 2 + 4mB + 2mB
a(2mB+2m—k) a-k da(mB+m—k)
2mB 2mB 4mB
B 1 3a(mB+m—k) a(k—1)(2mB+2m —k)
=htgt 4mB * 2mB
a (4mB + 4m — 2k — 2k — 4mB — 4m + 4k)
+
4mB
B 1 3amB+m—k) ak—1)2mB+2m—k)  .p
B AmB - 2mB —
left

Folglich muss dieser Kunde exakt zum Zeitpunkt r,” " aufgesucht werden. Ana-

log lésst sich fiir den Fertigstellungszeitpunkt ¢ ,.9n¢) des Kunden pzight Fol-
gendes ableiten:

right left
t(k,right) STﬁfft - Z% =k+ % + sa (mir:L_Bm —k)
a(k—1)(2mB +2m — k)
+ 2mB
dmB+a(mB+m —k) —2mB+a(mB +m — k)
a ( 4mB )
- a(mB+m —k) n a(k—=1)2mB +2m —k) :T'Zight

4mB 2mB
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Somit bedient der LKW seine Kunden in der Reihenfolge

ight left ight left left
(pi*,p’{‘“ Tl pled ,---,pni{BH)),

wobei der LKW immer bei diesen Kunden sofort wendet und niemals wartet.
Damit folgt die erste Behauptung. Die Struktur der LKW-Tour ist in Abbildung
4.15 zu erkennen.

Fir allei € {1,....,3m}, j € {1,....mB+m} und k € {1,...,m} gilt

h B (mB +m —1) ight ight
i =—+4dmB > — +4mB > ————— L 4+ 4mB = p"9" > p""I
P 2 am 8 Ham 9mB (mB + m) ram P =p
und
1 mB—‘rm—l ight ight
> AmB + = >4AmB + —————————— = p 9" > pltInt, 4.35
Py > 4mB + o > 4m +9mB(mB+m) p " > p; (4.35)

Daher miissen die Kunden p§* fiir alle & € {1,...,m — 1} und p; fir alle
1 € {1,...,3m} durch die Drohne bedient werden. Es folgt also die zweite Be-
hauptung.

Aus dem Beweis des Satzes 4.7.3 kann die Begriindung der dritten Behauptung
entnommen werden.

Seien AP (i, j, k) und AT (i, j) wie im Beweis von Satz 4.7.3 definiert. Im Folgen-
den wird gezeigt, dass die Drohne nicht bei p;ig " fiir J < k+ h erneut gestartet
werden kann, falls sie bei p}jght gestartet wird, um Kunde p; zu bedienen. We-
gen der Ganzzahligkeit von h;,j und k gilt j — k+ 1 < h;. Aulerdem gelten die
Beschrankungen 7,5 < mB + m.

AP (k. i) = AT (k, ) = 2p; = pp " = pio" — (vt —rpioht)

:hi—ak—aj— <(]—]<})
poliod) oG WEnB I | (- D= 1i))

A4mB 2mB 2mB
k— ) (2mB + 2
Skt 1—a@mB 4 2m—k— )+ LE=9) GmB+2m)
2mB
. a(j—k) 2a(j(j—1)—k(k—-1))
ke T 4mB

a(j—k)(2mB + 2m)
2mB
o (a(ZmB(2mB+2m—k—k‘) +(j — k) (2mB+2m))>

>1—a(@2mB+2m —k—j) —

2mB
o1 <2mB (2mB + 2m) + (mB +m) (2mB + 2m))
- 9mB (mB + m)2mB
. <6m2B2+8sz+2m2) 0
18m?B2 (mB + m)

Also ist die 4. Behauptung ebenfalls richtig.

Um einen Schwellwert von rﬁg +m Deziiglich W(I) zu erreichen, muss die Drohne
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right bei pright
mB+m mB+m
Kunden bedient hat. Wiirde die Drohne bei p}" " mit k > mB+m—h; gestartet
werden, um den Kunden p; zu bedienen, so kann sie nach Behauptung 4 nicht
wieder bei p;-'zght erneut gestartet werden, wobei j < h; + k ist. Jedoch gilt
h; +k > mB + m. Daher wird Folgendes vorausgesetzt

spatestens zum Zeitpunkt r sein, nachdem sie ihren letzten

hi +k <mB+m. (4.36)

. . . L ight
Es wird nun gezeigt, dass die Reisezeit der Drohne, um von p,"?"" zu p; und

von p; zu pzlf,}zt zu fliegen, geringer ist, als die Reisezeit des LKWs unter
Beriicksichtigung seiner festen Tour.

T N AD = gy ak—hi—k)
A (kyk+hy) — A (kk+hi,i)=(k+hi —k)+ imB

+a(k+hi—1)(2mB+2m—(k+hi)) _a(k=1)(2mB+2m — k)
2mB 2mB
—hi+a(mB+m—k)+a(mB+m— (h; +k))

a-hi+a(k—1)(2mB+2m—(k;+hi))+a~hi(2mB—|—2m—(k—|—hi))

4mB 2mB 2mB
k—1)2mB+2m —k
_ ol )(ZmB+ m )+a(mB+m—k)+a(mB+m—(hi—i—k;))
m
_7a-hz-+a(k—l)(2m3+2m—(k+hi)—2mB—2m+k)
~ 4mB 2mB
~h; 2mB +2m — (k+ h;
+2 i (2m ;mg (k+ Z))—|—a(mB—&—m—kJ)—&—cL(mB—i-m—(hi—|—k))
__a-hi a(k’—l)(—hi)+a~hi(2mB+2m—(k‘+hi))
~ 4mB 2mB 2mB
2mB-a(2mB +2m) —2mB -a-h; —4mB -a -k
+
2mB
4§67a~h¢ a(mB+mfhi)(—h¢)+a'hi(2mB+2mf(mB+m))
-  4mB 2mB 2mB
2mB-a(2mB +2m) —2mB -a(h; + k+ k)
+
2mB
_a-hi a-hi(mB+m—mB—m+ h;)
__4mB+ oD +a(2mB+2m — ((h; + k) + k))
>_a-hi a-h?_Qah?—ahi>0
4mB ~ 2mB  4mB

Somit folgt die 5. Behauptung. 4
Bei einem Start der Drohne am Ort pﬁé’ﬁ, um zum Kunden p§™ zu fliegen, kann

die Drohne erneut bei pgfggfj 41 gestartet werden:

en right right
right 2p§ 7ijg+j - 'ijg+j+1
JjB+j vD
ey a(jB+j—1)(2mB+2m—(iB+j)
=(iB J
GB+J)+ 4mB + 2mB

1 4mB + 3 dmB + 1
i (4mB T2 (m) “B+s * (8mB) “J‘Bﬂ‘ﬂ)
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—4mB — GjB+j — 4dmB — AjB+j+1
. , a(mB+m—(jB+j)) 3
=(jB 1 .
UB+j+1)+ AmB B
a(jB+j—1)2mB+2m — (jB+j))
2mB

amB+m— (jB+j+1))

+4mB.
:(jB+j+1)+a(mB+m—(jB+j+1))
4mB
a(jB+j—1)(2mB+2m — (jB +j))
2mB
a(mB+m—(jB+j))  3a(mB+m—(jB+j))
4mB + 4mB

) ) a(mB+m—(jB+j+1))
—(jB 1
(JB+j+1)+ po

a(jB+j—1)2mB+2m— (jB+j)) a(2mB+2m— (jB+j))
+
2mB 2mB

a(mB+m— (jB+j))

+

+

_a(jB+7)
2mB
. . amB+m— (jB+j+1))
= (1B 1
(JB+j+1)+ B
a(jB+j)@2mB+2m - (jB+j)) a(jB+))
2mB 2mB
] ) amB+m— (jB+j+1))
=(jB 1
(JB+j+1)+ B

a(jB+j)2mB+2m—(GB+j+1)  rign

omB = TiB4j+1

+

Somit ist auch die 6. Behauptung richtig.
Um die letzte Behauptung zu beweisen, wird nachgewiesen, dass die Reisezeit

der Drohne der Tour (p”ght7 p§", pg_f?t) grofer ist, als die Reisezeit des LKWs

der Tour (pgght,pifft,pzlfft) fir k> jB+j.

mght +pmght _9 left

7 right right k+1 k
2pe 3 pk g pkfl 4mB
4mB + 3 4mB + 1
<4mB T3 (m) ajB+i + (mg) “J‘Bﬂ‘“)

1
3"
: 1 1
right rzght B left
(e ) o (1 ) -4 ()
idmB + 3 dmB +1
=2 (4mB+ 3 ) + (g ) asmes + (T ) e
1 4mB 4mB + 3 idmB +1
—(2-4mB (1 e
( " (+4 B>+4mB+< AmB )“”( AmB >“’“+1)
8mB  4mB

=8mB — 8mB+1*ﬁ+n
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4mB + 3 . .
4mB + 3 . .
4mB + 3 _ . 4mB +1 . )
(4mB )~a(k(]B+]))+<4mB >-a(k+1(]B+]+1))>0

In der Beweisfithrung des Theorems 4.7.3 liegt eine vergleichbare Struktur vor.
An dieser Stelle wird auf diesen Beweis verwiesen. O

Satz 4.8.2. Das Line-TSPwD mit vP < vT und Release Dates sowie i* € {1,n}
mit dem Ziel der Minimierung von max{t;} ist N'P-schwer im strengen Sinne.

Beweis. Auch hier wird auf die Grundidee des Beweises von Satz 4.8.1 verwiesen.
Zur Instanz ¥(I) wird ein weiterer Kunde pjqs; mit der folgenden Position und
dem Release Date hinzugefiigt:

__ gright left right _left
Plast = de+m - de+m + mB+m Tlast = T"'yB+m-

Da der LKW zum Zeitpunkt rﬁ’g 1 DEI pif;g m Sein muss, befindet sich die

Drohne zu diesem Zeitpunkt bei pj.s:. Bei einem Start der Drohne am Ort
right

PmBim €rreicht sie den Kunden pjqst exakt zum Zeitpunkt rizg e O

4.9 Komplexitat des diskreten Falls

Bisher war das Auflesen und Starten der Drohne an jedem Ort erlaubt. Jetzt
wird allerdings vorausgesetzt, dass dies nur noch an vorgegebenen Positionen
moglich ist. In dem Fall, dass der LKW schneller ist als die Drohne, lésst sich
aus 4.2.3 ableiten, dass das Problem polynomiell 16sbar ist, sofern keine Zeit-
fenster vorausgesetzt sind.

Auch wenn entweder nur Deadlines oder nur Release Dates vorhanden sind und
die Drohne eine geringere Geschwindigkeit als der LKW hat, kénnen die Er-
gebnisse des kontinuierlichen Falls genutzt werden. In den Beweisen von 4.7.3
und 4.8.1, welche die NP-Schwere im kontinuierlichen Fall zeigen, wurde ei-
ne dominante Losung gefunden, bei der die Drohne bei Kundenorten gestartet
und aufgelesen wird. Diese Aussagen lassen sich somit auf den diskreten Fall
iibertragen. Es ist festzuhalten, dass das Problem im diskreten Fall N/P-schwer
im strengen Sinne ist, wenn die Drohne langsamer als der LKW ist und entweder
nur Deadlines oder nur Release Dates vorliegen.

Ist hingegen die Drohne schneller als der LKW, so wird in diesem Abschnitt
gezeigt, dass das Problem NP-schwer im strengen Sinne ist, selbst wenn keine
Zeitfenster vorgegeben sind und sich der Startort links oder rechts von allen
iibrigen Kunden befindet.

Lemma 4.9.1. Es gelten die folgenden Gleichungen:

oP 0T 20T
(vaT) :1+7UD—UT (4.37)
D TN 2 D, T
4
R N (4.38)
vD — T (vD — T)2
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P 4T 3_1 60D2vT+2vT3 (4.39)
D —oT ) (P —vT)3 :
Beweis. Es gelten
ol 40T _vD—UT—UD+vT+vD+vT_1 20T
oD —oT | vD — T - +UD_,UT
<UD +,UT>2 _(UD _ ,UT)2 . (UD . UT)Q + (UD +vT)2

vD — T - (,UD _ UT)2
14 —UD2 + 2007 — ’UT2 + ’UD2 + 20007 + ’UT2
- (UD _ vT)Q
1 4yPyT
=1+ (UD _ ,UT)Z

(,UD + UT>3 _(vD + ,UT)?, + (,UD B UT)3 _ (,UD . UT)3

vD — T B (vP —oT)3
14 (vD2 + 20007 4 T2 (WP +oT)
- (,UD _ UT)B

(UD2 — 20007 UTQ)(’UD —oT)
(vD —T)3
14 (vD3 + 20P%T 4 oT%yD — pDP2yT 4 2Py T2 vTS)
- (vD —oT)3
(vD3 — 20D 4 yT2yD — yD*yT 4 9y DyT? UTS)
(vD —oT)3
2 3
6 D=, T 2 T

v Ay O

(UD _ ’UT)3

Lemma 4.9.2. Seien vP = 1,07 = 1/(12m*B*) gegeben mit B,m,k € Z, .
Die folgenden Gleichungen gelten:

12miB* —1

(0P —2") = o BT (4.40)
8 B8 474
(w? - UT)2 _ 144dm Bl44—m2;lg”; B*+1 (4.41)
. 12 12 88 4p4
(vD _ UT)s _ 1728m™"B 1;1212”7:12%1: 36m*B* —1 (4.42)
Beweis.
1 12m*B* —1

D T\ _ 1 __ —
(07 =) =1 gt = g

2 (12m*B* —1)(12m*B* — 1)  144m8B® — 24m*B* + 1
(’UD —_ ’UT) = =
144m8 B8 144m8 B8
(v” — UT)g _ (144m®B® — 24m*'B* + 1)(12m*B* — 1)
1728m12 B12

_ 1728m'2B'? — 432m®B® + 36m*B* — 1
B 1728m12B12
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Lemma 4.9.3. Seien vP = 1,07 = 1/(12m*B*) gegeben mit B,m,k € Z,,
k <m sowie

6uP*T + 20T° B, 4vPyT B, 2T
0 =—————+(kB+Ek —(—— —(——
(vD —yT)3 (kB + )+2((UD,UT)2)+2(UD,UT)
Dann ist 6 € (0,1).
Beweis. Folgende Aussagen werden gezeigt:
(60T + 20T°) (kB + k) _ T (4.43)
(vP —T)3 10 '
2BvT 1
ey < = 4.44
(vD —T)2 < 5 (4.44)
BoT 1
—_ < . 4.45
oD —oT S 11 (4.45)

Sofern diese Abschétzungen giiltig sind, ldsst sich auch 6 < 1 ableiten. Zuerst
wird (4.43) gezeigt. Es gilt
(8640m®B® + 20)(kB + k) < (8640m®B® 4 20)(mB + m)
< (8640m®B® + 20)(m?B?) < 8660m'2B!?
= 12096m'*B'? — 3436m'*B"?
< 12096m'2B'? — 3024m®B® 4 252m*B* — 7

(4.46)

Da die Gleichungen 8640 = 10-6 - 144, 12096 = 7-1728, 3024 = 7-432 und
252 =7 - 36 gelten, ist (4.46) dquivalent zu

10 (6(144m®B®) + 2) (kB + k) < 7 (1728m'*B'? — 432m®B® + 36m*B* — 1),

(4.47)
bzw. zu
(6(144m®B®) + 2) (kB + k) 7 448
(1728m'2B12 — 432m8B® + 36miB* —1) 10’ (448)
Ferner gilt wegen (4.42) die folgende Gleichung;:
(GUT + 2vT3> (kB + k) (6@% + 2) (kB + k)oT°
(vD —oT)3 (1728m!2B12 — 432m8 B8 + 36mAB4 — 1) vT>
B (6(144m®B®) + 2) (kB + k)
1728m12B12 — 432m8B8 4+ 36miB4 — 1’
(4.49)

Mit (4.48) und (4.49) folgt nun (4.43).
Nun wird gezeigt, dass die Ungleichung (4.44) erfullt ist.

120m*B® = 120m*B® + 24m*B® — 24m*B® < 144m*B® — 24m*B* + 1
< 144m®B® — 24m*B* + 1
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Dies ist dquivalent zu

5(24m*B®) < 144m®B® — 24m*B* + 1
(12m*B*)2B 1 22 1
< — <= < =
144m®B8 — 24m*Bi+1 ~ 5 144m8B® — 24m*B* +1 ~ 5
2BvT (4.41) 2B 1

= <z
(144m8 B8 — 24m*B* + 1)UT2 (WD —oT)2 T 5

Also gilt (4.44). Abschlielend wird (4.45) gezeigt:

B 1
11B=12B-B<12B-1<2m*B*-1<— —— <« —
< < dem 2miBi—1 = 11
B T
oy we 4.40 Bv
AT 0 B L
(12m4B4> v v
Somit ist
60°%0T + 207 B, 4P BT 27
0= - 1;} Tg (kB + k) + —( DU UTz)+ - ( DU T)
(vP —T) 2 (vP —oT) 2 P —w
7 1 1 109
<—4-+-—=

05T T 10"

O

Satz 4.9.4. Das Line-TSPwD mit diskreten Begegnungs- und Trennungsorten
ohne Zeitfenster mit dem Ziel der Minimierung von max{t™™,t;} ist N'P-schwer

im strengen Sinne.

Beweis. Sei I eine Instanz des 3-Partition Problems, mit ganzen positiven
Zahlen m und B und ganzen positiven Zahlen h; fir ¢ € {1,...,3m} mit

B/4 < h; < B/2 und Y,
TSPwD Instanz mit diskreten Begegnungs- und Trennungsorten bezeichnet:

P =1

T _ 1
12m4 B4
pi+ =(mB + m)v

hi (VP = oT) 4 20T (mB + m)

v

T

ie{1,...3my = mB. Mit ¥(I) wird die folgende Line-

Di = Vi e{l,...,3m}

2

P Z T ((M) (kB + k) +2 (pi _(:);(me;r m)>)

+ v (mB +m) Vie{l,...,3m}, k€ {0,....,m— 1}

Dy T\ ? D T T
gy pf v+ v” 4+ p; —v' (mB+m)
o <<vD—vT> ('“B““)”((vD—vT)(j (P — o)

+ 2 _(Z;(T_nfT—; m) > > + o7 (mB + m)

)

kEe{0,...,m—1},Vje{l,...3m},Vie H;
P =(mB +m)vT —vT (kB + k) Vk e {1,...,m}
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Definiert wird folgende Menge H; := {i € {1,...,3m}|h; + h; < 2B}. Die An-
zahl der Kunden ist nicht grofer als 3m + m(3m + 9m?) + m. Es wird vor-
ausgesetzt, dass der LKW den Kunden p¢" bedient, also T = {p¢"}. Die Ent-

m m
scheidungsfrage lautet ,Gibt es eine zuldssige Losung, deren Zielfunktionswert

nicht grofier als mB+m?¥. Fine Instanz wird als zuldssig bezeichnet, wenn eine
Losung existiert, die mit Ja beantwortet wird. In einer Losung einer solchen In-
stanz bezeichnet eine Drohnen-Operation ein Zeitintervall [tfy(i),t:f(i)]. Es wird

zunéichst gezeigt, dass fiir eine zulissige Losung fiir W(I) die folgenden beiden
Aussagen wahr sind:

1. Der LKW fahrt strikt von p;« nach pg'. Die Menge der moglichen
Trennungs- und Begegnungsorte ist

{p<"]j € {1, om}} U {pg’“)m € {0,..,m—1},ie {1, ...,3m}}

u {pg’“’j)uc e{l,..m—1},je{l,...3m}ie Hj} .

2. Die Drohne bedient die Kunden p; fiir alle i € {1, ...,3m}.

Wird die LKW-Tour der ersten Behauptung vorausgesetzt, so gelten Behaup-
tung 3 bis 7.

3. Wenn die Drohne bei p;" gestartet wird, kann sie zwei Kunden nachein-
ander bedienen und sofort wieder gestartet werden, ohne dass Wartezeiten
entstehen.

4. Werden drei Drohnen-Operationen mit den Kunden 4, j,! im Zeitintervall
(kB +k,((k+1)B + (k + 1)] durchgefiihrt, so gilt

hi+h; + h < B.

5. In einem Zeitintervall [kB+k, (k+1)B+ (k+1)] sind maximal 3 Drohnen-
Operationen moglich.

6. Werden in einem Zeitintervall [kB+k, (k+1)B+ (k+1)] genau 3 Drohnen-
Operationen durchgefiihrt, so kann die Drohne erst ab dem Ort pi’i | erneut
gestartet werden.

7. Wird die Drohne nicht zum Zeitpunkt p};™ gestartet, so sind in den Zeitin-
tervallen

[(k—1)B+ (k—1),kB+k] und [kB +k, (k+1)B + (k + 1)]

jeweils maximal 2 Drohnen-Operationen moglich.

Da p&? durch den LKW bedient werden muss, fahrt der LKW strikt in Richtung
dieses Kunden, da
pir =Pyt (mB+m)v" —0

= =mB+m
vT vT

gilt. Also werden die Kunden p§k), pz(-k’j ) und pi" ebenfalls durch den LKW
bedient, wodurch sich die méglichen Begegnungs- und Trennungsorte ableiten



4.9. KOMPLEXITAT DES DISKRETEN FALLS 111

LKW-Tour
5[0, p)
S|P (2B 42, pen)
2 z ((k+1)B+ (k+1),p,)
r l i (mB+m,pg)
P AN
®
(B+1,ps") T /
: (kB kPl ((m=1)B +(m—1)
m-— m=1),p5_ 1

Zeit

Abbildung 4.16: Erzwungene LKW-Tour

lassen. Somit ist die erste Behauptung bewiesen.

Die LKW-Tour wird in Abbildung 4.16 dargestellt. Da p; > v (mB + m) ist,
werden die Kunden p; fiir alle ¢ € {1, ...,3m} durch die Drohne bedient, um eine
Ja-Losung zu erméglichen. Die zweite Behauptung ist somit korrekt.

Wird die Drohne am Ort pf™ gestartet, um den Kunden p; zu bedienen, so
begegnen sich Drohne und LKW am Ort pgk). Fiir die Drohne entstehen hierbei
keine Wartezeiten. Dies ldsst sich mit Lemma 4.4.15 fiir ¢ = kB + k zeigen:

m vl 0T pi — (mB 4+ m)vT
tr :()(kB+k)+2( DT )

vD — T

vP 40T

Ly ((é (hi(v” = o7) + 207 (mB +m))) - <mB+m>vT>

vD — T

B (vD + 0T

vD — T

>w3+m+m

Zum Zeitpunkt ¢;" befindet sich der LKW am Ort

T (ym v vP +oT T (k)

Wird die Drohne unmittelbar wieder gestartet, um den Kunden j zu bedienen
und anschliefend zum LKW zuriickzukehren, trifft die Drohne den LKW an

der Position p(-k’i), an der sie auch unmittelbar wieder gestartet werden kénnte.

J
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A
I pr
/ \ —— LKW-Tour
/ \ —--- Drohnen-Tour
/
;N .
\ )
/ A (k.j)
/ ‘\ /’ v Ps =P
/ \ s\
/ \ U
’ \ / \
/ \ / \
< / \ / \
il ’ \ /
E=R \ / \
8|/ i |
a

en
Pr+1

B+1

Zeit

Abbildung 4.17: Zwei Drohnen-Operationen ab p}™

Auch hier findet Lemma 4.4.15 Anwendung fiir ¢}
Schedule o = (i, 7).

m oP 40T 2
Lo <(v§ +v;) <pj - (7]731B +Tm)vT> N
vP —w vl —w
oD+ 0T 2 oD+ 0T
Zu diesem Zeitpunkt befindet sich der LKW am Ort:

P + 0T 2 P +0T
frr) =" ((,UDUT> (kB + k) + (M) hj + hi

+ oI (mB+m) = plED

Diese Uberlegungen werden in Abbildung 4.17 veranschaulicht. Somit ist die
dritte Behauptung korrekt.

Im néchsten Schritt wird gezeigt, dass die Ungleichung hy (1) +he(2) +ho3) < B
erfillt sein muss, falls sich die Drohne ab dem Zeitpunkt kB + k£ am LKW
befindet und drei Drohnenkunden (1), 0(2),0(3) bedient werden sollen, sodass

zum Zeitpunkt B(k + 1) + (k + 1) die Drohne wieder beim LKW ist. Wegen
4.4.15 gilt:

m P+ oT\? vP +0T\? [ oy
to =(kB + k) (,UD _UT) +2 <vD —UT>

wD — T

— v (mB + m))

112

kB + k sowie dem Drohnen-
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P + 0T\ [ po(2) — vT (MB +m) Po(zy — 07 (MB +m)
+ vD — T vD — T + vP — T

P 0T ’ ol 40T 2 vP 0T
=(kB + k) (,UD_UT) + <D_,UT> ho) + (,UD_,UT) ha(2)

v
+ h0(3)
2 3
191 6070 + 207 49PyT 20T
= ———(kB+k ———h ——h 4.
(UD _ ,UT)3 ( +k)+ (UD _ ,UT)Q o(1) (UD —oT) a(2) (4.50)

=5
+ (kB+k+ hg(l) + hg(g) + h0(3))
Es handelt sich also um eine untere Schranke fiir den Begegnungszeitpunkt von

Drohne und LKW, nachdem die Drohne die drei Drohnenkunden bedient hat.
Es soll nun gelten

6+ (kB +k + ho1) + ho@) + ho)) < (k+1)B + (k+1)
& 0+ (ho() + ho@) + ho) < B+1
& 1+ (hoq)y + ho) + ho) < B+1
< ho1) + ho2) + hom) < B.

Diese Umformungen gelten, da h,(1y, ho(2), ho(3) und B ganze Zahlen sind. We-

gen 4.9.3 und hy 1y, ho(2) < B/2ist 0 < § < 1. Damit gilt Behauptung 4.
Die 5. Behauptung folgt mit

m vP 40T ! vP 0T ? vP 0T 2
toa) =(kB + k) (UD - vT) + (p — UT> hoqy + (UD - ,UT) ho(2)

v
P T
m ho(3) + hg(4) > (kB + k) + ha(l) + ho(2) + hg(?’) + h0(4)

>B+1
>kB+k+B+1=(k+1)B+k+1.

Nun wird Behauptung 6 gezeigt. Es gilt

w450 = hi>B/4 . 3
toa) = 0+kB+k+hoa)+he@ +hem > 0+kB+k+ ZB
2 3
4.50 60° 0T 4+ 20T 4pPyT 20T
= —p oy BRI gt + pp e
3
+ KB+ k+ BX
4oPyT 40PyT B 20T

kB + k) +

B 3

— — +kB+k+B-

(vP —oT)2 4 (vD—vT)4+ thE 4
4oPyT 20T
———5(kB+k)+ ————
(vD — ,UT)Q( +k)+ (vD —oT)

D T D, ,T

491 07 v o vw+v B B

ZhZ T E B Z_ T N2
(ot TP B+ K) + (o) s + 2

(

W oy

B 3
T +kB+k+ B
5 HEB+k+ B
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vP 40T 2 ol 42T
> kB+k)| —=——| + ——— | h;i+h; ).
{ije{l, .., 312?§Li+hj<33}( ) (vD - ’UT) ((UD - ’UT) J >

Insgesamt folgt

oD 4T 2 oD 4T
tm. kB+k) | ——— — | h;i+ h; .
597 et 1m0 () + (55 ) o)

Dies bedeutet, dass innerhalb eines kB + k Intervalls, in dem drei Drohnen-
kunden bedient wurden, die Drohne beim Kunden pj” warten muss, um wieder
einen nichsten Kunden bedienen zu konnen. Also ist auch die 6. Behauptung
richtig.
Im Falle einer Drohnen-Operation mit Startzeitpunkt z und Endzeitpunkt y,
wobei x < kB + k < y gilt, kénnen wegen der sechsten Behauptung im Zeitin-
tervall [(k —1)B+ (k — 1), kB + k] keine drei Drohnen-Operationen stattfinden.
Im Zeitintervall [kB 4+ k, (k+1)B + (k+1)] kann die Drohne frithestens ab dem
Ort

Z = min Ek)

ie{l,...,.3m}

erneut gestartet werden. Die Zeitspanne, die zwischen dem Besuch des LKWs
bei p§" und z liegt, entspricht einer Drohnen-Operation. Es wurde nachgewiesen,
dass maximal drei Drohnen-Operationen im Zeitintervall [kB+k, (k+1)B+(k+
1)] moglich sind (6. Behauptung). Also sind nur noch zwei Drohnen-Operationen
moglich, falls die Drohne nicht bei pf"* gestartet wurde. Somit folgt auch die 7.
Behauptung.
Sei eine zuldssige Losung einer 3-Partition-Instanz I gegeben mit den Mengen
Ay, .oy Ay und @R (1), F(2), ¢©*(3) € Ay. Wegen der 4. Behauptung ist es der
Drohne moglich, innerhalb des Zeitintervalls [kB + k, (k + 1)B + (k + 1)] die
Kunden pgk(1y; Dok (2), Pk (3) zu bedienen.
Es sei nun eine zuléssige Losung einer Line-TSPwD-Instanz ¥(I) gegeben. Dann
existieren m Zeitintervalle [kB+k, (k+1)B+ (k+1)], wobei k € {0,...,m—1}
gilt. Die Drohne bedient alle Kunden p; mit ¢ € {1,...,3m}. Sei

D := {p;*|k € {1, ..., m} und Drohne trifft an diesem Ort nicht auf den LKW}.

Unter der Voraussetzung, dass |D| > 1 ist, folgt aus der 7. Behauptung,
dass mindestens |D| + 1 Intervalle existieren, in denen maximal zwei Drohnen-
Operationen durchgefithrt werden konnen. In den iibrigen Intervallen werden
maximal 3 Drohnen-Operationen durchgefiihrt (Behauptung 5). Insgesamt gibt
es m Intervalle. Daher ist die maximale Anzahl an Drohnen-Operationen

3(m—(|D|4+1))+|D|+2(|D|+1) =3m—3|D|-3+|D|+2|D|+2=3m—1.

Jedoch sind 3m viele Kunden durch die Drohne zu bedienen. Somit miissen sich
Drohne und LKW fiir alle k € {1, ..., m} bei p§"* begegnen. Innerhalb jedes dieser
Zeitintervalle miissen demnach drei Drohnen-Operationen durchgefithrt werden.
Um dies zu gewéhrleisten, muss fiir jedes Zeitintervall [kB+k, (k+1)B+(k+1)],
in dem die Kunden pgr (1), Dok (2)s Por(3) durch die Drohne bedient werden, die
Ungleichung

hgk(l) + hgk’(z) + hak(3) <B
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erfillt sein (4. Behauptung). Insgesamt folgt nun die Aussage

Vk € {1,,m} : hak(l) + ho”“(2) —+ ha‘"(d) = B

wegen Y h; = mB und der Tatsache, dass es genau m Zeitintervalle gibt. Somit
ist auch I zuldssig. O

Satz 4.9.5. Das Line-TSPwD mit diskreten Begegnungs- und Trennungsorten
ohne Zeitfenster mit dem Ziel der Minimierung von max{t;} ist N'P-schwer im
strengen Sinne.

Beweis. Es wird auf den Beweis von 4.9.4 verwiesen. Zusétzlich werden noch
zwel Kunden

T
D T D v
Piast = mB +m und pi, = 2pjas (’UT _ 1)

hinzugefiigt, wobei pl , nur durch den LKW bedient werden kann. Ferner sei

der Schwellwert in U(I) gleich mB + m + wﬂ;}"i{ﬁ;s“. Dann fahrt der LKW
strikt von p;« zu plq;st, da plq;st <0=p7'gm gilt.

Wird die Drohne zum Zeitpunkt 0 sofort gestartet, um den Kunden pP , zu
bedienen, so konnte sie erst nach p;'; ., aufgelesen werden.:

D en
Plast — meer
'UD

Plast = (mB +m) vT
vD

=mB+m — (mB+m)vl +mB+m—0
= (2—v") (mB+m) >mB+m.

+

Danach gibt es nur noch einen Kundenort, an dem die Drohne gestartet oder
abgeholt werden kann. Dies kann nicht zu einer Ja-Antwort fithren. Daher muss
pgst als letzter Kunde durch die Drohne bedient werden. Wird sie bei p§'z .,
gestartet, so erreicht sie zum Schwellwert Kunde pﬁst.

Korollar 4.9.6. Das Drohnen Scheduling Problem fiir eine gegebene LK W-
Route (DSP) mit einer Drohne (Boysen et al., 2018) ist fir die Minkowski-
Distanz mit 1 < p < oo N'P-schwer im strengen Sinne.

Beweis. Analog zu 4.9.4. O

(Tang et al., 2019) bezieht sich auf das TSP-D in (Agatz et al., 2018), wobei
dort die Kunden Knoten auf einem Graphen sind und die Kantengewichte die
Dreiecksungleichung erfiillen. In (Agatz et al., 2018) ist es erlaubt, einen LKW-
Kunden mehrmals zu besuchen, auch wenn dieser schon bedient wurde, um dort
die Drohne zu starten. Dies wird auch in der vorliegenden Arbeit so gechandhabt.
In (Tang et al., 2019) ist dies jedoch ausgeschlossen. Der CP-Ansatz erlaubt ein
Auflesen oder Starten nur, wenn der LKW-Kunde zu diesem Zeitpunkt auch be-
dient wird. Dies ist analog zum FSTSP (Murray & Chu, 2015). Dartiber hinaus
wird in (Tang et al., 2019) eine Metrik zwischen den Knoten vorausgesetzt. Dies
bedeutet, dass ein Ort (Kunde/Knoten) nur einmal bedient werden kann. An
einem Ort kann es nicht zwei verschiedene Kunden geben, da fiir eine Metrik d
auf einer Menge X die Aquivalenz d(z,y) = 0 < z = y gilt.
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Korollar 4.9.7. Das Line-TSPwD mit diskreten Begegnungs- und Trennungs-
orten, wobei der LKW wieder zum Startort zuriickkehren muss, sowie das Drone
Routing Subproblem (DRS) (Tang et al., 2019), das FSTSP (Murray & Chu,
2015) und das TSP-D (Agatz et al., 2018), wobei sich die Kunden auf einer
Linie befinden, sind fiir die Minkowski-Distanz mit 1 < p < oo N'P-schwer im
strengen Sinne.

Beweis. Der Beweis erfolgt grundsétzlich analog zum Beweis von Satz 4.9.4.
Allerdings ist zu beriicksichtigen, dass der LKW bei einem Depot startet und
auch dort endet. Dariiber hinaus ist die LKW-Tour beim DRS fest vorgegeben
sowie im Line-TSPwD erzwungen, weshalb einige Modifikationen erforderlich
sind. Es werden zusétzlich zu ¥ (I) im Beweis von 4.9.4 vier Kunden hinzugefugt,
von denen zwei durch die Drohne bedient werden. Die feste bzw. erzwungene

LKW-Tour ist

iy (mB +m)vT —ovT -t if0<t <3(mB+m) (4.51)
B vl -t —5(mB+m)vT  if t > 3(mB + m). .
Die Orte der vier zusétzlichen Kunden sind
pPRS _ _9(mB 4+ m) + 1 —2’UT pDRS _ (mB +m) (P —|2— o) 4P —oT
PP = —2(mB + m)o” PP = o,

wobei p3DRS und pPf¥ durch den LKW bedient werden miissen. Die Ent-
scheidungsfrage lautet ,Gibt es eine zuldssige Losung, deren Zielfunktionswert
6(mB + m) nicht tubersteigt?“. Wenn die Riickkehr der Drohne und des LKWs
zum Startkunden gefordert wird, nachdem alle Kunden bedient wurden, wird
die in (4.51) angegebene Tour erzwungen, da

pi» — pP TS (mB + m)vT +2(mB + m)vT
2|\ ——F— ) =2 7
v v

) = 6(mB +m).

gilt. Im Folgenden werden alle Kunden aus der Reduktion des Beweises von
Satz 4.9.4 iibernommen. Fiir eine zuldssige Losung von W(I) gelten folgende
Behauptungen

1. Die Drohne muss spétestens zum Zeitpunkt mB + m starten, um den
Kunden pP %% zu bedienen, damit sie zum Zeitpunkt 5(mB+m)—1 erneut
starten kann. Durch einen fritheren Start kann die Drohne jedoch nicht

frither erneut gestartet werden.

2. Die Drohne muss spéatestens zum Zeitpunkt mB + m + 1 starten, um den
Kunden pPf% zu bedienen, damit sie zum Zeitpunkt 5(mB + m) erneut
starten kann. Durch einen fritheren Start kann die Drohne jedoch nicht

frither erneut gestartet werden.

3. Die Drohne muss im Intervall [0, mB + m + 1] starten, um den Kunden
pPRS zu bedienen.

4. Die Drohne wird zum Zeitpunkt 0 oder 5(mB + m) — 1 gestartet, um den

Kunden pP?% zu bedienen. Wenn die Drohne zum Zeitpunkt 0 startet,
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kann sie zum Zeitpunkt mB + m + 1 erneut starten. Findet der Start
zum Zeitpunkt 5(mB 4 m) — 1 statt, so kann die Drohne zum Zeitpunkt
6(mB + m) wieder aufgelesen werden.

Der Kunde pPES ist bereits bei einem Start zum Zeitpunkt 0 ein Wendekunde,

d.h. es gilt 0 € To(pPRS). Aus Lemma 4.4.4 folgt, dass der Begegnungszeitpunkt
von Drohne und LKW nach dem Zeitpunkt 3(mB + m) liegt.

5 2(mB +m) — % + (mB +m)vT
T 40P

4(mB +m) + 2vT (mB + m) 12T

vl +1 2(vT 4+ 1)
AmB+m)+ APt 1 o7
oD

12m* - B*- (4(mB +m)) + 2(mB + m) 1—of

12m4- B4 +1 20T + 1)
12m? - B* 1 _ 12 1

2713 2
96 — 13
> 55 (mB +m) > 3(mB+m)

Da lediglich zwei Kunden zwischen mB + m und 5(mB + m) besucht werden,
nimlich der Kunde p2#% zum Zeitpunkt 3(mB + m) und der Kunde p?%5 zu
den Zeitpunkten mB+m+1 und 5(mB+m)—1, kann die Drohne frithestens zum
Zeitpunkt 5(mB + m) — 1 vom LKW aufgelesen werden. Wird die Drohne zum
Zeitpunkt mB + m gestartet, um den Kunden pP%#% zu bedienen, so begegnen
sich Drohne und LKW genau zum Zeitpunkt

2 (2(mB +m)— # —2(mB + m)vT)

t;n{)Rs: oD — oT +mB+m
4(mB D _ Ty — (1 — o7
= (m +m)(vD UT) (1-v )+mB+m:5(mB+m)—l.
vl —w

Analog begegnen sich Drohne und LKW zum Zeitpunkt 5(mB + m), falls die
Drohne zum Zeitpunkt mB + m + 1 gestartet ist. Durch ein friitheres Starten
kann die Drohne nicht frither aufgelesen werden. Somit folgen Behauptung 1
und 2.

Wird die Drohne erst ab dem Zeitpunkt 5(mB + m) — 1 gestartet, so wird sie
wegen der Symmetrie nach 6(mB + m) abgeholt. Also gibt es keine Losung,
deren Zielfunktionswert 6(mB 4 m) nicht iiberschreitet. Also muss die Drohne
im Intervall [0, mB + m] gestartet werden, um den Kunden pP%S zu bedienen.
Damit gilt Behauptung 3.

Im Folgenden wird gepriift, zu welchen Zeiten die Drohne gestartet werden
kann, um den Kunden p?®% zu bedienen. Wird die Drohne vor mB + m + 1
gestartet, muss sie spitestens zum Zeitpunkt mB 4+ m + 1 am LKW sein, da
zu diesem Zeitpunkt die Drohne wieder fiir den Kunden pPf% benotigt wird.

Es wird sich zeigen, dass dies ausschlielich fiir den Zeitpunkt 0 moglich ist.
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Abbildung 4.18: Losung einer Instanz nach Reduktion

Wegen Lemma 4.4.16 ist der fritheste Begegnungszeitpunkt von Drohne und
LKW gleich

(<mB+m><vD;vT>+vD—vT) — (mB+ m)vT

2 — =

(mB +m)(w? +v7) + 0P — o7 — 20T (mB+m)  (mB+m)@w? —o7) 1
(P = o) e

=mB+m+1.

Fiir den Drohneneinsatz, bei dem der Kunde p2#* bedient wird, bleiben nur die
Zeitintervalle [0, mB +m+1] oder [5(mB+m) —1,6(mB+m)]. Somit folgt Be-
hauptung 4. Die iibrigen Kunden werden von der Drohne in den Zeitintervallen
[0,mB + m] oder [5(mB + m),6(mB + m)] bedient. Diese enthalten exakt die
gleichen Begegnungs- und Trennorte wie im Beweis von Lemma 4.9.4. Fiir den
weiteren Beweis kann auf die Reduktion in Satz 4.9.4 verwiesen werden. O

Es stellt sich die Frage, ob moglicherweise die Transformationen aus (Boysen et
al., 2018) oder (Tang et al., 2019) ausreichen, um die AN'P-Schwere im strengen
Sinne fiir die Minkowski-Norm fiir ein beliebiges p zu zeigen. Es wird nun gezeigt
dass dies nicht unmittelbar moglich ist.

Satz 4.9.8. Die pseudopolynomiellen Transformationen in (Tang et al., 2019)
und (Boysen et al., 2018) lassen sich nicht auf R* und R? mit der Minkowski-
Distanz tbertragen.
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Beweis. Hier wird gezeigt, dass sich die gegebenen Graphen nicht in R™ fiir
n € {1,2} mit der Minkowski-Distanz einbetten lassen. Die Frage, ob solch eine
Einbettung existiert wird auch als Distance Geometry Problem bezeichnet (sie-
he (Lavor, Liberti, Lodwick & Mendonga da Costa, 2017)).

Zunéchst wird gezeigt, dass solch eine Einbettung fiir (Boysen et al., 2018) nicht
funktioniert. Die Fahrzeit des LKWs von einem Kunden zum néchsten ist 0. Das
bedeutet, dass im R™ die Menge der Orte, die der LKW besucht, einelementig
wére und der LKW sich nicht bewegt. Daher kann sich die Entfernung zwischen
dem LKW und den Kunden, die von der Drohne besucht werden, nicht &ndern.
In jeder Reihenfolge der von der Drohne besuchten Kunden wird derselbe Ziel-
funktionswert erreicht.

In (Tang et al., 2019) wird eine 3-Partition Instanz durch eine pseudopolyno-
mielle Transformation ¥ in eine DRS Instanz iiberfiihrt. Sei eine 3-Partition
Instanz I mit den Parametern B, m, h; € N mit B/4 < h; < B/2 fir alle
i € {1,...,3m} sowie Eie{l,...,Sm} h; = mB gegeben. Dann gibt es mB + m
LKW-Stopps in ¥(I). Dem LKW wird die Tour k; — k;41 mit Startort ky
und Zielort ky,54+m = k1 mit den Stopps k; mit i € {1,...,mB + m} zugewie-
sen, wobei alle k; verschieden sind, bis auf den Start- und Endort (Depot). Die
Fahrzeit des LKW von k; — k; 1 betragt 1/2m, wenn i von B + 1 geteilt wird
und sonst ist die Fahrzeit 1. Auflerdem muss die Drohne 4m Kunden cq, ..., ¢4,
bedienen, wobei die Reisezeit der Drohne von jedem Stopp des LKW zu ¢; mit
1 < 3m genau h;/2 betrigt. Die Reisezeiten fiir den Hin- und Riickweg sind stets
identisch. Die Reisezeit der Drohne nach ¢; mit ¢ > 3m betréagt fiir die Haltestel-
len k;_3m+1 und k;_sp,42 jeweils genau 1/4m und fir alle tibrigen Haltestellen
genau eine Zeiteinheit. Da alle vom LKW angefahrenen Orte den gleichen Ab-
stand von ¢; mit ¢ < 3m haben, miissen kq, ..., Ky B+m in der Schnittmenge der
jeweiligen Kreise liegen.

In R! ist fiir jedes p die Minkowski-Distanz gleich dem Absolutbetrag. In die-
sem Fall ist die Schnittmenge zweier verschiedener Kreise hochstens 1-elementig.
Gegeben seien zwei Kreise mit unterschiedlichen positiven Radien r; # o und
Mittelpunkten ¢y, co. Mit

S'={zeR||z—c|=r1}und > ={z €R| [z — 2| =19y

ist S1NS% = {c; —ri,e1 + 71} N {ea — 2,2 + 72} Angenommen es wire
|S1 N S?| =2, dann gilt

[([cr—ri=ca—roAcr+ri=catra)V(icn—ri=cot+raAci+r=ce—ra)]
/\(Tl 75’)"2)/\(7‘1,7“2 ZO)

Dies ist dquivalent zu
[(7‘1 =T2 A Cc1 = Cg) V (Tl = —T9 A\ C1 = Cz)] A (7‘1 75 7’2) N (7“1,7‘2 Z 0) (452)

Die Aussage (4.52) ist offensichtlich falsch. Somit enthélt der Schnitt zweier un-
terschiedlicher Kreise im R! mit der Minkowski-Distanz maximal ein Element.
Also gibt es bei der LKW-Tour nur einen Stopp. Jedoch sind B(m + 1) verschie-
dene Stopps notwendig.

Im Falle der Minkowski-Distanz mit 2 < p < oo in R? kann die Schnittmenge
maximal 2 Elemente enthalten ((Poodiack & Wood, 2022), Theorem 18.2). Dies
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Abbildung 4.19: Zwei Kreise mit Mittelpunkten m; = (13,20), ms = (5,6) und
Radien r1 = 12,7y = 17 beziiglich der Minkowski-Distanz mit p = 5.

wird in Abbildung 4.19 beispielhaft illustriert. Fiir den Fall, dass p ¢ {1,2, 0o},
gilt sogar, dass fiir rationale Mittelpunkte und rationale Radien maximal nur
ein rationaler Schnittpunkt existiert. Dies folgt unmittelbar aus dem Grofien
Satz von Fermat (Wiles, 1995). Benétigt werden aber B(m + 1) verschiedene
Orte.

Betrachtet wird nun wieder die Ebene R? mit der Minkowski-Distanz fiir p = 1
(fiir p = oo gilt das Folgende analog). Im Gegensatz zu 1 < p < oo kann die
Schnittmenge mehrerer unterschiedlicher Kreise unendlich viele Elemente ent-
halten. Dies lasst sich an Abbildung 4.20 erkennen. Ein Kreis mit Mittelpunkt
(a,b) und Radius r hat die folgende Struktur

S={@yllr—al+]y-bl|=r}
={(z,y)ly=—-z+a+b+rAz€la,a+r|}
U{z,y)ly=xz—a+b+rAz€la—ra|}
U{(z,9)ly=x—a+b—rAzx€la,a+r]}
U{(z,y)ly=—z+a+b—rAzecla—ral}.

Fiir zwei verschiedene Kreise S! und S? gilt |S' N S?| € {0,1,2,c}. Oben
wurde gezeigt, dass mindestens 3 verschiedene Stopps fiir den LKW notwendig
sind. Damit dies moglich ist, hat die Schnittmenge der Kreise die Struktur

A={(z,9)|ly=x+cAhz€le f]} oder B:={(z,y)ly=—x+cAx€Ele f]}
Fir zwei Elemente (a1,b1), (a2, bs) aus A ist die Distanz
d((al, bl), (CLQ, bg)) = |a1 —CLQ| + ‘bl —b2| = ‘a1 —a2| + |CI,1 +c—as9 —C| = 2‘&1 —Cl2|.

Somit gilt fiir 3 Elemente (aq,b1), (ag,b2), (as, b3) aus A mit a1 > as > as, dass

d((a1,b1), (a3, b3)) = d((a1,b1), (az,b2)) + d((az, b2), (a3, b3))
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Abbildung 4.20: Schnittmenge dreier Kreise in R? beziiglich der 1-Norm

ist. Seien also 3 Stopps des LKWs gegeben durch k1 = (z1,91),k2 =

(x2,92), k3 = (x3,y3) mit d((z1,91), (¥2,92)) = d((z1,91), (23,y3)) = 1 und
d((z2,y2), (z3,y3)) = 1/2m. Dann gilt

X1 > a9 >3 1=d(ki,k3) =d(ki, ka) + d(ke, k3) =14 (1/2m)
xe > x1 > x5 1/2m = d(ke, k3) = d(ke, k1) + d(k1,k3) =1+1
x3>x1 > a0 1/2m =d(ks, ka) = d(ks, k1) +d(k1,k2) =1+1
x3 > x9 > 1 1 =d(ks, k1) = d(ks, k2) + d(ka, k1) = (1/2m) + 1
x> a3 >x9:  1=d(ki, ko) =d(ki, k3) + d(ks, k) =14 (1/2m)
X9 >wg > a1 1 =d(ke, k1) =d(ka,ks) +d(ks, k1) = (1/2m) + 1

Somit kann es keine 3 Stopps fiir den LKW geben, welche die Distanzen von
(Tang et al., 2019) erfiillen. O

Anmerkung 4.9.9. Die pseudopolynomielle Transformation in (Tang et al.,
2019) fiir p € {1, 00} im R? funktioniert mit einigen Anpassungen. Wird fiir den
LKW die Metrik mit p € {1, 00} und fiir die Drohne die Metrik mit p & {1, 00}
vorausgesetzt, so gilt weiterhin, dass solch eine Einbettung nicht moglich ist. Ein
solches Vorliegen zweier verschiedener Metriken ist nicht unrealistisch, da die
Drohne nicht an das Stralennetzwerk gebunden ist, jedoch aber der LKW. Nun
wird eine pseudopolynomielle Transformation bereitgestellt, die die Idee aus
(Tang et al., 2019) widerspiegelt und im R? beziiglich der 1-Norm eingebettet
ist. Sei eine 3-Partition Instanz I mit ganzzahligen Parametern B > 3, m >
0 und h; mit % < h; < g fir alle i € {1,...,3m} gegeben. Aulerdem gilt
2ie{1,... 3my i = Bm. Mit ¥(I) wird die folgende DRS Instanz bezeichnet:

v =1 WP =16(m+1)
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d(aG, a7) = d(a7, as) =1

(O,B(T:l +1) =ap 0
: . . ) . \\.a7
e 0 \ a8
. . 1 O\ .
‘. d(ag, as) =Tem+ D) (O

.
® Am(B+1)-1

Abbildung 4.21: Kunden der DRS Instanz ¥(I) mit m = 3 und B = 8, die der
LKW bedient

"o (;— 16?E;T(Lnti)1;1 LBLJ Bln )5+ 16(‘5;7:31;1 {BilD

i€ {0,...,m(B+1)—1}

bj = (4hj(m + 1), B(m+ 1) + 4hj(m + 1)) j €{0,...,3m}
(1 kK(B+1) 16(m+1)—1 1
S’“_<4+ 2 32(m+1) k+128(m+1)’
1 k(B+1) 16(m+1)—1 1
Blm+1)+71-7= 32(m + 1) 128(m+1))

ke {0,...,m— 2}
16(m+1) -1 m+m(B+1) —2
64(m + 1) ( 4 ’
m 16(m+1)—1( _1)_m(B+1)).

c:<4(m+1)mB— m—1)+

4mB + B N+ —+————
(4mB + B)(m + )+4+ 61(m + 1) m 1
Hierbei dient ag als Depot. Die LKW-Tour ist

((lo, A1,Q42, ooy Aj—15 Ay Ajq 1y +-ny am(3+1)_1, (10) .

Die Entscheidungsfrage lautet ,Gibt es eine Lésung mit Zielfunktionswert
¢, sodass ¢ < 2mB + 126((721 _Jrll)) erfillt ist?“. Die genauen Positionen der
LKW-Kunden sind Abbildung 4.21 zu entnehmen. Zunéachst wird gezeigt, dass

die folgenden Gleichungen und Ungleichungen gelten:
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1 .
d(a;,a;_1) = ) ie{l,..mB+1) -1} (4.53)
Ai=0 mod (B+1)
d(ai,ai,l) =1 1€ {1, ,m(B + 1) — 1} (4 54)
ANi#0 mod (B+1) '
d(a,-,bj) = 8h](m+ 1) 1€ {O, ,m(B + 1) - 1}, (4 55)
jed{l,..,3m} '
1
d(sk, k1) (B41)-1) = 5 ke{0,...,m—2} (4.56)
1
d(Sk,a(k+1)(B+1)) = 5 ke {0, e, m — 2} (4.57)
1
d(sk,al) > 5 ke {0, vy — 2},l € Ay (458)
-1
d(c,a;) = 8(m + 1)mB + mT i €{0,..,m(B+1)—1} (4.59)

mit Ay = {0,..mB+1) -1} \ {(k+1)(B+1),(k+1)(B+1)—1}. Nun
wird die Aussage (4.53) bewiesen. Sei ¢ = k(B + 1). Dann ist

i 16(m+1)—1, (i—1) 16(m+1)—1
d(ai, ai1) = (2 T TRmaD T 2 T 3m ) (k- 1))
(i—1) 16(m+1)—1 i 16(m+1)—1
+ (_ 2 32(m +1) (k—1) 2 32(m+1) )

16m+1)—1 1 16m+1)—1 1

32(m+1) 2 32(m+1)  16(m+1)

1
T2

Sei nun i = k(B + 1) + ! mit [ € [1, ..., B]. Dann ist

(i 16m+1) -1, (i—1) 16(m+1)—1
d(a;,a;—1) = (2 O 32(m+1) 2 - 32(m+1) )
<(i—1) 16(m +1) — 1 i16<m+1>—1)1
5 32(m + 1) 2 32(m+1) )

Somit gilt auch (4.54). Seien ¢ = k(B+1)+Imit ! € [0,..., B und j € {1,...,3m}
gegeben. Dann ist
B i 16(m+1)—1
d(az,b]) = (4hj(m+ 1) — 5 + W >
i 16(m+1)—1
4h,; 1)+ B 1)- B N+-————
+( jm+1)+ B(m+1) (m+ )+2 32(m + 1) >

=8h;(m +1).
Somit folgt (4.55). Seien

% a 16?572727;?1; 1 {B : 1J

a;(x) =
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B i 16(m4+1)—1] i
1 k(B+1) 16(m+1)—1 1
su(2) = g+ =5 = 32(m + 1) T 8m T 1)
. 1 KB+1) 16(m+1)—1 1
se(y) = Bm+1) - -+ —— 32m+1)  128(m+1)

Jetzt werden folgende Aussagen fiir i = (k + 1)(B + 1) — 1 bewiesen:
ait1(x) <sk(2) < aito (4.60)
ai(y) <su(y) < ai—1(y). (4.61)

Die Positionen von a;_1,a;, ait1,a;+2 und s im R? sind der Abbildung 4.22 zu
entnehmen. Es gilt

on(2) — o, (x)_1+3_16(m+1)—1k+ 1 i+l
b YT T2 T 32(m 1) 128(m+1) 2
16(m+1) — 1 1 3
T k) =-————— >0
Bmr) CTYT 1T e
i+2 16(m+1)—1 1 i 16(m+1)—1
; - = - k+l)—-— 4T
a2 (@) = sn(@) == pmen VI3 Tt
_
128(m + 1)
4 128(m+1) T

womit (4.60) folgt. (4.61) ergibt sich aus

1 i 16(m+1)—1 1
se(y) —aily) =Bm+ 1)+ 4 = o+ = 1 F ~ st 1)
1 16(m+1)—1, 1 1
(m+ D+ 3 = =m0 4 128(m+1)
i—1 16(m+1)—1 1
1) — —B(m+1) — k—B(m+1)— -
i) = 5u(9) =Blm-+ 1) = 5+ e B+ 1) - g
i 16(m+1)—1 1 1 1
z k -4y -
T Tty " smay 4 128m )
>0.

Sei nun ¢ = (k+1)(B + 1) — 1. Dann ist

(1 i 16(m+1)—1 1 i 16(m+1)—1
d(sk,a;) = (4 5 32(m + 1) k+ 128(m+1) 2 + 32(m + 1)
1 i 16(m+1)—1 1

+<B<m+1)+4 2 32(m+1) © 128(m+1)
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\O Ai+1

\ Ai+2

Abbildung 4.22: Positionen der LKW-Kunden a;_1, a;, aj+1, @i+ mit i = (k +
1)(B+1) — 1 sowie die Position des Drohnen-Kunden sj. Die grau gekennzeich-
nete Menge entspricht der Sphihre mit Mittelpunkt s und Radius %

i 16m+1)—1\ 1
B<m“>+zgz<m+1>)2

und

1 i 16(m-+1)—1 1
sk, aisn) =( = + & —
sk, @it1) (4 T T Rmry T 128(m

+1)
(i+1) 16(m+1)—1 1
T2 T T Rm (kH) ( (m+1)+7

(i+1) 16(m+1)—1 1
T2 2mt1l) ¢ sy 2t
(i+1) 16(m+1)—1 1
2 32(m+1) (k+ 1)> 2

Es gelten also die Distanzen (4.56) und (4.57). Sei j <i= (k+1)(B+1) — 1.

Es gilt 1_33111 —1=k.

(10 16(m41) — L
d(s’“’%)_<4+2 32(m + 1) 128(m+1) 2

Lt
+16?E7272$+1 {BJrlJ) (mH 2
I

16(m+1

32(m + 1) {B +1

_16(m+1) -1 N >
32(m + 1) 128(m 1)

=(i—j)+ 64(rrj+ " 161(2‘?7:31; : QBilJ _k>

o 1 16(m+1)—1 /[ j i+1
>(i — S R |
2=+ G T T l6m D (B+1 B+1+)

1 )
B( H)—-+=
m+ 4+2
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Da B > 3 ist, gilt

2Bm+1)(2(i—j)—1)+B+1-96(m+1)+4GE—5)+1 >0

@2(ifj)B+(B+1+4(i—j)764(m+1)+4)m SB41
(B B+ 1443 —j)—64(m +1) +4

S2i=J) <B+ 1) 32(m+ D(B + 1) ~1
o 1 6m+1)—1(j—i 1

SOt gman T 6t (B+1B+1> 73

Somit ist

1 16(m—|—1)—1 J 141 1
> -1 ——+1 —.
d<5kaaj) —( )+64(m+1)+ 16(m+1) (B+1 B+1 + ) > 2

Sei nun j > ¢ mit ¢ = (k+ 1)(B + 1). Die Distanz zwischen s, und a; wird nun
abgeschétzt:

j 16(m+1) - L_i 16m+1)—1 1
d(sk,aj) 9 32(m+1) \\ J 4 § 32(m+1 _128(m+1)
1 ) m + ) 1
+<Bm+1 +——§+ 3(m 0 —128(m+1)—3(m+1)
j o 16(m+1)—1
ty - 32(m + 1) {B J)
. 16(m+1) 16(m+1) -1 1
> —1) - 16m+1 <B+1) 16(m+1) ~ 64(m+1)
. 16(m+1 1+1 1
=0+ 16m+1 <B+1 B+1) 64(m +1)
., 6(m+1)—1(i—j—B 1
iy (q o 16m+1) 1 B(6(m+1) - 1) 1
== ( T 16(m + 1)(B+1)> S 16(m+1)(B+1)  64(m+1)

o [(64m+1)(B+1)—64(m+1) -4
=9 < 64(m + 1)(B + 1) )
B(64(m+1)—4)+ B +1
 6Am+ 1) (B+1)

Fiir B > 3 gilt

32(m+1)B+3B—-9—-32(m+1) >0
©128(m+1)B —8 —96(m +1)B+4B —B—1-32(m+1) > 0.

Da j —i > 2 erfiillt ist, gilt

128(m+1)B —8 — 96(m + 1)B + 4B — B — 1 — 32(m + 1)
< (j—i)(64(m+1)B—4) — B(96(m+1) —4) — B—1—32(m +1).
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Somit ist

(j —i)(64(m +1)B —4) — B(96(m +1) —4) — B—1—32(m+1) > 0
& —i)(64(m+1)(B+1) —64(m +1) —4) — B(64(m +1) —4) — B — 1

> 32(m + 1)(B + 1)
. 64(m+1)(B+1) —64(m+1) -4\ B(64(m+1) —4) + B+1
M"”( 64(m + )(B+ 1) )_ 64(m + (B + 1)

>1
3"

Insgesamt folgt

DN | =

d(sk,aj) >

und somit (4.58).

Nun wird gezeigt, dass der Abstand zwischen ¢ und a; fir alle

i1 €{0,...,m(B+1)—1} genau 16(m+1)mB+m—1ist. Sei dazu i = k(B+1)+1
mit [ < B 4+ 1. Dann ist

d(c,a;) =4(m+1)m3—m(m_m+m+m(i+ 1) —2
QMk+((4mB+B)(m+1)+T
16(m+1)—1 1 ;
W(m—1)—zm(B+1)—B(m_~_1)+5
16(m+1) —1
s t)
:8(m+1)mB+2Tm—§:8(m+l)mB+L_l

Somit gilt auch (4.59).
Mit (4.53) und (4.54) ldsst sich nun eine untere Schranke US(LKW) fiir die
Reisezeit des LKW ermitteln:

US(LKW) =mB + m +d(ao, Gm(B41)-1)
B (m—1) (mB+1)—1 16(m+1)—1
_mB+16(m+1)+( 2 " amr) _1)_0>
+ (B(m+1)—B(m+1)+m(B+21)_1

B 16(m+1)1(m1))

32(m+1)
_ (m—1) 16(m+1) — 1
—mB-Fm—Fm(B—Fl)—l—W(m—l)
=2mB + 2(m —1)
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Diese Schranke wird genau dann erreicht, wenn der LKW ohne Pausen seine
Kunden nacheinander bedient. Nun wird eine untere Schranke US(DR) fiir die
Reisezeit der Drohne bestimmt:

3m

2 2 -1 2 -1
j=1

_16mB(m +1) (m—1) 2 m—1
T 16(m+1) " 16(m+1)  16(m+ 1) (8(m FhmB+ =5 )
o m-1) (m-1) _ 2m — 1)

=Bt mr ) TP By - P e )

Diese Schranke wird genau dann erreicht, wenn die Drohne ohne Wartezeiten
alle ihre Kunden bedient und sie bei a(x41)(B+1)—1 gestartet wird, um s; zu
bedienen. Dies muss fiir alle k € {0, ...,m — 2} erfiillt sein.

Sei eine 3-Partition-Instanz I gegeben, sodass es m viele disjunkte Teilmen-
gen Ag, Ao,y A gibt mit A = {hUz(l)’h01(2)7hUz(3)} - {hl,...,hgm} und
ho,1y + hoy2) + hoy3y = B fiir alle I € {0,..,m — 1}. Da US(LKW) =
US(DR) =2mB + 126((”:” 111)) fiir U(I) gilt, muss der LKW ohne Pausen nachein-
ander seine Kunden bedienen. Die Drohne muss jeweils bei a1 1)(p4+1)—1 fiir alle
k € {0,...,m — 2} gestartet werden. Wird sie bei a;(p41) gestartet, um nachein-
ander by, (1), by (2), bo, (3) 2u bedienen, so bedient sie zunédchst Kunde by, (1) zum
Zeitpunkt

d(ayB11),b0,1)) _8hoyy(m+1)  hoy1)
oD 16(m + 1) 2

Die gleiche Zeit wird bendtigt, um zuriick zu einem der Kunden zu fliegen, der
durch den LKW bedient wird. Daher begegnen sich Drohne und LKW ohne
Wartezeiten bei QU(B+1)+hy 1) Nachdem die Drohne by, (1), bs,(2), bo,(3) bedient
hat, begegnen sich Drohne und LKW ohne Wartezeiten bei

A(B+1)+ho, 1) +hoy2)the 3 — UW(B+1)+B = H(B+1)+(B+1)-1 = A(I+1)(B+1)-1-

Die LKW-Tour und die Drohnen-Tour ist Abbildung 4.23 zu entnehmen. Nach-
dem die Drohne die Kunden b; fiir alle j € {1,...,3m} und die Kunden s
fir alle k& € {0,...,m — 2} bedient hat, begegnet sie dem LKW zum Zeitpunkt

(m=D_ | mB am Ort an,(B + 1) — 1. AnschlieBend bedient die Drohne den

16(m+1)

126((77” ;11)) + 2mB begegnet siec dem LKW am Ort aq.
Diese Losung fiihrt zu einer Ja-Antwort.

Sei nun eine 3-Partition-Instanz I gegeben, wobei ¥(I) mit Ja beantwortet wird.
Dies bedeutet, dass der LKW ohne Unterbrechung seine Kunden bedient und
die Drohne ohne Unterbrechung ihre Kunden bedient. Ferner muss die Drohne
bei a(41)(B+1)—1 fiir alle k € {0,...,m — 2} gestartet werden, um s, zu bedie-
nen. Wird die Drohne bei a¢ gestartet, um Kunde ¢ zu bedienen, so kann sie
erst bei a,,(p41)—1 erneut gestartet werden. Ab diesem Punkt ist es ihr jedoch
nur noch moglich, einen Kunden zu bedienen, da der LKW ausschliefllich das
Depot ansteuert. Wird die Drohne bei a; mit i € {1,...,m(B+1)—1} gestartet,
so begegnen sich Drohne und LKW erst wieder am Depot ag. Folglich wird jede

Kunden c¢. Zum Zeitpunkt



4.9. KOMPLEXITAT DES DISKRETEN FALLS 129

mmm | KW-Tour

tm=  Drohnen-Tour

Abbildung 4.23: LKW-Tour und Drohnen-Tour fiir ein Zeitsegment der Léange
B =14 und h(rl(l) = 77h01(2) = 5,]?,0—1(3) = 2.

Lésung durch eine Losung dominiert, bei der die Drohne bei a,,(p4+1)—1 gestartet
wird, um den Kunden c¢ zu bedienen. Somit verbleibt fiir die iibrigen Kunden,
die durch die Drohne bedient werden, das Zeitintervall [0, mB + %] Dieses
setzt sich wiederum aus m Zeitintervallen der Lange B zusammen, die jeweils
getrennt sind, da die Drohne nach jedem k-ten Abschnitt Kunde s; bedienen

muss, um US(DR) als Reisezeit einhalten zu kénnen.



Kapitel 5

Abschluss und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde das Line-TSPTW um eine Drohne erweitert
und so das Line-TSPwD konstruiert. Zunéichst wurde das Line-TSPwD als MIP
modelliert und ein CP Ansatz vorgestellt. Im Hauptteil dieser Arbeit wurde
die Komplexitidt des Line-TSPwD in Abhéingigkeit verschiedener Bedingungen
untersucht. Zunédchst wurde der kontinuierliche Fall betrachtet. Dort wurde zwi-
schen den Verhéltnis der Drohnengeschwindigkeit zur Truckgeschwindigkeit und
dem Vorhandensein von Release Dates bzw. Deadlines unterschieden. Zum Ab-
schluss wurden die Ergebnisse noch auf den diskreten Fall iibertragen. Diese Er-
gebnisse lassen sich auf andere in der Literatur bekannte Probleme anwenden.
Es wurde gezeigt, dass das TSP-D (Agatz et al., 2018), das FSTSP(Murray &
Chu, 2015), das DRS (Tang et al., 2019) und das DSP (Boysen et al., 2018) N'P-
schwer im strengen Sinne sind, selbst wenn alle Kunden auf einer Linie liegen.
Das heifit, dass die Positionen der Kunden im R! liegen und die Minkowski-
Distanz fiir ein beliebiges 1 < p < oo verwendet wird.

Fiir den kontinuierlichen Fall, in dem keine Zeitfenster vorhanden sind und die
Drohne schneller ist als der LKW, ist noch offen, ob das Problem N P-schwer
im strengen Sinne ist oder ob ein pseudopolynomieller Algorithmus existiert,
der das Problem 16st.

Da die vorliegende Arbeit ein MIP und einen CP-Ansatz liefert, wiirde es sich
anbieten, die gegebenen Modelle miteinander zu vergleichen. Die Auswirkungen
verschiedener Instanzenstrukturen auf die Rechenzeit und den Zielfunktionswert
konnten z.B. durch Variation der Zeitfenstergrofle oder des Geschwindigkeits-
verhéltnisses getestet werden. Da nun der Komplexitédtsstatus fiir den diskreten
Fall geklart ist und sowohl ein polynomieller als auch ein pseudopolynomieller
Ansatz ausgeschlossen sind, ist die Konstruktion eines B&B-Verfahrens denk-
bar.

Eine weitere Moglichkeit wére auch, die Berticksichtigung anderer Zielfunktio-
nen, wie zum Beispiel die Minimierung der Gesamtwartezeiten der Kunden, also
entsprechend die Erweiterung des Line-TRP, oder die Minimierung von COs-
Emissionen als Ziel.
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