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Kurzdarstellung

Beim Bau von Segmentbriicken oder Tiirmen von Windenergieanlagen werden Betonfertigtei-
le haufig trocken gestolen und die Fugen mit einer Vorspannung iiberdriickt. Durch trockene
Reibung miissen die meist glatten Betonoberflichen auch Schubspannungen aus Querkraft und
Torsion iibertragen. Gleichzeitig ist es durchaus iiblich, dass im Grenzzustand der Tragfahigkeit
klaffende Fugen zugelassen werden. Bestehende Modelle zur Berechnung der Torsionstragfihig-
keit von Trockenfugen haben es bisher nicht geschaftt, eine stringente Losung zur Torsionstragfa-
higkeit in Kombination mit Biegung darzulegen. Zudem konzentrieren sich die vorherrschenden
Modelle ausschlieBlich auf den Reibwiderstand in der Fuge und lassen den Schubwiderstand der
angrenzenden Segmente unbeachtet.

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein neues Modell zur Ermittlung der Torsionstragfihigkeit von
Trockenfugen entwickelt. Es beruht auf der Theorie der Wolbkrafttorsion und berticksichtigt,
neben dem Reibwiderstand in der Fuge, auch den Schubwiderstand der angrenzenden Segmente.
Zur Verifikation werden Berechnungen mit der Finiten-Element-Methode sowie Versuche aus
der Literatur herangezogen. Anhand der Versuche und FE-Berechnungen werden die Grenzen
des Modells identifiziert. Ein Teil der Modellentwicklung und Verifikation wurde bereits in
[1, 2, 3] vorab veroffentlicht.

Abschlieffend wird ein Bemessungsmodell vorgestellt, mit dem Segmentfugen auf Normal-
kraft, Biegung und Torsion nachgewiesen werden konnen. Eine zusitzliche Beanspruchung durch
Querkraft wird zwar diskutiert, ist aber nicht Bestandteil dieser Arbeit. Um dennoch eine voll-
stindige Bemessungsgrundlage zu liefern, wird analog zum neuen Torsionsbemessungsmodell
zusitzlich ein Bemessungsmodell unter Normalkraft, Biegung und Querkraft vorgestellt. Ein
Anwendungsbeispiel zur Verwendung des Berechnungsmodells rundet die Arbeit ab.



Abstract

During the construction of segmental bridges or towers of wind turbines precast concrete elements
are often met dry, and the joints get prestressed. By dry friction the mostly smooth concrete
surfaces have to transfer shear stresses from lateral force and torsion. At the same time it is
quite common that gaping joints are allowed in the ultimate limit state. Existing models for
calculating the torsional load-bearing capacity of dry joints have not yet succeeded in presenting
a stringent solution for torsional load-bearing capacity in combination with bending. Moreover,
the prevailing models focus exclusively on the frictional resistance in the joint and disregard the
shear resistance of the adjacent segments.

In this thesis, a new model is developed to determine the torsional resistance of dry joints. It
is based on the theory of warping torsion and considers not only the frictional resistance in the
joint but also the shear resistance of the adjacent segments. For verification, calculations with
the finite element method as well as experiments obtained from the literature are employed. The
limitations of the model are identified by the basis of these experiments and FE calculations.
Some part of the model development and verification has already been published in [1, 2, 3] in
advance.

Finally, a design model to calculate segment joints under a combination of normal force,
bending and torsion is presented. An additional shear force is discussed but is not part of this
work. Nevertheless, in order to provide a complete basis, a design model under normal force,
bending and shear force is also presented in analogy to the torsion design model. An application
example for the use of the model completes the work.
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1 Einfihrung

1.1 Die Segmentbauweise

Bauwerke, die in Segmentbauweise errichtet werden, setzen sich aus einer Vielzahl vorgefer-
tigter Stahlbetonelemente, den sogenannten «Segmenten», zusammen. Die Segmente umfassen
idealerweise den gesamten Querschnitt des Bauwerks und sorgen nach dem Zusammenbau fiir
die Tragfdhigkeit. Eine Ortbetonerginzung ist nicht erforderlich. Zusammengehalten werden die
Segmente durch Spannglieder, die in der Regel extern gefiihrt sind. Die Segmentbauweise wird
hauptsichlich bei Tiirmen fiir besonders hohe onshore Windenergieanlagen und Segmentbriicken
verwendet, aber auch bei Funktiirmen oder anderen Turmbauwerken. Mitte der 1940er Jahre wur-
den die ersten Segmentbriicken entlang des Flusses Marne in Frankreich von Eugeéne Freyssinet,
einem Pionier des Spannbetons, errichtet [4]. In Deutschland stellt die Verwendung von Fertig-
teilen im Briickenbau grundsétzlich eine etablierte Bauweise dar. Bis auf wenige Ausnahmen
beschriankt man sich derzeit jedoch noch auf Triagerfertigteile mit Ortbetonergéinzung. Lang-
fristig ist aber davon auszugehen, dass sich auch in Deutschland die Segmentbriicke, aufgrund
ihrer kiirzeren Bauzeit, besonders bei Ersatzneubauten fiir bestehende Briicken, durchsetzen wird
[4]. Tirme fiir onshore Windenergieanlagen hingegen werden erst seit einigen Jahren in Seg-
mentbauweise erstellt. Trotz der vielen moglichen Turmbauweisen hat sich der Hybridturm fiir
Nabenhohen grofler 100 m als wirtschaftlichste Bauweise etabliert [5]. Das betrifft in Deutsch-
land mehr als die Hilfte der Anlagen [6]. Hierbei wird ein Stahlrohrturm auf einen Segmentturm
aus Stahlbetonfertigteilen aufgesetzt [5].

Segmentfugen werden bei Tiirmen fiir Windenergieanlagen und Segmentbriicken trocken oder
verklebt ausgefiihrt. Eine fugeniibergreifende Bewehrung oder Verschraubung kommt nicht zum
Einsatz. Wahrend im Briickenbau iiblicherweise Schubnocken im Fugenquerschnitt angeordnet
werden, sind die Fugen bei Windenergieanlagen meist eben. Ihre Tragfdahigkeit erhilt die Seg-
mentfuge aus der Anpresskraft und dem Reibbeiwert der kontaktierenden Oberflachen. Eine
Verklebung hat keine Kraftiibertragungs- sondern eine Dichtfunktion.

Der Vorteil segmentierter Bauten liegt in der grolen Vorfertigung und der damit einher-
gehenden schnellen Montage. Dadurch reduziert sich nicht nur die Bauzeit vor Ort, auch die
Baustelleneinrichtung benotigt weniger Platz im Vergleich zum Bau mit Ortbeton, und die Aus-
fiihrung ist unabhéngiger vom Wetter. Der groBere Transportaufwand der Fertigteile rechtfertigt
nur selten eine monolithische Bauweise. Ein weiterer, nicht zu unterschitzender Vorteil der
Segmentbauweise, ist der Riickbau einer Konstruktion. Dieser vollzieht sich ebenfalls deutlich
schneller, erzeugt weniger Emissionen in Form von Staub und erleichtert die Rezyklierung.

1.2 Turme fir Windenergieanlagen

Die erste Windenergieanlage (WEA) zur Stromgewinnung wurde 1885 von Poul La Cour, einem
dédnischen Professor einer Volkshochschule in Askov, errichtet, Abbildung 1.1. Die Firma Lykke-
gard erkannte das Potential der Experimentalanlage und errichtete bis 1908 bereits 72 weitere
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Anlagen mit einer Leistung von 10 kW bis 35 kW und einem Rotordurchmesser bis zu 20 m. Die-
se Tiirme der ersten Generation wurden als Stahlgittertiirme errichtet. Die Fachwerkkonstruktion
macht Stahlgittertiirme sehr effizient. IThr Materialverbrauch an Stahl ist nur etwa halb so grof3
wie bei Stahlrohrtiirmen, allerdings werden zur Montage viele Arbeitsstunden benétigt, weshalb
sie sich bis heute nur in Regionen mit niedrigen Lohnkosten etabliert haben. Die ersten Tiirme
aus Ortbeton wurden in den 1940er Jahren von der Firma F. L. Smidth errichtet, die ebenfalls die
WEA-Technik fiir sich entdeckte. Smidth baute Anlagen mit einer Leistung von 50 kW bis 70 kW
und einem Rotordurchmesser von 17,5 m bis 24 m, wobei einige Anlagen mit Stahlgittertiirmen,
die meisten jedoch mit Ortbetontiirmen, gebaut wurden. [5]

Seither werden WEA groBer, hoher und leistungsstiarker. So wurde 2019 eine Anlage mit einer
Leistung von 12 MW errichtet [7]. Gerade onshore werden dabei besonders hohe Anlagen ge-
baut, um stédrkere und stetigere Winde in hoheren Lagen zu erreichen. Mit einer Nabenhhe von
178 m ragt die derzeit hochste Anlage der Welt in Gaildorf bei Stuttgart in den Himmel [7]. Mit
zunehmender Nabenhohe wichst auch der Turmfufdurchmesser. Stahlrohrtiirme, die aus Ab-
schnitten von 20 m bis 30 m zusammengesetzt sind, konnen aufgrund von Briickendurchfahrten
nur bis zu einem Durchmesser von 4 m transportiert werden. Daher hat sich die Hybridbauweise
fiir besonders hohe Windenergieanlagen durchgesetzt. Wihrend es fiir Einzelanlagen meist wirt-
schaftlicher ist, den Betonschaft von Hybridtiirmen in Ortbeton zu errichten, riicken bei groferen
Stiickzahlen die Vorteile der Segmentbauweise in den Vordergrund.

Abbildung 1.1: Erste Windenergieanlage zur Stromgewinnung [5]
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1.3 Problemstellung und Motivation

Der klassische Fall des segmentierten Stahlbetonstabs mit Hohlquerschnitt, welcher im Inge-
nieurbau vor allem beim Bau von Windenergieanlagen und Segmentbriicken vorkommt, stellt
im Hinblick auf Torsion eine besondere Herausforderung dar. Briicken erfahren Torsion, wenn
Verkehrslasten einseitig den Briickenquerschnitt belasten, wiahrend Windenergieanlagen vorder-
griindig durch Windboen, die nur auf eine Hélfte des vom Rotor iiberstrichenen Durchmessers
wirken, Torsion erfahren. Da Torsion im Bauwesen praktisch immer durch eine exzentrisch
angreifende Kraft hervorgerufen wird, ist stets eine Kombination aus Biegung, Querkraft und
Torsion zu beriicksichtigen. Im Segmentbau miissen diese Einwirkungen iiber unbewehrte Fugen
iibertragen werden, welche allein durch die Normalkraft aus Vorspannung ihre Tragfihigkeit
erhalten. Wihrend der Abtrag von Normalkraft und Biegung sehr genau iiber die Zugkraft in
den Spanngliedern und der zugehorigen Reaktion in der Druckzone bestimmt werden kann, stellt
eine Kombination mit Querkraft und Torsion eine bisher noch ungeniigend erforschte Situation
dar.

Das Tragverhalten und die Bemessung von Segmentbriicken basiert international vordergriin-
dig auf der amerikanischen Richtlinie «Guide Specifications for Design and Construction of
Segmental Concrete Bridges» [8], die von der American Association of State Highway and
Transportation Officials (AASHTO) herausgegeben wird. In Deutschland hingegen gelten die
«Empfehlungen fiir Segmentfertigteilbriicken mit externen Spanngliedern» [9] vom Bundesmi-
nisterium fiir Digitales und Verkehr. Zur Ermittlung von Einwirkungen und fiir Standsicherheits-
nachweise von Windtiirmen wird in Deutschland die «Richtlinie fiir Windenergieanlagen» [10]
vom Deutschen Institut fiir Bautechnik herangezogen. Auflerdem gelten im europdischen Raum
die Bemessungsvorschriften der DIN EN 1992-1-1 [11] und DIN EN 1993-1-1 [12] parallel zu
etwaigen Empfehlungen oder Richtlinien.

Auch wenn die internationalen Normen [8, 10, 13, 14] sich in verschiedenen Punkten un-
terscheiden, so basiert der Torsionsnachweis einer unbewehrten Fuge international auf dem
gleichen Modell. Es handelt sich um das raumliche Fachwerkmodell, welches 1929 von Rausch
[15] im Rahmen seiner Dissertation entwickelt und seither stetig erweitert wurde. Das raumliche
Fachwerkmodell legt geschlossenen, diinnwandigen Querschnitten einen konstanten Kreisschub-
fluss, den sogenannten «Bredt’schen Schubfluss», zu Grunde. Etwaige Torsionsschubfliisse aus
Verwolbung werden auch bei nicht wolbfreien Querschnitten vernachlissigt. Kommt es infolge
hoher Biegebeanspruchung zu einer klaffenden Fuge, so entsteht lokal ein offener Querschnitt.
Ein rdumliches Fachwerk iiber den gesamten Querschnitt kann nun nicht mehr ausgebildet wer-
den. Klare Vorgaben zur Bemessung sind in DIN EN 1992-1-1 [11] nicht zu finden. Es wird
allerdings darauf hingewiesen, dass eine Beriicksichtigung der Wolbkrafttorsion erforderlich
sein kann. Eine konsistente Bemessung von Segmentfugen unter kombinierter Biege- und Torsi-
onsbeanspruchung ist also gemifl dem aktuellen Stand der Technik so nicht moglich.

Zum Stand der Wissenschaft veroffentlichten Griinberg und Gohlmann [16] einen ausfiihr-
lichen Bericht zu Windenergieanlagen im Betonkalender 2011. Dabei befassten sie sich auch
mit dem Schubiibertrag infolge Querkraft und Torsion in Segmentfugen. Ihr Nachweismodell
wurde in Anlehnung an DIN 1045-1 [17] erstellt und basiert damit ebenfalls auf dem raumlichen
Fachwerkmodell von Rausch [15]. Auch international wurde 2011 von Algorafi et al. [18] ein
Nachweismodell veroffentlicht, dass qualitativ dem Modell von Griinberg und Géhlmann [16]
entspricht. Algorafi et al. entwickelten ihr Modell unabhiingig von Griinberg und Gohlmann,
basierend auf den Richtlinien der AASHTO [8], womit auch dieses Modell auf Rausch [15]
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zuriickgeht.

Die Problematik, dass im Falle einer klaffenden Fuge kein Bredt’scher Schubfluss vorliegen
kann, und das rdaumliche Fachwerkmodell somit nicht mehr anwendbar ist, umgehen Griinberg
und Gohlmann [16] sowie Algorafi et al. [18], indem sie einen St. Venant’schen Schubfluss fiir
offene Querschnitte unterstellen. Dadurch fillt die Torsionstragfahigkeit jedoch im Vergleich zum
geschlossenen Querschnitt stark ab. Eine konsistente Nachweisfiihrung ist somit am Ubergang
zwischen klaffender und vollstindig {iberdriickter Fuge nicht moglich.

Einen ganz anderen Ansatz verfolgte Hartwig [19], der den Forschungsbedarf dieser Thematik
erkannte, und Anfang 2020 an der Universitidt Hannover ein Nachweismodell zur Torsionstrag-
fahigkeit von Segmentfugen im Rahmen seiner Dissertation veroffentlichte. Hartwig unterstellt
in seinem Modell defacto eine Starrkorperverschiebung. Uber eine Gleichgewichtsbetrachtung
ermittelt er einen Schubfluss, aus dem er ein aufnehmbares Torsionsmoment errechnet. Der von
Hartwig angesetzte Schubfluss wirkt allerdings nicht wandparallel, was zu Unvertriglichkeiten
bei diinnwandigen Querschnitten fiihrt, die von Hartwig eigentlich auch vorausgesetzt werden.
Anhand von Versuchen zeigte er, dass einerseits die Torsionstragfahigkeiten nach Griinberg und
Gohlmann [16] bzw. Algorafi et al. [18] bei klaffenden Fugen viel zu gering sind, andererseits
sein Modell die Torsionstragfihigkeit teils stark {iberschétzt. Auch wenn das Modell von Hartwig
[19] bei diinnwandigen Querschnitten nur inkonsistent anwendbar ist und gemél seiner eigenen
Versuche die Torsionstragfiahigkeit iiberschitzt, so kann es dennoch als eine Verbesserung zu vor-
herigen Ansétzen angesehen werden, da diese noch groflere Abweichungen zu den von Hartwig
durchgefiihrten Versuchen zeigen.

Zusammenfassend ist festzustellen, dass die bisherigen Nachweismodelle fiir Torsion im Mas-
sivbau entweder lediglich primére Torsionsschubspannungen beriicksichtigen und sekundére
Anteile aus Verwolbung vernachlissigen, oder Schubfliisse voraussetzen, die mit der allgemein
anerkannten Theorie der Wolbkrafttorsion unvereinbar sind. Dass die Theorie der Wolbkrafttor-
sion nur im Stahlbau und nicht im Massivbau angewendet wird, ist wohl damit zu begriinden,
dass Stahlbetontragwerke in der Regel im Zustand II nachgewiesen werden, und die Theorie der
Wolbkrafttorsion auf linear elastischen Werkstoffen beruht. Es ist nicht bekannt, dass jemand
bisher versucht hitte, die Theorie der Wolbkrafttorsion zur Nachweisfiihrung im Massivbau
bzw. in Segmentfugen anzuwenden. Diese Herausforderung im Zusammenspiel mit der Gege-
benheit, dass die Nachweismodelle nach aktuellem Stand von Wissenschaft und Technik in Teilen
inkonsistent sind, stellt die Motivation fiir diese Arbeit dar.

1.4 Zielsetzung und Vorgehensweise

Entsprechend der in Abschnitt 1.3 beschriebenen Problemstellung hat diese Arbeit zum Ziel,
ein konsistentes Nachweismodell fiir unbewehrte Segmentfugen auf Grundlage der Theorie der
Wolbkrafttorsion zu entwickeln. Um dies zu erreichen, soll zunéchst eine allgemeine Metho-
de entwickelt werden, mit der beliebige diinnwandige Querschnitte mit vollstindig iiberdriickter
bzw. klaffender Fuge, unter einer Kombination aus Normalkraft, Biegung, Querkraft und Torsion,
nachgewiesen werden konnen. Aus dieser Methode wird anschlieBend ein Modell abgeleitet. Um
dabei den Umfang dieser Arbeit fiir den Leser auf ein angenehmes Maf zu begrenzen, miissen
gewisse Vereinfachungen getroffen werden. So wird nachfolgend stets eine trocken ausgefiihrte
Segmentfuge betrachtet und an angemessener Stelle auf andere unbewehrte Fugenausbildun-
gen in qualitativer Form eingegangen. Des Weiteren wird zwar ein beliebiger diinnwandiger,
einzelliger Hohlquerschnitt zur Herleitung der Methode herangezogen, das am Ende dieser Ar-
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beit stechende Nachweismodell soll sich jedoch ausschlieBlich auf einen Kreisringquerschnitt
mit konstanter Wandstérke beziehen. Aus diesem Grund werden sich alle Berechnungsbeispiele
ebenfalls nur auf Kreisringquerschnitte beziehen. Auerdem wird vordergriindig eine Kombina-
tion aus Normalkraft, Biegung und Torsion betrachtet. Eine zusétzliche Beanspruchung durch
Querkraft wird im Rahmen der Modellentwicklung nur qualitativ behandelt. Am Ende der Arbeit
wird ein vereinfachtes, konsistentes Bemessungsmodell fiir Segmentfugen unter Torsion- bzw.
Querkraftbeanspruchung vorgestellt.

Der wissenschaftliche Mehrwert dieser Arbeit liegt, gemél der oben beschriebenen Zielset-
zung, in der Beantwortung folgender Forschungsfragen:

* Wie wird Torsion in ungleichmifig iiberdriickten oder klaffenden Fugen {ibertragen?

* Welche Mechanismen auf der Widerstandsseite gibt es, und wie beeinflussen diese den
Torsionsiibertrag?

» Welchen Einfluss hat eine zusitzlich wirkende Querkraft auf den Torsionsiibertrag, und
wie kann die Tragfihigkeit beider Schubbeanspruchungen nachgewiesen werden?

In den Fachaufsitzen [1, 2, 3] wurden bereits erste Antworten auf die ersten beiden Forschungs-
fragen geliefert, wobei der Anteil des Zweitautors Garg sich auf redaktionelle und beratende
Aspekte beschrinkte. In dieser Arbeit gliedert sich die Vorgehensweise in fiinf Bereiche. Als
Erstes werden die theoretischen Grundlagen aufgearbeitet. Dazu gehdren auf der Widerstands-
seite die Materialeigenschaften von Beton und die Kontaktmechanik trockener Fugen. Auf der
Beanspruchungsseite stehen Normal- und Schubspannungen, welche infolge plastischer Effekte
wiederum mit der Widerstandsseite interagieren. Hierfiir miissen die Grundlagen der Festig-
keitslehre und die Theorie der Wolbkrafttorsion behandelt werden. Dies ist erforderlich, um
bestehende Modelle bewerten und das eigene Modell entwickeln zu konnen. Entsprechend folgt
als Zweites der Stand von Wissenschaft und Technik. Hier werden, wie bereits in Abschnitt 1.3
angesprochen, vordergriindig das raumliche Fachwerkmodell sowie die Theorien von Griinberg
und Gohlmann [16] und Hartwig [19] detailliert vorgestellt. Als Drittes wird eine vom Autor
hergeleitete Methode zur Ermittlung der Torsionstragfiahigkeit dargestellt und ein darauf auf-
bauendes Modell entwickelt. Im vierten Schritt folgt eine Verifikation des entwickelten Modells
anhand von Versuchen aus der Literatur und FE-Berechnungen. Zu den FE-Berechnungen gehort
auflerdem der Betonschaft eines Hybridturms mit praxisiiblichen Dimensionen und Beanspru-
chungen, an dem der Definitionsbereich des entwickelten Modell tiberpriift wird. Im fiinften
und letzten Schritt wird, auf Grundlage der bis dahin gewonnenen Erkenntnisse, ein vereinfach-
tes Bemessungsmodell, entsprechend der oben genannten Zielsetzung, vorgestellt und dessen
Anwendungsgrenzen diskutiert.
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2.1 Einleitung

Um ein Modell zur Ermittlung der Torsionstragfihigkeit von Segmentfugen entwickeln zu kon-
nen, miissen zunichst die Grundlagen der Einwirkungsseite und der Widerstandsseite behandelt
werden. Zur Widerstandsseite gehort dabei das Werkstoffverhalten von Beton und die Kontakt-
mechanik trockener Fugen. So wird zu Beginn von Abschnitt 2 auf das Spannungs-Dehnungs-
Verhalten von Beton eingegangen, wobei vordergriindig Inhalte der DIN EN 1992-1-1 [11] wie-
dergegeben werden. Im Anschluss werden einige Versagenshypothesen vorgestellt, bevor auf die
Kontaktmechanik nédher eingegangen wird. Zu den Grundlagen der Einwirkungsseite gehoren,
neben allgemeinen Spannungsbetrachtungen am Volumenelement, die Schubfliisse infolge Quer-
kraft und Torsion, wobei die Ausfithrungen zur Torsion im Hinblick auf das hier behandelte
Thema deutlich ausfiihrlicher gehalten sind.

Anwendung finden die hier behandelten Grundlagen in Abschnitt 4, wo ein Modell zur Er-
mittlung der Torsionstragfahigkeit ungleichmaBig iiberdriickter bzw. klaffender Fugen entwickelt
wird. Auch Abschnitt 5, wo es um die Verifikation des entwickelten Modells geht, baut in grolem
MaBe auf den hier behandelten Grundlagen auf. So nutzen viele der zur Verifikation herange-
zogenen FE-Berechnungen die hier vorgestellte Versagenshypothese von Menétrey und Willam
[20].

2.2 Materialeigenschaften von Beton

2.2.1 Spannungs-Dehnungs-Beziehungen

Die Spannungs-Dehnungs-Beziehung von Beton wird in der Regel fiir kurzzeitig wirkende,
einaxiale Druckbeanspruchungen angegeben. So gibt die DIN EN 1992-1-1 [11] fiir nichtlinea-
re Verfahren der Schnittgroenermittlung und fiir Verformungsberechnungen eine Spannungs-
Dehnungs-Beziehung von Beton gemél Gleichung 2.1 an.

o k-n-n? @0
fcm_1+(k_2)'77 ‘
mit: 77:2
Ecl
k= 1,OS'ECm'lgclI

Jem
Dabei steht g fiir die Stauchung beim Hochstwert der Betondruckspannung. Fiir den Defi-
nitionsbereich von Gleichung 2.1 gilt 0 < |e.| < |ecu1|, Wwobei ¢y die theoretische Bruchdeh-
nung beschreibt. Der Model Code 2010 [13] gibt ebenfalls Gleichung 2.1 fiir die Spannungs-
Dehnungs-Beziehung von Beton unter kurzzeitig wirkenden, einaxialen Druckbeanspruchungen
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an. Allerdings wird im Model Code 2010 [13] das Verhéltnis k zwischen E-Modul und Se-
kantenmodul nicht mit einem Faktor von 1,05, sondern 1,0 versehen. Des Weiteren bestehen
leichte Unterschiede in der Berechnung des E-Moduls E.,, und den Dehnungen &.; und &¢y. Der
Zusammenhang zwischen o und &. sowie die angesprochenen Unterschiede konnen qualitativ
Abbildung 2.1 enthommen werden.

DIN EN 1992-1-1 [11] gibt auerdem zwei weitere Spannungs-Dehnungs-Linien an, die
jedoch lediglich eine Vereinfachung des in Abbildung 2.1 angegebenen Verlaufs darstellen und
nur fiir Querschnittsbemessungen verwendet werden diirfen. Das sind zum einen das Parabel-
Rechteck-Diagramm und zum anderen ein bilinearer Verlauf. Beide Verldufe weisen ein durch
Jfca begrenztes FlieBplateau auf, welches bei einer vorgegebenen Bruchdehnung &¢,, bzw. &qy3
endet. Dabei gilt ecyp = &3 < &cu1. Nihere Informationen sind DIN EN 1992-1-1 [11] zu
entnehmen.

—— DIN EN 1992-1-1 —— Model Code 2010

Abbildung 2.1: Spannungs-Dehnungs-Beziehung fiir kurzzeitig wirkende, einaxiale Druckbean-
spruchungen gemafl DIN EN 1992-1-1 [11] und Model Code 2010 [13]

Im Zugbereich wird der Bruch mit o = f.uy erreicht. Eine entsprechende Bruchdehnung ¢
wird in DIN EN 1992-1-1 [11] nicht angegeben. Der Model Code 2010 [13] setzt ¢y = 0, 15%0
und gibt einen bilinearen Spannungs-Dehnungs-Verlauf geméfl den Gleichungen 2.2 und 2.3 an.

Oct=Ecm-&q wenn 0 0,9 fom (2.2)

0,00015 — &,
Ot = fom - (1 -0,1- 0.00015-0.9- fcttm/Ecm wenn 0,9 fom < 0w £ fom (2.3)

Zusammenfassend wird fiir kurzzeitig wirkende, einaxiale Beanspruchungen der Versagens-
punkt erreicht, wenn eine der Bruchspannungen f.um oder fom bzw. eine der Bruchdehnungen
&cut oder g, erreicht wird. Liegt eine mehraxiale Beanspruchung vor, erhilt man im Hauptspan-
nungsraum eine Versagenshiille. Die Form einer solchen Versagenshiille wird allgemein iiber
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eine sogenannte «Versagenshypothese» beschrieben. Nachfolgend sollen in Abschnitt 2.2.2 meh-
rere Versagenshypothesen fiir den Hauptspannungsraum vorgestellt werden. Dabei werden teils
auch klassische Versagenshypothesen vorgestellt, die das Verhalten von Beton nur unzureichend
wiedergeben. Da sie jedoch in Teilen als Grenzbedingung in andere Modelle eingehen, werden
sie der Vollstindigkeit halber ebenfalls dargestellt.

2.2.2 Versagenshypothesen im dreiaxialen Spannungsraum
2.2.2.1 Alilgemeines

Fiir praktisch alle Werkstoffe kann die Spannungs-Dehnungs-Kurve in verschiedene Bereiche
unterteilt werden. Allgemein spricht man von elastischen und plastischen Verformungsbereichen,
von denen die plastischen Bereiche ferner in FlieB3-, Verfestigungs- und Entfestigungsbereiche
eingeteilt werden. Viele verschiedene Hypothesen wurden aufgestellt, um die Beanspruchung
an einer bestimmten Grenze zu beschreiben. Je nach gewihlter Grenze spricht man von Flie$3-
bzw. Bruchhypothesen. Die Funktion, mit der die Beanspruchung an einer bestimmten Stelle
beschrieben wird, bezeichnet man als Kriterium. Am héaufigsten wird dementsprechend vom
FlieBkriterium bei zdhen Werkstoffen, sowie vom Bruchkriterium bei sproden Werkstoffen ge-
sprochen. Unterteilt werden Versagenshypothesen teilweise danach, ob ein Bruch- oder FlieBkri-
terium verwendet wurde [21]. Es ist jedoch, zumindest fiir Beton, gebrduchlicher, eine Einteilung
nach der Parameterzahl des verwendeten Kriteriums [22, 23] zu verwenden. Nachfolgend sollen
einige wenige Versagenshypothesen niher vorgestellt werden, andere werden lediglich kurz an-
gesprochen. Néhere Informationen konnen stets den angegebenen Literaturquellen entnommen
werden. Auch wenn hier vordergriindig auf Beton eingegangen wird, werden teils auch Versa-
genshypothesen vorgestellt, die Beton nur ungeniigend beschreiben bzw. nie fiir den Werkstoff
Beton entwickelt wurden. Geschichtlich spielen diese jedoch eine entscheidende Rolle, da sie
hiufig als Vorginger bzw. Inspiration besserer Hypothesen fiir Beton dienten.

Versagenshypothesen werden oft {iber ihre Hiillfliche im Spannungsraum visualisiert. Dabei
ist zu beachten, dass hier fiir o, o» und o3 keine Sortierung erfolgt. Dementsprechend konnen
die Indizes beliebig vertauscht werden. Die daraus folgende dreizéhlige Symmetrie ergibt sich
um die hydrostatische Achse &, welche wiederum die Normale der Deviatorebene beschreibt,
wie in Abbildung 2.2 dargestellt. In der Deviatorebene, auch Oktaederebene genannt, liegen die
Polarkoordinaten p und . Der Winkel ¢ bezieht sich dabei stets auf einen der Zugmeridiane.
Gleichzeitig gilt auf Grund der Symmetrie 0° < ¢ < 60°.

Die Zug- und Druckmeridiane werden folgendermaf3en definiert:

Druckmeridian oi=0;>0 fir o;>0;20% 2.4)
Zugmeridian o >0j=0y fir o; 2020 (2.5)

In Abbildung 2.2 werden die oben genannten Begriffe am Beispiel der Versagenshiille eines
Beton C50/60, gemél des im Model Code 2010 [13] vorgestellten Versagenskriteriums, visuell
dargestellt. Formell wird auf dieses Versagenskriterium in Abschnitt 2.2.2.5 unter dem Namen
Speck niher eingegangen. Um die Aulen- und Innenflichen der Versagenshiillen besser unter-
scheiden zu konnen, werden in dieser Arbeit die Auflenflachen in Grautonen und die Innenflichen
farbig wiedergegeben. Darstellungen, die auf die Deviatorebene schauen, blicken dabei stets in
—& Richtung, zeigen also immer die AuBBenfliche der Versagenshiille.
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—01

Deviatorebene

Druckmeridian
\

Zugmeridian

—03

Abbildung 2.2: Bezeichnungen an einer Versagenshiille im Hauptspannungsraum

Es folgt eine Auflistung einiger mathematischer und geometrischer Zusammenhinge. Die-
se werden fiir die formelle Darstellung der nachfolgenden Versagenshiillen bendtigt. Auf ihre
Herleitung soll an dieser Stelle verzichtet werden. Nihere Informationen sind der einschldgigen
Literatur zu entnehmen [23].

+ Die Oktaederspannungen ooc Und Toet

o|t+or+o 1
Ooct = % = § -1 (2.6)

1 2
Toot = 31 V(o1 =)+ (09— 03)2 + (03— 09)2 = 3 - Ja (2.7)
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* Die Haigh—Westergaard-Koordinaten &, p und ¢

o1+ 02+ 03
é_‘: — = \/g'O-OC (28)
\/g t

1
p= %'\/(0'1 — )2+ (02— 03)2 + (03— 01)% = V3 Tt (2.9

3-vV3. 73
W

* lineare Spannungsinvariante /; des Spannungstensors sowie die quadratische und kubische
Invarianten J, und J3 des deviatorischen Spannungstensors.

cos(3-9) = (2.10)

ILi=01+0m+03 (2.11)
1 3

Jo = r [(01 = 02)? + (02 = 03)? + (03 — 01)?] = 3 - (2.12)

J3 = (01 = Toct) * (02 = Toct) * (03 = Ooct) (2.13)

2.2.2.2 Ein-Parameter-Kriterien

Kriterium der groBten bzw. kleinsten Hauptspannung

Dieses Kriterium stellt die einfachste Form eines Kriteriums dar und kann als eines der ers-
ten aufgestellten Versagenskriterien der Festigkeitslehre betrachtet werden. Die Namen Galilei,
Leibniz und Navier treten im Zusammenhang mit diesem Kriterium in Erscheinung [23]. Fiir
den Anwendungsbereich Beton ist jedoch die Arbeit von Rankine [24] besonders hervorzuheben.
Rankine [24] bemerkte, dass Beton immer versagt, sobald eine der drei Hauptspannungen die
Zugfestigkeit liberschreitet, unabhéingig von der Grof3e der beiden anderen Hauptspannungen. Da
das Rankine-Kriterium sich sehr gut eignet, die Versagenshiille im Zugbereich zu beschreiben,
ist es in vielen nachfolgenden Kriterien als sogenanntes «tension-cut-off» Kriterium integriert.
Formell wird das Kriterium der grofiten bzw. kleinsten Hauptspannung wie folgt beschrieben:

\/E-p-cos(ﬂ)+§—\/§-avé0 (2.14)
bzw. iiber die Spannungsinvarianten

2-\3 Jr-cos(P)+1 -3 -0y =0 (2.15)

Die Vergleichsspannung o in Gleichung 2.14 bzw. 2.15 steht hier fiir die maximale Zug- bzw.
Druckspannung und ist inklusive Vorzeichen einzusetzen. Im Spannungsraum beschreibt das
Kriterium der groBten bzw. kleinsten Hauptspannung einen Wiirfel.
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Kriterium der maximalen Schubspannung

Das Kriterium der maximalen Schubspannung wurde 1864 von Henri Edouard Tresca [25]
vorgestellt und wird auch als Tresca-Kriterium bezeichnet. Eine Vergleichsschubspannung 7,
definiert hier die maximalen Schubspannungen, dadurch ist das Kriterium unabhéngig von der
hydrostatischen Achse &. Formell kann das Kriterium durch Gleichung 2.16 beschrieben werden.

p-sm(mg)—w/i-rvéo (2.16)

In der Deviatorebene stellt das Tresca-Kriterium, wie in Abbildung 2.3 dargestellt, ein re-
gelmiBiges Sechseck dar. Im Spannungsraum nimmt die Versagenshiille somit die Form eines
sechseckigen Prismas an, welches sich entlang der hydrostatischen Achse & unendlich ausdehnt.

Kriterium der Gestaltanderungshypothese

Das Kriterium der Gestaltdnderungshypothese wurde 1904 von Thomas Huber [26] aufgestellt.
Neun Jahre spiter stellte Richard von Mises [27] fest, dass unter hydrostatischer Beanspru-
chung keine plastische Verformung und keine Volumenidnderung auftreten. Weitere elf Jahre
spater, 1924 leitete Heinrich Hencky [28] ebenfalls dieses Kriterium her. Huber, von Mises
und Hencky stellten aus jeweils unterschiedlichen mechanischen Blickwinkeln das Kriterium der
Gestaltdnderungshypothese auf. In einigen Literaturquellen [23, 28] wird daher auch vom Huber-
Mises-Hencky-Kriterium berichtet. Allgemein ist es jedoch vor allem als von Mises-Kriterium
bekannt.

—01

—09 —03

—— von Mises - - - Tresca

Abbildung 2.3: Versagenshiille nach Tresca und von Mises in der Deviatorebene
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Durch die Vorgabe, die Gestaltinderungsarbeit f konstant zu halten, ist auch hier die Ver-
sagenshiille unabhingig von der hydrostatischen Achse &. In der Deviatorebene zeigt sie einen
Kreis, der das Tresca-Kriterium genau umschlie3t, wie in Abbildung 2.3 dargestellt. Im Span-
nungsraum zeigt sich demnach ein unendlich langer Zylinder. Formell kann das Kriterium wie
in Gleichung 2.17 dargestellt werden.

1 |
\/5'(01—U2)2+(02—U3)2+(U3—01)2if (2.17)

Fiir Beton sind die in Abbildung 2.3 dargestellten Kriterien nahezu unbrauchbar, was besonders
auf der Zugseite deutlich wird. Drucker und Prager entwickelten das von Mises-Kriterium weiter,
sodass es auch fiir Werkstoffe brauchbar wurde, die ein deutlich unterschiedliches Verhalten unter
einachsialer Zug- bzw. Druckbeanspruchungen zeigen. Wie auch einige andere Zwei-Parameter-
Kriterien bezog sich diese Weiterentwicklung jedoch vordergriindig auf Boden.

2.2.2.3 Zwei-Parameter-Kriterien

Kriterium von Mohr-Coulomb

Das Kriterium von Mohr-Coulomb definiert den Versagenszustand anhand der Scherfestigkeit des
Werkstoffs. Sobald die Schubspannung aus duflerer Belastung diese erreicht, ist das Kriterium
erfiillt. Mohr [29] stellte dieses Kriterium vor, da es jedoch stark auf Arbeiten von Coulomb
aufbaute, trigt es heute beide Namen. Formell kann es durch die Spannungsinvarianten [y, J»
und ¥ bzw. Haigh—Westergaard-Koordinaten &, p und ¢ wie folgt dargestellt werden.

%-Il -sin(<p)+\/J_g-sin(ﬂ+g)+%-cos(ﬂ+g)-sin(go)—c-cos(go)éo (2.18)

bzw.
\/z-f-sin(go)+\/§-p-sin(ﬁ+g)+p-cos(ﬁ+g)-sin(tp)—\/g-c-cos(go)éo (2.19)

Die Parameter ¢ und ¢ sind durch Versuche zu bestimmen. Die Meridiane der Versagenshiille
sind geradlinig. In der Deviatorebene bildet das Kriterium ein unregelmifiges Sechseck. Das
Materialverhalten von Beton wird von diesem Kriterium allerdings nur unzureichend widerge-
spiegelt.

Kriterium von Drucker-Prager

Das Kriterium von Drucker-Prager [30] wurde 1952 von Daniel Charles Drucker und William
Prager vorgestellt und kann als Weiterentwicklung des von Mises-Kriteriums fiir Werkstofte wie
Boden oder Beton, oder als Anndherung an das Mohr-Coulomb-Kriterium, angesehen werden.
Durch die Einfiihrung eines linearen, von der hydrostatischen Spannung abhingigen Terms ldsst
sich das Kriterium wie folgt darstellen.

V6-a-é+p-V2-k=0 (2.20)
oder iiber die Spannungsinvarianten

a-L+yh-k=0 2.21)
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Die Parameter @ und k& konnen durch Versuche ermittelt werden. Abbildung 2.4 zeigt die
Versagenshiille im Hauptspannungsraum, die sich aus Gleichung 2.20 bzw. 2.21 ergibt. Sie
stellen einen Kegel mit geradlinigen Meridianen und kreistérmiger Grundfldche dar.

|

Abbildung 2.4: Versagenshiille nach Drucker-Prager im Hauptspannungsraum

Dass das Kriterium von Drucker-Prager das Verhalten von Beton jedoch nur unzureichend
widerspiegelt, dulert sich laut Zhou [23] in zwei Aspekten:

+ Der Radius p der deviatorischen Ebene ist linear abhéingig von der hydrostatischen Achse
&, was geradlinige Meridiane zur Folge hat.

* In der Deviatorebene bildet das Drucker-Prager-Kriterium einen Kreis und ist somit unab-
hingig vom Winkel .

Zur Kalibrierung der Kriteriums-Parameter nutzt man typischerweise die leicht zu ermittelnde
einachsiale Zugfestigkeit, die einachsiale Druckfestigkeit sowie die zweiachsiale Druckfestigkeit.
Dass diese nicht auf der in Abbildung 2.4 dargestellten Versagenshiille liegen, ist der Hintergrund
fiir die von Zhou [23] angesprochenen Kritikpunkte.

Eine Modifizierung des Drucker-Prager-Kriteriums wurde 1986 von Hintze [31] im Rahmen
ihrer Dissertation vorgestellt. Das modifizierte Kriterium ist immer noch unabhingig von 9,
nutzt aber zwei Bruchkriterien, wodurch die Meridiane einen Knick erhalten, welcher sich an
der einachsialen Druckfestigkeit orientiert, wie in Abbildung 2.5 dargestellt.
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L

Abbildung 2.5: Versagenshiille des modifizierten Drucker-Prager-Kriterium nach Hintze im
Hauptspannungsraum

Die Finite-Elementen-Software Ansys® Academic Research Mechanical Version 2021 R2
stellt das Bruchkriterium von Hintze [31] unter dem Namen Drucker-Prager zur Verfiigung. In
vorhergegangenen Versionen empfahl Ansys dieses Kriterium fiir die Modellierung von Beton.
Seit 2021 rit Ansys dazu, das Kriterium von Menétrey und Willam zu verwenden [32].

2.2.2.4 Drei-Parameter-Kriterien

Kriterium von Willam und Warnke

Im Gegensatz zu Hintze [31], die einen Losungsweg fiir das Problem der geradlinigen Meridiane
suchte, stellten Willam und Warnke [33] 1974 ein von ¢} abhéngiges Kriterium fiir Beton auf.
Das Kriterium ist gut geeignet, das Verhalten von Beton unter Zug und niedrigem Druck vorher-
zusagen. Hohe Druckbeanspruchungen konnen jedoch aufgrund der geradlinigen Meridiane nur
miBig beriicksichtigt werden. Formell lautet das Kriterium

Ooct Toct !
+ -1=0 (2.22)
a-fe p@)-f.
wobei der Parameter a den Einfluss der hydrostatischen Achse & darstellt. Die anderen bei-
den Parameter p. und p; stellen den Abstand der einachsialen Druck- bzw. Zugfestigkeit zur
hydrostatischen Achse dar und sind in der Funktion p (1) in Gleichung 2.23 enthalten.
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2 pe- (02 = pg) - cos (9)
4. (p2 = p?) - cos () + (pe =2+ py)°

p(?) =

pc~(2-pt—pc)~\/4~(pg—p?)-008(0)2+5-p?—4-pc~pt 023
+ .
4. (p2 = p?) - cos (8)* + (pe = 2 py)’

Anhand von Versuchsdaten stellen Willam und Warnke [33] die Parameter a, p. und p; liber die
ein- bzw. zweiaxiale Druckfestigkeit sowie die einaxiale Zugfestigkeit dar. In der Deviatorebene
entsteht so eine dreiecksdhnliche Versagenslinie, wie Abbildung 2.6 zu entnehmen ist. Der
Verlauf des Kriteriums in der Deviatorebene ist dabei stetig und differenzierbar. Durch eine
Anpassung der drei Parameter kann das Kriterium von Willam und Warnke [33] in das Kriterium
von Drucker Prager [30] bzw. von Mises [27] liberfiihrt werden.

A

Abbildung 2.6: Versagenshiille nach Willam und Warnke im Hauptspannungsraum

Kriterium von Menétrey und Willam

Das Kriterium von Menétrey und Willam [20] von 1995 basiert auf dem empirisch ermittelten
Versagenskriterium von Hoek und Brown [34] und enthilt des Weiteren das Rankine- [24]
(tension-cut-off) und das Mohr-Coulomb-Kriterium [29]. GemdB Buzas [21] zeigt das Kriterium
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von Menétrey und Willam gute Ubereinstimmungen mit Versuchsdaten. Formell kann es wie
folgt dargestellt werden:

[\/ﬁ'i £ |_cto (2.24)

2
. p .
I +m [\/g-fcc r(ﬁ,e)+\/§.fcc

Die Materialparameter ¢ und m beschreiben die Kohdsion sowie die Haftscherfestigkeit des
Betons und sind iiber Versuche zu ermitteln. f,. steht fiir die einaxiale Druckfestigkeit von Beton.
Die Funktion r(#, ¢) beschreibt den elliptischen Verlauf des Kriteriums in der Deviatorebene.
Der Parameter e definiert dabei mafigeblich die Ellipsenform. Fiir e = 0, 5 beschreibt die Versa-
genslinie in Deviatorebene ein gleichseitiges Dreieck, wihrend fiir e = 1, 0 ein Kreis vorliegt. Es
gilt 0,5 < e < 1,0. Die Funktion r (9, e) ist wie folgt definiert:

4-(1-e?) -cos (9)*+ (2e - 1)*
2 (1—e?)-cos (9) +(2e = 1) - [4- (1 - e?) - cos (9)* + 5e? — de

r(9,e) = (2.25)

]0.5

Die Versagenshiille von Menétrey und Willam hat parabolische Meridiane. Ihr Verlauf in der
Deviatorebene wechselt von einem Dreieck im triaxialen Zugbereich (tension-cut-off) zu einem
Kreis im hohen triaxialen Druckbereich. Abbildung 2.7 zeigt die Versagenshiille fiir einen Beton
C50/60 bis zur Deviatorebene & = —130 MPa.

-0,

A

Abbildung 2.7: Versagenshiille nach Menétrey und Willam im Hauptspannungsraum
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2.2.2.5 Kriterien mit mehr als drei Parametern

Kriterium von Speck

Das Kriterium von Kerstin Speck [22], welches 2008 im Rahmen ihrer Dissertation veroffentlicht
wurde, baut auf dem Kriterium von Ottosen [35] auf. Es zeigt gute Ubereinstimmungen mit
Versuchsdaten und wurde 2010 vom Model Code [13] als Kriterium fiir Beton unter mehraxialer
Beanspruchung iibernommen. Es handelt sich um ein Vier-Parameter-Modell welches wie folgt
formell dargestellt werden kann:

i |
a-J—§+ﬂ(ﬂ)-E+ﬁ-—l—li0 (2.26)

cC fCC fCC
: 1
mit: A(#) = ¢y - cos [5 - arccos (c2 - cos (319))]

Die Parameter a, 5, c; und ¢, sind abhingig von der einaxialen Druckfestigkeit f.., der
einaxialen Zugfestigkeit f; sowie der zweiaxialen Druckfestigkeit f.p.. Sie sind anhand von
Versuchen zu ermitteln, konnen aber auch theoretisch wie im Model Code 2010 [13] dargestellt
ermittelt werden.

Die Versagenshiille wurde bereits in Abbildung 2.2 dargestellt und ist bei gleicher Kalibrierung
augenscheinlich nicht von der Versagenshiille nach Menétrey und Willam zu unterscheiden. In
Abbildung 2.8 wird deutlich, dass die Unterschiede vernachldssigbar klein sind.

-0y

—09 fc2c 70—3
—— Speck-Kriterium  ---- Menétrey-Willam-Kriterium

Abbildung 2.8: Versagenskriterium von Speck und Menétrey-Willam in drei Deviatorebenen
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2.3 Das Coulomb’sche Reibungsgesetz

Der maximale Schubiibertrag zwischen zwei kontaktierenden Korpern kann iiber die angesetzte
Reibung in der Kontaktzone bestimmt werden. Die Coulomb’sche oder auch trockene Reibung
zwischen festen Korpern stellt dabei ein auBerordentlich kompliziertes physikalisches Phanomen
dar. Neben elastischen und plastischen Deformationen, Mikrorissen und etwaigen Wechselwir-
kungen diverser Zwischenschichten sorgt die Oberflaichenbeschaffenheit der kontaktierenden
Korper fiir ein stets verdnderliches Verhiltnis zwischen realer und scheinbarer Kontaktfliche
[36]. So ist die reale Kontaktfliche zwischen zwei kontaktierenden Korpern kleiner als die
scheinbare, da nicht an allen Stellen eine volle Beriihrung vorliegt. Umso erstaunlicher ist es,
dass das allgemein bekannte und sehr einfache Reibungsgesetz der Haft- und Gleitreibung den
Zusammenhang zwischen Reibkraft und Normalkraft fiir viele Ingenieuranwendungen in guter
Néaherung beschreibt. Bereits im 18. Jahrhundert fiihrte Coulomb detaillierte experimentelle Un-
tersuchungen zur Reibkraft durch und stellte dabei fest, dass die Reibkraft Fr in grober Nidherung
proportional zur Anpresskraft N ist.

Fr=p-N 2.27)

Eine Abhéngigkeit von der scheinbaren Kontaktfliche und der Rauigkeit der Oberfldchen be-
steht dagegen fast nicht. Laut Popov [36] sind Bezeichnungen der technischen Mechanik wie
«rau» oder «glatt» fiir Fldachen, in denen Reibung auftritt, aus tribologischer Sicht unzutreffend.
Die Unterschiede in den angegebenen Reibbeiwerten der technischen Mechanik resultieren da-
gegen aus einer Vielzahl anderer Faktoren, die mit der Oberflichentopologie im Zusammenhang
stehen.

Beim Proportionalitétsfaktor u, auch Reibbeiwert oder Reibungskoeffizient genannt, wird
manchmal zwischen einem statischen sowie einem kinetischen Wert unterschieden. Der statische
sowie der kinetische Reibungskoeffizient sind dabei ndherungsweise gleich grof3, da sie auf den
gleichen physikalischen Ursachen beruhen. Gleichzeitig sind sie stark miteinander verflochten
und treten selten getrennt voneinander auf, da der Ubergang vom statischen zum kinetischen
Reibkontakt kontinuierlich erfolgt. So tritt in der Regel bei tangentialer Beanspruchung stets
auch ein partielles Gleiten ein, obwohl ein globales Gleiten noch nicht eingesetzt hat [36].

Beeinflusst werden die Reibbeiwerte durch eine Vielzahl von Faktoren. Wie bereits Coulomb
feststellte, hat die Kontaktzeit einen gewissen Einfluss [36]. Erklirt werden kann dieses Pha-
nomen iiber Kriecheffekte im mikroskopischen Bereich, wodurch die reale Kontaktfliche der
kontaktierenden Korper sich mit der Zeit der scheinbaren Kontaktfliche anndhert. Des Weite-
ren ist der Reibbeiwert je nach Material auch von der einwirkenden Normalkraft abhéingig. Bei
metallischen Stoffen konnen zwar die Reibbeiwerte fiir Anpresskrifte tiber mehrere Dezimal-
groBBenordnungen nahezu konstant bleiben, jedoch ist dies nicht mehr der Fall, wenn die reale
Kontaktfliche sich der scheinbaren Kontaktfliche annidhert. Dies gilt laut Popov [36] besonders
fiir weiche Metalle. Eine starke Abhéngigkeit von der Anpresskraft haben hingegen die Reibbei-
werte zwischen Stahl und Teflon. Hier kann die Reibungskraft laut Popov [36] in guter Ndherung
zu NO8 gesetzt werden. Der Reibbeiwert nimmt also mit steigender Normalkraft ab.

Eine Abhingigkeit des Reibbeiwerts von der Normalkraft stellten auch Schaarschmidt und
Flederer [37] fiir den Reibkontakt zwischen glatten, ebenen und mittig belasteten Betonfertig-
teilen fest. Schaarschmidt und Flederer [37] fiihrten teils eigene Versuche durch und stellten
Ergebnisse anderer Autoren [38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45] zu Schubversuchen zusammen. Diese
Zusammenstellung ladsst sich noch mit den Versuchen von Hartwig [19], Fiedler [46] und Franz
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[47] ergdnzen, sodass sich die Punktwolke in Abbildung 2.9 ergibt.
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Abbildung 2.9: Reibbeiwerte ¢ in Abhdngigkeit vom Anpressdruck o aus den Versuchen von
[19, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47]

Die Streuweite des Reibbeiwerts u ist nach Abbildung 2.9 besonders fiir kleine Normalspan-
nungen grof. Eine Abhéngigkeit von der Normalspannung ist tendenziell erkennbar, jedoch ist die
Datenlage fiir hohere Normalspannungen wenig aussagekriftig. Hinzu kommt, dass die Kohésion
in den angegebenen Reibbeiwerten inkludiert ist und die Werte fiir geringe Normalspannungen
stirker beeinflusst. Mohamad et al. [40] fiihrten ihre Push-off-Versuche an kleinen Betonqua-
dern mit Normalspannungen kleiner 1,5 MPa durch. Im Vorfeld tasteten sie die kontaktierenden
Oberflachen mit einem taktilen Rauheitsmessgerit ab, womit die Oberflachenrauigkeit bis auf
ein Tausendstel Millimeter aufgenommen wurde. Aus 60 Einzelversuchen fanden sie so einen
empirischen Zusammenhang zwischen dem Reibbeiwert u (ohne Kohision) und der mittleren
Glittungstiefe Rpy, im Fugenbereich gemiB Gleichung 2.28.

p=0,8766 - RO (2.28)

Fiir fiinf ebene glatte Fugenoberflichen ermittelten Mohamad et al. [40] experimentell einen
Reibbeiwert von 0,84. Uber die mittlere Glittungstiefe prognostizierten sie gemif Gleichung 2.28
Reibbeiwerte pc,1c zwischen 0,78 und 0,98. Gemill DIN EN 1992-1-1 [11] wird ein Reibbeiwert
fiir sehr glatte, gegen Stahlschalung betonierte Flichen von 0,5 und fiir glatte abgezogene Flichen
von 0,6 angegeben. Der Model Code 2010 [13] empfiehlt fiir glatte Oberflachen einen Reibbeiwert
zwischen 0,5 und 0,7.

2.4 Grundlagen der Festigkeitslehre

2.4.1 Spannungsdefinitionen am Volumenelement

Das dritte Newton’sche Axiom besagt, dass jede Aktion eine gleich groe Reaktion hervor-
ruft. So stehen beispielsweise die duleren Lasten eines Systems mit den Auflagerreaktionen im
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Gleichgewicht. Auch die inneren Krifte eines Balkens links und rechts einer gedachten Schnitt-
flache folgen diesem Axiom und stehen miteinander im Gleichgewicht. Allgemein stellt man sich
einen beliebig belasteten Korper unterteilt in Volumenelemente vor, deren Beanspruchung durch
die inneren Krifte zwischen dem jeweils betrachteten Element und seinen Nachbarelementen
ausgedriickt wird. Die Bezeichnung der in den Schnittflachen vorherrschenden Spannungen und
ihre Vorzeichendefinition zeigt Abbildung 2.10 anhand eines einzelnen, herausgeschnittenen
Volumenelements.

oy +doy T / A<V Txy
i .
! NN

Tyx + dTyx ! ,/ \_\ N Oy
! \

Tyz +dry, / N Txz

Abbildung 2.10: Spannungen am Volumenelement

Wie in Abbildung 2.10 dargestellt, sei das Volumenelement so ausgerichtet, dass seine Kanten
jeweils parallel zu einer der Achsen x, y, z des rechtsdrehenden Koordinatensystems verlaufen.
Die Kantenldngen dx, dy, dz eines solchen Volumenelements werden als infinitesimal klein
vorausgesetzt. Die Schnittflichen, deren Normalen in Koordinatenrichtung verlaufen, werden
als positive Schnittflichen (positives Schnittufer) bezeichnet, wihrend die jeweils anderen die
negativen Schnittflichen (negatives Schnittufer) darstellen. Eine in einer Schnittfliche wirkende
Kraft kann iiber drei Kraftkomponenten beschrieben werden. Bezogen auf die Schnittfliche des
unendlich kleinen Wiirfels werden die Kraftkomponenten zu Spannungskomponenten, welche
auf Grund der Ausrichtung zwischen Volumenelement und Koordinatensystem auf folgende Art
bezeichnet werden:

Oii = 0y
oij = Tij (2.29)
Oik = Tik

Wiihrend der erste Index i die Koordinatenrichtung (x, y oder z) der Flichennormalen angibt,
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kennzeichnet der zweite Index i, j bzw. k die Wirkungsrichtung der Spannung. Dabei hat sich
etabliert, die Normalspannungen o; vereinfacht als o; und die zwei Schubspannungen mit 7; ; und
T;x Zu bezeichnen. Die positiven Spannungen in der positiven Schnittfliche wirken in Richtung
der Koordinatenachsen, die der zweite Index angibt.

2.4.2 Gleichgewichtsbedingungen am Volumenelement

In der mathematischen Elastizitéitstheorie werden die Gleichgewichtsbedingungen am infini-
tesimalen Volumenelement formuliert. Dabei wird vorausgesetzt, dass die Verzerrungen des
Elements infolge seiner Beanspruchung vernachlissigbar klein sind und somit die Gleichge-
wichtsbedingungen am unverformten Element aufgestellt werden konnen.

Kréftegleichgewicht

Spannungszuwichse, die zwischen allen negativen und positiven Schnittflachen eines Elements
auftreten, werden entsprechend Abbildung 2.10 der positiven Schnittfliche zugeordnet. Fiir ei-
ne Gleichgewichtsbetrachtung, beispielsweise in x-Richtung, heben sich dabei die Spannungen
selbst heraus, und es verbleiben nur die differentiellen Spannungsénderungen entsprechend Glei-
chung 2.30.

doy -dy-dz+dryy -dx-dy +dry, -dx-dz =0 (2.30)

Dividiert man Gleichung 2.30 durch das Produkt dx - dy - dz, so erhédlt man unmittelbar die
partielle Differentialgleichung fiir die Spannungszuwéchse in x-Richtung gemal Gleichung 2.31.
Fiir die anderen beiden Richtungen ergeben sich die Gleichungen 2.32 und 2.33.

0oy OTyx 0T
x+ y + X

=0 2.31
ox ay 0z 2.31)
0Txy  doy  0Tgy
=0 2.32
0x - ay * 0z ( )
0
BT NALLN 9o _ 0 (2.33)

0x oy 0z

Momentengleichgewicht

Zu den Gleichgewichtsbedingungen gehort neben dem Kriftegleichgewicht auch das Momen-
tengleichgewicht, das um alle drei Koordinaten erfiillt sein muss. Wéhlt man als Drehpunkt den
Koordinatenursprung, haben die Normalspannungen keinen Hebelarm, und es flieBen nur die
Schubspannungen in die Gleichgewichtsaussage ein.

dz
E M,=0= [sz+ (sz +dTZy)] -dx-dy-—2
(2.34)

d
- [Tyz+(‘['yz+d7'yz)] -dx-dz-%zo
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Da die Spannungszuwichse im Vergleich zu den Schubspannungen selbst verhéltnisméaBig
klein sind, konnen diese in den Momentengleichungen vernachléssigt werden. Somit liefern die
drei Momentengleichungen die Gleichheit der Schubspannungen mit gleichen, aber in umge-
drehter Reihenfolge stehenden Indizes.

Tyx = Txy
Tox = Txz (2.35)
Tzy = Ty

Die Bedeutung dieser Gleichgewichtsaussagen nach Gleichung 2.35 ist fiir das Verstiandnis
der spiteren Herleitungen von auBerordentlicher Wichtigkeit. Zusammengefasst konnen folgende
Schliisse gezogen werden:

1. Die jeweils vier gleichen Schubspannungen 7;; = 7;; wirken in einer durch die Achsen i
und j aufgespannten Ebene und bilden einen sogenannten «Schubspannungsring».

2. Schubspannungen in benachbarten Schnittflichen eines Rings laufen auf die gemeinsame
Kante zu, wenn beide Schnittflichen positiv oder negativ sind. Andernfalls laufen sie von
der Kante weg.

3. In einem Volumenelement kdnnen bis zu drei voneinander unabhéngige und rechtwinklig
zueinander stehende Schubspannungsringe verlaufen.

4. Ein Schubspannungsring muss aus Gleichgewichtsgriinden immer vollstidndig sein. Kann
beispielsweise eine der vier Schubspannungen aufgrund duflerer Randbedingungen nicht
ausgebildet werden, so ist der gesamte Ring gleich null.

2.4.3 Geometrische Zusammenhénge am Volumenelement

Verformungen eines Volumenelements werden in zwei Kategorien unterschieden. Als Dehnungen
£ werden jene Verformungen bezeichnet, bei denen sich die Kantenléingen des Volumenelements
verindern, und die Winkel zwischen den Schnittflichen erhalten bleiben. Andern sich hingegen
die Winkel zwischen den Schnittflichen, und die Kantenlédngen behalten ihre Ausgangslénge, so
liegt eine Gleitung y vor. Allgemein werden Dehnungen und Gleitungen zusammenfassend als
Verzerrungen bezeichnet.

In der Elastizitdtstheorie wird von einem unbeschrinkt linear elastischen, isotropen Werk-
stoff ausgegangen, auch «Hooke’scher Werkstoft» genannt. Nach dem Hooke’schen Gesetz sind
Spannungen und Dehnungen geméf Gleichung 2.36 einander proportional.

1
O'iZSi'E<:>8i:E'O'i
(2.36)
. v
€j= ek ="V & =—p 0

Dabei steht E fiir den Elastizititsmodul und v fiir die Querdehnzahl des Werkstoffs. Die Quer-
dehnzahl wird in der Literatur normalerweise durch den griechischen Buchstaben u oder v
dargestellt. Wihrend der Buchstabe u in dieser Arbeit bereits fiir den Reibbeiwert verwendet
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wird, ist das griechische v kaum vom lateinischen v zu unterscheiden. Da das lateinische v
nachfolgend als Verschiebung in y-Richtung verwendet wird, sei die Querdehnzahl hier als ¥
gekennzeichnet.

Durch eine Uberlagerung von Beanspruchungen, die in unterschiedlichen Achsen wirkenden,
erhélt man die vollstindigen Hooke’schen Beziehungen gemall Gleichung 2.37.

gx:é- 70'x—9-(0'y+0'1)7
1 - -

ey =% _o-y—ﬁ- (0'Z+0'x)_ (2.37)
1 - . -

€= - _O’Z—V~(0'x+0'y)_

Liegt ein Schubspannungsring vor, so wird das rechtwinklige Volumenelement zu einem
schiefwinkligen Parallelogramm verzerrt. Die resultierende Winkeldnderung ist gemél Glei-
chung 2.38 proportional zur Schubspannung.

1

Yxy = 5 *Txy
1

Yyz = E “Tyg (2.38)
1

Yxz = 6 *Txz

Fiir die geometrischen Zusammenhénge am Volumenelement sind nun sowohl die Dehnungen
&; als auch die Gleitungen y; in Abhéngigkeit von den Verschiebungen u, v und w in Richtung der
Koordinatenachsen x, y und z zu betrachten. Hierbei seien die Verzerrungen als kleine Grofen
vorausgesetzt, sodass die geometrischen Zusammenhinge linearisiert und alle Produkte und
Quadrate als vernachldssigbar klein angesehen werden konnen. Dehnt sich ein Volumenelement
durch eine Normalspannung o, und wird gleichzeitig in Richtung x verschoben, so wird gemif
Abbildung 2.11 die positive Schnittfliche insgesamt um u + du verschoben. Die Dehnung ist
demnach identisch mit dem Zuwachs der Verschiebung:

du =g, -dx (2.39)
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dx Ex -

=V

Ox Ox

\
Y du

Abbildung 2.11: Zusammenhang zwischen Dehnung und Verschiebung nach [48§]

Gemail Gleichung 2.39 ergeben sich so die Dehnungen &; der drei Koordinatenrichtungen
X, y, z Uiber die partielle Ableitung entsprechend Gleichung 2.40.

_du
&x = Ox
d
£y = i (2.40)
dy
8 _— a_w
z az

Analog ergibt sich der Zusammenhang zwischen Gleitung und Verschiebung. Das Element in
Abbildung 2.12 zeigt ein um u und v verschobenes Volumenelement, das infolge einer Schub-
beanspruchung verzerrt ist. Die Gleitung y,, des Elements setzt sich aus den Anteilen y,
und vy, zusammen, welche wiederum die Verschiebungsinderung du entlang dy bzw. dv ent-
lang dx darstellen. Fiir die Gleitungen der drei Schubspannungsringe erhilt man entsprechend
Gleichung 2.41.

_ouov
Yay = dy Ox
ov  ow

= — 4+ — 2.41

Yyz 0z * oy ( )
3 ow Ju

= 4 —
Y2 = e T ez
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Y2 =
dy Txy
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Abbildung 2.12: Zusammenhang zwischen Gleitung und Verschiebung nach [48§]

2.5 Querkraft

2.5.1 Allgemeines zum Schubspannungsverlauf

In diesem Abschnitt werden einige grundséatzliche Aussagen iiber den Verlauf von Schubspan-
nungen getroffen, die allgemein giiltig sind und somit auch fiir Torsionsschubspannungen gelten.
Dabei wird immer ein diinnwandiger Querschnitt vorausgesetzt. Vorlage der hier dargestellten
Zusammenhinge ist das Buch «Schub und Torsion in geraden Stiben» von Francke und Friemann
[48].

1. Schubspannungen wirken an allen Querschnittsrindern immer parallel zum Rand.

In Abschnitt 2.4.2 wurde anhand von Gleichgewichtsaussagen am Volumenelement auf-
gezeigt, dass im Raum drei unabhiingige Schubspannungsringe vorliegen kénnen. Jeder
dieser Schubspannungsringe muss aufgrund der Gleichgewichtsaussagen vollstindig sein.
Da die Profiloberflachen eines Stabes spannungsfrei sind, kann nur am Querschnittsrand
der Schubspannungsring ausgebildet werden, der keine Komponente in der freien Oberfla-
che aufweist, wie Abbildung 2.13 anhand von Randpunkt 1 zeigt. Somit konnen dort nur
randparallele Schubspannungen auftreten.

Im Fall einer ausspringenden Ecke, Randpunkt 2, liegen zwei freie Oberflichen vor, was
zu einem singuldren Nullpunkt fiihrt, in dem keine Schubspannungen vorliegen kdnnen.
Randpunkt 3 befindet sich in einer einspringenden Ecke. Gemil der genaueren mathemati-
schen Elastizitétstheorie ergibt sich hier eine unendlich grofe Spannungsspitze (singulérer
Unendlichkeitspunkt). Eine Ausrundung wiirde die unendlich grofle Spannungsspitze zwar
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auf endliche Werte verringern, diese werden jedoch in der Technischen Elastizititstheorie
nicht erfasst.

' Randpunkt 1
i , Randpunkt 2

, Randpunkt 1

N\
" Randpunkt 3

y
/ freie Querschnittsriander
A
L~ ./A -!\‘\

A\
N
¥

Abbildung 2.13: Schubspannungen in Rand- und Eckpunkten

2. Es werden ausschlieBlich Schubspannungen in Richtung der Profilmittellinie beriicksich-
tigt.

Nach obiger Aussage miissen die Schubspannungen an den Querschnittsrindern randparal-
lel verlaufen. Gemif der mathematischen Elastizitétstheorie bauen sich iiber die Wanddicke
zwar orthogonal zum Rand wirkende Schubspannungen auf, da diese an den Réndern aber
gleich Null sind, ist ihre Grofe auf der Profilmittellinie diinnwandiger Querschnitte ver-
nachléssigbar klein. In der Technischen Elastizitdtstheorie werden daher keine orthogonal
zum Rand wirkenden Schubspannungen beriicksichtigt. Somit verlaufen in der Technischen
Elastizitétstheorie alle maBgebenden Schubspannungen parallel zur Profilmittellinie. Da-
her wird iiblicherweise eine Laufvariable s entlang der Profilmittellinie definiert, auf die
sich die Schubspannungen 7, beziehen.

3. Querkraftschubspannungen sind konstant {iber die Wanddicke ¢ verteilt.

Gemil der mathematischen Elastizitétstheorie sind die randparallelen Schubspannungen
eines diinnwandigen Rechtecks nahezu konstant iiber die Wanddicke ¢ verteilt. Fiir die
Technische Elastizititstheorie wird dieser Schubspannungsverlauf auf alle dinnwandigen
Querschnitte iibertragen, da jeder diinnwandige Querschnitt als eine Zusammensetzung
schmaler Rechtecke angesehen werden kann. Daher werden die Schubspannungen in der
Regel je Lingeneinheit ds = 1 zu einer resultierenden Kraft, dem Schubfluss 7'(s), zusam-
mengefasst. Es gilt folgender Zusammenhang:
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T(s)
t(s)

Da der iiber den gesamten Querschnitt verteilte Schubfluss 7'(s) das direkte Ergebnis
aller Berechnungsverfahren der Technischen Elastizititstheorie fiir den Querkraftschub
darstellt und sich einzig auf die Profilmittellinie bezieht, ist es ausreichend, anstelle des
Querschnitts, lediglich das Netzwerk der Profilmittellinien s mit dem Systemparameter ¢ ()
zu verwenden. In der Literatur [48] spricht man allgemein vom Profilmittellinenmodell.

T(S) = Txs * l‘(S) < sz(s) =

(2.42)

4. An freien Querschnittsenden sind keine Schubspannungen vorhanden.

An freien Querschnittsenden kann, aufgrund der spannungsfreien Oberfldche, kein Schub-
spannungsring in xs-Ebene vorliegen. Die Schubspannungen 7 und somit auch der Schub-
fluss T'(s) miissen folglich zu Null werden.

2.5.2 Ableitung der Diibelformel

In der Technischen Elastizititstheorie werden die Querkraftschubspannungen mit Hilfe der Dii-
belformel ermittelt. Die Bezeichnung «Diibelformel» stammt aus dem Holzbau, wo die Langs-
verdiibelung von Holzbalken mit dieser Formel erfolgt. Die Diibelformel ermittelt die Querkraft-
schubspannungen tiber Gleichgewichtsaussagen und erfordert kein Elastizititsgesetz. Gleitungen
v infolge einer Schubbeanspruchung werden vernachlassigt.

Zur Veranschaulichung der Herleitung der Diibelformel dient Abbildung 2.14. Dargestellt
ist ein Stabelement der Liange dx, von dem ein Teil in Langsrichtung abgeschnitten wurde.
Beginnend am freien Querschnittsende lauft die Koordinate +s entlang der Profilmittellinie den
Querschnitt ab. Der Schubfluss T ist positiv, wenn seine FlieBrichtung mit der positiven Richtung
der s-Koordinate {ibereinstimmt.

Die Normalspannungen o7, die infolge Normalkraft und Biegung im Querschnitt wirken,
werden als bekannt vorausgesetzt. Fiir die Teilfliche A; konnen die Normalspannungen zu einer
Teilresultierenden R, entsprechend Gleichung 2.43 zusammengefasst werden.

S1

R, = / ox(x,s) - t(s) -ds = / ox(x,s)-dA (2.43)
Sa Ay

mit: o-x=%+A14—;-”—AI/I—:‘y (2.44)

Darin sind:

t Querschnittsdicke,

A Querschnittsflache,

I5 und I auf die Hauptachsen y und Z bezogene Fliachentrigheitsmomente
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Abbildung 2.14: Gleichgewicht am Teil eines Stabes zur Veranschaulichung der Diibelformel

Betrachtet man in Abbildung 2.14 das Kriftegleichgewicht in x-Richtung, so zeigt sich, dass
die Anderung dR,, die vom negativen zum positiven Schnittufer des Stabelementes auftritt, mit
der Schubkraft 7 im Langsschnitt im Gleichgewicht stehen muss. Fiir einen Stab mit konstanter
Normalkraft N folgt:

d&:_/w.dA:_/ M.E_M.Z.(M (2.45)
dx dx I5 dx I;
Al Ay
Die nach x abgeleiteten Biegemomente sind die Querkrifte in Richtung der Hauptachsen. Sie
konnen vor das Integral gezogen werden, wodurch sich folgender Zusammenhang ergibt:

- V~
T:—E/Z-dA+—y 7-dA (2.46)
I5 I:
Ay Al
S—— S——
=Sy =Sz

Die verbleibenden Querschnittsintegrale stellen die statischen Momente Sy und S dar. Setzt
man diese in die Gleichung ein, erhilt man die Diibelformel in ihrer endgiiltigen Form:

_Vz(x) - S3(5) . V5(x) - Sz (s)
I I

T(x,s) = 2.47)
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Die Querkraftschubspannungen 7 (x, s) konnen nun mit Gleichung 2.42 iiber den Schubfluss
T (x, s) berechnet werden.

2.5.3 Einheitsschubfliisse

Mit Hilfe der Diibelformel aus Abschnitt 2.5.2 kann der Schubfluss 7'(s) an jeder Stelle s der
Profilmittellinie ermittelt werden. Wie es Gleichung 2.47 zu entnehmen ist, enthilt die Diibel-
formel last- und querschnittsabhingige Grofen. Da diese nicht miteinander gekoppelt sind, ist
der qualitative Verlauf des Schubflusses allein von der Geometrie des Querschnitts abhingig.
Die Querkrifte V, und V, bestimmen lediglich die Absolutwerte des Schubflusses. Es bietet sich
daher an, die Vorfaktoren von S5 und S; auf eins zu setzen und somit die Schubfliisse, die dann
mit den statischen Momenten identisch sind, zu Einheitsschubfliissen zu machen.

TS,(S) =S:(s) =T(x,s) mit Vy =lundV; =0
(2.48)
T:(s) = =S5(s) =T(x,s) mitV;=Ilyund V5 =0

Die Querkrifte V und die Flachentrdgheitsmomente / werden dabei nur dem Betrag nach
gleichgesetzt. Die Einheitsschubfliisse haben somit die Einheit m?. Den wahren Schubfluss 7 mit
der Einheit KN/m erhdlt man erst durch Multiplikation mit den Vorfaktoren Vz/1; bzw. V5/1-.

Ein Beispiel soll die Berechnung des Schubflusses verdeutlichen. Gegeben ist ein geschlitztes
Quadratrohr geméll Abbildung 2.15. Entsprechend Gleichung 2.48 entspricht der Schubfluss 7,
dem negativen statischen Moment —S,. Da S, gleich dem Integral der z-Fliche ist, bietet es sich
an, zunichst die z-Fldche zu zeichnen, wie in Abbildung 2.15 links dargestellt.

a

T T

a 5-a°-t a2~t
B s [T,
VZ +* / 8
l +5 / “ T
[
S i 6-a2-1 | S
a ————— o f
} \ T&
\
7" \ —
K Jiiinnnass
2

z T,

Abbildung 2.15: Koordinatenfliche z und Einheitsschubfluss 7, eines geschlitzten Quadratrohrs
nach [48]

Der Schubfluss kann nun leicht iiber die Integration der z-Flache erfolgen, wie in Abbildung 2.15
rechts dargestellt. Folgende Kontrollen eigenen sich, den Schubfluss zu iiberpriifen:

» An allen freien Querschnittsenden muss der Schubfluss den Wert null annehmen.

+ Die gesamtresultierende Kraft des Schubflusses muss in Ihrer Grole und Wirkungsrichtung
mit der einwirkenden Querkraft {ibereinstimmen.
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* An allen Querschnittsenden, an denen die y- oder z-Flachen positiv sind, laufen die zuge-
horigen Schubfliisse auf das freie Querschnittsende zu.

Bezogen auf den Schwerpunkt entsteht infolge des Schubfluss 7, aus Abbildung 2.15 rechts ein
Torsionsmoment. Wiirde die Querkraft V, nichtim Schubmittelpunkt M, sondern im Schwerpunkt
S angreifen, wiirde der Stab noch eine zusitzlich Torsionsbeanspruchung erfahren. Was unter
Torsion zu verstehen ist, und was die Theorie der Wolbkrafttorsion besagt, kann Abschnitt 2.6
entnommen werden.

2.6 Torsion

2.6.1 Grundlegende Zusammenhinge

Eine Torsionsbeanspruchung liegt vor, wenn ein Trager eine Verdrehung ¢ (x) um seine Langsach-
se erfihrt, deren Grofe sich entlang der Lingskoordinate x dndert. Der Trager verdrillt. Die
Kreisbahn, auf der sich jeder Querschnittspunkt infolge der Verdrehung um den Pol D verschiebt,
kann bei sehr kleinen Winkeln ¢ linearisiert werden. Die Verschiebungsgrofen in Richtung der
Koordinatenachsen ergeben sich somit gemif3 Abbildung 2.16 zu:

—v=r-%(x)-sing = (z—zp) - F(x) (2.49)
w=r-19%(x)-cos¢ = (y—yp) - Ix) (2.50)
u=u(x,y,2) (2.51)

« y

Txy =0
» «—
S B
<D
z
v
Vow

Abbildung 2.16: Verschiebungen v und w eines Querschnittspunktes B infolge einer Verdrehung
¥ nach [48]
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Dass eine Axialverschiebung u infolge einer Verdrehung auftritt, ist iiber die Anschauung nur
schwierig einzusehen. Daher ist diese in Gleichung 2.51 zunéchst nur in allgemeiner Form darge-
stellt. Dass aber dennoch Verschiebungen u infolge Verdrehung ¢ bzw. Verdrillung ¢’ entstehen,
soll nachfolgend anhand eines Beispiels von Francke und Friemann [48] vorgestellt werden.
Dieser klassische Fall des geschlossenen und offenen Kreisrohres, gemafl Abbildung 2.17, kann
leicht mit Hilfe eines gerollten Blatts Papier nachvollzogen werden. Es zeigt anschaulich, dass
sich eine Axialverschiebung infolge Torsion einstellt, da die freien Enden des offenen Kreisrohrs
in Axialrichtung auseinander driften. Der Querschnitt verwolbt. Zudem wird deutlich, dass das
geschlossene Rohr eine sehr viel hohere Drillsteifigkeit als ein geschlitztes Rohr aufweist.

§ 9 =0 3 9 =0

Abbildung 2.17: Gegeniiberstellung der Torsionsverformungen eines drillsteifen geschlossenen
Rohres und eines drillweichen geschlitzten Rohres gleicher Abmessungen nach
[48]

Um allgemein nachzuweisen, dass eine Verdrillung mit einer Verwdlbung verbunden ist, wird
ein Stabelement der Linge dx eines allgemeinen Vollquerschnitts (Abbildung 2.16) herausge-
griffen. Die Verschiebungen v und w eines beliebigen Punktes B dndern sich vom negativen zum
positiven Schnittufer entsprechend Gleichung 2.52 und Gleichung 2.53 um:

d
LR 25
dw _ 9 253
= (= y0) () (253

Gemil Gleichung 2.41 stellen diese Verschiebungsinderungen Gleitungen yy, und vy, dar,
die iiber das Hook’sche Gesetz (Gleichung 2.38) Schubspannungen 7, und 7., im Punkt B
zur Folge haben. Die Resultierende dieser Schubspannungskomponenten steht, wie in Abbil-
dung 2.16 dargestellt, rechtwinklig auf der Verbindungslinie D B. Betrachtet man hingegen einen
Punkt B; am Querschnittsrand, so kann laut Aussage 4 aus Abschnitt 2.4.2 nur ein randparalleler
Schubspannungsring vorhanden sein. Die Schubspannungsringe orthogonal zum Querschnitts-
rand miissen null sein, da die Oberflache des Stabes spannungsfrei ist. Fiir den Punkt B; in
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Abbildung 2.16 bedeutet dies, dass die Schubspannungen 7, und 7, gleich null sind, und sich
nur ein Schubspannungsring 7., einstellen kann. Folglich liegt auch keine Gleitung in xy-Ebene
vor:

du Ov
w=—+—=0 2.54
Vxy dy + Ox ( )

Aus Gleichung 2.54 ergibt sich, dass der Betrag des ersten Teilwinkels y gleich dem des zweiten
Teilwinkel vy, sein muss:

Y= —=—y2=—— (2.55)

Das Volumenelement B; dreht sich also aus der x, y-Ebene heraus — der Querschnitt verwolbt.
Die Verwolbung du ist fiir jeden Querschnittspunkt unterschiedlich und wird in den Abschnitten
2.6.2 und 2.6.3 néher behandelt.

Fiir einen allgemeinen Querschnittspunkt B erhélt man iiber die geometrischen Zusammen-
hinge aus den Gleichungen 2.40 und 2.41, den Hooke’schen Gleichungen 2.37 und 2.38 und der
vereinfachenden Annahme einer Querdehnzahl von ¥ = 0 folgende Spannungen:

ou

oe=E - — (2.56)

X
9

(ry:E-a—; (2.57)
d

o, =E- _BVZV (2.58)
ou Ov u

=G |2y o (D (z— ) 2.

Txy G(6y+6x) G(ay (z ZD)ﬁ(x)) (2.59)
v Oow

Tyz_G-(6—Z+—ay)_G-(—ﬂ+ﬂ)—0 (2.60)
ow 0 9

=G [ e [ Z sy =) -9 () 2.61)
ox 0z 0z

Damit lassen sich die drei Gleichgewichtsaussagen der Gleichungen 2.31 bis 2.33 in folgende
Form umschreiben:

Aoy 0Ty 01y u u  0%u
+ + =FE-—+G-|—+—1|=0 2.62
Ox Ay 0z dx? (6)}2 8Z2) (£69)
Oty G (24 (om0 =0 (2.63)
dx 0x - 0y ¢Te V)= '
0 _ G (2 (v —yp)-07(0)) =0 (2.64)
ox 0x -0z yoop B .

Die Schubspannungen aus Gleichung 2.62 lassen sich in zwei Anteile aufspalten, die jeweils
fiir sich zu null werden miissen:

do OTxyll  OTxzal OTxy1 0Tzl
X, yI , yL ,

=0 2.65
0x ay 0z * ady 0z (2.65)
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Die mit dem Index I versehenen Schubspannungen beschreiben einen reinen Schubspannungszu-
stand in yz-Ebene. Sie sind unabhingig von etwaig wirkenden Normalspannungen und werden
als St. Venant’sche oder primire Schubspannungen bezeichnet. Mit dem Index II sind Spannun-
gen versehen, die in Abhéngigkeit mit einer Verwolbung stehen. Hier spricht man allgemein von
Wolbnormal- und Wélbschubspannungen bzw. sekundédren Schubspannungen.

Aus Gleichung 2.65 geht klar hervor, dass im Allgemeinen eine Uberlagerung primérer und
sekundérer Schubspannungen erforderlich ist. Die St. Venant’sche Torsionstheorie, die einen
reinen primiren Schubspannungszustand zu Grunde legt, stellt somit einen Sonderfall innerhalb
der iibergeordneten Theorie der Wolbkrafttorsion (TdW6) dar.

2.6.2 St. Venant’sche Torsion

Die nachfolgende Herleitung der St. Venant’schen Torsionstheorie gliedert sich im Wesentlichen
nach den Ausfiihrungen von Francke und Friemann [48], deren Buch fiir eine detailliertere
Darstellung zu empfehlen ist. Es wird hier zunichst ausfiihrlich auf die Herleitung der Theorie
fiir einen allgemeinen Vollquerschnitt eingegangen, die im Anschluss in vereinfachter Form
auf diinnwandige, offene Querschnitte tibertragen wird. AbschlieBend werden noch zusitzliche
Besonderheiten diinnwandiger, geschlossener Querschnitte thematisiert.

Vollquerschnitte

Die St. Venant’sche Torsionstheorie wurde Mitte des 19. Jahrhunderts von Adhémar Jean Claude
Barré de Saint-Venant, einem franzosischen Universalgelehrten, entwickelt. Sie unterstellt einem
torsionsbeanspruchten Triger einen reinen Schubspannungszustand, wodurch der jeweils erste
Term der Gleichgewichtsbedingungen 2.62 bis 2.64 entfillt:

aTxy 6sz 821/! 8214
- =G-|—+—1|=0 2.66
dy * 0z G (6y2 * 6z2) (2-66)
O0Txy .
=-G(z-zp) 9" (x) =0 (2.67)
ox
0Ty .,
6—=G(y—yn)-0 (x)=0 (2.68)
X

Gleichung 2.66 stellt eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung fiir die Verwdlbung
u(y, z) dar. Dies zeigt, dass in der St. Venant’schen Torsionstheorie durchaus Verwdlbungen
auftreten, welche sich jedoch frei einstellen konnen, was der Grund dafiir ist, dass keine Nor-
malspannungen entstehen, und die Theorie ihre Giiltigkeit bewahrt. Eine weitere Voraussetzung
der St. Venant’schen Torsion ergibt sich aus den Gleichgewichtsaussagen 2.67 und 2.68. Diese
konnen nur erfiillt sein, wenn die Verdrillung ¢’ konstant und somit die zweite Ableitung der
Verdrehung ¢ gleich null ist. Auch diese Aussage ist im Grunde daran gekoppelt, dass sich Ver-
wolbungen unbehindert einstellen konnen. Beide gelten jedoch nicht fiir wolbfreie Querschnitte,
da sie ohnehin keine Verwolbung erfahren. Zu den wolbfreien Querschnitten gehoren:
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+ rotationssymmetrische Querschnitte (Vollkreis, Kreisrohr)

+ diinnwandige Querschnitte, die aus mehreren, sich in einem Punkt schneidenden, geraden
Rechtecken bestehen (L-, T-Profile)

+ regelméBige, polygonale Hohlquerschnitte mit konstanter Wanddicke (Quadratrohr)

Fiir die Bestimmung der priméiren Schubspannungen bietet es sich an, die auf den Querschnitt
bezogenen Anteile aus Gleichung 2.67 und Gleichung 2.68 in einer Spannungsfunktion ¢ (y, z)
Zu vereinen.

oy
Fe

W (y, z) stellt also eine reine Querschnittsfunktion dar, welche abgeleitet nach n und multi-
pliziert mit den last- und werkstoffabhingigen Faktoren G und 9’(x), die Schubspannung in
Richtung s liefert, wie in Abbildung 2.18 dargestellt.

Tes1 =G -9 (x) - 0 (2.69)

Y-
Abbildung 2.18: Definition der Schubspannungsfunktion ¢ nach [48]
Die Richtungskoordinate s bildet mit der orthogonal dazu ausgerichteten Achse n und der

Stabachse x ein Rechtskoordinatensystem. Die Schubspannungen in Richtung der urspriinglichen
Koordinatenachsen y und z berechnen sich zu:

Toy1 =G -9 (x) - aa—‘i’ (2.70)
Txz1=G -9 (x) - il (2.71)
dy

Die Schubspannungen aus den Gleichungen 2.70 und 2.71, bezogen auf den Drehpunkt D,
miissen mit dem primdren Torsionsmoment Mt im Gleichgewicht stehen. Der Ausdruck fiir
Mpr; teilt sich dabei in zwei Faktoren gemif3 Gleichung 2.72.

0 0
MT,Iz—G-ﬂ'-/[ai-(y—ynn—‘”-(z—m) dA 2.72)
y 0z
A
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Wihrend das Produkt G - ' wieder eine last- und werkstoffabhingige Grofie darstellt, be-
schreibt das Integral in Gleichung 2.72 eine reine Querschnittsgrofle, die den St. Venant’schen
Torsionswiderstand It beschreibt. Durch partielle Integration und Beriicksichtigung von Rand-
bedingungen der Spannungsfunktion ¢rang wird der Torsionswiderstand /T unabhédngig vom
Drehpunkt D [48]. Der St. Venant’sche Torsionswiderstand It ergibt sich so zu:

IT=2-//w(y,z)- dz - dy (2.73)
y z

Damit verkiirzt sich Gleichung 2.72 zur allgemein bekannten elastostatischen Grundgleichung
der St. Venant’schen Torsion:

Mri=G- It (2.74)

Die zur Losung eines St. Venant’schen Torsionsproblems bendétigten Gréen lassen sich nun
in zwei Kategorien einteilen. Da wiren zum einen die lastunabhéngigen Parameter ¢ und I, die
reine Querschnittsgrofen darstellen, und zum anderen die lastabhéngige Verdrehung ¢ sowie die
Spannungen 77 infolge M. In der Literatur wird gemif} Francke und Friemann [48] vordergriin-
dig die Berechnung der Spannungsfunktion ¢ und des Torsionswiderstands It als eigentliche
Losung der St. Venant’schen Torsion angesehen. Da dies reine Querschnittswerte sind, konnen
sie fiir bestimmte Profile in tabellarischer Form dargestellt werden, siehe Tabelle 2.1.

Wie oben dargestellt fillt der Drehpunkt aus allen bendtigten Groflen heraus, wodurch sich
theoretisch jede Drehachse unter St. Venant’scher Torsion einstellen kann. Durch die Verwol-
bung, die sich nach der St. Venant’schen Torsionstheorie frei einstellen muss, wird jedoch eine
zusitzliche Forminderungsenergie in das System eingebracht, deren Grofe durch die Lage der
Drehachse beeinflusst wird. So wird sich die Drehachse einstellen, bei der die Forminderungs-
energie minimal wird. Diese spezielle Drehachse wird als Drillruheachse bezeichnet und ist
identisch mit der Schubmittelpunktachse. Stellt sich beispielsweise aus konstruktiven Griinden
eine andere Drehachse ein, so hat dies Auswirkungen auf die Verwolbung, beeinflusst aber nicht
die St. Venant’sche Torsion.

Berechnet werden kann die Verwolbung iiber die Gleichgewichtsbedingungen der Gleichungen
2.63 und 2.64. Uber die Gleichung 2.70 bzw. Gleichung 2.71 kann so ein direkter Zusammenhang
mit der Spannungsfunktion ¢ hergeleitet werden.

Den Klammerausdruck der beiden Gleichungen 2.75 und 2.76 fasst man zur sogenannten «Ein-

heitsverwolbung» wP zusammen:

u(x,y,z) =9 - P (y,2) (2.77)
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Tabelle 2.1: Spannungsfunktion ¢, Torsionswiderstand /T und Schubspannung 7., y ausgewahlter
Querschnitte nach [48]

. . Torsions-
Querschnitt Spannungsfunktion i widerstand Iy Schubspannung 7y,
a
v —a?. p? y2+Z2_1 a-b.or M~ .
S| e |2, 21 D2 bbb Y
Z
|
1 1 M
y L2 2_ 2 14, T 5.
2 IS 2 T o oY
Z
b
— 1 1 M 0¢
¥y — b2 =2 1+ (v, —.b3.h T .y 22
% Ah 1 Yy +¢(y,2) 3 n I 2.y P
\ 4 o
T 11 3 2 2 M
y o2 |2 Y 2T 160 -
2 h3  h* k2 1, Vi b3
—+ — . b4\
;)vz B y2'2+4 80 [y.z_u]
h= g V3 R 27 3
mit

(9]

-1 i+1
¢(y,z):8-b2-z D > -cos(ai-%)-cosh(ai-g)
i=0 a'? - cosh (a/i . n)

(ZiZ(Z'i+1)-7T

n iber Gleichung 2.73 oder angenéhert mit Tabelle 2.2

Tabelle 2.2: Hilfswerte n

| s 2 3 e s e | 8|10 ] e
‘ n ‘0,422‘ 0,587‘ 0,686‘ 0,790‘ 0,842‘ 0,874‘ 0,895‘ 0,921‘ 0,937‘ 1 ‘

Die Einheitsverwolbung ist ebenso wie die Spannungsfunktion eine reine Querschnittsgrof3e
und beschreibt die relative Grofle der Wolbfliche fiir eine vorgegebene Verwindung ¢ (x) = 1.
Der hochgestellte Index D gibt an, dass sich die Verwolbung auf einen allgemeinen Drehpunkt D
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bezieht. Warum die Einheitsverwolbung mit einem hochgestellten Index und nicht, wie beispiels-
weise der Einheitsschubfluss, durch einen tiefgestellten Index versehen wird, ist nicht bekannt.
Da in der Literatur [48, 49, 50, 51] diese Schreibweise gebrauchlich ist, wird sie auch hier
verwendet.

Fiir einen allgemeinen Rechteckquerschnitt, wie in Tabelle 2.1, berechnet sich die Einheits-
verwolbung wP zu:

(_1)i+l ‘ £

b

WP(y,2) = y-2+8:67 ) h
i=0 @;3 - cosh (a/,- . n)

Diinnwandige, offene Querschnitte

ssin (a; %)-sinh (0 5 ) +yp2-2p-y 278)

Im Rahmen dieser Arbeit werden vordergriindig diinnwandige Querschnitte betrachtet. Als diinn-
wandig gelten Querschnitte, deren Wanddicken #; klein gegeniiber anderen Querschnittsabmes-
sungen sind. Fiir einen einfachen Rechteckquerschnitt, bei dem die Breite b als Wanddicke ¢
aufgefasst wird, muss demnach 7 < h sein. Unabhiignig vom wahren Verhiltniss /1 wird ein als
diinnwandig betrachteter Querschnitt stets auf seine Profilmittellinie reduziert und ein Verhéltnis
!/n = 0 angenommen. Durch diese Vereinfachung wird die in Tabelle 2.1 angegebene Hilfsfunk-
tion ¢ zu null, sodass sich in einem Rechteck der bekannte St. Venant’sche Schubspannungsfluss
offener Profile gemif3 Abbildung 2.19 einstellt.

b:t 3

Txz,1

S
<0 / h wP(y =0)

<
NSNS

Z

1
\{
—
y

Abbildung 2.19: Verlauf der Schubspannungen und Verwolbungen in einem schmalen Rechteck-
querschnitt nach [48]

Die zur Losung des St. Venant’schen Torsionsproblems benotigen Groflen ergeben sich fiir ein
diinnwandiges Rechteck zu:

W==-1>—y? (2.79)
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1

I=3-h A (2.80)

Ty =0 (2.81)
M

Tegl = — 2.y (2.82)
It

Aufgrund des angenommenen Verhéltnisses ?/» = 0 sind, gemifl den Gleichungen 2.81 und
2.82, Schubspannungen rechtwinklig zur Profilmittellinie nicht vorhanden, wihrend Schubspan-
nungen entlang der Profilmittellinie linear iiber die Wanddicke ¢ verteilt sind. Der Maximalwert
von Ty, 1 tritt jeweils links und rechts an den Profilrindern auf, sodass die Profilmittellinie span-
nungsfrei ist. Da das wahre Verhiltnis von /i jedoch nicht dem Grenzwert von null entsprechen
kann, fiihrt diese Ndherungslosung zu folgenden zwei Widerspriichen:

« Es ergeben sich Schubspannungen 7,1 an den freien Enden z = +//2 des Querschnitts,
obwohl die Gleichgewichtsbedingungen am Volumenelement dort keine Schubspannungen
Ty, erlauben, siche Abschnitt 2.4.2 Momentengleichgewicht Aussage 4.

* Integriert man die Schubspannungen 7y, 1 auf, entsprechen diese nur dem halben Torsi-
onsmoment Mrj.

Beide Widerspriiche griinden auf der Vereinfachung //n = 0 und lassen sich durch die genaue
Reihenlosung mit dem wahren Verhiltnis ?/n beheben. Bei der genauen Losung werden, wie
in Abbildung 2.20 dargestellt, die Schubspannungen 7,1 an den freien Enden zu null. In Di-
ckenrichtung stellen sich ebenfalls Schubspannungen 7, ; ein, die an den freien Enden auf der
Profilmittellinie eine vergleichbare Groenordnung wie 7, 1 aufweisen, aber mit zunehmendem
Abstand von den freien Enden schnell zu null werden. Eine Integration dieser Schubspannun-
gen ergibt dann exakt das Torsionsmoment Mrj, da die Schubspannungen an den freien Enden
iiber einen hohen Hebelarm verfiigen. Damit ist zu erkennen, dass die Nédherungslosung fiir
alle praktischen Belange ausreichend genau ist, und die genaue Losung nicht den rechnerischen
Mehraufwand rechtfertigt.

Txy,I
—>
Y
y Txz,1
Y \ i
_/
4_
Yz
b

Abbildung 2.20: Qualitativer Verlauf primérer Torsionsschubspannungen in einem Rechteck-
querschnitt nach [48]
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In der St. Venant’schen Torsionstheorie, wie auch in der libergeordneten Theorie der Wolbkraft-
torsion, werden diinnwandige Querschnitte als Aneinanderreihung schmaler Rechtecke mit den
Wanddicken #; aufgefasst. Unter der Voraussetzung, dass die Querschnittsform erhalten bleibt,
erfahrt jedes dieser schmalen Rechtecke die gleiche Verwindung ©” und nimmt entsprechend sei-
ner Torsionssteifigkeit IT; einen Anteil des Torsionsmoments Mt ; auf. Am Gesamtquerschnitt
konnen die Torsionssteifigkeit ITges und das primére Torsionsmoment Mty ges demnach wie
folgt berechnet werden:

I
Iges =75 ) hi 17 (2.83)
i

MT11Ges = Z Mryi =G -9 (x) - ITGes (2.84)
f

Die Randschubspannungen berechnet man nach Gleichung 2.71, welche sich fiir diinnwandige,
offene Querschnitte allgemein zu Gleichung 2.85 vereinfacht.

TmT=—>="1 (285)

Auf die Verwdlbung diinnwandiger Querschnitte soll an dieser Stelle nur kurz eingegangen
werden, da sie wichtig fiir das Verstidndnis St. Venant’scher Torsion geschlossener Querschnitte
ist. Eine genauere Betrachtung folgt dann anschliefend in Abschnitt 2.6.3.

Fiir die Betrachtung eines diinnwandigen Rechtecks vereinfacht sich Gleichung 2.78 zu:

wP=y-z+yp-z-2p-y (2.86)
Aber dadurch, dass #/n — 0 gilt, ist der Unterschied zwischen den Verwolbungen der Profilmittel-
linie s und denen der ProfilauBenkante y = & /2 so gering, dass er vernachléssigt wird. Die zwei
y enthaltenden Terme in Gleichung 2.86 konnen daher entfallen, und die Einheitsverwolbung
eines diinnwandigen Rechtecks berechnet sich folglich zu:

WP =yp-z (2.87)

Ein einfaches, diinnwandiges Rechteck erfihrt also nur dann Verwdlbung, wenn sich der
Drehpunkt nicht auf der Profilmittellinie befindet. Da sich als Drehpunkt aber in der Regel der
Schubmittelpunkt einstellt, welcher sich bei einem Rechteck auf der Profilmittellinie befindet,
gilt das schmale Rechteck als quasi wolbfrei.

Fiir allgemein diinnwandige Querschnitte, die aus mehreren Rechtecken zusammengesetzt
sind, ergeben sich immer dann Verwolbungen, wenn kein gemeinsamer Schnittpunkt aller Profil-
mittellinien vorliegt, der mit dem Drehpunkt identisch ist. Die Verwolbungen der Profilmittellinie
werden als konstant iiber die Wanddicke vorausgesetzt. Bei der Berechnung macht man sich zu-
nutze, dass die Profilmittellinie in der St. Venant’schen Torsionstheorie spannungsfrei ist, weshalb
alle Elemente der Profilmittellinie verzerrungsfrei bleiben. Verschiebungen der Querschnittsebe-
ne konnen daher auch nur reine Verschiebungen dieser Elemente hervorrufen.

Definiert man fiir die Mittellinienkoordinate s den Anfangspunkt s = 0 an einem beliebigen
freien Ende und lésst +s zu allen anderen freien Profilenden positiv hin verlaufen, so ergibt sich
die Verschiebung v; eines Elements in Richtung s infolge einer Verdrehung 9 zu:
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ve(s) = rP(s) -9 - cos (@) ~ rP(s) -9 (2.88)

Der cos () wird fiir kleine Winkel zu eins, und P (s) beschreibt den Hebelarm zum Drehpunkt
D an der Stelle s gemi3 Abbildung 2.21. Der Hebelarm rP wird positiv angesetzt, wenn der
Vektor +s bezogen auf D mit der Drehrichtung von ¢ {ibereinstimmt.

y S
<<
D
p
+9
\E
Tangente

Abbildung 2.21: Verschiebung v, eines Elements auf der Profilmittellinie infolge ¥} nach [48]

Da die Gleitung y, entlang der Profilmittellinie null sein muss, gilt analog zu Gleichung 2.54
folgender Zusammenhang:

yxs_(?s Ox

—>a)D:—/rP-ds

Bei der Losung von Gleichung 2.89 tritt eine Integrationskonstante wOD auf, die gleich der
Verwolbung am Koordinatenanfangspunkt s = 0 ist. Die, zunéchst ohne Beriicksichtigung dieser
Integrationskonstante angegebene Wolbordinate wP (i), wird als Grundverwdlbung bezeichnet.
Hinzu kommt die Integrationskonstante, die als Verschiebung der Bezugsfliche aufgefasst werden
kann, sodass positive und negative Wolbflachen gleich grofl werden. Entsprechend berechnet sich
die Integrationskonstante zu:

0= % [ﬂ’(x) : a)D(s)] + :—x [0()() : rP(s)]
(2.89)

wp = —% : / wP(s) - dA (2.90)
A

Die Summe aus Grundverwdlbung und Integrationskonstante wird als Hauptverwolbung be-
zeichnet und wird durch einen Querstrich gekennzeichnet.
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P (s) = WP(s) + wf = —/ re - ds +wp (2.91)

Die endgiiltigen Verschiebungen in Stabldngsrichtung erhilt man durch Multiplikation mit der
Verwindung:

u(s) = @P(s) - (2.92)

Diinnwandige, geschlossene Querschnitte

Die Torsionsschubspannungen eines diinnwandigen, geschlossenen Querschnitts konnen analog
zu Querkraftschubspannungen berechnet werden. Dabei geht man so vor, dass der Hohlkasten
«aufgeschnitten» wird, sodass ein einfach zusammenhéingender Querschnitt entsteht. Fiir diesen
gedachten offenen Querschnitt berechnet man die Differenzverschiebungen an der Schnittstelle
und korrigiert diese durch einen konstanten Kreisschubfluss. Da lediglich die Differenzverschie-
bung benétigt wird, fillt die Integrationskonstante heraus, sodass sich folgende Gleichung fiir
die Differenzverschiebungen ergibt:

Au0=u1 — Ug

=ﬁ'-(@?—a)oD)=ﬁ'-w‘f=—ﬁ’-j{r§)-ds

Wie Abbildung 2.22 zeigt, entspricht das Umlaufintegral aus Gleichung 2.93 dem doppel-
ten Wert der durch die Profilmittellinie umschlossenen Fliche. Dies macht deutlich, dass die
Differenzverschiebung ebenfalls unabhingig von der Drehachse ist.

(2.93)

o] 4

__/::’:;1\]]./!/]1111[[1[I

\dAu—OS rt -ds

Abbildung 2.22: Die von der Profilmittellinie umschlossene Fliche A, eines einzelligen Hohl-
querschnitts nach [48]

Die Korrekturverschiebung Au! berechnet sich iiber die aufintegrierte Gleitung, die mit dem
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konstanten Kreisschubfluss verbunden ist zu:

Aul—f T - ds (2.94)
S G-1(s) ‘

Durch Gleichsetzen der beiden Verschiebungen Au® = Au! erhilt man fiir einen konstanten
Schubmodul den Bredt’schen Kreisschubfluss 7'

2- P ds 2-A TV 2-A

1 _ t LG9 = V.6 Y e 2 v

r= ds G-9 ds G0 G- ds (2.95)
t(s) 1(s) 1(s)

Die St. Venant’schen Torsionsschubspannungen eines diinnwandigen, geschlossenen Quer-
schnitts stellen somit eine Uberlagerung zweier Anteile dar: Zum Einen die iiber die Wanddicke
linear verteilten Schubspannungen des geschnittenen Querschnitts und zum Anderen die konstant
iiber die Wanddicke verteilten Schubspannungen aus dem Bredt’schen Kreisschubfluss. Jeder die-
ser Anteile entspricht einem Torsionsmoment, wobei der offene Anteil in der Literatur hiufig
als sehr klein vernachldssigt wird [48, 49]. Werden jedoch beide Anteile verwendet, so werden
diese meist mit den Indizes «offen» und «Bredt» gekennzeichnet. Das primire Torsionsmoment
berechnet sich also fiir geschlossene, diinnwandige Querschnitte zu:

4. A?
MTJ:G'IT’Offen'ﬂI'f‘Tl ‘?{r%w ds=G -9 - IT’Oﬂfen'i'—u

ds
) — (2.96)

=G-v- (IT,oITen + IT,Bredt)

Die Schubspannungsanteile berechnen sich iiber die jeweiligen Torsionsmomentenanteile zu:

M
Tloffen = —IT’I’;ﬁe“ t; (2.97)
T,offen
M1 Bredt
TUBredt = 5 (2.98)
u 1

2.6.3 Wolbkrafttorsion diinnwandiger Querschnitte

Dass Torsionsbeanspruchungen in Stiben im Allgemeinen Verwolbungen hervorrufen, wurde
bereits in Abschnitt 2.6.2 dargestellt. Konnen sich diese Verwdlbungen nicht frei einstellen, ent-
stehen gemal Gleichung 2.56 Normalspannungen im Querschnitt, auch Wolbnormalspannungen
genannt.

0
o =ow=E- a—” —E-9"(x) oM (2.99)
b
Eine Behinderung der Verwolbung entsteht beispielsweise durch eine Einspannung des Tra-
gers, eine Querschnittsdnderung oder auch durch eine verdnderliche Torsionsschnittgrofle. Dies
hat zur Folge, dass die Verdrillung ¢ verdnderlich ist, wodurch die St. Venant’sche Torsionstheo-

rie ungiiltig wird. Der Triger muss in einem solchen Fall nach der Theorie der Wolbkrafttorsion
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berechnet werden. Ausnahmen stellen Trager mit wolbfreien bzw. wolbarmen Querschnitten dar.
Diese erfiillen immer die Voraussetzung der St. Venant’schen Torsion.

Wie man Gleichung 2.99 entnehmen kann, verlaufen die Wélbnormalspannungen o affin zur
Einheitsverwolbung @M, die hier auf den Schubmittelpunkt M bezogen ist. Demnach sind die
Wolbnormalspannungen ow bei diinnwandigen Querschnitten auch konstant iiber die Wanddicke
t verteilt, und sie erzeugen weder eine resultierende Normalkraft N, noch Biegemomente M,
oder M,. Die Wolbnormalspannungen ow fasst man zu einer eigenen Schnittgréfe, dem Wolb-
moment My, zusammen. Das Wolbmoment My entspricht einem Torsionsmoment um eine im
Querschnitt liegende Achse und ist, auler bei I-Querschnitten, nicht anschaulich nachzuvollzie-
hen.

Mw=—/0w-cDM-dA=—E-19”(x)-/[a‘)M]2~dA
A

A (2.100)

=-E-9"(x)-Cym

Das Integral iiber das Quadrat der Hauptverwolbung wird als Wolbwiderstand Cy; definiert.
Das M im Index gibt an, dass der Wolbwiderstand sich auf den Schubmittelpunkt bezieht.
Damit die Gleichgewichtsbedingung 2.65 erfiillt ist, miissen infolge einer Wolbbehinderung
neben den Wolbnormalspannungen ow auch Wolbschubspannungen 7y vorhanden sein, die
ebenfalls konstant liber die Wanddicke ¢ verteilt sind. Die Wolbschubspannungen y; sind mit den
St. Venant’schen Schubspannungsanteilen 7y ofen bzW. TiBredt zu liberlagern, und sie erzeugen
keine resultierenden Schubkrifte V, oder V,. Dadurch ist die Voraussetzung zur Berechnung
der Verwolbung in Gleichung 2.89, dass die Profilmittellinie schubspannungsfrei ist, streng
genommen nicht mehr gegeben. Dennoch wird diese Voraussetzung in der allgemeinen Theorie
der Wolbkrafttorsion vereinfachend beibehalten.

Durch diese Vereinfachung nimmt die Theorie der Wolbkrafttorsion an, dass infolge einer be-
hinderten Verwolbung keine Gleitungen vy, entstehen bzw. diese vernachlissigbar klein bleiben.
Somit werden Wolbschubspannungen analog zu Querkraftschubspannungen, die mit der Diibel-
formel ermittelt werden, nur aus einer Gleichgewichtsbedingung (Gleichung 2.65) berechnet.
Nun ergibt sich fiir einen offenen Querschnitt, bei dem der Integrationsanfang an einem freien
Ende beginnt, folgender Wolbschubfluss Ty:

Tw(x,s) =—E - 9" (x) - / oM(s)- dA=—-E - 9" (x) - Sw (2.101)
0

In Analogie zu den statischen Momenten wird das Integral in Gleichung 2.101 mit Sw abge-
kiirzt, da man es in gleicher Weise zu den statischen Momenten iiber die &™-Fliche anstelle der y-
bzw. z-Fliche integriert. Fiir Sw gibt es in der Literatur keinen festen Begriff. Im Rahmen dieser
Arbeit wird Sy daher in Analogie zur Einheitsverwolbung wP als Einheitswolbschubfluss be-
zeichnet. Ein positiver Schubfluss Ty wirkt in positiver s-Richtung. Es bietet sich aber an, immer
positive Werte zu verwenden und die Wirkungsrichtung anzutragen. Die Wolbschubspannungen
111 berechnen sich zu:

Tw

sl = —= (2.102)
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Am Beispiel eines Z-Profils zeigt Abbildung 2.23 die Wolbfliche @™, den Einheitswolbschub-
fluss Sw sowie die Wirkungsrichtungen der Teilschubfliisse Ry .

M

r

=

Rw

Abbildung 2.23: Wolbschubfluss Ty und sein resultierender Wélbmomentenanteil nach [48]

Wie aus Abbildung 2.23 hervorgeht, resultiert der Wolbschubfluss in einem zusétzlichen
Torsionsmoment. Allgemein setzt sich also ein Torsionsmoment aus zwei Anteilen zusammen:

Mt = Mt + Mt (2.103)

Wobei der erste Anteil Mt dem St. Venant’schen Torsionsmoment nach Abschnitt 2.6.2 ent-
spricht. Das sekundire Torsionsmoment Mt berechnet sich allgemein iiber den Wolbschubfluss
Tw und seinen Hebelarm zum Schubmittelpunkt M, der die natiirliche Drillruheachse darstellt.
Das Integral iiber M kann nach Gleichung 2.91 durch @™ ausgedriickt werden. So ergibt sich
folgender Zusammenhang;:

Mry = / Tw(x,s) - rM(s) - ds = —E - 9" (x) - / [(DM(S)]Z- dA
A (2.104)

=—E-9"(x) Cu

Damit sind nun entsprechend Gleichung 2.74 und Gleichung 2.104 sowohl primire als auch
sekundire Torsionsanteile definiert, und es ergibt sich folgende Gleichung fiir das Gesamttorsi-
onsmoment:

My=G-It -9 —E-9"(x)-Cm (2.105)

Um die Verdrehung J(x) in Abhéngigkeit der Einwirkungen zu erhalten, differenziert man
Gleichung 2.105 noch einmal nach x und erhilt die allgemein bekannte Differenzialgleichung
der Wolbkrafttorsion:

G-It-9" —E -9 (x) - Cy = mr(x) (2.106)

Die Differenzialgleichung wird in der Regel iiber einen e-Ansatz gelost, was zu einem sehr
standardisierten Vorgehen fiihrt, welches hier nicht ndher vorgestellt wird. Nahere Ausfithrungen
sind der einschlédgigen Literatur [48, 49, 50] zu entnehmen.
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2.6.4 TorsionsschnittgréBen an Staben mit unstetigem Querschnitt

Auf Torsion beanspruchte Triger weisen oft punktuelle Querschnittswechsel auf. Im Stahlbau
werden haufig aufgeschweilite Bindebleche, Hohlsteifen oder Kopfplatten verwendet, deren loka-
le Querschnittserweiterung die Torsionssteifigkeit deutlich erhdhen soll. Im Massivbau hingegen
sind es vor allem Fugen oder Offnungen, die eher mit einer Querschnittsschwichung verbunden
sind.

Sind bei einem Stahltriger, wie in Abbildung 2.24, Bindebleche sehr dicht angeordnet, liegt
eine Kombination aus geschlossenem und offenem Querschnitt vor. Wie der Autor bereits in
[2] darstellte, kann ein Segmentturm mit geschlossenem Querschnitt und klaffenden Fugen in
gleicher Weise interpretiert werden, wodurch ein Vergleich der Torsionsschnittgrofien sinnvoll
erscheint.

\

e

’I O/ x=0 47}
'
Abbildung 2.24: Triger mit dicht angeordneten Bindeblechen

Fiir die Berechnung der TorsionsschnittgroBen stellt jedes Bindeblech eine statisch Uberziih-
lige dar, die mit Hilfe des Kraftgroenverfahrens bestimmt werden kann. Alle der Theorie der
Wolbkrafttorsion zugrunde gelegten Voraussetzungen werden dabei unveridndert beibehalten.
Francke und Friemann [48] zeigen sehr anschaulich, dass die statisch Uberziihlige eines Binde-
bleches einem Einzelwdlbmoment My entspricht, welches sich fiir ein rechteckiges Bindeblech
wie folgt berechnet:

Mw,,-(xl-) =-2-b-h (2107)

Das Wolbmoment aus Gleichung 2.107 bewirkt eine Verdrehung des Trigers, woraus sich
folgende Verschiebung ¢;; der Schnittufer berechnen lisst:
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Der Wert §;; beriicksichtigt dabei die Schubverformung des Bindeblechs i. In der Regel kann die-
ser Term vernachlassigt werden, da jedes praxisiiblich-dimensionierte Bindeblech eine quasistar-
re Wolbfeder darstellt [48]. Fiir den Fall mehrerer Bindebleche ergeben sich die Verschiebungen
Oix im Schnitt k-k infolge des Wolbmoments My ; des Bindeblechs i zu:

Sik =07(xx) -2-b-h (2.109)

Abschlielend fehlen noch die Verschiebung d;¢ im Schnitt i-i infolge duBerer Beanspruchun-
gen. Diese konnen wie folgt berechnet werden:

Sio=0)(x)-2-b-h (2.110)

Die genaue Herleitung der Gleichungen 2.107 bis 2.110 sowie Beispiele konnen dem Buch
«Schub und Torsion in geraden Stidben» [48] entnommen werden. Im Rahmen dieser Arbeit
wird nachfolgend, in Anlehnung an Segmenttiirme fiir Windenergieanlagen, ein Kragarm mit
einem am freien Ende angreifenden Einzeltorsionsmoment betrachtet. Der Kragarm sei ein mit
Bindeblechen verstérkter Trager mit einer iiber die Stabldnge konstanten St. Venant’schen Torsi-
onssteifigkeit G - It und einer ebenfalls konstanten Wolbsteifigkeit £ - Cyt. Jedes Bindeblech wird
bei der Berechnung auf seine Schwerachse idealisiert. Wihrend die Verldufe der priméren und
sekundiren Torsionsmomente Abbildung 2.25 zu entnehmen sind, ist der Verlauf des Wolbmo-
ments in Abbildung 2.26 abgebildet. Beide Abbildungen zeigen normierte Schnittkraftverldufe
fiir einen Stab mit nur einem Bindeblech am freien Kragarmende sowie fiir einen Stab mit sieben
gleichmiBig verteilten Bindeblechen.
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Abbildung 2.25: Primire und sekundire Torsionsmomente eines mit Bindeblechen verstirkten
Tragers
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Abbildung 2.26: Wolbmoment eines mit Bindeblechen verstarkten Tréagers

Qualitativ sind die Schnittkraftverldufe zwischen zwei Bindeblechen und denen eines Krag-
arms mit einem Bindeblech am freien Kragarmende identisch. Eine hohere Bindeblechanzahl
ist dabei gleichzustellen mit einem entsprechend kiirzeren Trager mit nur einem Bindeblech am
Kragarmende. Wihrend Abbildung 2.25 deutlich zeigt, dass mit zunehmender Bindeblechanzahl
das Torsionsmoment hauptsichlich iiber sekundére Torsionsmomente abgetragen wird, wird aus
Abbildung 2.26 ersichtlich, dass das Wolbmoment im Bereich zwischen den Bindeblechen gegen
null geht. Das Wolbmoment weist einen alternierenden Zickzack-Verlauf mit nahezu konstanten
Ober- und Untergrenzen auf. Mit zunehmender Bindeblechanzahl bzw. dichter angeordneten
Bindeblechen bleibt der Wolbmomentenverlauf qualitativ gleich, jedoch nédhern sich die Ex-
tremwerte immer weiter der Null an. Zusitzlich ist das Wolbmoment im Bereich zwischen den
Bindeblechen aufgrund des Vorzeichensprungs gleich null.

Fiir die klaffende Fuge eines Segmentturms kann demnach das Wolbmoment als vernachlés-
sigbar klein angenommen werden. Das Torsionsmoment wird im Fugenquerschnitt nach dieser
Analogie hauptsachlich iiber sekundire Anteile abgetragen, primére Torsionsmomente kdnnen
in der Regel vernachldssigt werden.
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2.7 Zusammenfassung

Abschnitt 2 befasst sich mit den theoretischen Grundlagen, die fiir das in dieser Arbeit entwickelte
Modell bendtigen werden. So wird auf einen kleinen, aber entscheidenden Teil der nahezu un-
zdhligen Versagenshypothesen eingegangen, sodass ihre geschichtliche Entwicklung erkennbar
wird. Am Ende dieser Entwicklung stehen das Versagenskriterium von Menétrey und Willam
[20], welches von der Finite-Elementen-Software Ansys® Academic Research Mechanical Ver-
sion 2021 R2 empfohlen wird sowie das Kriterium von Speck [22]. Beide sind gut geeignet,
den Bruchzustand von Beton vorherzusagen, was sich auch darin widerspiegelt, dass das Krite-
rium von Speck im Model Code 2010 [13] herangezogen wurde, um Beton unter mehraxialer
Beanspruchung abzubilden.

Des Weiteren wird auf die Kontaktmechanik trockener Fugen eingegangen. Als Primirquelle
diente hier das Buch «Kontaktmechanik und Reibung» von Popov [36]. Auch wenn es verschie-
dene Modelle zur Reibung gibt, so wird im Rahmen dieser Arbeit nur auf die Coulomb’sche
Reibung eingegangen. Dieses Modell ist fiir die meisten Ingenieuranwendungen ausreichend
genau, was aufgrund seines schlichten Aufbaus erstaunlich ist, da das physikalische Phanomen
der Reibung aus tribologischer Sicht aulerordentlich kompliziert ist. Diese Komplexitit tragt
wahrscheinlich dazu bei, dass der Reibbeiwert ¢ bei glatten, mittig belasteten Fugen groflen
Streuungen unterliegt, was anhand zahlreicher Studien in Abbildung 2.9 dargestellt wird. Eine
akkurate Bestimmung des Reibbeiwerts ist laut Mohamad et al. [40] iiber die mittlere Glittungs-
tiefe R,m moglich. Diese muss allerdings zunichst mit einem taktilen Rauheitsmessgerit auf der
Oberflache der Fuge bestimmt werden.

Auch auf einige Grundlagen der Festigkeitslehre wird eingegangen. Im Fokus stehen hier
Volumenelemente, anhand derer beispielsweise die partiellen Differentialgleichungen der Span-
nungszuwichse, aber auch die Gleichheit der Schubspannungen hergeleitet wird. Auch die Hoo-
ke’schen Beziehungen sowie der Zusammenhang zwischen Gleitung und Verschiebung werden
am Volumenelement entwickelt.

Auf den am Volumenelement hergeleiteten Beziehungen bauen anschlieend die Abschnitte
zu Querkraft- und Torsionsbeanspruchungen auf. Es wird gezeigt, dass Schubspannungen in
diinnwandigen Querschnitten immer randparallel wirken, da Spannungsanteile orthogonal hierzu
vernachlédssigbar klein sind. Des Weiteren wirken Querkraftschubspannungen konstant {iber die
Wanddicke und werden an freien Querschnittsenden zu null.

In den Ausfiihrungen zur Torsion werden zunéchst grundlegende Zusammenhénge aufgezeigt,
aus denen hervorgeht, dass infolge Torsion auch Verwolbungen auftreten konnen. Des Weite-
ren wird gezeigt, dass Torsionsschubspannungen im allgemeinen aus priméren und sekundéren
Anteilen zusammengesetzt sind. Es ist jedoch auch méglich, dass in einem Querschnitt aus-
schlieBlich primire Torsionsschubspannungen vorliegen, welche keine Verwolbungen erzeugen.
Dies bezeichnet man auch als St. Venant’sche Torsion, was einen Sonderfall der iibergeordneten
Theorie der Wolbkrafttorsion darstellt. Geschichtlich wurde die St. Venant’sche Torsion vor der
Theorie der Wolbkrafttorsion entwickelt, so wird auch in dieser Arbeit zunéchst ausfithrlich auf
die St. Venant’sche Torsion eingegangen, bevor anschlieBend die Theorie der Wolbkrafttorsion
vorgestellt wird. Am Beispiel eines Trigers mit dicht angeordneten Bindeblechen, als Analo-
gie fiir einen segmentierten Stab mit klaffenden Fugen, wird dargelegt, dass im Bereich einer
klaffenden Fuge vorwiegend sekundére Torsionsschubspannungen vorliegen, und Wolbnormal-
spannungen vernachlissigbar klein werden, was entscheidend fiir die spitere Modellentwicklung
ist.
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3.1 Einleitung

Wie in Abschnitt 1.3 bereits angesprochen basieren einige Nachweismodelle zur Torsionstrag-
fiahigkeit von Segmentfugen auf dem rdumlichen Fachwerkmodell, mit dem die Torsionstragfé-
higkeit monolithischer Balken ermittelt werden kann. Zudem ist davon auszugehen, dass eine
vollstdandig iiberdriickte Segmentfuge je nach Auslegung die gleiche Torsionstragfihigkeit auf-
weist, wie ein monolithischer Balken. Daher werden im Folgenden Nachweismodelle torsionsbe-
anspruchter Balken vorgestellt, bevor auf torsionsbeanspruchte Fugen niher eingegangen wird.
Zu jedem Modell folgt eine Bewertung, in der die Vor- und Nachteile des jeweiligen Modells
hervorgehoben werden.

3.2 Torsionsbeanspruchte Balken

3.2.1 Das Fachwerkmodell

Das raumliche Fachwerkmodell stellt international die Grundlage der Querkraft- und Torsions-
bemessung im Massivbau dar. Das erstmals 1929 von Rausch [15] entwickelte und seither stetig
erweiterte Modell idealisiert Spannungsfliisse im gerissenen Bauteil durch ein rdumliches Fach-
werk. So werden die geneigten Betondruckspannungen als gebiindelte Druckstreben angesetzt,
die mit der Bewehrung als Zugpfosten im Gleichgewicht stehen. Die im Massivbau iiblichen
Kompaktquerschnitte tragen eine Torsionsbeanspruchung weitestgehend iiber die duflere be-
wehrte Randschale ab, was zahlreiche Versuche aus den 1960er bis 1980er Jahren, u.a. [52, 53,
54, 55] zeigen. Somit entspricht die Torsionstragfahigkeit von Kompaktquerschnitten in etwa der
eines Hohlquerschnitts gleicher Aulenabmessungen mit entsprechender effektiver Wandstirke.
Abweichend von der TdW06 wird hierbei davon ausgegangen, dass Torsion bei einem geschlosse-
nen Querschnitt und praxisiiblichen Querschnittsabmessungen maBgeblich iiber den Bredt’schen
Kreisschubfluss abgetragen wird. Offene oder sekundére Torsionsanteile werden vernachléssigt.
Den aktuellen Stand der Forschung zum raumlichen Fachwerkmodell fasst Zedler [56] in seiner
Dissertation umfianglich zusammen. Wie bei den meisten vorherigen Arbeiten [53, 54, 55, 57, 58]
ist seine Arbeit auf die Parameter des raumlichen Fachwerkmodells fokussiert. Zedler [56] fiihrt
hierzu eine Versuchsreihe mit neun Stahlbetonbalken durch, die rein auf Torsion beansprucht
werden. Dabei variiert er die Bewehrungsfiihrung, die Betondeckung und die Schlankheit der
Balken. Aus seinen gesammelten Erkenntnissen entwickelt er ein Bemessungskonzept, bei dem
die fiinf maBBgebenden Parameter, welche das raumliche Fachwerkmodell beschreiben, fiir vier
verschiedene Querschnittstypen ausgewertet bzw. neu definiert werden. Seine Ausfiihrungen ba-
sieren auf den Arbeiten von Gortz [59] sowie dem Querkraftbemessungsmodell der DIN 1045-1
[17], welches wiederum auf dem von Rausch [15] ausgearbeiteten Fachwerkmodell griindet.

51
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Bewertung

Das semiempirische Nachweismodell vom rdumlichen Fachwerk vermag das Torsionstragver-
halten praxisiiblicher, monolithischer Stahlbeton- und Spannbetonbalken relativ gut abbilden.
Folglich konnte sich das sehr anschauliche Modell vom rdumlichen Fachwerk als Grundlage der
Torsionsbemessung von Massivbauteilen in den internationalen Normenwerken [14, 11, 8, 13,
17] durchsetzen. Gleichzeitig bestehen grofle Unterschiede in der Formulierung der einzelnen
Parameter. Somit ist eine einheitliche Auffassung beziiglich der Einflussfaktoren, die das Torsi-
onstragverhalten mageblich bestimmen, international offenbar nicht gegeben. Ein Teil der Ab-
weichungen zwischen experimentellen und theoretischen Torsionstragfdhigkeiten ist vermutlich
der grundlegenden Annahme des rdumlichen Fachwerkmodells geschuldet, dass Torsionsbean-
spruchungen in geschlossenen Querschnitten allein {iber den Bredt’schen Schubfluss abgetragen
werden. Diese Aussage findet sich in zahlreichen Normen und Verdffentlichungen [11, 48, 16].
Auch Zedler [56] legt diese Annahme seinem Modell zugrunde. Im Rahmen seiner Arbeit er-
kannte er allerdings einen Widerspruch hinsichtlich des Einflusses der Querschnittsschlankheit
auf das Tragvermogen der Torsionsdruckstrebe sowie dem Bredt’schen Schubfluss und hilt
schlussfolgernd eine umfassende Betrachtung der Grundgedanken des Modells fiir erforderlich.

Eine Anwendung des raumlichen Fachwerkmodells auf Segmentfugen ist ohne durchgehende
Bewehrung nicht direkt moglich. Auch fiir offene, diinnwandige Querschnitte und klaffende
Fugen kann das klassische raumliche Fachwerkmodell nicht ausgebildet werden. Dennoch dient
das rdumliche Fachwerkmodell als Orientierung bzw. Vorlage der Fugenbemessung, auf die in
Abschnitt 3.3 nidher eingegangen wird.

3.2.2 Theorie der schiefen Bruchflache

Ein alternatives Bemessungsmodell zum rdumlichen Fachwerk beschreibt die Theorie der schie-
fen Bruchflache (Engl. skew bending theory), die vor allem in Russland, aber auch in Australien
und den USA Anwendung findet [60]. Betrachtet wird hier ein Stahlbetonbalken unter kombi-
nierter Beanspruchung im Bruchzustand. Es wird angenommen, dass ein Riss sich spiralformig
iiber drei Seiten des Balkens erstreckt. Die vierte Seite definiert die Druckzone, die mit den
Kraftreaktionen der im Riss befindlichen Bewehrungseisen im Gleichgewicht steht. Dabei setzte
Lessig [61], der Ende der 1950er Jahre das Modell in Russland erstellte, das FlieBen der im Riss
befindlichen Bewehrung voraus.

Die Theorie der schiefen Bruchfliche unterscheidet drei Brucharten. Die erste und zweite
Bruchart unterscheiden sich durch die Lage der Druckzone. Wahrend fiir Bruchart 1 die Druck-
zone, entsprechend einer liberwiegenden Biegebeanspruchung, auf der Seite der Biegedruckzone
angenommen wird, wird fiir Bruchart 2 im Fall einer hohen Torsionsbeanspruchung eine Sei-
tenflache (Seite zwischen Biegedruck- und -zugzone) des Trégers als Druckzone vorausgesetzt.
Die Bruchart 3 ist vergleichbar mit Bruchart 1, setzt aber in der Druckzone ein Fliefen in der
Bewehrung voraus. Bruchart 3 wird von Falkner et al. [62] vernachldssigt, da sie in der Regel
groBere BruchschnittgroBen hervorruft als die beiden anderen Brucharten.

Uber die Jahre wurde die urspriinglich von Lessig [61] aufgestellte Theorie sowohl von ihr
selbst, als auch von anderen erweitert und verbessert. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung der
Theorie selbst sowie einiger wichtiger Uberarbeitungen ist die Arbeit von Ojha und Kordina [63]
zu empfehlen. Sie untersuchten Stahlbetonrechteckbalken unter kombinierter Beanspruchung
aus Torsion, Biegung und Querkraft. Sie stellten beispielsweise fest, dass die Bruchart 1 am
hiufigsten auftrat, gefolgt von der Bruchart 2. Die Bruchart 3 hingegen konnte nur erzeugt
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werden, wenn die Lingsbewehrung in der Biegezugzone sehr schwach ausgeprigt war.

Bewertung

Die Theorie der schiefen Bruchflidche stellt eine Alternative zum rdumlichen Fachwerkmodell dar.
Beide Theorien griinden auf reinen Gleichgewichtsaussagen und liefern laut Ojha und Kordina
[63] bei gleichen Randbedingungen auch die gleichen Ergebnisse. Wie auch das rdumliche Fach-
werkmodell ist die Theorie der schiefen Bruchfliche auf durchgehende Bewehrung angewiesen,
was eine Ubertragung auf segmentierte Balken schwierig gestaltet.

3.3 Torsionsbeanspruchte Fugen

3.3.1 Grundlagen

Segmentfugen stellen aufgrund der fehlenden durchgehenden Bewehrung eine Besonderheit im
Massivbau dar. Eine Vielzahl wissenschaftlicher Arbeiten zum Lastiibertrag in Segmentfugen
betrachten eine Kombination aus Normalkraft, Biegung und Querkraft [64, 65, 66, 67, 68, 62].
Huang und Liu [68], Falkner et al. [62] und andere stellten fest, dass, solange die Fugen vollstindig
tiberdriickt sind, ein segmentierter Stab quasi die gleiche Tragfihigkeit aufweist wie ein mono-
lithischer Stab. Sobald zusitzlich eine Torsionsbeanspruchung aufgebracht wird, reduziert sich
jedoch die allgemeine Tragfdhigkeit des segmentierten Stabes. Zu dhnlichen Schlussfolgerungen
kommen auch Algorafi et al. [69, 70]. Algorafi et al. [18] haben Versuche zum Querkraft- und
Torsionsabtrag von segmentierten Stiben mit Hohlquerschnitt durchgefiihrt. Sie erweiterten die
von der American Association of State Highway and Transportation Officials (AASHTO) [8] an-
gegebene Gleichung zum Querkraftabtrag in Segmentfugen und gaben an, wie eine Kombination
aus Querkraft und Torsion nachgewiesen werden kann.

Qualitativ entspricht das Berechnungsmodell von Algorafi et al. [18] bzw. AASHTO [8] der
in Deutschland veroffentlichten Theorie von Griinberg und Géhlmann [16]. Der Schubfluss aus
Querkraft wird mit einem St. Venant‘schen Schubfluss aus Torsion iiberlagert und gemall dem
Coulomb’schen Reibungsgesetz iiber die Normalkraft und den ansetzbaren Reibbeiwert abgetra-
gen. Wie auch beim raumlichen Fachwerkmodell wird bei geschlossener Fuge ausschlielich ein
Bred’scher Kreisschubfluss gemif der 1. Bredt’schen Formel nach Gleichung 3.1 angesetzt. So
wie Griinberg und Gohlmann [16] unterstellen Algorafi et al. [ 18] einer klaffenden Fuge einen of-
fenen Torsionsschubfluss. Sekundére Torsionsschubspannungen finden keine Beriicksichtigung.

Mr
2-A,
Nachfolgend wird im Detail auf die Theorie von Griinberg und Gohlmann [16], stellvertre-
tend fiir die prinzipielle Modellidee der internationalen Normen [8, 11] und wissenschaftlicher
Arbeiten [16, 18], eingegangen. Des Weiteren wird das Torsionstragmodell von Hartwig [19]
vorgestellt, welcher 2020 seine Dissertation zu diesem Thema veroffentlicht hat und dabei einen
ganz anderen Ansatz verfolgt.

IBredt = (3-1)

3.3.2 Theorie von Griinberg und Géhimann

Der Bemessungsansatz von Griinberg und Gohlmann [16] basiert auf dem raumlichen Fach-
werkmodell und wurde in Anlehnung an DIN 1045-1 [17] zur Bemessung von Segmentfugen
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von Windenergieanlagen erstellt. Gemal dem Coulomb’schen Reibungsgesetz definieren Griin-
berg und Gohlmann [16] den Schubwiderstand vges einer trockenen, ebenen Segmentfuge iiber
den Reibbeiwert u der kontaktierenden Fugenflichen und der im Fugenquerschnitt wirkenden
Normalkraft N nach Gleichung 3.2.

—u-N
Um
Im Konsens mit dem rdumlichen Fachwerkmodell unterstellen Griinberg und Géhlmann [16],
dass Torsion bei vollstindig iiberdriickter Fuge und geschlossenem Querschnitt ausschlielich
iiber den Bredt’schen Kreisschubfluss gemél Gleichung 3.1 abgetragen wird. Diesen iiberla-
gern Griinberg und Gohlmann [16] mit dem maximalen Schubfluss aus Querkraft v, woraus
Gleichung 3.3 resultiert.

VRes = —M " ON "I = (3.2)

Vmax + IBredt < VRes (3.3)

Fiir einen Kreisringquerschnitt mit konstanter Wandstidrke ¢, wie er hdufig beim Bau von
Windenergieanlagen verwendet wird, kann Gleichung 3.3 wie folgt umgeformt werden:

\% M
Vmax + IBredt = + T < VRes (3.4)
Tetm 2-m-rf
bzw. M N
T M-
V + < 35
2-rm 2 (3-5)

Liegt aufgrund eines hohen Biegemoments eine klaffende Fuge vor, kann ein Bredt’scher Kreis-
schubfluss nicht mehr ausgebildet werden. Geméf Griinberg und Géhlmann [16] wird Torsion
in diesem Fall allein iiber St. Venant’sche Torsionsschubspannungen des offenen Querschnitts
nach Gleichung 3.6 abgetragen. Anstelle einer Schubflussiiberlagerung, wie bei vollsténdig iiber-
driickten Fugen, empfehlen Griinberg und Géhlmann [16] eine quadratische Interaktion, wie in
Gleichung 3.7.

MrtRes = —p - N - 3 3.6)
2 2
\% M
( ) + ( T ) <1 3.7)
VRes MT,Res

An dieser Stelle weichen Griinberg und Gohlmann [16] von den Empfehlungen der DIN 1045-1
[17] ab. Die Norm [17] sieht eine quadratische Interaktion fiir Vollquerschnitte und eine lineare
Interaktion fiir Hohlquerschnitte vor. Torsion wird zwar bei Vollquerschnitten ebenfalls durch
einen Ersatzhohlkasten abgetragen, jedoch darf durch die giinstigere quadratische Interaktion der
Kern fiir den Querkraftabtrag angerechnet werden.

Setzt man die Querkraftbeanspruchung gleich null, so ergibt sich das zulissige Torsionsmo-
ment einer Segmentfuge mit geschlossenem Querschnitt, aufgetragen iiber das Biegemoment,
qualitativ wie in Abbildung 3.1 dargestellt. Da die Gleichungen 3.3 und 3.7 keine Interakti-
on mit dem Biegemoment vorsehen, besteht eine konstante, wenn auch unstetige, Beziehung
zwischen dem zuldssigem Torsionsmoment und dem Biegemoment. Griinberg und Géhlmann
[16] weisen zwar eine Differenz-Zugkraft ANt aus, mit der eine Interaktion von Biegung und
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Torsion beriicksichtigt werden soll, jedoch ist diese nicht konsistent auf ein Modell ohne durch-
gehende Bewehrung anwendbar. ANt entspricht der Zugkraft der Lingsbewehrung und kann mit
DIN 1045-1 [17] bzw. DIN EN 1992-1-1 [11] berechnet werden. Sie verringert aber nicht die
Normalkraft in der Fuge.
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Abbildung 3.1: Torsionstragfahigkeit geschlossener und klaffender Segmentfugen nach Griinberg
und Gohlmann

Bewertung

Das Nachweismodell von Griinberg und Gohlmann [16] orientiert sich klar an den Vorgaben
der DIN 1045-1 [17] und zeichnet sich besonders durch eine einfache Anwendung aus. Die
wichtigsten im Modell enthaltenen Annahmen kénnen wie folgt zusammengefasst werden:

* Es wird ein diinnwandiger Querschnitt vorausgesetzt.

 Bei geschlossenen Querschnitten werden offene Torsionsanteile vernachléssigt
(MT,I,olfen = O)‘

+ Torsionsschnittgroen aus Verwolbung werden allgemein vernachlissigt
(Mrn = My, = 0).

+ Eine Interaktion mit dem Biegemoment besteht nicht.

Die fehlende Interaktion mit dem Biegemoment sorgt in Abbildung 3.1 fiir den konstanten,
aber unstetigen Verlauf des zulédssigen Torsionsmoments. In Kombination mit der Vernachlissi-
gung von sekundiren Torsionsanteilen schrinken diese Vereinfachungen die Brauchbarkeit des
Nachweismodells stark ein. Einerseits stellen die geringen, nur auf Torsionsschubspannungen des
offenen Querschnitts beruhenden, Torsionstragfahigkeiten bei klaffenden Fugen fiir die Praxis
eine hohe Sicherheit dar. Andererseits ist es dadurch deutlich unwirtschaftlicher, klaffende Fu-
gen auf planerischer Ebene iiberhaupt zuzulassen. Bei vollstindig iiberdriickten Segmentfugen
hingegen ist davon auszugehen, dass die erforderlichen Tragreserven bei hohen Biegemomenten
womdoglich nur noch durch das Sicherheitskonzept erreicht werden.
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3.3.3 Theorie von Hartwig

Anfang 2020 hat Hartwig [19] seine Dissertation zum Torsionstragverhalten vorgespannter Kreis-
ringsegmente mit trockenen Fugen veroffentlicht. Den Schubwiderstand definiert er liber das
Coulomb’sche Reibungsgesetz. Im Kontrast zum Nachweismodell von Griinberg und Géhlmann
[16] setzt Hartwig allerdings die resultierende Normalspannungsverteilung aus Normalkraft und
Biegung an. Den Querschnitt unterteilt er in n Querschnittsfasern (= Querschnittsteile) und weist
jeder Querschnittsfaser i eine zuldssige Schubspannung zu, die laut Hartwig auch voll angesetzt
werden kann, siehe Abbildung 3.2 links. Um das Kriftegleichgewicht zu wahren, wird die Re-
aktionskraft einer jeden Querschnittsfaser so zu einem neuen Drehpunkt ausgerichtet, dass die
Verbindungslinie e; zwischen Querschnittsfaser und Drehpunkt den jeweiligen Hebelarm dar-
stellt, wie in Abbildung 3.2 rechts abgebildet. Die Position des neuen Drehpunkts yp kann iiber
Gleichgewichtsbedingungen ermittelt werden. Diese Herangehensweise kann sowohl auf einen
klaffenden als auch vollstindig iiberdriickten Fugenquerschnitt angewendet werden. [19]
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Abbildung 3.2: Aufnehmbare Schubspannungen (links) und Kriftegleichgewicht durch Dreh-
punktverschiebung nach [19] (rechts)

Das aufnehmbare Torsionsmoment Myt definiert Hartwig iiber eine Summenformel gemif
Gleichung 3.8. Dabei bezieht Hartwig die mittlere Normalspannung o (x) einer Faser sowie den
Hebelarm e; auf den Mittelpunkt des mittleren Radius einer jeden Faser [19]. An dieser Stelle sei
darauf hingewiesen, dass der Bezugspunkt von o7 (x) und e; jeweils im Schwerpunkt einer Faser
liegen sollte. Dass die Definition des von Hartwig gewéhlten Bezugspunkts inkonsistent ist, wird
besonders deutlich, wenn man den Querschnitt beispielsweise in dreieckige Fasern aufteilt.

n
Mt Hartwig = M Z oi(x) - A; - e (3.8)

i=1
In seinen Publikationen bezieht Hartwig [19, 71, 72] sich explizit auf einen Kreisringquer-
schnitt. Fiir den Fall, dass dieser gleichmaBig iiberdriickt ist, sprich fiir ein Biegemoment gleich
null, gibt Hartwig an, dass sein Modell das gleiche Ergebnis liefert, wie die St. Venant’sche
Torsionstheorie fiir dlinnwandige, geschlossene Querschnitte. Dies ist jedoch nur dann der Fall,
wenn lediglich eine Querschnittsfaser iiber die Wanddicke angeordnet wird, und der Bezugspunkt
von o; und e; auf den mittleren Radius gelegt wird. Sobald man hingegen mehrere Querschnitts-
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fasern liber die Wanddicke ansetzt, was auch Hartwig in seiner Dissertation [19] macht, steigt das
Torsionsmoment Mt Hartwig auf einen Wert groBer Mt preq: an. Die Differenz ist fiir diinnwandi-
ge Querschnitte vernachldssigbar klein. Ursache dieser Differenz ist, dass das Fasermodell von
Hartwig [19], entgegen seiner Angaben, die Theorie diinnwandiger Querschnitte nicht bertick-
sichtigt. Besonders deutlich wird dies, sobald ein ungleichmiBig iiberdriickter Fugenquerschnitt,
wie in Abbildung 3.2 rechts, vorliegt.

Da eine hindische Ermittlung des Torsionstragvermogens einer Segmentfuge mit diesem
Modell nicht praktikabel ist, muss Gleichung 3.8 EDV-gestiitzt berechnet werden. Hierfiir wurde
vom Autor ein Softwareprogramm geschrieben, welches eine Querschnittseinteilung in beliebig
viele Fasern in Wanddicken- und Wandléngsrichtung erlaubt. Die mittlere Normalspannung o (x)
sowie der Hebelarm e; einer jeden Faser i beziehen sich in der vorliegenden Arbeit aber auf den
jeweiligen Schwerpunkt der Fasern. Liegt eine klaffende Fuge vor, so wird eine Faser nur dann
in Gleichung 3.8 beriicksichtigt, wenn alle ihre Eckpunkte iiberdriickt sind. Im Rahmen dieser
Arbeit wird das Fasermodell stets mit mindestens vier Fasern in Wanddickenrichtung verwendet.
Die Einteilung in Wandléngsrichtung wird dabei so gewihlt, dass die radiale und tangentiale
Ausdehnung der Fasern moglichst gleich ist.

Fiir eine konstante Normalkraft ergibt sich fiir einen Kreisringquerschnitt eine Torsions-
Biegemomenten-Interaktion (ohne Querkraft), wie in Abbildung 3.3 dargestellt. Der Verlauf
ist stetig und zeigt mit zunehmendem Biegemoment eine kontinuierliche Abminderung des zu-
lassigen Torsionsmoments. Wie bereits erwihnt liegt das maximal aufnehmbare Torsionsmoment
leicht iiber dem Bredt’schen Kreisschubfluss mit Mt = Mt preat = ¢t - N - ry. Das Dekompressi-
onsmoment, bei dem die dullerste Randfaser zu klaffen beginnt, ist in Abbildung 3.3 durch eine
graue, gestrichelte Linie angegeben. Unter der Annahme diinnwandiger Querschnitte lige das
theoretische Dekompressionsmoment bei Mg = Mpex = 0,5 - N - rp.
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Abbildung 3.3: Torsionstragfahigkeit geschlossener und klaffender Segmentfugen mit Kreisring-
querschnitt gemédl dem Fasermodell nach Hartwig

Eine zusitzliche Kombination mit einer Querkraft wird in Hartwig’s Dissertation [19] nicht
thematisiert. Diesem Thema nimmt sich aber Middendorf [73], mit Hartwig als Betreuer, im
Rahmen ihrer Abschlussarbeit an. Aufbauend auf dem Nachweismodell von Hartwig [71] stellt
Middendorf fest, dass sich der Drehpunkt durch eine Querkraftbeanspruchung zusitzlich ortho-
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gonal zur Wirkungsrichtung der Querkraft verschiebt. Publiziert wurde diese Modellerweiterung
von Hartwig und Middendorf [72] im August 2021.

Bewertung

Das Fasermodell von Hartwig [19] macht sich die Lage des Drehpunkts zunutze, um auf das
aufnehmbare Torsionsmoment zu schlieen. Es handelt sich hierbei jedoch nicht um den Dreh-
bzw. Drillruhepunkt, wie er auch in der TdW6 in Abschnitt 2.6 verwendet wird, sondern um
einen fiktiven Querschnittspunkt, der sich aus Gleichgewichtsbedingungen unter der von Hartwig
aufgestellten Theorie ergibt. Dieser Theorie legt Hartwig [19] vordergriindig folgende Annahmen
zugrunde:

» Es wird ein diinnwandiger Querschnitt vorausgesetzt.

 Die Verbindungslinie einer jeden Querschnittsfaser zum Drehpunkt beschreibt den Hebel-
arm der jeweiligen Kraftreaktion.

* Eine Kombination aus Torsion und Biegung bzw. Querkraft ruft eine Drehpunktsverschie-
bung hervor.

+ Die zuldssigen Schubspannungen konnen an jeder Stelle voll angesetzt werden.

Die ersten beiden Annahmen weisen eine Unvertriglichkeit auf. Wird ein diinnwandiger Quer-
schnitt vorausgesetzt, so muss dieser allein iiber seine Mittellinie berechnet werden konnen.
Dabei miissen alle Schubfliisse tangential zu dieser Mittellinie verlaufen, da der orthogonal zur
Mittellinie verlaufende Schubspannungsring nicht geschlossen werden kann, wie in Abschnitt
2.4.2 dargestellt.

Zusammenfassend kann man sagen, dass das Fasermodell sehr anschaulich ist. Prinzipiell
setzt Hartwig eine Starrkorperverschiebung der kontaktierenden Segmente voraus, was daran
zu erkennen ist, dass die im Fugenquerschnitt angenommenen Schubspannungen orthogonal
zum Drehpunkt ausgerichtet sind. Entsprechend liefern auch Berechnungen mit der Finiten-
Element-Methode dhnliche Ergebnisse, wenn linear elastische Segmente verwendet werden, wie
Hartwig in seiner Dissertation [19] zeigt. Gleichzeitig bestehen allerdings grofe Unterschiede
zwischen der Torsionstragfihigkeit nach dieser Theorie und den von Hartwig [19] durchgefiihr-
ten Versuchen. In Abschnitt 5 wird im Detail auf das Fasermodell in der oben beschriebenen
abgewandelten Form eingegangen. So werden die von Hartwig durchgefiihrten Versuche erneut
ausgewertet. Aulerdem werden die noch offenen Modellgrenzen definiert und verifiziert.
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3.4 Zusammenfassung

Der Stand von Wissenschaft und Technik wird zunichst in kurzer Form fiir torsionsbeanspruchte
Balken dargelegt, bevor genauer auf torsionsbeanspruchte Fugen eingegangen wird. Fiir mono-
lithische Balken unter Torsionsbeanspruchung werden das raumliche Fachwerkmodell und die
Theorie der schiefen Bruchfliche vorgestellt. Das rdumliche Fachwerkmodell wurde 1929 von
Rausch [15] im Rahmen seiner Dissertation entwickelt und seither stets erweitert. Heute stellt
es die Grundlage vieler internationaler Normenwerke [14, 11, 8, 13, 17] dar. Die Theorie der
schiefen Bruchflaiche kommt vor allem in Russland, Australien und den USA zur Anwendung
[60]. Sie wurde 1958 von Lessig [61] entwickelt und seither ebenfalls mehrfach erweitert und
iiberarbeitet.

Bei den Modellen und Theorien zu torsionsbeanspruchten Fugen orientierte man sich zu-
néchst stark am rdumlichen Fachwerkmodell. So entwickelten Algorafi et al. [69] und Griinberg
und Gohlmann [16] unabhéngig voneinander nahezu identische Nachweismodelle {iberdriickter
und klaffender Fugen. Sie iibernehmen Annahmen aus dem ridumlichen Fachwerkmodells. So
unterstellen sie beispielsweise, dass im Fugenquerschnitt ausschlieBlich St. Venant’sche Torsions-
schubspannungen vorliegen. Dabei werden vollstiandig {iberdriickte Fugen anders nachgewiesen
als klaffende Fugen, wodurch eine Unstetigkeit am Ubergang zwischen iiberdriickter und klaf-
fender Fuge entsteht. Ein fiir iiberdriickte und klaffende Fugen einheitliches Nachweismodell
stellt Hartwig [19] im Rahmen seiner Dissertation vor. Hartwig teilt den Fugenquerschnitt in
Querschnittsfasern ein, denen er entsprechend der vorliegenden Normalspannung und dem Reib-
beiwert eine Schubkraft zuordnet. Unter der Bedingung, dass all diese Schubkrifte orthogonal
zur Verbindungslinie eines gedachten Drehpunkts ausgerichtet sind, kann iiber ein Kriftegleich-
gewicht die Drehachse bestimmt und die Torsionstragfihigkeit ermittelt werden.






4 Modellentwicklung zum
Torsionstragverhalten uberdrickter und
klaffender Segmentfugen

4.1 Einleitung

Die Elastizititstheorie stellt den Grundpfeiler vieler Bemessungskonzepte dar. Durch das Super-
positionsprinzip und der Annahme eines linear elastischen Werkstoffs konnen Spannungen und
Dehnungen beliebiger SchnittgréBenkombinationen, in Langs- und Querrichtung, mit Hilfe der
allgemeinen technischen Biegelehre und der TdWo, auf analytischem Weg berechnet werden. Je
nach Qualitét der verwendeten Versagenshypothese liegt ein Nachweis gemif3 dieser Grundprin-
zipien in der Regel auf der sicheren Seite, da mogliche Reserven aus Umlagerung nicht aktiviert
werden. Ein Nachweis gemil Elastizitétstheorie ist demnach gut geeignet, eine Untergrenze eines
Tragfdhigkeitsnachweises zu bestimmen. Aus diesem Grund wird zunichst im Abschnitt 4.2 ein
Nachweismodell fiir Segmentfugen unter kombinierter Beanspruchung nach Elastizitétstheorie
vorgestellt. Im nachfolgenden Abschnitt 4.3 wird dieser Nachweis dann weiterentwickelt, um
realitdtsndahere Vorhersagen treffen zu kdnnen.

4.2 Torsionstragverhalten nach Elastizitatstheorie

4.2.1 Volistandig tiberdriickte Segmentfugen

Tiirme von Windenergieanlagen werden in der Regel mit einem Kreisringquerschnitt errichtet.
Andere Varianten sehen regelméBige, polygonale Querschnittsformen wie z.B. Quadrate oder
Sechsecke vor. Diese Querschnittsformen sind gemif3 Abschnitt 2.6.2 wolbfrei. Somit rufen Tor-
sionsbeanspruchungen in monolithischen Tiirmen von Windenergieanlagen nur St. Venant’sche
Torsionsschubspannungen hervor. Da sich ein segmentierter Turm mit vollstandig {iberdriickten
Segmentfugen, unter der Annahme, dass kein partielles Gleiten im Fugenquerschnitt auftritt,
nicht von einem monolithischen Turm unterscheidet, werden hier fiir vollstidndig iiberdriickte
Segmentfugen zunichst ebenfalls nur St. Venant’sche Torsionsschubspannungen beriicksichtigt.
Bei Hohlquerschnitten setzen sich die resultierenden St. Venant’schen Torsionsschubspannun-
gen aus einem konstanten Bredt’schen und einem iiber die Wanddicke linear verteilten offenen
Torsionsanteil zusammen. Die Schubspannungen sind somit trapezformig tiber die Wanddicke
verteilt. Der konstante Bredt’sche Anteil wird auf der Auflenkante durch den offenen Torsions-
anteil verstirkt, wihrend auf der Innenkante eine Reduzierung erfolgt. Zur Illustration stellt
Abbildung 4.1 den St. Venant’schen Schubfluss am Beispiel eines Kreisringquerschnitts dar.

61
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Abbildung 4.1: St. Venant‘scher Schubfluss eines Kreisringquerschnitts
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Fiir einen Kreisringquerschnitt mit konstanter Wanddicke konnen die St. Venant’schen Schub-
spannungen allgemein zu Gleichung 4.1 zusammengefasst werden.

3'MT,I-(FmiI)

12 = “4.1)

Auf der Widerstandsseite stehen die zulédssigen Schubspannungen 7, ;, nach Gleichung 4.2, die
gemill dem Coulomb’schen Reibungsgesetz (Abschnitt 2.3) iiber den Reibbeiwert y und die
vorherrschende Normalspannung o infolge Normalkraft und Biegung berechnet wird.

+ Tzul,/.t(s) =M O'(S) (42)

Die Laufvariable s fahrt die Profilmittellinie des diinnwandigen Querschnitts ab.

4.2.2 Klaffende Segmentfugen

Ein segmentierter Stab mit klaffenden Segmentfugen kann wie ein Stab mit Querschnittswech-
sel im Fugenbereich aufgefasst werden. Die auftretenden Torsionsschnittgroen sind, wie in
Abschnitt 2.6.4 dargestellt, vergleichbar mit denen eines mit Bindeblechen verstirkten Tri-
gers. Demnach sind im Fugenquerschnitt vordergriindig sekundire Torsionsschubspannungen zu
erwarten. Das Wolbmoment hingegen ist gemif den Ausfiihrungen in Abschnitt 2.6.4 vernach-
lassigbar klein.

Zum gleichen Schluss gelangt man iiber die in Abbildung 4.2 dargestellte Betrachtung. Im
Gegensatz zur Herangehensweise in Abschnitt 2.6.4 wird in Abbildung 4.2 allein der Fugen-
bereich betrachtet. Dabei beschreibt § den Offnungswinkel der Fuge in der Querschnittsebene,
withrend L die Offnungsweite in Stablingsrichtung beschreibt. In Abbildung 2.24 als Analogie
zum segmentierten Stab mit klaffenden Fugen wire die Offnungsweite L der Abstand zwischen
den Bindeblechen. Der Offnungswinkel § wire in Abbildung 2.24 der Winkel, den das Bin-
deblech iiberbriickt um den Querschnitt zu schliefen. Unterstellt man den fugenangrenzenden
Segmenten, sie seien wolbfrei, stellen diese an beiden Enden des Stabes eine starre Wolbfeder
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(kw,i = oo) dar. Die Steifigkeit der Torsionsdrehfeder k4 ist abhingig vom Turmquerschnitt
und der Hohenlage des betrachteten Fugenquerschnitts. Da sie jedoch lediglich die Verdrehung,
aber nicht die Torsionsschnittgroflen beeinflusst, ist sie fiir die nachfolgenden Berechnungen

irrelevant.
\_/_\ Schnitt A-A
A A . ST \\,
L J .,". "\‘

6 =0°

-

. I
~~~~~~
________

klaffende Fuge
(stark iiberhoht)

w,1 >FT' //.,
A T T

kY .
\ .
KY o
N, .
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Abbildung 4.2: Torsionssystem einer klaffenden Fuge

Mithilfe der Differentialgleichung der Theorie der Wolbkrafttorsion, Gleichung 2.106, konnen
die Torsionsschnittgrofen iiber die Fugenweite hergeleitet werden. Sie ergeben sich fiir das
System in Abbildung 4.2 zu:

(L . h ( X ) [ L h ( x )
— -sinh (ew - — — -cosh|ew - =
My ew W L W W L
X 1 — coshew X
M| =M |1- ( ._) STORTEW L ( ._) 43
TI T-|1—cosh|ew 7 Sinh ey sinh |ew 7 4.3)
Mrn _ cosh (SW . %) | - sinh (sw . %)
) G-It o )
mit: ey =L - I C It und Cy; vom Querschnitt im Schnitt B-B
-CMm

Auch wenn die Offnungsweite L der Fuge nicht explizit bestimmt werden kann, so zeigt
sich dennoch fiir kleine Offnungsweiten ein eindeutiger Trend der primiren und sekundiren
Torsionsmomentenanteile, wie in Abbildung 4.3 dargestellt.
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Abbildung 4.3: Primédre und sekundire Torsionsanteile in einer klaffenden Segmentfuge mit
verschiedenen Stabkennzahlen

Es ist gut zu erkennen, wie der primire Torsionsmomentenverlauf Mt fiir kleine Stabkenn-
zahlen ew gegen null geht, wihrend das Torsionsmoment Mt fast vollstindig iiber sekundire
Torsionsmomentenanteile Mty abgetragen wird. Die Bedeutung der Wolbkrafttorsion nimmt
demnach mit kleiner werdenden Stabkennzahlen ew zu.

Der Wolbmomentenverlauf ist hingegen weniger eindeutig. Dieser kann den Abbildungen 4.4
und 4.5 fiir unterschiedliche Stabkennzahlen ew entnommen werden.

Mw/(Mr-L)
EW = 0,0

1,0
0,4 + 2,0

0,5 ¢

0,3 + 3,0
0,2 +

0,1+
0
-0,1 |
-0,2
-0,3 |
—0,4
-0,5 |

Abbildung 4.4: Wolbmomentenverldufe in einer klaffenden Segmentfuge mit verschiedenen
Stabkennzahlen, aber gleichbleibender Fugenoffnungsweite L
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Abbildung 4.5: Wolbmomentenverldufe in einer klaffenden Segmentfuge mit verschiedenen
Stabkennzahlen, aber gleichbleibendem Verhiltnis von Torsions- zur Wolb-
steifigkeit

Wihrend in Abbildung 4.4 das Wolbmoment mit kleiner werdender Stabkennzahl ew zunimmt,
nimmt es in Abbildung 4.5 mit kleiner werdender Stabkennzahl ew ab. In beiden Abbildungen
weisen die Wolbmomentenverldufe eine Nullstelle innerhalb der klaffenden Fuge auf, was bereits
darauf schlieen ldsst, dass absolut gesehen keine groBen Wolbmomente entstehen kdnnen. Ent-
sprechend Gleichung 4.3 gehen neben der Offnungsweite L auch die Torsionssteifigkeit G - I und
die Wolbsteifigkeit E - Cy in die Stabkennzahl ew ein. Dies sind material- und querschnittsab-
hingige Gréen. Somit stehen sie im direkten Zusammenhang mit dem Fugendffnungswinkel 6.
Allgemein gilt: Je groBer der Offnungswinkel @, desto groBer wird das Verhiltniss /1/cy und
somit auch die Stabkennzahl ey . Fiir die Offnungsweite L ist es genauso: Je groBer die Offnungs-
weite L, desto groRer wird die Stabkennzahl . Da hier jedoch nur sehr kleine Offnungsweiten
L < lcm betrachtet werden und der Offnungswinkel 6 erst fiir unrealistisch groe Offnungswin-
kel (8 > 300) einen merklichen Einfluss auf die Stabkennzahl hat, erhilt man fiir alle praktischen
Belange nur sehr kleine Stabkennzahlen ew. Somit erhiilt man, aufgrund der kleinen Offnungs-
weite L, auch in Abbildung 4.4 absolut gesehen kleine Wolbmomente im Fugenbereich.

Um die Gréenordnungen der eingehenden Parameter zu verdeutlichen, sind in Tabelle 4.1 am
Beispiel eines klaffenden Kreisringquerschnitts die Stabkennzahlen ew (L, ) fiir verschiedene
Fugenoffnungsweiten L und Fugendffnungswinkel 6 angegeben.
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Tabelle 4.1: Stabkennzahlen eines Kreisringquerschnitts mit verschiedenen Fugenoffnungswei-
ten L und Fugenoffnungswinkel 6

E = 41000 MPa
G=—F  —17083,33 MPa mit v =0,2
2-(1+7) ’ ’
rm=1,80m
t=0,40m
£ 2B .\ \ / o \"'\. ----------- N,
f =00 Co=180° § | 0=240°
It [m*] 0,2413 0,1206 0,0804
Cm [m®] 61,2559 0,2825 0,0146
ew(L =50 cm) 0,0203 0,2109 0,7570
ew(L =20 cm) 0,0081 0,0844 0,3028
ew(L =1cm) 0,0004 0,0042 0,0151

Trotz einer unrealistisch groBen Fugendffnungsweite L = 50 cm bleibt die Stabkennzahl
kleiner eins und der priméare Torsionsanteil geméfl Abbildung 4.3 damit unter 10%. Fiir eine
Fugenoffnungsweite von 1 cm betrigt der sekundére Torsionsanteil bereits nahezu 100%.

Zur Nachweisfiihrung ist es demnach allgemein ausreichend, primire Torsionsschubspannun-
gen in klaffenden Fugen zu vernachlissigen, solange der klaffende Querschnitt nicht wolbfrei
ist. Die Schubspannungen aus sekundirer Torsion konnen mit denen aus Querkraft superponiert
werden, wie in Gleichung 4.4 dargestellt. Fiir geschlossene oder wolbfreie Querschnitte ist 7yr(s)
durch 111 () zu ersetzen.

Tv(s) +11(s) < Tau,pu(s) = —p - o (s) 4.4)

Betrachtet man allerdings den qualitativen Verlauf sekundérer Torsionsschubspannungen ()
klaffender Querschnitte mit den zuldssigen Schubspannungen 7,1, (s) infolge Coulomb’scher
Reibung, so wird eine Unvertrdglichkeit beider Verldaufe deutlich, wie in Abbildung 4.6 bei-
spielhaft gezeigt. Der sekundére Torsionsschubfluss steigt immer mindestens quadratisch an.
Gleichzeitig wachsen die zulédssigen Schubspannungen am freien Querschnittsende maximal li-
near an, wodurch die sekundiren Torsionsschubspannungen am freien Querschnittsende schneller
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ansteigen als die zuldssigen Schubspannungen.

ox(y)

Abbildung 4.6: Qualitativer Verlauf sekundérer Torsionsschubspannungen und zuléssiger Schub-
spannungen eines bis zur Mitte klaffenden Querschnitts

Das aufnehmbare Torsionsmoment ist daher streng genommen nahe null. Weicht man an dieser
Stelle leicht vom Vorgehen einer linear elastischen Berechnung ab und setzt fiir den Schubabtrag
einen reduzierten Querschnitt an, konnen Torsionsmomente rechnerisch aufgenommen werden.
Dabei wird der urspriingliche, klaffende Querschnitt zum Abtrag von Normalkraft und Bie-
gemoment herangezogen, wihrend fiir den Torsionsnachweis die freien Enden des klaffenden
Querschnitts unberiicksichtigt bleiben.

Am deutlichsten zeigt sich dies am Beispiel eines gerade noch klaffenden Kreisringquer-
schnitts. Abbildung 4.7 zeigt die zuldssigen Schubspannungen sowie die sekundiren Torsions-
schubspannungen verschiedener Torsionsmomente.

In der Biegezugzone bei § = 0 konnen keine Schubspannungen 7,1, zugelassen werden, da
die Normalspannung hier gegen null geht. Der Verlauf der zuldssigen Schubspannungen bildet
dabei eine horizontale Tangente aus, wodurch quasi keine sekundéren Torsionsschubspannungen
aufnehmbar sind, wenn der gesamte Querschnitt fiir den Abtrag des Torsionsmoments herange-
zogen wird. Setzt man fiir den Torsionsabtrag hingegen einen reduzierten Querschnitt an, umgeht
man dieses Problem, wie Abbildung 4.7 deutlich macht. Das maximale Torsionsmoment Mt 11 max
ergibt sich fiir einen reduzierten Querschnitt, der einem fiktiven Offnungswinkel von 8 = 90°
entspricht. Die Normalspannungen aus Normalkraft und Biegung werden unveréindert iiber den
gesamten Querschnitt abgetragen.
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Abbildung 4.7: Vergleich sekundérer und zuldssiger Torsionsschubspannungen einer klaffenden
Segmentfuge mit Kreisrohrquerschnitt

4.2.3 SchnittgroBeninteraktion nach Elastizitatstheorie

Wertet man das oben vorgestellte Nachweismodell fiir eine Interaktion aus Normalkraft, Biegung
und Torsion (ohne Querkraft) aus, erhilt man die Torsionstragfahigkeiten in Abhéingigkeit vom
Biegemoment entsprechend Abbildung 4.8. Mit zunehmendem Biegemoment féllt das zuldssige
Torsionsmoment des vorgestellten Nachweismodells linear ab. Beim Dekompressionsmoment
liegt eine Unstetigkeit vor, da das Torsionsmoment sowohl nach Abschnitt 4.2.1 als vollstindig
tiberdriickt, als auch nach Abschnitt 4.2.2 als klaffende Fuge berechnet werden kann.

Fiir ein Biegemoment von Null ergeben sich fiir das Modell nach Elastizitétstheorie [1] si-
gnifikant geringere Torsionstragfihigkeiten im Vergleich zum Fasermodell [19] sowie dem Mo-
dell von Griinberg und Gohlmann [16]. Ursdchlich hierfiir ist, dass das vorgestellte Modell
nach Elastizititstheorie, neben den Bredt’schen Torsionsschubspannungen, die konstant iiber die
Wanddicke verlaufen, auch St. Venant’sche Torsionsschubspannungen des offenen Querschnitts,
die verschrinkt iliber die Wanddicke verlaufen, voraussetzt. Die anderen Modelle in Abbildung
4.8 unterstellen hingegen einen konstanten Schubfluss iiber die Wanddicke, wenn eine konstant
iiberdriickte Fuge vorliegt.

Auch wenn der unstetige Verlauf des vorgestellten Modells so nicht der Realitdt entsprechen
kann, definiert er dennoch eine Untergrenze. Des Weiteren konnen wichtige Schlussfolgerungen
getroffen werden, die im nachfolgenden Abschnitt diskutiert und in Abschnitt 4.3 umgesetzt
werden.
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Abbildung 4.8: Aufnehmbares Torsionsmoment in Abhédngigkeit vom Biegemoment — Gegen-
iiberstellung der Nachweismodelle von Hartwig [19], Griinberg und Géhlmann
[16] und des vorgestellten Nachweismodells nach Elastizitétstheorie [1]

4.2.4 Diskussion der Modellannahmen

Wie auch das Modell von Griinberg und Gohlmann [16] legt das Modell nach Elastizitéts-
theorie verschiedene Berechnungsarten fiir vollstiandig iiberdriickte und klaffende Segmentfugen
zugrunde. Dadurch kommt es in Abbildung 4.8 zu den unstetigen Verldufen der zulédssigen Torsi-
onsmomente beider Ansitze. Daran ist zu erkennen, dass manche tragfiahigkeitssteigernde bzw.
-abmindernde Effekte der iiberdriickten oder klaffenden Fuge noch nicht beriicksichtigt wurden,
um einen stetigen Verlauf des zuldssigen Torsionsmoments zu erhalten. Wahrend das Modell von
Griinberg und Gohlmann [16] das zulédssige Torsionsmoment vollstindig {iberdriickter Fugen
unter hohen Biegemomenten sicherlich iiberschitzt, so unterschitzt das vorgestellte Modell nach
Elastizititstheorie in diesem Bereich die zuldssigen Torsionsmomente.

Allgemein beschreibt das Modell nach Elastizititstheorie eine Untergrenze der zuldssigen
Torsionsmomente, da tragfahigkeitssteigernde Umlagerungen in die Biegedruckzone unberiick-
sichtigt bleiben. Der Tragfahigkeitssprung zu klaffenden Segmentfugen erklirt sich zum einen
iiber die unterschiedlichen Berechnungsarten und zum anderen iiber die in Abschnitt 4.2.2 be-
schriebene Beriicksichtigung eines reduzierten Querschnitts fiir den Schubabtrag. Dies entspricht
bereits einer ersten Umlagerung von Torsionsschubspannungen von der Biegezugzone hin zur
Biegedruckzone. Dadurch verschiebt sich der Schubmittelpunkt der iiberdriickten Fuge, was wie-
derum die Bedingungen der Wolbfreiheit und damit auch die Annahme reiner St. Venant’scher
Torsion aushebelt.

Was ebenfalls hervorsticht ist, dass das Modell nach Elastizitétstheorie bei einem Biegemo-
ment von null ein wesentlich geringeres zuldssiges Torsionsmoment im Vergleich zu den anderen
Modellen angibt. Dies liegt offensichtlich an der Beriicksichtigung von Torsionsanteilen des
offenen Querschnitts, wodurch die zuldssigen Schubspannungen nicht vollstindig ausgeschopft
werden konnen. In der Literatur [48, 50] werden Torsionsanteile des offenen Querschnitts bei
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geschlossenen Querschnitten hdufig vernachléssigt, da das zugehdorige Torsionsmoment Mt offen
in der Regel, im Vergleich zum Bredt’schen Torsionsmoment Mtjpredr, sehr klein ist. Diese
Aussage ist zunéchst erst einmal korrekt, jedoch «belegt» My offen in diesem Zusammenhang
Schubspannungen, die andernfalls von Mt pred: hitten genutzt werden konnen. Was urséchlich
dafiir ist, dass mit dem vorgestellten Modell deutlich geringere Torsionstragfihigkeiten fiir gleich-
miBig iberdriickte Fugen erreicht werden, als mit den anderen oben genannten Modellen. Dass
es jedoch durchaus gerechtfertigt ist, einen reinen Bredt’schen Torsionsschubfluss fiir konstant
iiberdriickte Segmentfugen zu verwenden, wird in Abschnitt 4.3.1 néher erldutert.

4.3 Umlagerung der Torsionsschubspannungen

4.3.1 Grundsitzliche Uberlegungen

Sind die Fugenquerschnitte eines segmentierten Stabes vollstindig und gleichméaBig tiberdriickt,
so ist dieser nicht von einem monolithischen Stab zu unterscheiden, solange kein partielles
Gleiten eintritt. Liegt, wie bei Tiirmen fiir Windenergieanlagen, ein geschlossener, wolbfrei-
er Querschnitt vor, stellen sich infolge Torsion im Fugenquerschnitt ausschlieBlich primére
Torsionsschubspannungen ein. Die Torsionstragfiahigkeit der Fuge kann hier direkt iiber den
bekannten Torsionsschubfluss und das Coulomb’sche Reibungsgesetz entsprechend Abschnitt
4.2.1 berechnet werden. Wird das rechnerisch zuléssige Torsionsmoment geméf Abschnitt 4.2.1
iiberschritten, stellt sich ein partielles Gleiten ein, welches sich ringformig von auflen nach innen
tiber die Wanddicke fortsetzt. Mit zunehmendem Torsionsmoment lagern sich die Torsionsan-
teile des offenen Querschnitts um, bis im Fugenquerschnitt nur noch ein iiber die Wanddicke
konstanter Kreisringschubfluss vorherrscht. Wichst das Torsionsmoment iiber diesen Punkt hin-
aus, fiihrt dies zum direkten Abgleiten der kontaktierenden Segmente. Somit kann iiber einen
reinen Bredt’schen Schubfluss das maximal aufnehmbare Torsionsmoment einer gleichméBig
iiberdriickten Fuge ermittelt werden.

Sind die Fugenquerschnitte infolge Normalkraft und Biegung ungleichmiBig iiberdriickt, kon-
nen in der Biegedruckzone hohere Schubspannungen abgetragen werden als in der Biegezugzone.
Solange der Querschnitt vollstindig tiberdriickt ist, erfiillt er zunédchst noch die Bedingungen der
Wolbfreiheit. Entsprechend stellen sich infolge einer Torsionseinwirkung erneut ausschlieB3lich
primére Torsionsschubspannungen ein, bis die minimale aufnehmbare Schubspannung aus Rei-
bung in der Biegezugzone erreicht ist. Steigt das Torsionsmoment um einen Wert AMt weiter an,
entsteht im Bereich der Biegezugzone ein partielles Gleiten. Der Zuwachs des Torsionsmoments
AM- kann nur iiber den noch haftenden Fugenbereich abgetragen werden, welcher nun im All-
gemeinen nicht mehr die Bedingungen eines wolbfreien Querschnitts erfiillt. Somit stagnieren
die Schubspannungen im Bereich des partiellen Gleitens, wiahrend sich im restlichen Fugenquer-
schnitt weitere Schubspannungen aufbauen. Mit zunehmendem Torsionsmoment vergroBert sich
der Bereich des partiellen Gleitens stetig, bis schlussendlich die kontaktierenden Segmente in
ein globales Gleiten iibergehen.

Des Weiteren gilt es zu beachten, dass sich ein globales Gleiten im Fugenbereich nur dann
einstellt, wenn die zuldssigen Schubspannungen gemill Coulomb’scher Reibung maBgebend
sind. Je nach Auslegung kann aber auch die Schubfestigkeit des verwendeten Betons mal3gebend
sein.



4.3 Umlagerung der Torsionsschubspannungen 71

4.3.2 Analytischer Lésungsansatz
4.3.2.1 Vorgehensweise

Die im vorhergehenden Abschnitt vorgestellten Uberlegungen beschreiben qualitativ den Um-
lagerungsprozess der Torsionsschubspannungen fiir einen vollstindig {iberdriickten Fugenquer-
schnitt. Nachfolgend soll dieser Umlagerungsprozess allgemein mit Berechnungsansitzen ver-
sehen werden. Auf der Widerstandsseite werden dabei zunichst ausschlieBlich die zulidssigen
Schubspannungen gemifl Coulomb’scher Reibung betrachtet. Nachdem ein konsistenter Be-
rechnungsansatz entwickelt wurde, wird dieser um die Schubfestigkeit des fugenangrenzenden
Werkstoffs erweitert.

Zur besseren Veranschaulichung soll hier zunéchst auf einen bereits klaffenden Fugenquer-
schnitt eingegangen werden. In diesem sind entsprechend Abschnitt 2.6.4 vordergriindig sekun-
dire Torsionsschubspannungen zu erwarten. In Abschnitt 4.2.2 wurde bereits dargelegt, dass
die zuldssigen Schubspannungen an den «freien» Querschnittsenden des iiberdriickten Fugen-
bereichs langsamer ansteigen, als die infolge sekundirer Torsion hervorgerufenen Schubspan-
nungen. Somit beginnt ein partielles Gleiten an diesen freien Querschnittsenden und wichst
mit zunehmendem Torsionsmoment immer weiter an, bis das gesamte Umlagerungspotential
ausgeschopft ist, und die Elemente in ein globales Gleiten iibergehen.

4.3.2.2 Sekundire Torsionsschubspannungen am verallgemeinerten Kreisringausschnitt

Abbildung 4.9 zeigt allgemein einen Kreisringquerschnitt, an dem nachfolgend der Umlage-
rungsprozess héndisch vorgerechnet wird. Der Fugenquerschnitt befindet sich in der yz-Ebene.
Der Koordinatenursprung stimmt mit dem Ursprung des Radius ry, iiberein. Infolge Biegung
klafft der Querschnitt um den Offnungswinkel # auf. Die SchnittgroBen beziehen sich auf das
angegebene Koordinatensystem. Demnach wirkt die Drucknormalkraft (negativ) immer im Ko-
ordinatenursprung. Das Biegemoment wirkt stets positiv um die z-Achse, eine Querkraft wird
zunichst nicht beriicksichtigt. Da hier ein diinnwandiger Querschnitt betrachtet wird, bietet es
sich an, entlang der Profilmittellinie eine Laufvariable s zu definieren. Diese lauft den iiber-
driickten Bereich des Fugenquerschnitts gegen den Uhrzeigersinn ab und beginnt bei s = 5, = 0
und endet bei s = s.. Gleichzeitig wird eine weitere Koordinate § festgelegt, die den gesamten
Fugenquerschnitt ablduft. Da § im Rahmen dieser Arbeit nur im Bogenmal und ausschlieBlich
an Kreisringquerschnitten verwendet wird, ist es ausreichend, ihren Anfang allgemein auf einen
Punkt (—y|0), entsprechend Abbildung 4.9, festzulegen.
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ox(y)

\/

by

Abbildung 4.9: Koordinaten-, Parameter- und Vorzeichendefinition am Kreisringquerschnitt mit
klaffender Fuge

Die Koordinaten der Wandungsmittellinie des iiberdriickten Fugenbereichs konnen mit der
Laufvariablen s und dem Offnungswinkel 6 wie folgt bestimmt werden:

5(5,0) = —rp - COS (—S + Q) (4.5)
m 2

25(5,6) = —rp - sin (—S + 9) (4.6)
m 2

Die Querschnittsflache des iiberdriickten Fugenbereichs kann bei konstanter Wandstérke ¢ mit
Gleichung 4.7 berechnet werden.

AO)=rym-t-(2n—06) 4.7

Der Schwerpunkt des iiberdriickten Fugenbereichs entspricht bei vollstindig iiberdriickter
Fuge dem Koordinatenursprung. Liegt eine klaffende Fuge vor, beschreiben yg und zg seine
Lage. Beim Kreisringquerschnitt gemil3 Abbildung 4.9 ergibt sich zg aufgrund der Symmetrie
automatisch zu null, wihrend yg zu

0
2 rm-sin=

yo(0) = “or d 4.3)

berechnet wird. Das Flichenmoment 2. Ordnung, bezogen auf die Biegeachse z, kann fiir den
iberdriickten Fugenbereich zu

rfn-t(—4+(6—2n)2+4-c086+(6—2n)-sin@)

1.(6) = yE—y (4.9)
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bestimmt werden. Fiir eine lineare Normalspannungsverteilung in xy-Ebene konnen nun die
Normalspannungen o (s,6) an der Stelle s infolge Normalkraft und Biegemoment wie folgt
berechnet werden:

M, +N - y0(0) ( N
—_ 0) — ,0 ) +— 4.10

Die vorgestellten Gleichungen 4.5 bis 4.10 sind vom zunichst noch unbekannten Fugenoft-
nungswinkel 6 abhingig. Unter der Bedingung, dass o (s,, 6 > 0) = 0 ist, erhdlt man die

Iterationsgleichung 4.11 fiir den gesuchten Offnungswinkel 6.

o(s,0) =

_Iz(en) “N - A(en) i )’O(Grt) : Mz,tot
6,+1 =2 - arccos

4.11)
A(0y) - - M 1ot

mit: Mz,tot = Mz +N- yO(en)

Die Widerstandsseite kann nun iiber das Coulomb’sche Reibungsgesetz (Abschnitt 2.3 bzw.
Gleichung 4.2) fiir den Kreisringquerschnitt gemédf Abbildung 4.9 bestimmt werden. Auf der
Einwirkungsseite befindet sich der Torsionsschubfluss nach der Theorie der Wolbkrafttorsion.
Aus den Gleichungen 2.101, 2.102 und 2.104 konnen die Torsionsschubspannungen 7y(x, s)
allgemein wie folgt zusammengefasst werden:

Mru(x) - Sw(s)
Cym -t
Fir den Kreisringquerschnitt gema3 Abbildung 4.9 konnen der Torsionseinheitsschubfluss
Sw(s,8) und der Wolbwiderstand Cy(6) nach Gleichung 4.13 und Gleichung 4.14 berechnet
werden.

T(x, s) = 4.12)

1
Sw(s,G):E-rm-t-(—27r-rm-s+s2+rm-s-9+

+

4. rlzn( — cos (é + g) +cos (g))(é-cos (4)+2- sin(%))) wis
0 +sinf

St (—48—12-6%+6* - 12+ (-4 +6%) -cos O+ - (—48 + &%) - sin6)
12- (6 +sin @)

Cn(0) = = (4.14)

mit: 6 =27 -0

Der Verlauf sekundérer Torsionsschubspannungen 7y(x, s) bzw. der Verlauf des Torsions-
einheitsschubflusses Sw (s, #) konnte bereits den Abbildungen 4.6 und 4.7 fiir verschiedene
Offnungswinkel # entnommen werden. Ein derartiger Spannungsverlauf wiirde sich infolge eines
sekundiren Torsionsmoments einstellen, wenn die fugenangrenzenden Segmente linear elastisch
sind, und in der Fuge kein partielles Gleiten auftreten wiirde. Wie sich die Schubspannungen
umlagern, wenn partielles Gleiten beriicksichtigt wird, zeigt das im Abschnitt 4.3.2.3 vorgestellte
Berechnungsbeispiel.
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4.3.2.3 Spannungsumlagerung

Teile der hier vorgestellten Modellentwicklung wurden vom Autor bereits in der Zeitschrift Beton-
und Stahlbetonbau [1, 2] vorab verdffentlicht. Dort wurde ein Berechnungsbeispiel, basierend
auf einem Aufsatz von Hartwig und Marx [71] vorgestellt, welches nun auch hier als konkretes
Zahlenbeispiel dient. Das Berechnungsbeispiel umfasst eine horizontale Trockenfuge zwischen
zwei Kreisringsegmenten mit einem Reibbeiwert u = 0, 5. Die Segmente haben einen mittleren
Radius r, = 1,8 m und eine Wandstiarke ¢ = 0,4 m. Bei einer Normalkraft N = —80 MN und
einem Biegemoment von M, = 72 MNm erreicht der Querschnitt das Dekompressionsmoment
und weist so einen Offnungswinkel von 6 = 0° auf.

Wird nun ein Torsionsmoment aufgebracht, erreichen die Torsionsschubspannungen 7y; be-
reits fiir kleine Torsionsmomente die zuldssigen Schubspannungen in der Biegezugzone. Das
anschlielende partielle Gleiten lagert Schubspannungen in die Biegedruckzone um. Das Tor-
sionsmoment kann entsprechend um i AMryy; gesteigert werden. Geht man vereinfachend

i=0
von acht (n = 8) Umlagerungsbereichen mit den fiktiven Oﬁnungswinkeln (01, 0,03, ...,08) =
(30°, 60°,90°, ...,240°) (Abbildung 4.10 b) bis 1)) aus, ergeben sich zusammen mit dem anfidng-
lichen Fugenquerschnitt 6;-o0 = 0° (Abbildung 4.10 a)) neun sich iiberlagernde Fugenbereiche
fiir den Torsionsabtrag. Der Umlagerungsprozess beeinflusst dabei nur die Schubspannungen,
sodass die Normalspannungsverteilung nach Gleichung 4.10 unberiihrt bleibt.

Mit den Gleichungen 4.12 bis 4.14 kénnen nun die Torsionsschubspannungen der neun Fugen-
bereiche berechnet werden. Dabei muss das sekundire Torsionsmoment My aus Gleichung 4.12
jeweils so gewihlt werden, dass die zuldssigen Schubspannungen an keiner Stelle iiberschritten
werden. Die gewihlten sekundédren Torsionsmomente AMrt sowie die zugehorigen Wolbwider-
stinde Cy konnen Tabelle 4.2 entnommen werden. Die jeweiligen Schubfliisse der einzelnen
Bereiche sind in Abbildung 4.10 dargestellt.

Tabelle 4.2: Fiktiver Offnungswinkel, Wolbwiderstand und sekundirer Torsionsmomentenanteil
der Umlagerungsbereiche a) bis 1)

Bereich b M AMro
[°] [m] [MNm]

a) 0 61,2559 2,0

b) 30 31,0412 7,0

c) 60 14,5328 6,0

d) 90 6,2966 5,0

e) 120 2,5058 3,5

f) 150 0,8997 3,0

2) 180 0,2825 2,5

h) 210 0,0737 2,0

1) 240 0,0146 1,3
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L 0=150° §  { 9=180° § | 6=210° | { 6=240° J

f) > - — —_,."l g)“-\_\ . —-‘_—/."/ h) A‘-\,\ . _,,.—"/’ 1) R N

—a)0=0  ——d)0=090° g) 0 =180°
——b)g=30" ——e)f=1200 ——h)6=210°

——¢) 6=60° f) 6 = 150° i) 0 = 240°
Abbildung 4.10: Klaffender Fugenquerschnitt a) und Umlagerungsbereiche b) bis i) mit deren
sekundiren Schubspannungen infolge der Spannungsumlagerung

Da jeder Umlagerungsbereich b) bis i) ausschlieBlich durch sekundire Torsionsschubspan-
nungen beansprucht wird, wichst der Anteil negativ wirkender Torsionsschubspannungen mit
grofer werdendem Fugenoffnungswinkel immer stirker an. Dies liegt daran, dass in Folge einer
Torsionsschnittgrofie im Fugenquerschnitt weiterhin ein Kriftegleichgewicht herrschen muss. Da
positive sekundére Torsionsschubspannungen hier gegen den Uhrzeigersinn entlang der Profil-
mittellinie wirken und so eine resultierende Kraft in Richtung +z verursachen, stellen sich auch
negative Torsionsschubspannungen ein, die fiir ein Kriftegleichgewicht in z-Richtung sorgen.

Die Superposition der Schubspannungsverldufe aus Abbildung 4.10 ist Abbildung 4.11 zu
entnehmen. Es ist gut zu erkennen, wie die superponierten Torsionsschubspannungen sich den
zuldssigen Schubspannungen anndhern. Im Bereich der Biegedruckzone kommt es auch hier
zu einem Vorzeichenwechsel, der, wie oben bereits dargelegt, aus dem erforderlichen Krifte-
gleichgewicht herriihrt. Betragsmifig sind die negativen Schubspannungen in Abbildung 4.11
ebenfalls mit den zulédssigen Schubspannungen 7,y ,, zu begrenzen. Fiir eine infinitesimale Be-
trachtung und der Annahme, dass das gesamte Umlagerungspotential ausgeschopft werden kann,
gleichen sich die einwirkenden Schubspannungen den zuldssigen Schubspannungen vollstindig
an. Dabei stellen sich in der Biegedruckzone zwei sehr steile Vorzeichenwechsel ein, die in der
Grenzbetrachtung als unstetige Vorzeichenwechsel vereinfachend angenommen werden. Abbil-
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dung 4.12 zeigt die Schubspannungen fiir das maximal aufnehmbare Torsionsmoment infolge
Verwolbung fiir einen Kreisringquerschnitt beim Erreichen des Dekompressionsmoments.

T/ T
1,0
0,8 |
0,6
0,4 +

0,2 |

0 : : : : - 8/Se
-0,2
—0,4 |

—0,6 |

zuléssige Schubspannungen 7,1,

—— superponierte Schubspannungen a) bis i) aus Abbildung 4.9

Abbildung 4.11: Gegeniiberstellung der superponierten und zuldssigen Schubspannungen

TH/Tmax
1,0 4
0,8 +
0,6 +
0,4 +
0,2 |

0
—0,2 |
—0,4 |
—0,6 |
-0,8 |
-1,01L

+M 11 erzeugende Schubspannungen
—M ;1 erzeugende Schubspannungen

Abbildung 4.12: Umgelagerte sekundére Torsionsanteile am klaffenden Kreisrohrquerschnitt mit
6 = 0° bzw. M, = Mpex

Fiir den Kreisringquerschnitt hat sich das Fugentorsionsproblem dahingehend vereinfacht, dass
lediglich der Bereich des Vorzeichenwechsels gefunden werden muss. Allerdings ist in Abbildung
4.12 noch die Vereinfachung enthalten, dass keine primiren Schubspannungen vorhanden sind.
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Nach Abschnitt 2.6.4 bzw. Abbildung 4.3 und Tabelle 4.1 ist davon auszugehen, dass primére
Schubspannungen vorliegen, auch wenn das aus ihnen hervorgehende primére Torsionsmoment
sehr klein ist. Es erweist sich im vorliegenden Fall jedoch als auB3erordentlich schwierig, den
genauen Verlauf der primédren Schubspannungen zu bestimmen. Unterstellt man den priméiren
Schubspannungen, sie wiirden bereichsweise vorliegen, ohne sich mit sekundéren Schubspannun-
gen zu iiberlagern, kann mit der Primisse, das resultierende Torsionsmoment zu maximieren, eine
Fliachenzuordnung wie in Abbildung 4.13 vorgenommen werden. Die angegebenen Grenzpunkte
s; und sy beschreiben die Ubergéinge zwischen priméren und sekundéren Schubspannungen. Sie
konnen iiber das Kréftegleichgewicht und der Bedingung, das Torsionsmoment zu maximieren,
bestimmt werden.

T/ T
1,0 |
0,8 |
0,6 |
0,4 |
0,2 |
0 : —t : : S/se
0.2 ] 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

—0,4 |
—0,6 |
—0,8 |
-1,01

Tzul, i

+M 11 erzeugende Schubspannungen
— M 11 erzeugende Schubspannungen
+M 1 offen €rzeugende Schubspannungen

Abbildung 4.13: Umgelagerte sekundédre und offene Torsionsanteile am klaffenden Kreisrohr-
querschnitt mit M, = Mpex

Eine Zuordnung der Schubspannungen vollstidndig iiberdriickter Fugen kann analog zu den
oben vorgestellten Ausfiihrungen bestimmt werden. Dabei ist jedoch zusétzlich der konstante
Bredt’sche Kreisringschubfluss aus St. Venant’scher Torsion entlang des Umfangs zu beriick-
sichtigen. Demnach zeigt Abbildung 4.14 die umgelagerten sekundiren Torsionsanteile mit den
konstanten Bredt’schen Schubspannungen, wihrend Abbildung 4.15 noch die zusitzlichen St.
Venant’schen Schubspannungen des offenen Querschnitts darstellt.
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T/ Tnax
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+M o 1; erzeugende Schubspannungen

—M ;1 erzeugende Schubspannungen
+M 1 Brear €rzeugende Schubspannungen

Abbildung 4.14: Umgelagerte sekundére Torsionsanteile am vollstdndig tiberdriickten Kreisrohr-
querschnitt mit M, = 0,5 - Mpex
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+M 1 Brear €rzeugende Schubspannungen

Abbildung 4.15: Umgelagerte sekundire und offene Torsionsanteile am vollstéindig tiberdriickten
Kreisrohrquerschnitt mit M, = 0,5 - Mpek
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Stellt man die beiden Ansitze, einmal ohne Beriicksichtigung der Torsionsanteile des offenen
Querschnitts (Abbildung 4.12 und 4.14) und einmal mit Beriicksichtigung der Torsionsanteile
des offenen Querschnitts (Abbildung 4.13 und 4.15), in Form einer Torsions-Biegemomenten-
Interaktion einander gegeniiber, so erhélt man Abbildung 4.16.

MT,H
o N cTm T
o[°]
vt
! : : : : ! MB/(N.rm)
0 0,5 0,6 0,7 08 0,9 1,0
—— ohne MT,I,offen —— mit MT,I,oﬁen

Abbildung 4.16: Torsions-Biegemomenten-Interaktion eines Kreisringquerschnitts mit iiber-
driickter und klaffender Fuge

Das aufnehmbare Torsionsmoment Mt ,, ist als Ordinate angegeben. Wiihrend der Buchstabe
T im Index angibt, dass es sich um ein Torsionsmoment handelt, steht das u dafiir, dass zur
Berechnung ausschlieflich die zuldssigen Schubspannungen infolge Coulomb’scher Reibung
herangezogen wurden.

Bei einer vollstidndig iiberdriickten Fuge weisen beide Ansitze einen linearen Verlauf auf.
Wird das Dekompressionsmoment liberschritten, liegt eine klaffende Fuge vor. Die Torsionstrag-
fahigkeit nimmt zunéchst etwas stirker als zum vorherigen linearen Verlauf ab. Wihrend der
Ansatz ohne offene Torsionsanteile erwartungsgemif auf null abféllt, bildet der Ansatz mit offe-
nen Torsionsanteilen ein Plateau aus, welches einem Torsionsabtrag allein {iber St. Venant’sche
Anteile des offenen Querschnitts entspricht und somit dem Modell von Griinberg und Géhlmann
[16] fiir klaffende Fugen. Aus Abbildung 4.16 geht klar hervor, dass Mt effen beim Kreisring-
querschnitt fiir alle praktischen Belange vernachldssigbar klein ist. Dennoch wird im weiteren
Verlauf dieser Arbeit, wenn nicht anders angegeben, stets der Ansatz mit Mt ofen Verwendet.
So zeigt Abbildung 4.17 die Torsionstragfahigkeit des Ansatzes mit Mt ofen im Vergleich zu
den anderen bisher vorgestellten Modellen. Auffillig ist, dass das Fasermodell (Abschnitt 3.3.3)
eine deutlich groflere Torsionstragfihigkeit ansetzt, als der hier vorgestellte Ansatz mit Mty offen-
Des Weiteren gilt zu beachten, dass die auf Diinnwandigkeit beruhenden Nachweismodelle bei
Mg = N - ry, einen Fugendffnungswinkel von 8 = 360° aufweisen, das Fasermodell jedoch nicht.
Im Fasermodell geht die Wanddicke mit ein, wodurch bei Mg = N - ryy, erst 90% des Querschnitts
klafft. Selbstverstindlich handelt es sich hierbei nur um theoretische Werte.
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MT,N
w-N-r, |
peN- (3 +2) |
3'(Tm+t)

N5’/LL'N'Tm |
- 6-m

t

3 | | MB/N.Tm
0 0,5 1,0

- - - Modell von Griinberg und Géhlmann (Abschnitt 3.3.2)

pn-N -

—— Fasermodell (Abschnitt 3.3.3)
Ansatz gemif Elastizitdtstheorie (Abschnitt 4.2)

—— Ansatz umgelagerter Torsionsschubspannungen mit Mt 1 offen

Abbildung 4.17: Torsions-Biegemomenten-Interaktion eines Kreisringquerschnitts — Gegeniiber-
stellung der vorgestellten Nachweismodelle

4.3.2.4 Einfluss der Materialfestigkeit auf die Torsionstragfidhigkeit

Bisher wurden die einwirkenden Torsionsschubspannungen allein durch die zulédssigen Schub-
spannungen infolge Coulomb’scher Reibung begrenzt. Solange die Schubfestigkeit des verwende-
ten Werkstoffs an jeder Stelle groBer ist als der Schubwiderstand infolge Coulomb’scher Reibung,
behalten die Ansitze in Abbildung 4.16 ihren Verlauf. Jedoch kann, je nach Auslegung, auch
die Schubfestigkeit des verwendeten Werkstoffs, hier Beton, bereichsweise mafigebend werden.
Um dies niher betrachten zu konnen, ist es zunichst erforderlich, die Schubfestigkeit des Betons,
bzw. seine zuldssigen Schubspannungen, darzustellen.

In der Fugenebene des betrachteten diinnwandigen Querschnitts konnen nur Drucknormalspan-
nungen o, und wandparallele Schubspannungen 7. vorliegen. Uberfiihrt man jeden Spannungs-
zustand in einen schubfreien Hauptspannungszustand, kann anhand der verwendeten Versagens-
hypothese (siehe Abschnitt 2.3) iiberpriift werden, ob jener Spannungszustand noch innerhalb der
Versagenshiille liegt. Umgekehrt kann die, sich in der zweiachsialen Hauptspannungsebene be-
findende, Versagenslinie zur Berechnung der Schubfestigkeit des Betons herangezogen werden.
Es ist wichtig zu betonen, dass hierzu eine Transformation der Versagenshiille von Speck [13]
bzw. von Menétrey Willam [20] verwendet wird und dies nichts mit den Schubfestigkeiten von
Beton zu tun hat, die frither zum Beispiel in der DIN 1045-1 [74] angegeben wurden. Abbildung
4.18 zeigt die zuldssigen, auf die Betonfestigkeit bezogenen, Schubspannungen in Abhdngig-
keit der bezogenen Drucknormalspannungen. Hinterlegt sind in Abbildung 4.18 die Daten eines
Beton der Festigkeitsklasse C70/85 fiir die Versagenshypothesen von Speck [22] und Menétrey
Willam [20].

Auch Kupfer [75] definiert im Rahmen seiner Untersuchungen zum Verhalten von Beton unter
zweiaxialer Beanspruchung die Schubfestigkeit 7,y ma;, SO Wie in Abbildung 4.18 dargestellt.
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Kupfer unterscheidet dabei zwischen Schubzugfestigkeit fiir foim > ox = 0,56 - fem und Schub-

druckfestigkeit fiir fo, < 0x < 0,74 - fom. Den Bereich zwischendrin bezeichnet Kupfer als

Ubergangsbereich.

Toulmat/ for,
0,18 ¢
0,16 |
0,14 |

‘ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! O-w/fcm
-1,0 -0,9 -0,8 -0,7 -0,6 -0,5 —-0,4 0,3 —-0,2 -0,1 O 0,1

—— Toul,mat geméak des Versagenskriteriums von Speck [22]

- - = Toul,mat gemiRk des Versagenskriteriums von Menétrey und Willam [20]

Abbildung 4.18: Bezogene maximal zulissige Schubspannungen Tzlmat/£,, in Abhingigkeit der
bezogenen Drucknormalspannungen ox/f,

Behilt man die vorgestellte Methode zur Berechnung des aufnehmbaren Torsionsmoments bei,
so orientiert sich die Umlagerung der Torsionsschubspannungen am betragsmifigen Minimum
der zuldssigen Schubspannungen aus Coulomb’scher Reibung und dem Materialgesetz. Je nach
Auslegung konnen dabei drei Fille unterschieden werden:

Fall 10 Tl mac($) = a1, (s)  filirs, <s < s

Fall 2: Tzul,mat(sa) > Tzul,u(sa) und Tzul,mat(se/z) < Tzul,y(se/z)
Fall 3: T mac(s) < T u(s) filirs, <s < se

In Fall 1 ist die Schubfestigkeit des Werkstoffs 7,y mar an jeder Stelle s grofer-gleich der
Reibfestigkeit der Fuge 7,u,,. In Abbildung 4.19 entspricht dies der Betonfestigkeit fec 4. Im
Fall 1 ist somit 7,y , immer maBgebend. Fall 2 zeichnet sich dadurch aus, dass bei s = s, in
der Biegezugzone 7, und bei s = s¢/2 in der Biegedruckzone 7,y ma mallgebend werden. In
Abbildung 4.19 zeigt dies die Betonfestigkeit f.. 3. In Fall 3 ist die Schubfestigkeit des Werkstofts
Tzul,mat SO gering, dass sie an jeder Stelle maflgebend wird. Abbildung 4.19 zeigt hierfiir zwei
Beispiele, einmal den Verlauf der Betonfestigkeit f.c 2, bei dem die Biegedruckzone eine hohere
Schubfestigkeit als die Biegezugzone aufweist und einmal den Verlauf der Betonfestigkeit f.. 1,
bei dem es umgekehrt ist. Urséchlich hierfiir ist die Lage der korrespondierenden Punkte in
Abbildung 4.18. Im Fall von f » befindet sich sowohl die Biegedruck-, als auch die Biegezugzone
rechts des Maximalwerts der Schubfestigkeit, wihrend im Fall von f,. ; die Biegedruckzone sich
in Teilen links davon befindet. Sie unterscheiden sich also dahingehend, ob die Schubzug- oder
die Schubdruckfestigkeit maigebend wird.
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Abbildung 4.19: Schubfestigkeiten 7(s) einer Trockenfuge entlang des Umfangs s, fiir verschie-
dene Betonfestigkeiten und M, = Mbek/s

Fiir alle drei Fille kann, wie in den Abbildungen 4.12 bis 4.15 dargestellt, eine Flichenzuord-
nung vorgenommen werden, um das maximal aufnehmbare Torsionsmoment Mt zu bestimmen.
Die flichenbegrenzenden, zulissigen Schubspannungen sind dabei gemif} Gleichung 4.15 defi-
niert.

. Tzul,u (S)

T, (s) = min 4.15

zul( ) { Tzul,rnat(s) ( )

Somit gilt fiir die zuldssigen Schubspannungen im Fall 1 7,41 (s) = 7u1,,(s) bzw. fiir das sich
ergebende Torsionsmoment Mt = Mt ,. Im Fall 3 gilt 7,41 (5) = Ty, mat(s) bzw. Mt = Mt mat.

4.3.3 Diskussion der Modellannahmen

Im vorgestellten Modell zur Berechnung der Torsionstragfahigkeit einer Trockenfuge unter Nor-
malkraft und Biegung werden einige begriindete Annahmen getroffen, die nachfolgend diskutiert
werden. Die wichtigsten Annahmen konnen wie folgt zusammengefasst werden:

a) Es wird ein diinnwandiger Querschnitt vorausgesetzt.

b) Das Wolbmoment im Fugenbereich kann vernachléssigt werden (Mw = 0).
¢) Beim Erreichen des Dekompressionsmoments gilt Mt = Mr.

d) Die Normalspannungsverteilung ist linear iiber den Fugenquerschnitt verteilt.
e) Der Reibbeiwert u ist konstant (u(s) = ).

f) Der Schubfluss infolge Torsion kann vereinfachend, wie in den Abbildungen 4.12 bis
4.15 dargestellt, als unstetig angenommen werden, ohne grofle Auswirkungen auf die
Torsionstragfahigkeit zu haben.
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In vielen Fillen wird ein analytisches Nachweismodell durch die Annahme eines diinnwandigen
Querschnitts erst moglich. Gleichzeitig gehen durch Annahme a) aber auch gewisse Einschrin-
kungen einher. So kdnnen beispielsweise, wie in Abschnitt 2.5 dargestellt, keine Spannungen or-
thogonal zur Wandachse wirken. Da der theoretische Zustand der Diinnwandigkeit in der Realitét
jedoch nie erreicht werden kann, sollte man sich bei der Interpretation von Versuchsergebnissen
bzw. FE-Simulationen stets bewusst sein, dass es zu Schubspannungen orthogonal zur Wandach-
se kommen kann. Einen Grenzwert, wann ein Querschnitt als diinnwandig beriicksichtigt werden
darf, gibt es nicht. Da es jedoch allgemein anerkannt ist, Querschnitte von Windenergieanlagen
als diinnwandig anzusehen, sei dies auch hier gerechtfertigt.

Die Hintergriinde der Annahmen b) und ¢) wurden bereits in Abschnitt 2.6.4 und Abschnitt
4.2.2 eingehend begriindet. Es sei jedoch nochmals darauf hingewiesen, dass der Herleitung ein
wolbfreier Stabquerschnitt zugrunde liegt. Diese Bedingung ist automatisch bei allen regelma-
Bigen, polygonalen Querschnitten gegeben. Aber auch fiir nicht wolbfreie Querschnitte sollten
die Annahmen b) und ¢) anndhernd ihre Giiltigkeit bewahren, wenn der Wolbwiderstand Cyy(6)
bei vollstiandig iiberdriickter Fuge sehr viel grofer ist als bei klaffender Fuge. Ein Sonderfall
entsteht, wenn sowohl der Turmquerschnitt als auch der klaffende Fugenquerschnitt wolbfrei
sind. Dies ist beispielsweise gegeben, wenn ein Quadratquerschnitt um eine seiner Diagonalen
Biegung erfiahrt und 8 > 180° ist. Die in Abschnitt 4.3.2 vorgestellte Nachweisfiihrung beein-
flusst dies jedoch nicht. Folglich wiirde die Torsions-Biegemomenten-Interaktion fiir den Ansatz
mit offenen Torsionsanteilen bereits bei § = 180° ein Plateau ausbilden und nicht erst bei 360°,
wie beim Kreisringquerschnitt. Aus diesem Grund bezieht sich Annahme c) konkret auf das
Dekompressionsmoment, da fiir groere bzw. kleinere Biegemomente primire Torsionsanteile
stirker ins Gewicht fallen. Bei den Annahmen b) und c) gilt es jedoch zu bedenken, dass sie
streng genommen nur giiltig sind, wenn ausschlieBlich 7,y ,(s) maBgebend ist, somit Fall 1
vorliegt. Im Fall 2, bzw. 3 ist davon auszugehen, dass sich mindestens ein Riss parallel zur
Hauptdruckspannungsrichtung einstellt. Qualitativ mindert der Riss die Wolbfedersteifigkeiten
kw.1 und kw2 in Abbildung 4.2 ab. Dies hat zur Folge, dass primére Torsionsanteile zunehmen,
wihrend sekundére Anteile abgebaut werden. Sollte sich aber kw1 = kw » einstellen, verbleibt
das Wolbmoment im Fugenbereich unveridndert bei null. Erhalten die Wolbfedersteifigkeiten
unterschiedliche Werte, liegt ein Wolbmoment My im Fugenbereich vor, wodurch Wolbnormal-
spannungen ow hervorgerufen werden. Annahme c) sollte dennoch ihre Giiltigkeit bewahren,
wenn Cy(Mp < Mpek) >> Cv(Mp > Mpek) gilt. Dennoch ist davon auszugehen, dass Annah-
me b) ihre Giiltigkeit voraussichtlich verliert. Da die zu erwartenden Wolbnormalspannungen
ow jedoch keinen Einfluss auf die Normalkraft haben, bleibt die in Abschnitt 4.3.2 vorgestellte
Methode unberiihrt. Gleichzeitig sollte bedacht werden, dass eine akkurate Beriicksichtigung des
Wolbmoments infolge einer Rissbildung nicht moglich ist. Daher wird empfohlen, Annahme b)
beizubehalten, und die im Fugenquerschnitt angesetzten Spannungen als effektive Spannungen
zu betrachten.

Annahme d) setzt eine in der Projektion (entsprechend Abbildung 4.9) lineare Normalspan-
nungsverteilung voraus. Dies erfordert, dass die kontaktierenden Fugenflichen eben sind und
die zugehorigen Elemente dem Hooke’schen Gesetz geniigen. Kommt es zu Plastizierungen in
der Biegedruckzone, wiirde die entstehende teilplastische Normalspannungsverteilung die Torsi-
onstragfahigkeit der Fuge qualitativ steigern. Somit entstehen keine Unsicherheiten fiir den Fall
einer nichtlinearen Normalspannungsverteilung.

Wie in Abschnitt 2.3 erldutert, weist der Reibbeiwert y eine geringe Abhingigkeit von der
Anpresskraft N auf. Jedoch fiihren andere, durch das Coulomb’sche Reibungsgesetz nicht ab-
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bildbare Einfliisse deutlich groere Streuungen des Reibbeiwerts herbei. Konkret bedeutet dies,
dass der Reibbeiwert voraussichtlich entlang des Querschnitts variiert. Da sein Verlauf entlang
s jedoch nicht bekannt ist, muss gemal Annahme e) der Reibbeiwert vereinfachend als konstant
angenommen werden.

Qualitativ sind somit die Annahmen d) und e) gleichwertig. So wie der Verlauf von u(s) un-
bekannt ist, konnen ebenso die baupraktisch unvermeidbaren Unebenheiten der Fuge nicht vorab
ermittelt werden. Wahrend der Reibbeiwert direkt durch das Coulomb’sche Reibungsgesetz die
zuldssigen Schubspannungen beeinflusst, wirken sich Unebenheiten auf die Normalspannungs-
verteilung aus, welche wiederum iiber das Reibungsgesetz die zuldssigen Schubspannungen
verdandern. Jene Streuungen konnten theoretisch liber zufillig generierte Verldufe und einer ent-
sprechenden Schar an Berechnungen beriicksichtigt werden. Dies soll jedoch nicht Teil dieser
Arbeit sein. Zudem wiirden Kriecheffekte etwaige Unebenheiten liber die Zeit ausgleichen. Aus
diesem Grund sind die Annahmen d) und e) vorauszusetzen.

Die zuletzt angefiihrte Annahme f) betrifft die Schubfliisse der Abbildungen 4.12 bis 4.15.
Hierin impliziert sind die Annahmen, dass das Umlagerungspotenzial vollstindig ausgenutzt
werden kann, und dass die primiren und sekundédren Schubspannungen vereinfachend unstetige
Verldufe vorweisen. Vernachlédssigt man primére Torsionsschubspannungen des offenen Quer-
schnitts, erhdlt man quasi unstetige Schubspannungsverldufe, wie in den Abbildungen 4.12 und
4.14 dargestellt. Jener idealisierte, sprunghafte Verlauf deutet sich bereits in den Abbildungen
4.10 und 4.11 an. Er ist vergleichbar mit den Normalspannungen aus der vollplastischen Biegung
eines Stahltrigers. Das FlieBvermogen des Stahls entspricht hier der Ausnutzung des Umlage-
rungspotenzials in der Fuge. Da im Fall 1 jedoch ein reiner Fugennachweis gefiihrt wird, der
keinen materialspezifischen Einfliissen unterliegt, kann zumindest theoretisch das Umlagerungs-
potenzial zu 100% ausgeschopft werden. Wie bereits erwihnt werden in den anderen beiden
Fillen, aufgrund von Rissentwicklungen, effektive Spannungen beriicksichtigt. Der Anteil der
primédren Schubspannungsanteile wird zunehmen. Dennoch wird sich der Grofteil der priméren
Schubspannungen des offenen Querschnitts weiterhin in den Bereichen anhiufen, wo die se-
kunddren Schubspannungen gegen null gehen. In diesen Bereichen wiirde eine realistischere
Verteilung der Schubspannungen flieBende Uberginge zwischen den primiren und sekundiren
Torsionsschubspannungen aufweisen. Ein solcher Verlauf ist qualitativ in Abbildung 4.20 dar-
gestellt. Die Ordinate gibt an, welchen Anteil die sekunddren bzw. priméren Torsionsschub-
spannungen, gemessen an den insgesamt an der Stelle auftretenden Torsionsschubspannungen,
haben. Da es sich hier jedoch nur um eine qualitative Darstellung handelt, ist lediglich die 1,0
an der Ordinatenachse eingetragen. Auf der Abszisse ist ein Ausschnitt der Laufvariablen s,
bezogen auf s., angetragen. Der Ausschnitt zeigt den Bereich des Vorzeichenwechsels, in dem
vorwiegend primare Torsionsschubspannungen des offenen Querschnitts erwartet werden. Die
Punkte s;j und sy wurden bereits in Abbildung 4.13 vorgestellt. Sie definieren den Bereich, in dem
vereinfachend ausschlieflich priméare Torsionsschubspannungen des offenen Querschnitts ange-
setzt werden, wihrend fiir s < sj und s > sy ausschlieBlich sekundire Torsionsschubspannungen
vorherrschen.
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Abbildung 4.20: Qualitative Uberlagerung primirer und sekundirer Torsionsschubspannungen

Abbildung 4.20 zeigt anschaulich, dass im Torsionsschubfluss keine Unstetigkeiten vorliegen.
Da es jedoch, wie in Abschnitt 4.3.2 bereits erwéhnt, auBerordentlich schwierig ist, den exakten
Verlauf primérer und sekundérer Torsionsschubspannungen iiber den vorgestellten Umlagerungs-
prozess zu ermitteln, bedient sich das hier vorgestellte Modell der ingenieurmifligen Annahme
f). Die Unterschiede zwischen dem Ansatz mit und dem Ansatz ohne offene Torsionsanteile in
Abbildung 4.16 sind fiir alle praktisch relevanten Zwecke sehr gering. Somit ist davon auszuge-
hen, dass eine realistischere Beriicksichtigung primérer Torsionsanteile, wie in Abbildung 4.20
dargestellt, vernachldssigbare Unterschiede im sich ergebenden zulédssigen Torsionsmoment zur
Folge haben.

4.4 Zusammenfassung

Ein Nachweismodell fiir das Torsionstragverhalten liberdriickter und klaffender Segmentfugen
zu entwickeln, birgt, wie die Entwicklung eines jeden analytischen Nachweismodells, schwierige
Entscheidungen. Zum einen ist man versucht, nach bestem Wissen und Gewissen ein moglichst
realistisches Nachweismodell zu erstellen, zum anderen ist es unerldsslich, Vereinfachungen und
Annahmen zu treffen, da die Realitdt meist zu komplex ist, um jedes Detail zu erfassen. In
Abschnitt 4 werden zwei aufeinander aufbauende Nachweismodelle aufgestellt und diskutiert.
So wird zunichst ein Nachweismodell vorgestellt, das, in Anlehnung an das Modell von Griinberg
und Gohlmann [16], konsequent in vollstindig liberdriickte und klaffende Fugen unterscheidet.
Zugrunde gelegt wird die Theorie der Wolbkrafttorsion, wobei bei vollstiandig iiberdriickter Fuge
angenommen wird, dass immer der Sonderfall der St. Venant’schen Torsion vorliegt. Im Falle
einer klaffenden Fuge werden, wie bereits in Abschnitt 2.6.4 dargelegt, ausschlieBlich sekundire
Torsionsschubspannungen im Fugenquerschnitt beriicksichtigt. In der zugehorigen Diskussion
wird eine Unstetigkeit am Ubergang zwischen vollstindig iiberdriickter und klaffender Fuge
als unplausibel identifiziert und bietet den Anlass, eine Uberarbeitung des Nachweismodells zu
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erstellen.

Aus dem ersten Nachweismodell kann geschlussfolgert werden, dass bei klaffenden und voll-
standig, aber ungleichméaBig iiberdriickten Fugen, sowohl primére als auch sekundére Torsions-
schubspannungen vorliegen miissen. Entsprechend wird ein neues Nachweismodell hergeleitet,
welches {iber Umlagerungen die Torsionsschubspannungen den zuldssigen Schubspannungen
annihert. Eine Unterscheidung in vollstindig iiberdriickte bzw. klaffende Fugen ist nicht not-
wendig. AbschlieBend werden die zuldssigen Schubspannungen, die zuvor ausschlieflich infolge
Coulomb’scher Reibung 7,1, betrachtet wurden, um die Schubfestigkeit 7,y,ma der fugenan-
grenzenden Segmente erweitert. Dabei wird in drei Fille unterschieden, die angeben, ob der
Reibwiderstand, die Schubfestigkeit oder beides ma3gebend werden. Die wichtigsten Annahmen
des Modells sind, dass ein diinnwandiger Querschnitt vorausgesetzt wird, dass das Wolbmoment
im Fugenbereich vernachlissigbar klein ist und, dass bei Biegemomenten in der Nihe des De-
kompressionsmoments Torsion nahezu ausschlieBlich iiber sekundire Torsionsschubspannungen
abgetragen wird. Aulerdem wird dargelegt, dass die Annahme einer linearen Normalspannungs-
verteilung auf der sicheren Seite liegt, und dass der Reibbeiwert u an jeder Querschnittsstelle
gleich ist. Zuletzt wird die Annahme diskutiert, dass der Schubfluss infolge Torsion einen uns-
tetigen Verlauf haben kann. Es wird dargelegt, dass solch ein unnatiirlich erscheinender Verlauf
eine Vereinfachung ist, die jedoch nur vernachlidssigbar andere Ergebnisse liefert, als eine genaue
Betrachtung. Zudem wird qualitativ auf einen realistischeren Verlauf eingegangen.
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5.1 Einleitung

Zur Verifikation eines Modells werden hédufig FE-Berechnungen herangezogen. Hierbei ist es
wichtig, enthaltene Vereinfachungen zu bedenken. So gibt es beispielsweise keine Imperfek-
tionen, der Reibbeiwert hat an jeder Stelle den exakt gleichen Wert, und je nach hinterlegtem
Materialgesetz verhalten sich die Segmente zum Beispiel ideal linear elastisch. Daher ist es
wichtig, auch immer Versuche fiir eine Verifikation heranzuziehen. Da FE-Berechnungen je-
doch weniger Zeit und Geld beanspruchen als Versuche und gleichzeitig Informationen iiber
Spannungs- und Dehnungsverldufe ermoglichen, die in Versuchen nicht in der Form erfasst wer-
den konnen, ist es durchaus sinnvoll, sie zur Verifikation heranzuziehen. Auch Hartwig zeigt
in seiner Dissertation [19], dass seine FE-Berechnungen nahezu identische Ergebnisse angeben,
wie sein Fasermodell. In Abschnitt 5.2 wird ein vergleichbares FE-Modell vorgestellt, anhand
dessen gezeigt wird, dass eine Anpassung des Reibkontakts ausreicht, um nahezu identische
Ergebnisse wie die von dem in dieser Arbeit entwickelten Modell zu erzeugen. Die in Abschnitt
5.2 verwendeten FE-Modelle sind, aufgrund der in ihnen enthaltenen Vereinfachungen, lediglich
dazu geeignet, die Modellentwicklung zu verifizieren. So kann zum Beispiel bestitigt werden,
dass sich die in Abschnitt 4.3.2 antizipierten Spannungsumlagerungen einstellen konnen. Sie
belegen jedoch nicht, welches der Modelle realistischere Ergebnisse liefert.

Fiir die weitere Verifikation werden in Abschnitt 5.3 Versuche vorgestellt. Die Versuchser-
gebnisse werden den Berechnungsergebnissen des in dieser Arbeit entwickelten Modells und
denen des Fasermodells [19] gegeniibergestellt. Des Weiteren werden erneut FE-Berechnungen
durchgefiihrt. Im Gegensatz zu den vorherigen FE-Berechnungen mit linear elastischen Segmen-
ten, wird den Segmenten nun das Versagenskriterium von Menétrey und Willam [20], welches
in Abschnitt 2.2.2 vorgestellt wurde, hinterlegt. Um die Ergebnisse der Versuche sowie die der
FE-Berechnungen mdglichst neutral und sachlich darzulegen, werden zunéchst lediglich die Er-
gebnisse ohne etwaige Interpretationen vorgestellt. Eine Diskussion folgt in einem gesonderten
Abschnitt. Teile der in Abschnitt 5 vorgestellten Ergebnisse wurden vom Autor bereits in der
Zeitschrift Beton und Stahlbetonbau [3] vorab veroffentlicht.

87
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5.2 Verifikation der Modellentwicklung

Zur Verifikation der in Abschnitt 4.3.2 vorgestellten Methode werden in erster Instanz Berechnun-
gen mit der Finiten-Elementen-Methode und linear elastischem Materialmodell herangezogen.
Es soll gezeigt werden, dass sich die Schubspannungen im Fugenquerschnitt in Folge Torsion
umlagern, wie in Abschnitt 4.3.2 dargelegt. Aufgrund des linear elastischen Materials bildet dies
den Fall 1 7,y mac(s) = Ty u(s) ab. Stimmen die Schubspannungen der FE-Berechnung mit
denen aus der analytischen Berechnung iiberein, werden dadurch die Annahmen b), ¢) und f) aus
Abschnitt 4.3.3 auf nummerischem Wege verifiziert.

Verwendet wurde die Finite-Elemente-Software Ansys® Academic Research Mechanical Ver-
sion 2021 R2. Simuliert wurden zwei aufeinander stehende Kreisringsegmente. Die Abmessun-
gen der zwei Segmente wurden so gewihlt, dass sie den GroBbauteilversuchen von Hartwig [19]
mit Stahlbetonrohren gleichen, auf die noch im Detail in Abschnitt 5.3.2 eingegangen wird. Kon-
kret wurden zwei Versuche der zweiten Versuchsreihe simuliert. Als Beispiel fiir eine vollstidndig
iiberdriickte Fuge wurde der dritte Versuch mit einer Normalkraft von N = —283,5 kN und
einem Biegemoment von M, = 2600 kNcm herangezogen. In Stellvertretung einer klaffenden
Fuge diente der sechste Versuch mit einer Normalkraft von N = —310, 3 kN und einem Biegemo-
ment von M, = 5350 kNcm. Die Stahlbetonrohren haben einen Aulendurchmesser von 60 cm,
eine Wandstérke von 5 cm und sind 50 cm hoch. Néhere Informationen konnen Abschnitt 5.3.2
entnommen werden.

Die Kreisringsegmente wurden mit Solid 186 Elementen abgebildet. Dabei wurden vier Ele-
mente {iber die Wanddicke und 100 Elemente in Wandlidngsrichtung angeordnet. Der Kraft-
iibertrag im Fugenbereich wurde {iber Kontaktelemente (Target 170 und Conta 174) hergestellt.
Die Kontaktbedingung entspricht dem Coulomb’schen Reibungsgesetz. So konnen nur Druck-
normalspannungen und entsprechend des Reibbeiwerts dazu proportionale Schubspannungen
iibertragen werden. Die kontaktierenden Fldachen konnen sich dabei gegeneinander verschieben.
Die freie Stirnfliche des unteren Elements stellt das Auflager dar und wurde mit einer festen
Einspannung versehen. Die freie Stirnflache des oberen Elements diente als Lasteinleitung, die
tiber eine Kopplung vom Mittelpunkt der Stirnflache aus erfolgte, wie Abbildung 5.1 zeigt.

Die Lasteinleitung erfolgte in drei Lastschritten. Im ersten Lastschritt wurde die Normalkraft
aufgebracht, im zweiten Lastschritt das Biegemoment und im dritten und letzten Lastschritt
eine Verdrehung um die x-Achse, was einem Torsionsmoment gleichkommt. Das Torsionsmo-
ment wurde hier weggesteuert iiber eine Verdrehung aufgebracht, da so ei<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>