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$r. 289—240. Biersehnted Kapitel, Tie Kugel, 299
pavallelen Querjcdnitte genaut fo tote et einer Pyramide von
ber ndmlichen Hohe H und einer gleichgrofen Grundflache.
Nach Fr. 227 I\ Iat Dabex M qu Denfelben Jnfhalt (
toie diefe Biramibde, d. §. nad) Fr. 232 IV, ijt:
— JFH = 1xHR%
II. Dex \mu(mtmm \8’1 ‘_’J‘) lmt nad) Fr. 232 VI. den

SJnhalt A= 1L(F - V Ff—-f), woral mt hnady Fr.179 1L
mweiter ergiebt: A=—-1zh(r] +1 I,
Biersehntes Sapitel.

Die Hugel.

240. Wasd ijt eine KSugelflide und eine Kugel?

I. Die Kugelflade enthalt alle Punfte P bed Raumes,
weldje in gleigem Abjtande bon eimem Punfte M (dem
Wittelpuntte) liegen. Diefe unverinderliche Cntfernung
MP = R 0eifst der Halbmejfer ber Sugel.

II. Bwei \mibm(ml, deven jeder die Verldngerung desd
anderen bildet, geben einen Durdymejjer D = 2R. Vgl
&r. 48 1II.

III. Dafer find alle Halbmefjer und alle Durchmefjer

per Rugelfldche lmtc i) gleidh.

IV. Wird ein Halbtreid FOP, (Fig- 218 &.300) um
feinen fc]’t[irgenbcu D wdymeffer FP, gedreht, bid ex wieder in
feine anfingliche Lage fommt, fo bejdjreibt ex wegen Fr. 47 IL.
eine volle Qugeljliche.

Die Kugelf imhc ijt demmnad) eine gefd)loffene Flache;
ber Mittelpuntt M liegt innerhalb ﬁuu[bm.

Die mmmmu ijt ber geometrifdje Drt (vgl. Jr. 74
XVIL) eined Sreifed von gegebenem Halbmefjer und bon
Um‘ge]’t}mhumm Mittelpuntte. Vergl. Fr. 242 VL

V. Der von einer Rugelflache umichlofjene Kbrper Heift
eine Kugel.
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Ijt die Entfernung eined Punfted P bom Mittel=
puntre gwf;ez pber gleid), ober ffeiner alg ber Halbmejjer R,
fo liegt der Puntt P auferhalb, ober auf, oder innerfhalb der
Qugeljliche.

241, Wie fonn cine Gerade gegen cine Kugelflade liegen?

I. Jft die Entfernung MN, einer Gerabenm G, bom
WMittelpuntte M grofer al8 der Halbmefier R, jo liegt G,
gany auferhalb der RKugelflade (Fr.240 VI.). Demn alle
anderen Punfte von G, find nod) tweiter bon M entfernt
ald N, (Pr. 74 IX.).

I it bie Cntfernung MN, einer Geraben G, bom
Mittelpuntte M dem Halbmeffer R gleidh, fo hat G, blof
einen Punft N, mit der Fugeljlide gemein (Fr. 240 VL),
tweil alle anderen Puntte
bon G, tpeiter ald N,
bon M entfernt {ind
(Fr.74 IX.).

IILI. Cine®erade G,
welhe mit ber Kugel-
flache blof einen Puntt
gemein Hat, Deifst eine
lnlul‘ rung3linie
ober Tangente.

IV. Jebe Senfredyte
auf einem $Halbmefjer
MN, int defjen Endpuntte
N, ift eine Tangente (I1.).

V. 3t bie Entfernung
MN — e einer Gevaben

oig. 218, vom Mittelpuntte M fleiner ald der Halb-
meﬁm R, jo jdueidet G die Sugeljlide in 3w ei Punkten
P, unb Py; N liegt ndmlich innerhaldb der Rugelfliache
(Fr. 240 VL), die beiden Luntte K und L in G aber, welde um
KN = NL = R bon N abjtehen, liegen auferhalb bder
RQugelflade (Fr. 74 VIIL), und Dedhald muf ed in G Fwei
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Punfte P, und P, geben, weldje in der Entfernung R von M
fiegen (Fr. 74 X.).

VI. Die Qugelfehne, d.§. die innerhalb der Kugeliliche
gelegene ©trefe PP, = s der 1fjucibcnbcn Geraben G ird
pon der Sentred) tm MN TJnI{nmt (Fr. 75 V.umd VL). FNad
§r.160 IIL. ijt bafer R* = &’ 1¢°

VIL ¢ ndber die Kugeljefhme am Nittelpuntte M liegt,
defto grifer ift fie (VL)

VIIL. Die Kugelfliche ift frumm (Fr. 16 1. und 12 L);
benn nac) I. 6i3 V. lafjen fid) auf ihr gar feine Geraden
aieDen.

IX. Sebe Gerade G durch einen Punft Q innmerhalb der
Qugelflache jdyneidet die \tuqd[laci)L in 3ive qglllltttll(\ Bl

Denn [n‘lt man von \l eine Senfredhte MN auf G, o it
wegen Fr. 74 IX. MN <7 MQ, jenadydem N mit Q ,)u}nmmut
fallt, oder nicht; da nun nad) Fr. 240 VI. jdhon MQ < R,
fo it MN < R (§r. 20 IV., obexr VIL), und G jdjneidet
bie Sugelfldche.

X. Sede Gerabe G durd) einen Punft P, der Kugelflidhe
und fdhief gegen Dben mad) P, gezogenen Dalbmefjer MP,
jchneidet die Rugeljliiche in zwei Puntten P, und P, (V.),
weil Der Fuppunit N der von M auj G gefillten Gent:
rechten MN mnu[)nlb ber Kugeljliche liegt (Fv.240 VL),
= R ijt (Br. 74 1X.).

X1 LDL ~nngultu (I11.) fteht wegen X. auf dem $Halb-
e meffer b[’h Berithrungdpunttesd fenfrecht.

e | XII. Sn jebem Punfte der Sugelflidye giebt e8 unziblig
piele Tangenten, diefelben fiegen aber fimtlid) in einer Chene
(Sr. 181 XIIL).

242, Wie tann cine Ehene gegen cine Sugelflide legen?

I. Gine Gbhene E, (Fig. 219 ©.802), deren Entfernung
MN, vom Mittelpuntte M den Halbmejjer R dibertrifft, liegt
gany auferhold der Rugelflache (Fr. 240 VL), mweil alle
anderen Punfte der Ebene E, nod) mweiter von M abiteben,
ald N, (Fr. 190 IV.).
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II. Cine Cbene E,, deven Entfernung MN, vom Mittel-
punfte M Ddem Dalbmefjer R gleicht, Hat blof einen
Punktt N, mit ber Sugelfliche gemein (Fr. 240 VI.), denn
alle anderen Punfte von E, ftehen weiter von M ab, als N,
(Br. 190 IV.).

1. Cine foldhe Ehene E,, die mit der Sugelfliiche blof
emen Punit gemein Hat, heifst eine Veriihrungsebene.

IV. Jede Mormalebene auf einem Halbmejfer MN, in
deffen Endpunfte N, beriibrt alfo die § ugelflache.

V. Sit bie Entfernung MN = e einer Gbene E bom
Mittelpuntte M Heiner al8 der Halbmefjer R, jo liegt der
mit bem Halbmefjer R um den Fufpunft N ber vom Mittel-
punite M auf die Ebene gefillten Novmalen MN gejdhlagene
Streid gany auferhald der Rugelfliche (Fr. 74 VIIL wund
240 VI.). Ule dburc) N in E gezogenen Geraden fdhneiden
Die Rugelfladhe zweimal (Fr. 241 V.), und lehtere wird
pemnad) bon ber Chene K in einer gejchlofjenen Qinie
gejchmitten. Jeber Punft P der Schnittlinie KPL ift um
NP =1= |/ R*— e¢” von dem Fufpuntte entfernt (Fr. 160
L), d. .

ber ©dnitt ift nad) Fr. 47 11 ein Kreid (Rugeltreid),
und fein Halbmefjer r ift um jo grifer, je niher der Schnitt
am IMittelpuntte liegt.
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VI. Cin durch) ben Mittelpuntt M gehender Sdynitt
liefert einen gridften Kreis CJC, der Kugelflicie, dejjen
Mittelpuntt mit bem Kugelmittelpuntte sujammeniillt und
beffen Halbmefjer MJ dem ber Rugelfliiche gleicht (vergl.
Br. 240 IIL uamd 1V.).

VIL. Je 3wei gropte Sreife jdmeiden fih in einem
Sugeldurchmefjer (VL) und halbieven einanbder.

VIIL Jeder gripte Kveid halbiert die Kugelfliche, zer-
legt fie in 3wei Jid) becfende Halbfugeln (Fr. 22 V.).

IX. Die Normale MN vom Mittelpuntie M der Kugel
auf einen Sugelfreid geht dburd) den Mittelpunft N bes
lelstern (V. und Fr. 188 1.)

X. Die Gevade MN buvd) den IMittelpuntt M der Kugel
und den Mittelpuntt N eined Kugelfreifes fteht auf diefem
Streife normal (IX. und Fr. 21 1

« )

XL Die im Mittelpunfte N eined Kugelfreifed auf diefem
Sreife exvichtete Normale geht duvc) den Kugelmittelpuntt M
(IX. und Fr. 188 1IL.).

XIL Durd) zwei fid) {chneidende Kugelfehuen (aft fich
eine Ebene fegen (Fr. 182 IIL); in bem von diefer Ebene
geliefecten (V.) Sugelfreije find die beiben Kugeljehnen Sehren,
und dedhalb gelten die Siibe in Fr. 161 aud) von gwei fid
jdhneidenden Sugelfehuen.

XIL  Wenn zwei Kugelfehuen fidh in N gegenfeitig
halbieven, jo fdneiden fie fid) im Mittelpuntte N Ded duvd
jte gelegten Sugelfreifes, ftehen aljo beide fenfredit auf dex
Strecfe MN (Fr. 93 unb 242 X.).

XIV. Palbieven fich zwei Kugelfreife gegenfeitig, fo
fhmeiben fie fid) in einer Kugeljehue, weldhe fiix beibe
Sugeltreife ein Durchmeffer ijt, und daher Hhaben die beiben
Rreije einen gemeinfchaftlichen Mittelpuntt N; tenn mum N
auperhalb M lige, jo miifste die Strecte MN auf beiden Sreifen
normal ftehen (X.), d.1. e8 miifiten die Chenen beider Rreife,
weil fie ja den Punft N gemein bHaben, zujammenfallen
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(Fr. 182 V.); weil fie died aber nac) der BVoraudjeung
nidht follen, fo mufy MN = o fein, d. §.
die beiden Rugeltreife find grishte freife.

XV. Jebe Tangente P,'T, (in Fig. 218) an einen Kugels
frei3 im Punfte P, beriihrt aud) die Kugeljliche in P,; denn
auf der Tangente fteht wegen Fr. 83 X. der Kugelfreis-
halbmejjer (NP in Fig. 219), baher auch der Kugelfhalbmeffex
MP, fenfred)t (Fr. 189 L.).

XVI. Jn jeber die Rugelfliche fneibenden Ebene lafjen
fich 3twei Tangenten N, T und N, T, (Fig. 218) von einem in
diefer Ehexte, aber auferhalb der Kugel liegenden Puntte N,
an die Sugel ziehen (XV. und Fr. 103 IL.).

XVIL. Jedbe Ebene E duvd) einen Puntt Q (in Fig. 219)
innerfalb der RKugelflache fdyneidet die Rugeljlide (V.);
benn eine bon M auf B gefdllte Normale MN it < MQ
(Fre. 190 IV.), und dba MQ < R (Bor.), jo it MN <ZR.

XVIIL. Jebe Ebene K burd) einen Punft P der Kugel-
flache und {chief gegen den nach dem Punfte P gejogenen
Halbmeffer MP jchneidet die Kugeljlache (V.), weil die von
M auf B gefdllte Normale MN einer ijt al8 R (Fr. 1901V.).

XIX. Jebe Berithrungsebene 1, (Fig. 219) jteht normal
ouf dem nad) Dem Veriihrungdpunfte N, gezogenen Halb-
mefjer MN, (XVIIL).

XX. Sn jedem Punite der Kugelfliche giebt e8 nur eine
Berithrungdebene (XIX. und Fr. 182 V).

XXI. Jebe burd) ben Beriihrungdpuntt N, (Fig. 219)
gebenbde, in der Beriihrungsebene K, ltegende Gevade Devithrt
dbie Qugelfliche (XIX. und Fr. 181 X.).

XXII. Legt man bdurd) die LVerbindbungsdftrede MB,
&ig. 219, bed Kugelmittelpuntied M und eined auferhalb ber
Qugelfliche gefegenen Punfted B eine Ehene B und in diejer
einen Halbtveid iiber dex Strecfe MB, jo {djneibet diefer bie
RQugelfliche in einem Punfte V, und BV ift alfo Tangente an
ben groften Rugelfreid (Fr. 108 IL.) und an bie Kugel (XV.).
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Dreht man mm die Ehene B um MB, fo viidt V auf der
Sugel fort; bdaber lafen fich von dem auferhalb gelegenen
Puntte B unzihlige Tangenten an die Kugelfladye legen;
alle Beriihrungspunfte find von B gleidyieit entfernt
(. 103 V.). Bei der Drehung um MB befchreibt die bon
V auj MB gefillte @enfrechte VU eine Chene (Fr. 181 XIV.).
Daber liegen (nad) v.) alle Berithrungdpuntte V im Kreife
um den FuBpunit U der Senfrechten VU auf MB. Denmad)
bilben aber die fimtlichen Tangenten eine gerade Regel-
fliche.

XXII Aud) in eine gevabe Cylinderflache Iift
fid) eine Rugelfldche einfchreiben, weldhe mit der Cylinder-
leitlinie gleichen Halbmefjer hat, und deven Mittelpuntt in
Der Aze der Eylinderflade liegt.

XXIV. Durd) jede der unzifhligen Tangenten in XXIIL
(Bt {idy eine Berithrungsebene legen (IV.), wenn man nux
porher durd) den Verithrungdpuntt V nod) eine zweite Nox-
male auf MV erridhtet (Fr. 181 XL.).

Daber lajjen fid) von einem aufterhald der Kugel gelegenen
Puntte B aud) unzifhlige Veviihrungsdebenen an bie
Rugel legent unbd bdiefelben Deviihren zugleih) den in XXIL
evmwifnten gevaben Regel (V.).

XXV. Cine burd) den Mittelpuntt M einer Qugelfliche
normal gu einer aufer der Rugelflidye liegenden Geraden G,
(ig. 218) gelegte Cbene fdyneidet die Gevade in N, bie
Rugelflade in einem groften Kreife. Bieht man in diefer
Ytormalebene von N, aud die ywei Tangenten N,P, und N,P
an den grifiten Kveid (Fr.1031L), jo ftehen die Halbmefjer
MP, und MP nidjt blof; auf N, P, und N, P fentredjt (Fr. 83 Xk
fonbern aud) auf den durd) P, und P gelegten Parallelen 3u
Gy (§r. 189 VIL und 181 X.); daber wirb die Rugeljlache
(nach IV. und Fr. 181 XIL) bon den beiden Ehenen beviifrt,
weldje fi) dburch die Gerade G, und fe eine der Deiden
Zangenten N,P, und NP legen lafjen.

Die Berithrungdpunfte P, und P diefer beiden Ghenen
find gleihiveit bon N, entfernt (Fr. 108 V.).

Jepide, Geometrie. 3. Hujl.
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243, Weldie Sipe iber Paralleliveife und Meridiane find
s merfen’?

1. ©ind zwei ober mehr Schnittebenen parallef, fo
fallen nad) Fr. 206 L. die aud dem Kugelfladenmittelpuntte
M (Fig. 220) auf fie gefllten Normalen in eine Gerade AA,
(bie Aze), weldhe die Kugelfltiche in den beiden Polen A
und A, der Parallelfreife SXYV und KPQL {dneidet.

1. Der grofte Parallelfreid DBOD, Heift Aquator;
jeber griBte Qreis AXA, durd) die Aye heipt Meridian.

I Sede Meridianchene fteht auf dem Parvallelfreifen
normal (Fr. 204 L).

IV. Sugeltreife, welche die nimlichen Pole haben, liegen
in pavallelen Ehenen (I und Fr. 205 IIL).

V. Bieht man von einem Puntte P, Fig. 220, eined
Parvalleltreifes Strecfen PA und PA, nac) defjen Polen A
und A,, o ftehen dieje auf einander fenfvedyt (Fr. 96 IIL).

VI. Der Halbmeffer NP = r eined Kugelfreifes ijt Die
mittlere Proportionale gu den Abjdynitten AN und NA,, in
weldje der Kugelfreid die Wxe AA, zerlegt (Fr. 161 IL.).

VIL Sedber Pol ift von allen Puntten desfelben Parallel-
freifed gleidyweit entjernt (Fr. 190 VI.).
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VIIL. Die Meridianbigen XP und Y zwifjdhen zwei
Larallelfreifen jind gleihgrop (VIL, Fr. 91 1V, ., 20 VIIL.).

IX. Bwifden denfelben Meridianen liegen Parallelfreiss
bgen P() und XY von gleichem Centriwinfel (Fr. 189 IX.).

Diefem Centriminfel gleicht ber Winfel wifchen Den
(ebenfalls auf dev Ure AA, fenfred)t ftehenden) Meridian-
tangenten AU und AJ am Lol A,

Die namliche Groge hat dex von den Leiden Meridianen
am Pole gebildete jphavifdhe Winfel PAQ umd der
Meigungs [ (Tr. 202 V.) der beiben Meridianchenen,

snintel

244, Wie heifjen die Teile der Kugel 1'1Lh oer Sugelflide?

L Jeder Schnittfreis KPQL (Fig. lr) zerlegt Die
Sugelflache in zwet Hauben, Kappen oder Kalotten,
pie Sugel in zwei ADJdhnitte ober chmu:m&

I1. PBwifden zwei Parallelfreifen SXYV und KPQL
[tegt eine Kugelfladhenzone und eine Kugeljdhidt.

I1I. Bmwijden einex .\umm‘ SXYVA (ober SXYVA,) und
der burd) ihren ©dnittfreid gelegten Regelfliche SXYVM,
deren Gpibe im RKugelmittelpuntte M liegt, ift ein Kugel
Ausdjdynitt ober Seftor enthalten.

IV. Bwei jid) ‘it{}ncibuﬁv Meridione APXA, und AQYA,
zerlegen bw\tuqn flade in vier Zweiede (3. B. ABPA,QCA)
und die Kugel in vier Kugel (feile (3 B. ABPA,ACQA,).

e el benadhbarte Der erjteren bildben eine Halbfugels
fliche, je zmei benachbarte der lehteven eine Halbiugel
(Br. 242 VIIL); je wei qrqmitDuftvguzm find fongruent.

V. Drei (ntd parallele) grifite freife AQYA,, APXA,
und 111;(‘I), &ig. 220, fmﬂhw m'[) in fech® LPunften und
aerlegen bie Qugelflache in ad)t | m,[u[)n Dreiede oder
SQugeldreiede, entfprechend uua purd) ifre Ebhenen am
Mittelpunfte M der Kugel entftehenden acht Dreifanten
(Jr. 211).

Die jphdrifden Winfel A, B und € (Jr. 243 IX.)
jeded fphirijhen Dreiedtd ABC find den Neigungémwinteln
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der Ebenen Ded jugehirigen Dreifantd gleidy; Ddie drei
Geiten AB, BC und CA bded fphirifden Dreiedd find
Bigen, deven Centriminkel bpen Seitentvinfeln ded Dreifantsd
gleidhen. Deshalb lafjen fid) die Siige in Fv. 209 bis 214
and 229 VIIL und IX. auf jphirijde Dreiecte und Bielecte
fibertragen. Bergl. aud) Fig. 222.

VI. Sebe Halblugel laft fich ald Settor, ald Segment
und afé Kugelteil betvachten.

VIL Seber grifere Abjdynitt, Ausfdynitt, Keil, Kappe
und Bweiect ift grofer, jeder fleinere fleiner ald die Halb=
tugel, Deziehentlich bie Halbiugeljlade.

VIIL. Qappe und Jone, Segment, Scdhidt und Seftor
entitehen bei der Graeugung dex Kugel (Fr. 240 1IV.) durd
bie Drehung Des8 Bogend AV und VL, Dded halben Kreis-
fegmentd8 AZV, bder halben Bone VZNL und bed Rreis-
jeftors AMY.

245, Welde Lage hoben zwei Kugeljliden gegen einander?

[. Bwei fonzentrifde Qugelflidhen haben denjelben
Mittelpuntt und entiweder feinen, oder (bei gleidhem Halb-
meffer) alle Puntte gemein (Fr. 240 1.).

II. Regt man burc) die Centraljtrede, d. §. die Cnt=
fermung MM, = c Der Mittelpunfte M, und M. jtveier
excentrijdhen Rugelfladhen eine Ebene, jo erhilt man
ftetd biefelbe, aud zwei groften Kreifen beftehende Schnitt-
figur (Jr. 242 VL).

Dabher miifjen (wegen Fr. 240 1V.) fiiv zivei excentrijde
Kugeln gang dhnlide Siige gelten, wie fiiv zivei excentrijde
Sreife (vergl. Fr. 102). Namlid):

I it die Summe R, |- R, der Kugelhalbmefjer fHeiner
ald die Centraljtrede ¢, {o liegt jede der Leiben Kugelfliden
gany auferhalb ber anderen.

IV. it bie Differeny R,—R, der Halbmejjer grofer ald
die Centralftvede ¢, fo liegt die eine Kugel gany innerhalb
Der anbevern.
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V. Oleidt die Summe R, 4 R,, ober die Diffeven;
R,—R, der Halbmefjer der Centraljtvecte ¢, o Haben bdie
Rugelfladen nur einen Puntt gemein, Deviihren fid) von
aufen, oder innen. Der Verithrungdpuntt jweier Kugeln
liegt in ber Centralen MM,  Die gemeinfdaftlide
Beriihrung3ebene ber beiden Rugeln fteht in dem
Berithrungdpuntte auf der Eentralen M, M, fenfredyt.

V1. Die grifere Rugelflache jhmiegt jid) der Beviihrungs-
ebene Deffer an al3 die fleinere; leptere fritmmt jidh
Demuach ftivfer. VWergl. Fr. 86 IIL.

VII. it die Summe der Halbmejjer qrdfer, und ihre
Differen gleichzeitig Heiner ald die Centrale (R, - Ry >¢ >
R,—R.), jo {dmneiden jid) die Deiven Kugeljlachen.

Die beiden Schnitttreife, welde eine durch bdie Centrale
gelegte Cbene in beiben Kugelfldchen fiefert, Daben eine
gemeinjdjaftliche Sehne, weldhe von der Centvalen jenfredyt
halbiert wird und bei jeder Lage der Scnittebene diefelbe
®&rofe und denfelben Sdynittpuntt mit der Centralen Hat;
bedhalb fhneiden f{ic) die Deiden Kugeln in einem auf der
@entralen normalen Kreife (Fr. 181 XIV.). — Bergl.
aud) Fr. 242 XXII.

VIIL. $aben 3wei ercentrifdhe Sugelfliichen einen Punkt
auBerhalb dex Centralen gemein, jo {dhneiben fie fih in einem
Sreife; haben fie einen Puntt der Centralen gemein, o haben
jie weiter nichtd gemein.

246, Wie ijt die Kugeloberflade su beredyuen?

I. Der JInhalt der durd) die Umbdrehung bed Vogend
VL = b, &ig. 221 &. 310, um bie Are MA erzeugten
Rugelflacdhenzone nifert fich bem Jnhalte bed gleichzeitig
von der Sehne VL = s erzeugten Manteld des abgeftubten
Regeld um fo mehr, je mehr fich dex Bogen b feiner Selhne s
nibert (Fr. 179 IV.), und je mehr er fich vedhalb mit Der
Sebne vertaufhen lift, je teiner alfo der Bogen ift.
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11. Bieht man den Haldmejjer MT =R (Fig.221) nad) dex
Mitte T bed Bogend VL, und madht man TS // VZ /LN | MA
und VJ / MA L LN, fo find bdie beiden Dreiecfe MST
und LJV gleidhwinfelig (Fr. 71 VI.) und Ddedhalb dlhnlid)
(Fr. 156 1.); baber ift BT:MT = JV:LV (Fr. 163 L)
ober r:R=h:s, D.0. rs==Rh, twenn
TS =r und VJ=NZ=h gefept wird.
Darf man aber den Vogen b al gerad-
{inig auffafjen, jo ergiebt fich nady I und
or. 238 I\‘ nii’v i‘g::’ alt ber Home
7 — AITrR = 2gith, ijt die Hobe h
einex Jone z ‘[D {[un, Wut, man ben Die
Bone erzeugenden Bogen b mit Defen
Sefhne s vertaujdhen darf, fo gleicdht die Zone dem Wantel
eined geraben Gylinberd (Fr. 225 IL), welder mit ber
Bone gleiche Hihe h und mit Der Snm gleihen Halb-
mefjer R Defibt.

ITI. Teilt man den Bogen VL = b, weldyer durd) feine
Wmbrehung um MA die Rugelzone VSKL (Fig. 220) bon

ber Hihe NZ = H crgcllgtc, in n Teile, deven Projeftionen
auf AM mit h,, hy, hs. ~ Deseidynet erden mogen, o
ex )nlt man den Jnhalt Z \w \mu al8 ©umme von n fleineren
Bonen bon den Hiben h, hy, hy... b, nad) IL angendbert:
7=t 212
= 2aR (h, +hs |+ hy 4 - - - h,) = 2aRH.

Diefe Formel wird um jo ridtiger, je grifer n ober je
fleiver Die Bogenteile werben; Dei nod) fo weit getviebener
Berfleinerung der Vogenteile und “wc‘m‘{mmq der An-
safl Derfelben Dleibt aber bdie auggefiihrte Summierung

b by -hy - h,=H immer nod) miglidy und
liefert aud) immer noch dad nimliche Refultat. Daber giebt
bie obige Formel Z = 27RH nidht einen angendberten,

fondern den ftreng ur[ ytigen Wert fiiv den Soneninfalt Z.

IV. ®any bie ndmlide vdﬂm,mlqmung pafpt aud) auf

die Qugelfappe k von der \)L\E}c H; daber ift auc deven Inbalt
— .71 €

c]]h g
r\u”[l || o

yl. Der

VIL
pharijdyen
man (10
W0

VIIL 2

(@ 212

Ebene

emem S
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V. Sebe Sappe und Bone gleidht demnadh dem Mantel
eined geraben Cylinbers, weldjer mit der Rugel gleichen Halb-
meffer R und mit der Rappe, oder Jone gleiche Hihe H Hat.

VI. Der Infalt O Der gangen Kugelfliche evgiebt fich
aud 1V., wenn man 2R fiiv IT jebt; O = 4aR? b. ).

die Oberflide jeder Kugel ijt vievmal jo grop als deren
grofter Kreis.

Da man aud) O = 27R(2R) fdhreiben daxf, jo gleidht die
Qugelflide der Mantelfliche eined der Kugel umidjriebenen
geraden Cylinders, im Cinflang mit V.

VII. Den Inhalt ded Rugelzmweiedd W mit dem

fohir Wintel w° (Fr. 244 IV. und 243 IX.) erhili
man (wegent Fr. 210 I, VIIL wnd X.) aud ber Proportion
W:0 = w’:860°, ndamlid:

W = aR*w’: 90°.

VIIL Segt man durd) die drei Gkpunite A, B, C, Fig. 222

(8. 212), cined RQugeldreiedd ABC (Fr. 244 V.) eine
Ebene (Fr. 182 1.), jo jdneidet diefelbe bie Rugeljlide in
einem Rreife K (Fr. 242 XVIIL); jeder Pol P (Fr. 243 L)
bicfed Sdnittireifes ift von Den bdrei Cpuniten gleidjiveit
entfernt (Fr. 248 VIL); daber (aRt fich ABC von Dem einen
(mit A, B, C in der nimlicjen Rappe ABCP, gelegenen)
Bole P, aus in drei gleichjhentelige jpharijde Dreiece ABP,,
BCP,, CAP, 5'&‘1‘10&:@‘1?,

Sede Der Drei Meridian-Chenen, duvd) welde Ddiefe Ber=
fegung bemwixft wird, geht aber aud) durd) Den gweiten Pol P,
1 einen Gckpuntt desd Sceiteldreteds A,B,C, (Br. 244 V,
und 211 IIL), fo dap jugleid) aud) dag Sdeiteldreied vom
jweiten Pol P, aud in Ddrei gleichjchentelige (Fr. 42 II.)
Dreiecte A,B,Ps, B,C,Pa, C,A, P, jexlegt worden ijt, und 3war
ift jebes diefer lepteren drei Dreiecte je einem Der Drei Dreiz
ecfe Ded Urdreiedtd fongruent (Fr. 214 X.; . 42 II,
243 IX. und 203 VL.).

Daber Hat jeded Kugeldreied ABC gleichen Inhalt mit
feinem (ihm fymmetrijd-gleichen) Sdyeiteldreiecte A B,C,.
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IX. Die Summe aud einem Kugeldrveie ABC und einem
Hinterdreiect AC,B, (Fr. 211 IL) dedfelben ift (wegen VIIL)
bem Rugelzweied AC,A,B,A = ACA,BA gleid), welches
jenem Wintel A enﬂpuri)t weldjer in beiden Dreiecten (als

Sdyeiteliwintel) vorfommt; denn diefed Biweiect ift die Summe
aud dem Dreiedt ABC und bem Cdjeiteldreied A,BC des
SHinterdreiects AC,B,.

oig. 222.

X. Abbiert man bie et Qugelzieiete ABA,CA und
CAC,BC, mwelde zu den 3ivet Winfeln A und C ved Kugels
preiet8 ABC gehivenr, ju den Deidben Dreiecfen ABC und
A,BC,, weldje nach IX. bem (zu bem Wintel B = A,BC,
gehirigen) Bweiede BAB,CB = BA,B,C,B gleidjen, fo exfilt
man (vergl. VIIL) al8 Summe dag Doppelte Hed Dreiects
ABC melr a3 bie iiber dem griften Rreife ACA,C,A (nach
born zu) ftehende Halbfugelflidhe 27R*  Daler exgieht fich
aud VII. fiir den Jnhalt D ded phirijden oder Kugel-
breiecds:

2D +4-27R* = aR(AJ-B-C):90°
oDer D = aR*(A—+B--C—180°):180°

b nad) ¢

Iy = MV

I, 94
md den &
erffeved ¢
Suadront
dem Grunt
gleidt. 3

ot Den 3
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247, Weldye Formeln licfern den Jnbalt der Kugel?

I. Bieht man in bem Quadrvat MAFC (Fig. 223) von
ber Geite R bdie qummu MF, ben Quadranten AVC und
eine ©trecte ZE /MC, welde Dden
Luadrant in V. und Diu Qingmmlc ! RS
in U jdjneidet, fo ift MV=MC=ZE Zipr—7 —'/

[Z5% /
(Fr. 240 III., 108 II1.); / ZMU o B ,7\ ;

w QO 7 T e T " o B Z
=45 = AL ZUM (Jr. 110 II, o
62 1.), baber ZM=7U (Fr.73 L) i

A & B “:J/lr
ud nach Fr. 170 L. -

N =MV — ZIM — ZE — Z0.

[I. Lapt man nun in Fig. 223 dad Quabdrat, bad A MFA
und den Quadrant AVC i) um MA Ddreben, ﬁu LL‘Qqut
tYTELTL’" einen Eylinber, dagd Dr einen. Kegel und Dex

Quadrant eine Halbtugel, deven Halbmefjer R der Hihe unbd
\cm Grunbjl m[)ml)nlbnm er Des Cylinderds und ded Regeld

gleicht. eber auf MA normale Quqcl Ll]ustt (Fr. 242 V.)
[)ut pen Jnbalt 7.2V —a(ZE — ZU ), gleidt alfo dem
Sreidringe von der Breite UL in bem ‘Dmd)Du»» Dreiect MFC
exzeugten Hohltdrper, weldjer aud) entfteht, wenn man ben
purd) MFA erzeugten Segel aud dem burd) MCFA erzeugten
Cylinder herausnimmt.

Dabher hat nac) Fr. 227 IV. nicht nur die Halbfugel mit
jenem Hohlfdrper, jonbern aud) jede Kugeljchicht und jeder
Kugelabidynitt, weldjer durcy eine halbe Kreidzone ZVV,Z,,
Deztw. einen halben Kvei2abjdnitt ZVA erzeugt wird, mit der
sijchen Ddenjelben Pavallelebenen enthaltenen Schicht bed
Dohltorpers gleiden Jnhalt.

IIL AB Juhalt ber Halbiugel (LK) finbdet fich) aus IL
nac) Fr. 226 L und 289 I.:

1K = aRR — aR’R = $aR"

Aud erfennt man feicht, daf Der Cylinder, bie Halbfugel
und der fegel in IL fic) wie 3:2:1 verhalten.
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IV. Der Inhalt der gangen Kugel ift
K = 4wR* =— 10R.

Die Kugel 16§t fich alfo aud) ald eine Pyramide bon einex
ber Qugelflace gleichen Grundiliche O = 4aR* (Fr.246 VL)
und der Hihe R auffaffen (Fr. 232 IV.).

V. Der Jnbalt eined Kugelabjdynittesd T diber Dem
Rreid VYXS (Fig. 220 und 223) vom Halbmejjer ZV=r
und bon ber Hihe AZ="h ift (weil AF =R und ZU=ZM
= 7 — R—h) nad) II., r. 226 I. und 289 II.:

T = aR*h —47h [R2~R(R—h) -+ (R—h)"]
— niR*h — 47h [3R* — 3Rh 4 1] ;
weil mm nady Fr. 170 IL, odber 163 I. A AL=TV,
0. . (2R—h)h =1, alfo 2Rh = r*—-1* ift, fo ixd ¢
== 7(31’—11 h? = 1a(2R+}z)(R— z)’
= '7(1 - Rh)h = 4a(81* l'lil.i“i]

VI. Der ollhﬂ{t § einer Kurgel fd}ui)t Deren 3ipel (‘ntqc‘[
freife © ‘m‘ ‘pn bmefier ZV = r unb %,V, = r, haben und in
den Entfermungen MZ = z = ZU und M%Z, = z, = Z,U,
pom Rugelmittelpuntte auf der nimlidjen Seite dedfelben
liegen, fo daf3 alfo h—=z, — = die Hibe der Sdidht ift, findet
fich aug 11. nad) Fr. 226 I und 259 1I:

8§ = aiR*h — 4ah [z} -} 2,242

= inh [6R*— 22,"— 22" — 2z,2].

Da nun aber — 22> — 222 — ?‘/ z = —38z,,— 32" |-
(z,"'—?z.z—l—z“’) = —8z2— 32"+ (m 169 IL) mm
3(R*— z,") = 3r,%, Joivie 3(1 Cfg) — 3r* ift, {o wixh:

8 = 4ah (r,* - - 31).

Auf die niimliche Formel fommt man jdhlieplid aud,
enn man den Snhalt der Kugelfcyicht nad) V. al8 Differeny
bed [nbalted iweier Abjdnitte bevechnet.

VII. Den Snbalt J eined (von MVAM, Fig. 223,
exzeugten) Qugelaudjdynittesd findet man entroeder al3
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Gumme feined Abjdnitted (V.) und ded (bom A MVZ er-

seugten) Regeld fiber Deffen Rugelfreid, oder man fafit nad

IV. dent Ausdjdynitt a8 einen S‘cqv[ bon Der Hihe R und einer

Grundifiiche auf, welde feiner Kappe k (von der Hibe

A% = h) gleiht. Man ml)uli pann (wegen Fr. 246 IV.):
J = 1kR = §aR’h.

VIIL. Die iiber dem Kugeldreiefe ABC =D (Fr. 246 X.)
ftehende, mit Der Spiye im Mittelpuntte M liegende Kugel=
pyramide hat nach IV. den JInbalt

P = 1RD = {aR* (A} B-C—180°):180°

iN "u‘ Snhalt eined Sugelfeild vom Winfel w°
(r. 246 VIL.) hat den Jub holt:

W = aR’w":270°%,

248, 2Wic viel gicht e3 vegelmipige Polyeder?
I Ein regelmifiges Polyeder (uhqﬂl Qidrper) twird
pon {outer fongruenten vegelméfpigen Figuven begrenst, die
in lauter fongruenten, gleiche Flachenwintel bejifenden Biel=
fanten aneinanbexitopen.
Alle Ranten eined regelmiBigen Polyederd find gleid,
ebenjo alle feine ebenen und alle jeine Fltichen-Tintel.
1. MWegen Fr. 229 VIIL und 113 IL. {onnen bei einem
rc_qu[nmq,u}ml Kbrper
mit Drefecten nur dret, bier, oder fitnf Fldchen,
mit Quadraten mur bwl Sladen,
mit Fitnfecfen nur drei Fldden

in einer Gcte ujammenitoBen.

©8 giebt alfo nur fiinf regelmdBige Polyeder.

[II, Dasd (regelmifige) Tetraeder wird bon vier gleid)-
feitigen Dreiecten begrent, Hat vier Ecen und fechs Ranten.
PVergl. Fr. 228 IX.

IV. Das .\;w;;n eber gleiht Dem Wiirfel (Fr. 217 VIL).
V. Das Dobefaeder wird bon 3wilf rcqe[mh‘f’iqcn
Fiinfecten ﬁumn , bat zwanzig Eden und dreiftig Kanten.
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VI. Dag Dltaeder wird von adt gleichieitigen Dreiecen
begrenzt, beren je bier in einer der fechd Ccen jufjammen:
{tofen; e8 fhat 3wolf Kanten wnd fift fi) in zwei gerade
bierfeitige Pyramiden mit quadbratifcher Grundildde zexlegen.

VIL. Bon den gwangig gleidyjeitigen Dveecen bed Ffo-
faebers ftofien fe fiinf in einer der wdlf Ceen zujammen.
@eine Kantenzahl ift dreifig.

VIII. Jn jedem rvegelmifigen ectigen SKbrper giebt ed
einen Mittelpuntt, von weldem ousd ficdh der Kbrper in
fo biel fongruente vegelmiBige Phramiden zerlegen [afHt, ald
er Geitenjlichen hat.

IX. Bom IMittelpuntte jeded vegelmiiBigen Korpersd ausd
(@Bt fich eine Qugelflache duvd) die jamtlichen Geken, eine
jiveite durd) bie Santenmitten und eine dritte duveh) Ddie
Mittelpuntte der Seitenfldchen legen.

@abellen iiber die Einteilung yud Urrn.lridl;um der Alafe verfdicdemer Linder.

HAnbhango.

a

I
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