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K

der einzelnen Schichten immer näher an einander , ohne
daß die in II. ermittelte Jnhaltsgleichheit verloren geht.

Könnte man die Schichtenhöhen verschwindend klein machen ,
so würden jene Eckpunkte zu einer (geraden , oder krummen)
Linie, die gebrochenen Seitenflächen zu einer (ebenen, oder
krummen) Fläche zusammenrücken, welche die Kanten ^,1^ ,
^ ,62 rc . enthält . Der Satz II . würde dann lauten :

IV. Zwei Körper sind inhaltsgleich, wenn je zwei , zu den
Grundflächen der beiden Körper parallele und in gleicher
Entfernung von diesen Grundflächen liegende Querschnitte
der beiden Körper inhaltsgleich sind .

Iwölftts HapiU.
Die Pyramide .

228. Was ist eine Pyramide ?
I . Wenn ein Strahl 08 (die Erzeugende ) , welcher in

seinem Endpunkte 0 (Fig . 209 ) fest gehalten wird , sich so bewegt ,
s daß er stets einen Punkt

mit dem Umfange (der
Leitlinie ) eines seine Lage
nicht ändernden Vielecks
LLOV (der Grundfläche
V) gemein hat , dessen Ebene
nicht durch den festgehalte¬
nen Punkt 0 (die Spitze )
geht , so erzeugt 08 eine
Pyramidenfläche.

II. Ist die Grundfläche V
ein n-eck, so besteht die Pyra¬
midenfläche aus Teilenvon n
sich schneidendenEbenen und
hat u Kanten 08, , O^ rc.
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III . Das an der Spitze 0 entstehende Dreikant , oder

Vielkant (Fr . 209 ) ist durch die Leitlinie und die Lage der

Spitze gegen die Leitlinie bestimmt .

Zur Bestimmung der Lage der Spitze 0 gegen die Grund¬

fläche I? genügt der Punkt dl , in welchem eine von der Spitze

auf die Grundfläche gefällte Normale Odl die Grundfläche

trifft , und die Länge dieser Normalen (Fr . 188 II .) .

Die Lage und die (von der Grundfläche aus gerechnete )

Länge einer Kante (Fr . 214 ) , oder die Länge von drei

Kanten (Fr . 79 V . ) würden die Lage von 0 gegen V eben¬

falls bestimmen .
IV . Verlängert man die Kanten über die Spitze 0 hinaus ,

so entsteht noch das (symmetrisch - gleiche) Scheitelvielkant , und

dessen Seiten bilden mit den schon vorhandenen die Doppel¬

pyramidenfläche .
V . Der innerhalb der Pyramidenfläche liegende , von ihr

halbbegrenzte Raum (das Vielkant ) heiße ein pyramidaler
Raum .

VI . Die n -seitige Grundfläche b' und der Pyramiden¬
mantel (d . i . der zwischen V und der Spitze 0 liegende Teil

der Pyramidenfläche ) begrenzen einen Körper , welcher eine

n - seitige Pyramide heißt .
Die Normale Odl von 0 auf V heißt die Höhe der

Pyramide . Die n -seitige Pyramide hat n Seitenkanten

OH, , OL rc . , und n Grundkanten HL , LO re . ; von

ihren n - fl 1 Begrenzungsflächen und von ihren n - fl 1

Ecken 0 , H , L rc . sind je n dreiseitig (vergl . Fr . 209 I .) .

VII . Liegen die Eckpunkte H , L rc . der Grundfläche V im

Kreise um den Fußpunkt dl der Höhe , so sind alle Seitenkanten

gleichlang (Fr . 190 VI . ) , und die Pyramide heißt gerade .

VIII . Die Pyramide ist regelmäßig , wenn ihre Grund¬

fläche eine regelmäßige Figur ist , deren Mittelpunkt mit dem

Höhenfußpunkte dl zusammenfällt .
IX . Die dreiseitige Pyramide heißt Tetraeder . Jede

ihrer vier Flächen kann als Grundfläche angesehen werden .
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229. Welche Eigenschaften hat die Pyramide?
I . Jede durch die Spitze 0 (Mg . 209 ) und einen Punkt

der Leitlinie gelegte Gerade 6 liegt ganz in der Pyramiden¬
fläche (Fr . 228 I . ) .

II . Jede durch den Punkt X , der Höhe OX — II gelegte»
zur Grundfläche I? — ^ 600 parallele Ebene 12 schneidet
alle Ebenen der Pyramidenfläche (Fr . 208 III . ) , liefert also
eine geschlossene Schnittfigur VilchOivi.

Zerlegt man von dem Höhenfußpunkte X und von dem
Schnittpunkte X , aus die Grundfläche und den Schnitt in
Dreiecke , so sind auch deren Seiten paarweise parallel
(Fr . 205 II .) , die Dreiecke , z . B . ^ »Xilch und XX8 , sind also
gleichwinkelig (Fr . 189 IX . ) und ähnlich (Fr . 156 I . ) ; daher
ist denn (nach Fr . 150 I . ) auch der Parallelschnitt der
Grundfläche ähnlich .

III . Ebenso ist wegen Fr . 155 II . ^ VOX . ^ ^ XOX,
/ X 8,0Xi ^ /X 80X rc . , und demnach verhält sich

OX» : OX ^ OL .» : 0 ^ 08 » : 08 ^ .
^ ^ .»8 » : L,8 8,0 » : 80 —

IV . Der Inhalt k des Parallelschnittes findet sich aus
k : V — x .,1'.? : X8? (Fr . 175 II . ) , wofür man nach III . auch
L : v — 7? : 10 setzen kann , wenn OX , — 2 .

V. Ähnliche Sätze , wie II . bis IV . , gelten auch von je
zwei anderen parallelen Ebenen , welche alle Kanten der
Pyramide schneiden .

VI . Will man auch die Pyramide durch stetige Parallel¬
bewegung eines Vielecks I? entstehen lassen , so müssen dessen
Seiten stets parallel zu sich selbst bleiben und die Ecken sich
auf den Kanten geradlinig fortbewegen , damit die Größe
von Id sich nach dem in IV . gefundenen Gesetze stetig
ändere.

VII . Die Summe der ebenen Winkel der n dreieckigen
Seitenflächen der n -seitigenPyramide beträgt 2nR (Fr . 68II . ) .
Da nun die zwei Winkel , welche irgend eine Kante mit den
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zwei zugehörigen Grundkanten einschließt , zusammen größer

sind , als der von diesen Grundkanten gebildete Winkel

(Fr . 213 XI . ) , so muß die Summe 8 der n ebenen Winkel

bei 0 kleiner sein als der Rest zwischen 2nR und der Summe

der n Winkel der Grundfläche (Fr . 20 IX .) ; nach Fr . 72 III .

ist aber letztere Summe — (2n — 4)R , und deshalb ist die

elftere Summe 8 < ( 4R .

VIII . Bei einem Vielkant (einer mehrseitigen Ecke) mit

lauter hohlen Flächenwinkeln liegt die Summe 8 der Seiten

zwischen 0 und 360 ° (VII .) . Vgl . Fr . 213 XII .

IX . Die Summe der Winkel eines n -seitigeu Vielkants

liegt zwischen n . 180 ° und ( n — 2 ) 180 °
, was man aus

VIII . mittels des Polar -Vielkants ebenso wie in Fr . 213 XIII .

findet .

230 . Was versteht man unter einem Pyramidenstumpf ?

I . Schneidet man von einer n -seitigen Pyramide OXLOV

(Fig . 209 ) das nach der Spitze 0 hin gelegene Stück OX,IflO,IX

durch eine zur Grundfläche V Parallele Ebene weg , so bleibt

ein Phramidenstumpf ( abgestutzte , abgekürzte oder

abgestumpfte Pyramide ) übrig , mit 2n dreiseitigen Ecken,
3n Kanten und n - s- 2 Begrenzungsflächen ; von den letzteren

sind zwei (die Abstutzun gsflä che k und die Grundfläche b')

ähnliche n - Ecke (Fr . 229 II .) , die n anderen sind lauter

Trapeze und bilden den Mantel .

II . JstX,X — b die Höhe des Stumpfes , d . h . der

Abstand zwischen k und V , ist Odfl — 2 die Höhe des weg¬

geschnittenen Teils , also OX — II — ü -s- 2 die Höhe
der ursprünglichen Pyramide , so findet sich aus Fr . 229 IV .
und Fr . 19 VI . zunächst

(ü - s- 2) : 2 — / I? : / k und hieraus

2 / X ( ü - ^ 2) s/ ^ , 2 ( — >/ ^ ) — ü s/ ^ ,
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III . Das abgeschnittene Stück ist der ganzen Pyramide
iihnlich ; die ähnlichen Begrenzungsflächen beider folgen in
gleicher Weise auf einander , schließen gleiche Flächenwinkel
ein und bilden kongruente Ecken.

231 . Wie groß ist die Oberfläche der Pyramide?
I. Die Oberfläche der Pyramide und des Pyramiden¬

stumpfs ist nach Fr. 177 und 178 zu berechnen .
II . Hat eine regelmäßige n-seitige Pyramide bei der Leit¬

linie O — ns die Höhe II und der ihrer Grundfläche ein¬
geschriebene Kreis den Halbmesser r, so ist die Höhe jeder
Seitenfläche k — s/ lU - fl ? (Fr. 189 II . ) . Die Grund¬
fläche hat nach Fr. 178 II . den Inhalt I? — ^Dr . Daher
mißt die Oberfläche

0 ^ 41^ - fl zOK z O(r - fl k) .
III . Ähnlich ist's , wenn die Fußpunkte aller Dreieckshöhen

im Kreise um den Fußpunkt H der Höhe OH der Pyramide
liegen (Fr. 190 VI . ) .

IV. Beim regelmäßigen u -seitigen Pyramidenstumpf haben
alle Trapeze gleiche Höhe K (Fr . 189 II .) , daher ist die
Oberfläche

o — rfl - i -fl ; (iifl - u)k,
wenn I? und k (Fr. 230) die Umfänge II und u haben.

232. Welchen Inhalt haben Pyramiden, Pyramidenstumpfe
und in solche zu zerlegende eckige Körper ?

I . Zwei Pyramiden von gleicher Grundfläche Ich und Ich
und gleicher Höhe II sind inhaltsgleich (Fr. 227IV.) . Denn
legt man bei beiden in der Entfernung n von der Spitze einen
Parallelschnitt ch und ch zu der Grundfläche Ich und Ich ,
so ist nach Fr . 229 IV . ch : Ich --- 2°

: IP --- ch : d . h.
ch : Ich — ch : ich oder ch — ch , weil ja Ich — Ich vorausgesetzt
wurde .

II . Das dreiseitige Prisma (Mg- 210) läßt
sich durch die Ebenen und L.6X in drei inhaltsgleiche
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Pyramiden zerlegen . Weil nämlich / döOH - ^ ML
(Fr. 217 1 . ) , so ist (I . ; Fr. 220 II .) NL80 — L.HL8 ;
die beiden Pyramiden VlsLX und Vddi
ferner haben gleiche Höhe , weil sie eine
gemeinschaftliche Spitze H besitzen und
ihre Grundflächen und LOV (welche
nach Fr . 108 I . kongruent sind) in einer
Ebene ^d () liegen ; daher ist auch

^ (I .) und nach Fr . 20V.
endlich :

RdO ^ ^ ^OL« .
III. Jede dreiseitige Pyramide ist

also der dritte Teil eines Prismas von
derselben Höhe II und derselben Grundfläche V.

Dasselbe gilt aber auch von jeder u - seitigen Pyramide,
weil sich diese in lauter dreiseitige Pyramiden mit einer
gemeinschaftlichen Spitze zerlegen läßt.

IV . Die Raumzahl einer Pyramide ist 1 von dem Produkt
aus der Flächenzahl der Grundfläche und der Längenzahl der
Höhe (III . und Fr . 221 VIII .).

V . Zwei Pyramiden verhalten sich wie die Produkte aus
Grundfläche und Höhe (IV .) ;

V, : Vz 1) 111 : 1)82.
VI . Bei der abgestutzten Pyramide V von der Höhe b,

der Grundfläche V und der Abstutzungsfläche k sei 2 die Höhe
des weggeschnittenen Teils (Fr . 230 I.) . Dann ist nach IV.

V — ^ V (b - s- 2) — -z ^,
woraus nach Fr . 230 II. weiter folgt :

v - zi
^ -fl i) .

fl i ' — fli
VII . Eckige Körper , deren Berechnung nicht schon in

VI. und Fr . 221 gelehrt wurde , zerlegt man durch Diagonal¬
ebenen in drei- oder mehrseitige Pyramiden und berechnet sie
dann nach IV.

Fig . 210 .
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VIII. Wird ein gerades dreiseitiges Prisma XltOULV
211) von der Grundfläche X60 — L und der Höhea

durch eine Ebene so abgeschnitten, daß
seine Seiten XI) — a , 00 — v und
LV — b sind , so fällt der Fußpunkt H
der Höhe vtz — b der vierseitigen
Pyramide VULVO in die Kante UL
(Fr . 2041. und VI . ) . Nach Fr . 177 IX.
ist die Grundfläche OULV —
i (UO - s- LV) UL ^ ^ (g. — e) - s-

(a — b)s UL 4 (2a. — b — v) UL ;
denn UL soll ja auf OU und LIt senkrecht
sein (Vor. und Fr. 181 X . ) .

Daher hat die Pyramide VULVO
V ^ 4, (OULV) Ii

- b — v) 4UL . b
- e ) /X0UL

^ ^- 0 (2a — b — e) .
Daraus ergiebt sich aber wegen Fr. 221VIII . der Inhalt

des schief, aber eben abgefchnittenenPrismas XLOOVV zu :
1 ^ La — zv (2a — b — e)

Ftg . 211 .

den Inhalt :
- ^ (2-r -

? (2a — b -

— L (a -s- b - s- v) .
Dieselbe Formel ergiebt sich , wenn auch noch auf der

anderen Seite des Prismas ein Stück durch eine Ebene ab¬
geschnitten wird . (Vergl . Katechismus der Raumberechnung.
3 . Aufl . Fr. 155 .)

IX . Zwei ähnliche Pyramiden (vergl . Fr . 230 III . ) und
deshalb auch zwei ähnliche eckige Körper (welche sich in
ähnliche Pyramiden zerlegen lassen ; vergl . Fr . 150 II . ) Ver¬
halten sich wie die dritten Potenzen ähnlichliegender Seiten
oder Strecken (V . ) ; denn bei den ähnlichen Pyramiden ist

^ II? : lI/ (Fr . 229 IV .) .
Auch zwei ähnliche Körper , welche ganz oder zumteil

von krummen Flächen begrenzt werden , verhalten sich wie
die dritten Potenzen ähnlichliegender Strecken.
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