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266 Zehntes Kapitel . Fr . 2is .

Zehntes Hapitct .

Das Prisma .
215 . Wie entsteht eine Prismenfliiche ?

I . Bewegt sich an dem als Leitlinie (viraetrix ) dienenden
Umfang XLOOL ( Fig . 199 ) eines festliegenden ebenen n - sei -
tigen Vielecks 1? ( der Grundfläche ) eine unbegrenzte , die

Grundfläche schneidende Gerade
0 (die Erzeugende ) so hin ,
daß sie stets dieselbe Richtung
behält , so erzeugt sie eine
Prismenfläche .

Diese besteht aus Teilen von
n Ebenen , die sich in n paral¬
lelen Kanten (Fr . 186 XIV .)
schneiden .

Der von der Prismenfläche
umschlossene prismatische
Raum ist nur halbbegrenzt .

II . Die Prismenfläche und der prismatische Raum können
auch durch die Bewegung der Grundfläche V — XLOVL ent¬
lang einer die Grundfläche schneidenden Geraden 6 entstehen .
Ändert dabei I? weder seine Größe , noch seine Gestalt , bleibt
ferner jede Seite der Grundfläche I? (und wegen Fr . 205 VI .
auch die ganze Grundfläche ) immer parallel zu sich selbst,
so beschreibt jede Seite eine der n Ebenen , XL z . B . die durch
XL und 6 bestimmte Ebene (Fr . 182 III .) , mit welcher ja
alle Ebenen zusammenfallen (Fr . 182 II . ) , welche sich durch
XL und eine ihrer späteren Lagen , z . B . X,Li , nach Fr . 186 VI .
legen lassen . Jeder Eckpunkt von V beschreibt wegen Fr . 108 V.
und 57 I . bei jener Parallelbewegung der Grundfläche eine

zu 6 parallele Gerade , also nach I . eine Kante .
III . Bei einer endlichen solchen Parallelbewegung der

Grundfläche I? beschreibt also jede Grundflächenseite nach II .
ein Parallelogramm .

Fig . 19S ,
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216. Welche Eigenschaften hat die Prismenfläche ?

I . Jede durch einen Punkt 1? der Prismenfläche gelegte
Parallele 6 , zur Erzeugenden 6 liegt ganz in der Prismen¬
fläche (Fr . 198 HI . ) .

II . Jede zur Grundfläche 8 parallele Ebene fchneidet alle
Ebenen der Prismenfläche in Strecken , welche je einer Seite
der Grundfläche parallel (Fr . 205 ll . ) und gleich (Fr . 108III .)
find . WegenFr . 189IX . sind demnachderSchnitt ^ .,8,0,1 ) ,L ,
und die Grundfläche I? auch gleichwinkelig und daher endlich
kongruent (Fr . 66 II . ) .

III . Gleiches gilt von jedem Paar paralleler Ebenen ,
welche eine Kante (und dann wegen Fr . 189 VI . auch alle
Kanten ) schneiden .

217. Was ist ein Prisma und ein Parallelcpiped ?

I . Der zwischen zwei Parallelen Schnittebenen (Fr . 216III .)
gelegene Teil H800LX,O,0,8, ^ .i eines prismatischen Raumes
mit u - eckiger Grundfläche heißt ein n - feitiges Prisma .

Dieses Prisma wird von zwei kongruenten Grund¬

flächen sl80M und ^ ,8,0,V,L , (Fr . 216 II .) und von n
in einer Seite übereinstimmenden Parallelogrammen (Fr . 215

III . ) als Seitenflächen begrenzt ; es besitzt 2n Grund¬
kanten ^ 8 , 80 rc . , 71,8, , 8,0 , re . , welche paarweise
parallel und gleich find , n parallele ( und gleichlange )
SeitenkantenL .^ , , 86,rc . und 2n dreiseitige Ecken L , 8 rc . ,
rl, , 8 , rc . Die n Seitenflächen zusammen bilden den

Prismenmantel . Die Entfernung II der beiden Grund¬

flächen (Fr . 206 III .) heißt die Höhe des Prismas .
II . Das Prisma ist also der bei einer endlichen Bewegung

der in Fr . 215 II . beschriebenen Art von der Grundfläche 8

durchlaufene Raum .
III . Beim geraden Prisma stehen die Seitenkanten

auf den Grundflächen normal (vergl . Fig . 201 ) und sind der

Höhe gleich (Fr . 206 III .) . Beim schiefen Prisma sind
die Seitenkanten gegen die Grundflächen geneigt (Fr . 192 )
und größer als die Höhe 8 (Fr . 190 IV .) .
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IV . Das Parallelepiped HLOMI-Lb' (Fig . 200) ist ^
ein Prisma mit einem Parallelogramm als Grundfläche ; es
wird von drei Paar parallelen und kongruenten Parallel » - ^
grammen begrenzt. )

Da jedes der drei Paare als Grundflächen gelten kann , !
so sind je vier der zwölf Kanten parallel und gleich . i

Fig. soo. Fig. SOI.

o

V . Im Parallelepiped lassen sich drei Paar Diagonal¬
ebenen und ÜXXIfl b'LOV und « 68^. , L6IVV
und ÜV06 durch je zwei gegenüberliegende Kanten
(I . , Fr . 182 IV .) , auch vier Diagonalen ^ 6 , 61?, M
und H durch je zwei gegenüberliegende Ecken ziehen ; elftere
schneiden sich in einem Punkte LI , denn letztere schneiden und
halbieren sich in LI (I . und Fr. 110 III .) .

Auch die drei den Kanten Parallelen Strecken , in denen
sich die drei Paare der Diagonalebenen schneiden , halbieren
sich gegenseitig in LI (Fr. 110 IV . ) .

VI. Beim dreimalrechtwinkeligenParallelepiped OkHRV-
vllÄ (Fig . 201) , einem geraden (Fr . 217 III . ) mit recht¬
eckiger Grundfläche , sind alle sechs Begrenzungsflächen
Rechtecke, weil alle Kanten auf einander senkrecht stehen.

VII? Sind bei einem dreimalrechtwinkeligen Parallel - j
epiped alle Kanten gleichgroß , so wird es von sechs kon¬
gruenten Quadraten begrenzt und heißt ein Würfel (Cubus) .
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218. Wie berechnet man die Oberfläche eines Prismas?
I . Die Oberfläche des Prismas wird nach Fr. 178 I.

und 177 VI . berechnet.
II . Beim geraden Prisma (Fr . 217 III. ) haben alle

Seitenflächen die nämliche Höhe II wie das Prisma selbst ;
daher ist die Oberfläche 0 — 2 8 - j- 118, wenn I eine Grund¬
fläche und 8 deren Umfang bedeutet (Fr . 177 IV . ) .

219. Wenn sind zwei Prismen kongruent ?
I . Zwei gerade Prismen von kongruenter Grundfläche

und von gleicher Höhe lassen sich zum Decken bringen , sind
kongruent .

Denn bringt man ein Paar ihrer Grundflächen zum Decken,
so decken sich auch die Kanten (Fr . 188 II . , 22 V.) .

II . Zwei schiefe Prismen sind bei gleicher Höhe und kon¬
gruenten Grundflächen nur dann kongruent, wenn die Seiten¬
kanten (und deren Projektionen ) gleiche Neigung und Lage
gegen die Grundfläche haben (vergl . Fr . 201VI. , 186 VII .) .

III . Teilt man die Höhe II eines Prismas in n gleiche
Teile (vergl . Fig. 201 ) , und legt man durch die Teilpunkte
Parallelebenen zur Grundfläche , so erhält man n kongruente
Prismen (Fr. 216 II . und 219 I . , oder II .).

220. Wie verhalten sich die Rauminhalte zweier Prismen?
I . Zwei gerade Prismen 8 , und Lfl mit kongruenter

Grundfläche verhalten sich wie ihre Höhen.
Sind die beiden Höhen II, —xiu und II. — Mi kommen¬

surabel und man teilt sie in x und ^ gleiche Teile von der
Größe in , so läßt sich 8 , durch Parallelebenen in x , dfl in ^
kongruente Teile p (Fr. 219 III . und I . ) zerlegen ; daher ist
8, : 82 — xp : — X : ^ — xm : ^UI — 8 , : 82.

Sind 8 , und 8z inkommensurabel, so sind auch 8 , und 82
inkommensurabel, ihr Verhältnis liegt aber (ähnlich wie in
Fr . 173 III .) stets zwischen denselben Grenzen , wie das Ver¬
hältnis der Höhen , weshalb nach Fr. 147 wieder :

8, : 8. ^ 8, - 82.
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II . Körper zwischen parallelen Ebenen haben gleiche Höhe
und umgekehrt (Fr . 206 III . ) .

III . Zwei dreimalrechtwinkeligeParallelepipede I'
, und ? ?

von gleicher Höhe II Verhalten sich wie ihre (kommensurabel» ,
oder inkommensurabeln) Grund¬
flächen § , und l?2.

Legt man ? , und Lz (Fig . 202 )
mit der Kante d so aneinander ,
daß die an dieser Kante ge¬
legenen Flächenwinkel Neben¬
winkel werden , und erweitert
man die Grundflächen I? , —
^ 808 ^ Vd 6 und § 2 -^
6 N80 ^ sowie die
Seitenflächen VI8V und
bis sie sich in § 11 schneiden, so
ist noch ein drittes dreimalrecht¬

winkeliges Parallelepiped 8 , — ck6§ 6kN6L von der näm¬
lichen Höhe d entstanden. Da nun kMit VVM8686
die Grundfläche I8I66 , mit ? 2 — 86860808 aber die
Grundfläche LOLI? gemeinschaftlich hat , so ist nach I . 6, : ? g
^ 68 : 68 und k>

z : ? 2 --- L0 : 60 ; daher
(? , : ? g) . (? z : § 2) ^ 68 . 66 : 68 . 60 (Fr . 20 VIII . ) und
nach Fr . 177 IV . endlich 6, : ? 2 ^ 6, : § 2.

Ng . 202 .

IV . Zwei dreimalrechtwinkeligeParallelepipede 6 , und § 2
Verhalten sich wie die Produkte aus ihren Grundflächen § ,
und § 2 und ihren Höhen II , und Isi.

Denkt man sich noch ein drittes dreimalrechtwinkeliges
Parallelepiped 6 von der Grundfläche und der Höhe
8 — 82 , so ist nach I . — 8, : 8 — 8, : 82 und nach
III . 6 : 62 ^ § , : § 2 , daher nach Fr . 20 VIII.
k . - — (? , : ? ) ( ? : 1'-) — § .8 , - § 282 .

V . Zwei dreimalrechtwinkelige Parallelepipede Verhalten
sich wie die Produkte aus ihren in einer Ecke zusammen¬
stoßenden drei Seiten ( IV. und Fr . 177 IV . ) .
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VI. Jedes schiefe Prisma XLOOVIIVX (Fig . 203 ) läßt
sich in ein gerades XL,6lvlV,II,V,X von demselben Inhalte
und derselben Seitenkante XX verwandeln , indem man durch
die Endpunkte X und X einer Kante XX zwei Ebenen

X6,6,0i und XV,V,V , legt , welche auf dieser Kante (und
daher auch auf allen anderen Kanten , Fr . 189 VII . ) normal

stehen. Denn die Körper X600I1,0,L,X und XVVVV .II .V .X

sind dann kongruent , da sie sich wegen der Übereinstimmung
in allen ihren Stücken zum Decken bringen lassen . Addiert man
nun zu diesen beiden Körpern den Körper XL,0,v,VIIVX ,
so erhält man die Prismen

XLOVVIIVX und XL .O,v,V,II,V,X ,
welche nach Fr . 20 VIII . inhaltsgleich sind .

Mg . 20S . Mg . SSL.

VII . Wegen Fr . 166 111 . ist in VI . XDVX ^ XV .V.X ;
faßt man diese Parallelogramme als Grundflächen auf , so ist
in VI . das Parallelepiped X86VVIIVX in ein inhaltgleiches
X6,6lvlV,II .ViX von gleicher Höhe (II . ) und inhaltgleicher,
rechteckiger Grundfläche verwandelt worden , das mit jenem
die Kante XX gemein hat , die aber jetzt auf den Seitenflächen
XL,0,1 ) , und XV,II,V , normal steht.

VIII . Wiederholt man das in VI . angegebene Verfahren
bei dem Parallelepiped XL,6,I ) ,V,II,V,X (Fig . 204 ) in betreff
der Kante Xv „ so laufen die auf Xv , normalen EbenenXLXX
und DiLDV, durch die Kanten XX und V,V , (Fr . 181 X . ).
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Zwischen diesen Ebenen und den Parallelebenen V6,V,X und
I) ,0,v,V , liegen dann zwei (nach Fr . 219 I . ) kongruente
dreiseitige Prismen V8,VXV,X und 0,0,8111,V, ; addiert
man zu diesen den Körper V8,8V,V,1V,X , so erhält man
die ( nach Fr . 20 VIII . ) inhaltgleichen Parallelepipede
VV,8VX1V,X und V,V8,6,V,V,XV, . Da nun in elfterem
VV8V, - I- VX und VVXX _I_ VV , gemacht wurde , so ist
^ XVV ^ 90 ° und ^ v,V8 ^ 90 °

(Fr . 181X . ) , alsoauch :
VV _I_ VV,V,X (Fr . 181 XI . ) .

Demnach läßt sich jedes schiefe Parallelepiped
V80VVVVX in ein dreimalrechtwinkeliges V88V,V,1XX
von gleichem Inhalt , gleicher Höhe Vv (VII . und Fr . 206III .)
und gleicher Grundfläche (VV,V,X — VI ) VX ) verwandeln ,
welches mit dem erster « in einer Seite VX übereinstimmt .

IX . Daher gilt der Satz IV . auch für schiefwinkelige
Parallelepipede (Fr . 20 IV . ) ; denn die zwei dreimal¬
rechtwinkeligen Parallelepipede , in welche sie sich nach VIII .
verwandeln lassen , und welche sich nach IV . wie die Produkte
aus ihren Grundflächen und Höhen Verhalten , haben ja die
nämliche Höhe und gleichgroße Grundfläche wie die schief¬
winkeligen .

X . Jedes gerade Parallelepiped V80VILIV ( l)V- l_V86v ;
Fig . 202 ) wird durch die Diagonalebene MVI in zwei kon¬
gruente Hälften zerlegt (Fr . 108 I . und 219 I .) .

XI . Jedes schiefe Parallelepiped V86VVVVX (Fig . 203 )
wird durch die Diagonalebene MW in zwei inhaltgleiche
Hälften zerlegt .

Bringt man die Körper
V80VO,6,8 . V und XVVVV .IW .X

zum Decken (VI .) , so decken sich auch die Trapeze MV,8 , und
VVV .V , und die Körper VMO .8 .V und XWV .V.X , sowie
M60,v,8 , und VVVV .V .V, ; nach X . und Fr . 20 VIII .
ist daher :

V8VWX ^ V8,V,V,V,X ^ 8,0,V,V .8,V ,
^ 86VVVV .

Ganz dasselbe gilt für die Diagonalebene V6IIX .
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XII . Jedes dreiseitige Prisma läßt sich als die Hälfte
eines Parallelepipeds ansehen (X . , oder XI .) .

XIII . Daher Verhalten sich dreiseitige Prismen wie die

Produkte aus ihren Grundflächen und Höhen (XII . und IX .) .
XIV . Jedes Prisma läßt sich in dreiseitige zerlegen ;

daher gilt (wegen XIII .) der Satz IV . für alle Prismen , d . h . :

Zwei Prismen Verhalten sich wie die Produkte aus Grund¬

fläche und Höhe .

XV . Zwei Prismen von gleicher Grundfläche und gleicher

Höhe sind inhaltgleich (XIV . ) .

221 . Wie berechnet man den Inhalt eines Prismas ?

I . Als Maß für den Rauminhalt der Körper wählen
wir das Kubikmeter ( 1 B "' — 1 °*"") , d . h . einen Würfel
( Fr . 217 VII . ) , dessen Seite der Längeneinheit ( 1 Meter )

gleicht . Vergl . Fr . 146 III . und Fr . 176 .

II . Ein Kubikcentimeter rc . ist ein Würfel von 1 Centi -

meter rc . Seite .
III . Die Zahl , welche angiebt , wie viel Kubikmeter ein

Körper enthält , heißt dessen Jnhaltszahl oder Raumzahl .

Damit die nachfolgenden Formeln den Rauminhalt in

Kubikmetern liefern , sind die in ihnen vorkommenden

Maße in Metern einzusetzen .

IV . Die Jnhaltszahl eines Würfels IV ist die dritte

Potenz der Längenzahl a seiner Seite a . Denn nach
Fr . 220IV . findet man IV : 1S " — (a' Hst - . a"

) : ( 1 1 "
)

— lst , also ^

V . Für die Würfel IV , und IV 2 der Summe (3 - f- b) oder

der Differenz (3 — b ) zweier Strecken hat man nach IV .
*

) :

W1 (a bst 3' 3a' b — batst ist
IV- — (3 — bst ^ 3° — 3a'b - f- 83b' — Ist.

") Vcrgl . Katechismus der Raumberechnung Fr . SS. — Eine hübsche Deutung
dieser zwei Formeln gestattet VII . in Verbindung mit Fr . 177 I . Hiernach
läßt sich nämlich 'lV, in zwei Würfel und sechs Parallclepipede zerlegen . —

Bergl . die Anmerkung ' ) zu Fr . 178.

Zetzsche , Geometrie , z . Aufl . 18
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VI . Aus IV . folgt leicht , weshalb
1 — 10 ° d . h . 1000 SDecimeter

— 100° d . h . 1 000 000 BCentimeter rc.
VII. Die Raumzahl eines dreimalrechtwinkeligen

Parallelepipeds ? ist das Produkt aus den Längenzahlen
seiner drei Seiten a , b , o (Fr. 220 V . ) :

x> ^ abc S".
Jede Diagonale dieses Körpers hat nach Fr. 1701 . (wegen

Fr. 181 X .) die Länge ä —
VIII. Die Raumzahl eines Prismas U ist das Produkt

aus der Flächenzahl F seiner Grundfläche und der Längen¬
zahl H seiner Höhe :

N --- FH
Beispiele enthält der Katechismus der Raumberechnung.

3 . Ausl. 1888 . Fr. 139 ff.

Erstes Hapitek.
Der Lylinder .

222. Was ist eine Cylinderfliiche und ein Cylinder ?
I . Bewegt sich an einer festliegenden als Leitlinie 4/,

Fig . 205 , dienenden Kreislinie eine unbegrenzte, die Ebene
der Leitlinie schneidende Gerade (die Erzeugende) 6 , von
unveränderlicher Richtung (Fr. 186 XI . ) hin , so beschreibt
sie eine Kreis - Cylinder fläche , welche (da andere
Cylinderflächen hier nicht betrachtet werden sollen) kurzweg
Cylinderfläche genannt werde.

H . Die durch den Mittelpunkt 0 der Leitlinie 4 gelegte
Parallele ^ zur Erzeugenden 6 heißt die Axe , die Ebene 4
der Leitlinie die Grundfläche der Cylinderfläche.

III .
' Steht die Erzeugende 0 und demnach (wegen

Fr . 189 VII.) auch die Axe V normal , oder schief auf der
Ebene der Leitlinie , so ist die Cylinderfläche gerade,
oder schief.
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