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256 Seunted Sapitel, fr. 208—209

fich in dem Puntte O die drei Ehenen wund auch ihre drei
Durdhfdnitte Gy, G, und G,.

Die drei Ehenen Haben aber aufer O feinen Punft
gemein, weil fonft aud) diefer Punft in jedem der brei
Durchjdhnitte | IL{]LII und allen drei Durdyjdinitten gemeinfam
fein miifite, Da ja nad) Fr. 185 L. je zwei Ehenen fic) nuy in
einer Geraben jdneiden finnen.

Wenntes Kapifel,
Das Drethant.

209. 9%

Bag it cin Dreifant?
1. Dent

Denft man fich die drei nidht in einexr Ehene liegenden
Durdhichnitte OA, OB und OC (Fig. 194) der drei fidy in
blof einem Punfte O jdhneidenden
Ebenen E,, E, und E, (Fr. 208
VIIL.) al8 drei bon O oudlaufende
Strahlen, fo bilben fie zunddit
drei ebence Winfel AOB = «
\ A BOC — a und COA=Db
(o — Bwijden Ddiejen Ddrei ebenen
LWinfeln ijt aber ein hHalbbegrenytes
Stiid ped unendli [)Cll Natmes
enthalten, tweldhed man eine dreifeitige ke, einen drei-
feitigen lﬁl‘L‘\‘l‘lifiJ ert WinTel ober ein Dreifant nennt
und durd) O(ABC) begeichnet.

[I. Mimmt man nul)uu‘ bon O audlaufende Strafhlen
und Ebenen, fo erhilt man in gleidjer Weife ein BVielfant.

1L Der Luntt O ijt Der ©djeitel ober die Spife, bie
orei Straflen OA, OB und OC find die Ranten und die bon
ifunen gebildetent ebenen Winfel a, b, ¢ die Kantenwinkel,
Geitenmwinfel ober Seiten ded Dreifantd. Bon den (nidt
itber die fanten hinaus eviveiterten) drei Seitenebenen erden
gegen Dad Jnunere ded Dreifantd hin drei Fliadentvintel A(OB)C

g, 194

. —_—n
.




Sr. 209—210, Dag Dreltant. 257

=B, B(0C)A =C und C(0A)B = A gebildet (Fr.202IV.)
unb feifsen die (inneven) Wintel bed Dreifants. Die Seiten
a, b, ¢ liegen Der Reihe nad) den Winfeln A, B, C gegeniiber.

210, Wie vielerlei Dreifante giebt e3?

I. Dreifante mit fladjen Seiten giebt e nicht ; wird namlich
£ a=180°, jo fallen bie Ebenen AOB und AOC zufammen
(Fr. 182 IIL.), ihr Flacdenwinkel wird zu einem fadjen (vgl.
St. 203 I11.), und man hat dann fein Dreifant mehr, jonbdern
Dlof einen Fldcheninkel.

II. Gbenfo wird ein Dreifant u einem Flachenwintel,
jobald ein Winfel bed Dreifantd fad) wird.

TI1. eil Die drei Seiten dad Dreifant begrengen (Fr. 209 L),
fo barf feine Seite durch) dad Dreifant hindburdhgehen oder
sum Teil innerfhalb ded Dreitantd liegen. Da nun bie dritte
Rante 0A mit feiner Geraden in ex burd) die beiben anderen
Quntern OB und OC gelegten Ehene E einen iiberjtumpfen
Bintel macht (Fr. 192 IIL), fo miiffen die Seiten b und e
BoBt fein, jobald man fitv die Seite a die Moglichteit, Hohl
obex iiberftumpf zu fein, ulojjen will.

Daber giebt e3 fein Dreifant mit mehr a3 einer itber-
ftumpfen Seite.

IV. Sebes Dreifant hat Demnad) wenigitens zwei hohle
Seiten. St die dritte Seitehohl, oder iiberftumyf, jo ift
aud) ihr Gegentwintel Heiner, ober grifer ald ein fladjer
Winfel, b. §. Hohl, ober iiberftumpf (L, Fr. 203 IIL
umbd V).

St umgefefrt dex dritte Wintel hohl, odex iiberftumpy,
o it aud) jeine Gegenfeite Hohf, ober iiberftumpj.

V. Gin Dreifant mit drei hohlen Winfeln hat aud) drei
hohle Seiten (IV.).

VL. Bu jedem Dreifant mit drei Hohlen Seiten und
Winteln giebt 8 ein Dreifant (Aufendreifant) mit den-
felben Qanten und Seiten, aber mit drei iiberftumpfen

Befhfde, Geometrie. 3. Aufl. 17




258 Steuntes favitel. Jr, 210,

Winfeln, deven jeber einen Wintel ded urfpriinglichen Drei-
fants (be8 Urdreifantd) su 360° ergingt™). Bgl. VIIL

VII. uch zu jedem Dreifant mit zwei Hohlen und
einer itberftumpfen Seite und Wintel giebt e8 ein AuFen-
breifant mit denfelben Qanten und Seiten, aber mit ywei
itberftumpfen und einem BHofhlen Winfel, Deven jeder
einen Winfel ded Urbreifantd zu 360° ergingt. BVgl. VIIL.

VIII. ©owohl in VI ald in VIL ecfiillen die Beiden
sufommengehivigen Dreifante den ganmgen forperlidhen
Winfelvaum um den Scpeitel. Nennt man diefen ganzen
Wintelvoum Bolldreifant, jo madt jebed Dreifant mit
feinem Aufendreifant ein Volldreifant aud. (Vgl. Fig. 195.)

IX. Bu jedem Dreifant mit drei Hohlen Seiten und
Winfeln giebt e drei Dreifante (Gegendreifante) mit
penfelben Santen, aber mit je einer dberjtumpfen Seite
und Winfel, 3. B. a, und A, in Fig. 194, weldhe die betveffende
Seite a, besieh). Winfel A ded Urbdreifantd ju 360° ergingen;
die Deiben anderen Seiten in beiden Dreifanten find gleid) ; die
beiben anberen Winfel evgingen die Wintel ded Urbreifants
it 180° Man erhilt ein jolded Gegendreifant durd) Cr-
foeiterung einer Seitenebene E ded Urdreifants.

X. Jebed Dreifant erfiillt mit feinem Gegendreifante den
Fladeninfelvaum auf der einen Seite einer Ebene E, bilbet
alfo einen fladjen Fldchenwintel ober madht eine fladje oder
geftredte Cdde, ein Fladhdreifant, . 1. bie Hilfte eined
Bolldreitants aus.

XI. Wegen VI. bid VIIL braudht man blof Dreifante,
ieldje Heiner find al8 ein Flad)dreifant, und wegen IX. und X.
blof hohle ober fonfave Dreifante mit drei Hohlen
Binfeln und Seiten zu betradjten. Jm Folgenden wird daher
ftet3 bon joldjen die Rebde fein.

*) Denft man fid) dad Urbdreilant aud ecinem Stoff gebildet, fo twird dex
leeve Raum um basfelbe von dem ufendreifant eingenommen., Wenn man
bagegen bas Urbdreifant (al3 Mobell) in cine Formmafje eindriidte und wicder
Bevausdszige, fo tofirbe die mit einem bem Urbdreitante gleidjenden odje verjefene
ormmaffe bad Aufendreifant ftofflich darftellen. Bergl. VIIL
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211, Wie entjteht ciw Neben=, Hinter-, Scheitel-Dreifant?

Griveitert man die drei Ranten und Ehenen eined Dreifantd
O(ABC) iiber defjen Scheitel O (Fig. 195) hinaus, fo exhilt
man nod) {ieben Dreifante:

I Die brei Nebendreifante O(A,BC), O(AB,C) und
O(ABC,) haben mit dem Urdreifant nux je 3wei Santen und
eine Seite gemein, wahrend die anderen Seitent und Winfel
bie Seiten und Winkel ded Urdreifantd zu 180° ergingen.

tg. 195.

Xe 3tvei Nebendreitante liefern als Summe einen Flichen=
infel. Bgl. Fr. 210 I, und IL

II. Die drei Hinterdreifante O(AB,Cy), 0(A,BC))
und O(A,B,C) haben mit Dem Urbdreifant nux je eine Rante
gemein,

Die Seiten 1md Winfel an diefer Kante find ald Scheitel-
winfel gleid) (Fr. 42 11.); die anderen Winkel und Seiten
ergiingen fich paarmoeife yu 180°.

IIL. Da3 Scheiteldreitant O(AB,C,) hat feine Qante
mit Dem Urbreifant gemein; feine Seiten und Winkel find
al8 Scheiteliwintel denen des Urdreifants gleid).

17*




260 Neunted Kapitel. Fr. 211—212,

Diefe beiden Dreitante fonnen aber trofdem (weil ihre
Geiten unb Wintel in umgelehrter Folge*) an einanber ftofen)
im allgemeinen nicht zum Decen gebracht werden, jonbern
nux wenn in jedem wei Winfel gleich find.

Mtan nennt folde Dreifante fymmetrijd-gleid, da fie
fid) mit je einer Seite [ dburd) Drehung von O(A,B,C,) um
0A, 3 %B. mit £ COB und £ C,0B,] fo auf einander legen
laffen, Daf3 Die beiden Dritten Ranten [0A unbd 04,] fym-
metrijch gu beiden Seiten der durd) die anderen beiden Ranten
gelegten Ebene [ COB | liegen.

212, Wie erhlt man g cinem Dreifant dad Volardreitant?

L Fallt man von einem Punkte O, (Fig. 196) innerhalb
eined Dreifantd O(ABC) drei Normalen 0,A,, 0,B, und 0,C,
auf die Chenen Hed Drei:
font8, und legt man durd) je
et Novmalen (ald8 Stral-
len Detrachtet) eine Ehene
[A,0B,U, B,0,C;X, ober
C,0,A,V], fo echiilt man dag
Bolar= oder Supplemens
—¢ tardreifant 0,(AB,C);

1. Die Seiten und Winfel
bed Polarbreifantd erglingen
die Winfel und Seiten ded
WMrdreifants zu je 180°.

©8 ftehen nimlid) aud) bie
Gbenen A,0,B,U, B,0,0,X
und C,0,A,V auf ben Ranten OC, OA und OB normal
(Jr. 204 1., VIIL); daber ift nady Fr. 202 V. und 181 X.:

A — LBXC), LB =/.0CVA;, L0 =L A4UB
L A= LUAYV, /B=/XBU, /C=/LV0X.

Fig. 196,

») ‘jifmgidj wie die Finger an der vedjten und an der [infen Hanb; ber
vedite Handichul) pafit jo auch nidht an die linte Hand.
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Jn jedem der fechd Vievede A,0,B,U, B,0,C.X, C0AV,
A,VOU, B,UOX und C,XOV {ind aber 3tvei Wintel vechte
(Br. 181 X.), und dedhalb ijt nad) Fr. 72 IIL:

LA+ 2L a,=180° LA/ a=180°
LB+ £Lh,=180° LB+ /£ b=180°
L O L e, =180° 220, = Z. c=180".

IIL. Da3 Polardreifant vom Polardreifante gleiht in

feitten Seiten und Winfeln dem Urbreifante (1. obexr L.).

213. Welde Begichungen beftehen wijden den Seiten und
Winfeln ded Dreifants ?

I. €in (hohles) Dreifant Beifit gleichidjentelig, ober
gleidfeitig, wenn in ifhm 3iwei, odber alle drei Seiten gleidh-
grof finbd.

I Fallt mon in eivem gleichjchenteligen Dreifonte aud

" eimem Punfte P der Den Deiden gleichen Seiten a und b

gemeinjchaftliden Scheitelfante OC eine Normale PN auf die
Orundieite ober Bafid e, jo fann dber Fufpunft N der
Yeormalen nur in der Seite ¢ Jelbft, ober in ihrem Sdeitel-
tinel liegen, und ywar halbiert ON biefe Seite ¢ (Fr. 193 IX.).
Byl. Fig. 198.

II. Dafer find die Winfel A und B an der Bafi ¢ ded
gleichjchenteligen Dreifantd gleidhgrof (1L u. Fr. 194 VIL).

IV. Ulle gleichjchenteligen Dreifante {iber derfelben Grimd-
feite ¢ haben ihre Sdjeiteltfanten OC in der (burd) dbie Normale
PN in II. gelegten) Ebene, tweldhe die Grundieite fenfrecht
halbiert.

V. Sn einem Dreifant mit atei gleichen Winfeln A und B
muf bie Projeftion ON der Kante OC auj die Gegenfeite ¢
mit ber Halbierungsdlinie diejes Winfels ¢ (oder feines
Sdyeitelminfels) gujammenfallen (Fr. 194 VIIL).

VI. Aud der Gleidhheit ziweier Winfel A und B exgiebt
fid) daher die Gleichheit der Gegenfeiten a und b (Fr. 193 VIL).

VIL. a8 gleidyfeitige Dreifant ijt audh gleichvintelig (111.),
und jebed gleicdhivintelige ijt gleidyfeitig (VI.).
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VIIL Ju einem Hohlen Dreifante fteht der groferen Seite
(a>b) aud) ein grofever Wintel (A > B) gegeniiber.
Der Veweid ijt aud Fr. 193 und 194 ofne bHefondere
Sehwierigleiten 3u fiitren, dabei aber ju untevideiden, ob
bie Projeltion ON ber Kante OC auf die Seite e innerhald ¢
jelbit, ober in defjen Scheitelwintel, ober Nebenmwinfel Fallt,
IX. Ju jedem hohlen Dreifante liegt dem griBeren Wintel
aud) bie grofere Seite gegeniiber (I1T. und VIIL).
X. ®ie Diffeveny a—b
2 3iveier ©eiten a und b eined
7 hohlen Dreifants ift Heiner ala
die dritte Seite c.
Madht man in der Ehene
BOC ($ig. 197) den /. COD
= / COA = Z b (alfo

0D = OLj; jieht man burd)
D eine Gerabe FDK, mwelde
OBinFunb OCinK {dyneibet,

dlg. 197. umd verbindet man K, D und F
geradlinig mit I, fo ift:
£ KOD = £ KOL = b (Ronjtr.)

0D = OL (Ronftr.)
OK = OK ($r. 20 L)
AKOD = AKOL (Fr. 80 IL.)
KD =KL (§v. 67 1L.)
Z LDF > 90° (Zr. 74 IIL)
FL > FD (§r. 74 VIIL)
OF = OF (§r. 20 1.)
OL = 0D (Ronftr.)
ZFOL > ZFOD (. 78 IIL.)
e D R
X1 Jnjedem hohlen Dreifant ift die Summe jroeier Seiten
grifer al8 die dritte Seite.

Z BOD = a—b) unbd
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N X. ift Le> L a— L b, bafer aud) (wegen

$.20 1K) Le+ Lb>{La— Lbl 4+ L,
2.9 Let+Lb>La.

XML Aud) im Nebendreifant (Fr. 211 1), in weldem
a,=2a, b, = 180° — b unb ¢, = 180° — ¢ ift, wiice
nod) XI. b, ¢, > a, odex (180° —b) 4 (180° — ¢) =>a,
woraud fid) nad) Fr. 20 IX. leicht

860° >a-+-b-4e¢ >0
jinbet, D, . in jebem Hoblen Dreifant liegt die Summe der
brei ©eiten 3wifchen 0 und 860°.

XL Sm Polardreifant (Fr. 212) ift ebenfalld 360° >a
41, ¢, > 0; daber im Urdreifant 860° > (180°— A)
4 (180° — B)(180°—C) >0, odex 540° —A—B—C
> 01unb 360° > 540°—A—B—C, woraus durc) Andition
bon A B C nad) Fr. 20 IX. jid)

540° > A+ B+ C>180°
ergiebt, b. §. in jedem hohlen Dreifant liegt die Winkeljumme
jwifhen 180° und 540°.

214, Welde Stiide bejtimmen cin Dreifant?

1. Bwei Dreifante laffen fich) zum Decfen bringen (jind
tongruent), wenn ifre drei Winfel und ifhre drei Seiten
ber Reihe nadh einander gleid) find und dabei aud) in derfelben
Reibenfolge an einander ftofzen.

Folgen die gleichen Seiten und Wintel in entgegengefettex
Didnung auf einander (iwie 3. B. bei O(APN) und O(BPN)
in §r. 218 IL und V.), fo find die Dreifante fymmetrifd-
gleid) und lafjen fidh zu Odeiteldreifanten madyen
(wl. §r. 211 1IL.). ;

I Jn fongruenten (und in fymmetrijd-gleidien) ':E'Il‘ﬁ‘l:
tanten finb bie Gegenvintel gleicher Seiten und die Gegenjeiten
gleicher Wintel gleidh. '_

I Gin Dreifant ift beftimmt, wenn man bon tf)n} fo
biel Stiicke (umd deren Reifenfolge) fennt, dafp fic) aus biefen
tiicten Hlof ein Dreifant geichnen lapt, oder bafs alle Dreifante
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fongruent find, weldje diefe Stide in der nimliden Reifen-
folge befigen.

IV. ‘Davon, daf ein, oder wei Stiice eined Dreifants jur
Beftimmung desfelben nicht audveichen, farm man fich (ahnlid
foie in Fr. 79 IL wund ML) leicht iiberzengen.

V. Owei Dreifante 0,(A,B,C,) und 0,(A.B.C,) find
fongruent, tvenn ihre drei Seiten der Reibe nad) gleich find
und in derfelben Orbnung auf einander folgen.

Trigt man auf den Kanten 0,C, und 0.0, (Hig. 198)
3toei gleidje Stiife O,P, und O,P, auf, fillt von P, und P,
atvet Normalen P,N, und P,N, auf die
Ebenen A;0,B, und A,0,B,, bann bie
enfredpten P,E,, P,D, und P,E,,
P.D, auf O;A; und O;B,, 0,A, und
0.B,, fo ijt nad) Fr. 189 I aud
NE, L 0,A;, NuE, L. 0,A,, N,D,
2B =D, OB, i it
AP,0E, 22 AP,0,E,und AP,0,D,
>~ A P,0.D, (Fr. 81 I1.), daber O,E,
= Q,E, und 0,D; = 0,D,. Legt man

Big. 198, alfo bie beiden Dreifante 0,(AB,C)
und 0,(A.B.C.) mit den gleichen
@eiten A,0,B, ud A,0,B, auf einander, fo fillt E, auf E,
und D, auf D, (Jr. 22 V.), deghalb fillt EN, auf E.N,,
DN, auf D,N, (§r. 57 IIL) und N, auf N, (Fr. 26). Wil
fomit O,N; = O,N,, audj O,P, = Q,P,, jowie 2 ON,P,
=90° = £ 0.N,P, (§r. 181 X.) ift, fo ift A O,N,P,
= A O,NoP, (Fr.81 L) und N,P, = N,P, (Br. 67 IL.).
Demnad) fillt aud) P, auf P, (Fr. 188 II., 22 V.) und das
britte Rantenpaar O,P, und O,P, der beiben Dreifante
auj einander (Fr. 21 IL); 8 Decken fich aljo auch bdie drei
Geitenebenen (Fr. 182 IIL.) und die Dreifante felbit.

VI. Drei Seiten und deven Reifenfolge beftimmen
toegen V. Dad Dreifant, — Bgl. aber Fr. 213 XII.

VII. Bwet Dreifante find fongruent, wenn jie in ifren
drei Winteln und deven Aufeimanderfolge itbeveinftimmen.




S, 214, Pas Dreitant, 265

Die Polardreifante der beiden Dreifonte ftimmen nad)
Jr. 212 1L in thren Seiten und deven Reihenfolge iiberein, find
alfo fongruent (V.), haben baher aud) gleidye Wintel in gleidjex
Folge (IL), und dedhalb Haben die Mrbreifante audy gleide
Ceiten in gleicher Folge (Fr. 212 IL) und find fongruent (V).

VIIL Dret Wintel und deren Reihenfolge beftimmen
nad) VIL dad Dreifant. — Bgl. aber Fr. 213 XIIL

IX. Bei Dreifante {ind fongruent, wenn fie in ywei
©eiten bund ¢ umd bem eingejdloffenen Winfel A und
in deren NReihenjolge iibereinftimmen.

Qegt man bie Kante 0,A, auf 0,A,, jo loffen fich bie
Ebenen A,0,B; und A,0,B,, A;0,C, und A,0.0, zum Decken
bringen (Bor.und Fr.203 L) ; bamum L A,0,B,= £ A.0.B,
mb £ A0,0, = £ A.0,C. (Bor.), jo decken fich biefe
paaviveife in Derfelben Ebene liegenden Winfel (Fr. 31),
b.h. 0,B, fallt auf 0,B,, 0,C, auf 0,C, und dbaher aud die
Gbene B,0,C, auf die Ehene B,0,C, (Fr. 182 IIL), und ed
bectent fich wieber bie beiden Dreitfante.

X.8weiSeitenhundcund dereingejd)loffene Win-
fel A beftimmen bei gegebener Neifenfolge dad Dreifant (IX.).

XI. Bmwei Dreifante jind fongruent, wenn fie in jwei
Winfeln B und C und der von diefen eingefdjloffenen
©eite a und in Deren Reibenfolge itbereinftimmen. Der
Beweid ikt fid) mit Hilfe der nad) IX. fongruenten Polar-
breifante dhnlid) fithren wie in VIL

XII. Bwei Wintel B und ¢ und die eingejd)lofjene
Seite abeftimmen Dei gegebenerReihenfolgedbadDreifant (XI.).

XIIL Uud zwei Seiten b und ¢ und einem Gegen-
tinfel B ober aud zwei Winfeln B und € unbd einer
®egenfeite b nebit dexen Neihenfolge lafjen {id) im allgemeinen
siwei Dyeifante fonftruieren.

Die Unterfudhung dariiber, wemn ivei in biefen Ddrei
Stiicfen iiberveinjtimmende Dreifante fongruent jind, laft fid
mit Fr. 193 und 194 unter Beviidfichtigung von Fr. 213
L. bid 11T durchfithren, ift aber etiwad wumftindlicher.
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