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Zweiter Abfdmnitt,

die (rcomehw 0es annies,

Hedjtes Sapifel.
Gerade und Ebenen im Raum,

181, Benn jteht cine Gieradbe normal auf einer Ghene?

. Madht man (Fr. 120) in einem ebenen A ABC
c‘gm 166) AF _L BC, ervidjtet man in F quf BC eine
(aufierhalb dev Lbuu 0¢3 /A ABC liegende, §r. 57 IIL)
sweite Senfredhte FJ (Fr. 121), und madyt in der Ehene
AFJ endlich AU L AF in A, fo werden fidh AU und FJ in
K ]'-\f}nm.'tn, jofern nur nidt etwa £ JFA = 90° genommen
murde (Fr. 62 IV.). Dann jteht AK = p zugleid) aud)
auf den beiden Seiten AB =— ¢ und AC = b fenfredit.

Bew. Man ziehe KB = e, KC = d; jugleid) fei AF
— 1, KF = k; FC = q, FB = n.

@illt F 3wifden B und ¢, fo ift (nad) Fr. 170 L):
F=p 41 ¢ =b—1 npP=c—7
& = k*-] q"" =ip {1 —

— ]J'.J | ]}_

F
e =k 4n' ={p’ |-}’ —f{=p'F}¢
17

il 1\_,\(,5 ==t RAB (% 170 VIL):

Ballt AF auf eine Seite AC, fjo veveinfacht fid) der
bovitehende Veweid, infofern mur L KAB ald N nady

sutveijen 1t
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Sillt endlid) AC awijdjen AF und AB 3. B. auf AL, fo
andext fich in Der Beweidfithrung nid)td toefentlides.

I Nady I tamn man im Ckpunite A eined A\ ABC {tetd
¢ine Gexabe AU ziehen, mweldje auf den Seiten AB und AC
sugleich enfrecht jtebt.

1. ©teht eine Gerade AU
(Fig. 166) im Ccpuntte A eined
/A ABC auf ben Dreiectdjeiten
AB = ¢ und AC = b zugleid
fenfrecht, und trifft eine bom A
auf die Seite BC = a gejillte
Genfredite AF = f die Seite
BC in F, jo fjteht BC aud
fenfrecht auf jeder Gtrede
FK = k, felde jih bon F
nad) einem Punfte K in Al
siehen Taft.

Bew. 1) €3 liege yunidyit F wijen B und C; yieht
man nod) die Strecten KC = d und KB =, und begeichmet
man AK mit p, CF mit q, BF mitn =a — q, jo it
(ufolge Fr. 170 L und 169 IL):

d=ilp + b =D ,1 2 e q
el="p|+ [el=Ip - [f]+ la—q
— [0 —%—3 ql +la]—2a,q {
I [s ]

—jd] e — a8y
Siele nun der Fufpuntt P der in dem ebenen (Fr. 14 I1.)
Diciecfe BEC von K auf BO gefillten Senfredyten auf C,
oder auf einen, etwa um x von C entfernten Puntt in dev
iiber ¢ Binaus fiegenben BVerfingerung von BC, jo wire bey.
el = d| 4 [al (§r. 170 I.), oder
—[d|+[al+2|a,x (Fr. 170 V.).

e
Beides widexftveitet Dem fitv (e | eben gefundenen Werte, und
beshalb mufy F' von C aud nad) B Din liegen; ijt aber dabet
CF' = ¢, fo ift weiter nody:
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el =14d -}— a — 2 <'li q'| (Fe. 170 IV.),
d| -+ la — 2/a,q|=|d —+la —2a,q! (§r.20 '\‘.;)’
afio [a,q |=/a, q¢'| (Fr. 20 VIIL) oder g =q'(Fr. 166V.),
b. b. bie t.,enflcdjte bon K auf CB bat ihren FuBmmit (FY)
ebenfall in F.

2) Liige dagegen F auf C, odex B, {o wive ¢ = o, ober

g=—a und aud [e| = [d -+ a| — 2/a,q mwiirde
Bli— d -f— al, oder gl [dilt—ils :
aljo: KF L BC (§r. 170 VIL).

_'

3) Litge endlid) F' in ber Verliingerung bon BC, 3 B.
jenfeit3 B, fo wiire ¢ > a, aljo wiirde jiwar BF = q—a
su fepen fein, fich aber, da C wieder fpip ift, wieder ' =
exgeben.

IV. ©Steht eine Gerade UA (Fig. 166) im Ccfpuntte A
eined A ABC auf ben Dreiectsfeiten AB=¢ mund AC=1
sugleich fenfrecht, fo fteht UA auch auf der von A auf B¢
gefillten Novmalen AF = jenfrecht,

Bew. Nac) 1. fteht KF =k auf BC fenfredit, nad)
Fr. 170 L. ijt aljo:
kel — il 1

=1i|b]| I plt—1Ibl—|f|t= |pl—

und dedhalb L KAF = 90° (Fr. 170 VIL).

V. Steht eine Gerade UA (Fig. 166) im Cclpuntte A
eined Dreiectd ABC auf den Dreiectdjeiten AB =c und
AC==D gugleid) fenfrecht, jo fteht jic audh) auf jeber Strece
AL fenfrecht, welche bon A nady einem Lw[ubmcn Punfte L
in BC (ober deven Bexliingerung) gejogen wird
Bew. Nad) 11T, und IV. ijt

KL = KF _h FL
=| AF \1\‘- -{ AL — AF'}
= AK 4 AL
Al —9107 (01 170 VIL).
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VI. ©teht eine Gevabe UA (Fig. 167) im Durd)jdynitts-
punfte A 3weier fiy jchneidenden Geraben XT 1unp YV
auf Diefen beiden Geraden i
gleidy fentrecht, jo ftebt fie aud)
auf jeder Geraden NL fenfredyt,
weldye man in der (nad) Fr. 14
IL) durdh) XT und YV gelegten
Ebene E durd) den Schnittpuntt
A jiehen farm.

U\ U
\

Bew. Verbinbet man el
beliehige Punfte B umd C Ddev -
©traflen AT und AV, 3wijden 24
benen AL liegt, Durch eine G-
rabe BC, o fdmeidet diefe aud)
AL, und nach V. ijt:

A == G U

VIL Reder der Strafhl UA, nod) jeine BVerlingerung AU,
fann wegent . 57 111, oder 12 II. in Der Ebene B fiegen.

VIII. Gbenjowenig fann aber aud) die Verlingerung AU,
bou UA auf Der nimiichen Seite dex Cbene E liegen, Iie
UA fel6ft. Denn rwenn AU die Berlingerung von UA wiire
md man durd) UAU’ und bdurd) NAL eine Cbene legte
(§r. 14 11.), fo mitBte Dann die ®erade UAU' gang auf der
einen Seite der Geraben NAL liegen™), wad nad) Fv. 27 1L
unmoglicy ijt.

IX. Dafer hat UAU, (in VL) mit der Chene blofy dent
Punft A gemein und durc)dringt in Diejem PBunfte bie
Gbene E (vevgl. audy Fr. 184 IL.).

*) Dabet ift alferdingd jtilljchoeigend angenommeit, baf von der durc) UAU'
ud NAL gelegten Gbene nux bdie eine Halbebene (Fr. 15 IV.) oberfald E liegt,
1wad dod) erjt in Fr. 185 bewiefen vird. Daf indeffen in Fig. 170 (. 220)
nidt KLN und VLN et jufammengehirige, E in §ig. 167 entjprechende
Halbebenen fein fonmen, wihrend ULN und U'LN die Heidvent durh LN und
UAU' gefegten Halbebenen wiivenr, geft Darausd Hetpor, bDaf Dei Drehung ber
lebteten wm LN §ich ULN von VLN entfernt, ivenu U‘LN fidg KLN nibert,
und daf bedhnlb die beidenm Ehenen ULNU' und VLNK nidit sum Deden

acbracht twevben fommen, im Widerfprud) mit Frage 14 IV. Bergl. aud) die
M, ju Fr, 27 IL
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X. Gine Gerade UA nennt man normal (Jenfredt,
perpendifular) su einer Cbene B (Fig. 167), wenn fie
vedyte Winkel mit allen den Gevaden madyt, weldje jid) in
ber Ehene B durc) den Punft A, tworin die Gerade UA bie
Gbene B durdydringt, ziehen laffen (VL.). Der Punft A, in
welchem DA die Chene I durdhdringt, heifst der Fuhpuntt
ber JNormalen.

Auch dag Senfrechtitehen einer Geraden auf einer Ehene
bezeichnet man durd) _|.

XI. Gine Gerade UA fteht (wegen VI.) fdjon normal
auf einer Coene E, wenn fie auj swei Gevaden XT und YV
fenfrecht fteht, weldhe in Der Cbene E durd) den Puntt A
geogen find, in weldem bdie Gerade DA bie Chene E
burdhdringt.

XII. Denft man fid) in Jig. 167 durd) AU und die
willfitclidhe Gerade AL eine Ehene L, gelegt, fo muf jede
®erade AL, welde nod) in E, durd) A gezogen wird, nad
Sr. 57 111, mit AU {dhiefe Wintel madjen. Dreht fid) AL
in Der Ghene B um A um 360°, jo iiberjtreicht die Ehene I,
dabei Den gangen Raum um die Gevabe UAT,.

Daher madyen alle durd) A gehende Gerade, twelde nidt
in der Gbene B liegen, mit UA {dyiefe TWintel.

XIIL Alle Gerade, welche in demfelben Puntte A auf
einer Geraben UA mnormal fjtehen, liegen (iwegen XIL) in
einer Ebene.

XIV. Dreht jid) ein redyter Winfel UAC um feinen feft-
gefaltenen Scentel UA, fo befdyreibt der andeve Schentel AC
nad) XIIL. eine Cbene L. It dex Schentel AC Degrenst, fo
bejcreibt dejjen Endpuntt C einen Kreis.

182, Wobdurdy ijt die Lage ciner Chene beftimmt?

Die Lage einer Chene ift Deftimmt, jobald man bon
ibr fennt:

I drei Punkte, die nicht in einer Geraden liegen;
IL eine Gerade und einen Punft aufer bdiejer
®evaben ;
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TIL 3wei fid) fdhneidende Gevade;
1V. ywei pavallele @erade;

V. ihre Normale und einen ifrer Punite, mag
biefer lepteve in ober auferhalb der Jormalen
liegen.

Siic die Ftlle 1. bid III. liegt dev Beweid in . 14 11,
bis IV., fiiv den Fall IV, in IL und Fr. 26. JIm V. Halle
fanm man, wenn der gegebene Punft P auferhald der Nor=
malen UA liegt, durd) ifhn und die Normale eine Ebene
fegen (11.), und bann dpt fid) von ihm nur eine Gentredyte
auf die Normale fillen (Fr. 57 IV.), daber autd) nur eine
Ghene duvd) P und normal zu UA legen (Fr. 181 XIIL).
Qiegt bagegen im V. Falle Der gegebene Puntt P in et
Normalen UA, jo fann cbenfalld blof eine auf UA normale
Ebene duvdh den gegebenen Punft P gelegt werden, 1weil
diefe (nach) Fr. 181 XIIL.) alle Normalen enthlt, twelche in
P auf UA ervidytet werben fdnnen.

VI. 1lber anbere Beftimmungsiveifen ber Ehene dergl.
. 198 V. und Fr. 203 1L

183, Teun faffen jwei Ghenen jujanumen?

Biei Ghenen fallen zufammen, wenn fie die in Jr. 182
I bi8 V. aufgefiihrten Stiicte gemein Haben.

184, 9Beldhe Qagen Yanu cine Gerade gegen cine Ghene haben?

I Gine Gerade G, (Fig. 168)
liegt in einer Gbene 1, d. b. alle
ifre Puntte find sugleich Puntte dex
Gbene E, jobald fie mit diefer Ehene
svei Punfte A und B gentein bat
(§r. 11 1., obder 12 IL). DBergl
r. 186 XV. (N E

I $at eine Gerade G (Fig. 169 \ A

©. 220) blof eimen Punit A mit il YO
einer Ebene B gemein, fo liegen ihre
anberen Punfte zu beiden Seifen Der Fig. 168.
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Gbene E, alfo in ben Deiden halbbegrensten Ndumen, in
weldye die Chene E ben unbegrenten Haum teilt.

Der Beieis lautet wortlid) wie in Fr. 181 VIIL, muy
ift iiberall D ftatt U zu feben.

: III. Gine Gerade G, welde bHlof
einen Punft A mit einer Chene B
gemein Dat, (fann die Gbene nidht
beviihren, jonbern) muf die Chene B
durdhdringen oder {dhyneiden (IL.).

Der Punft A, in welchem die Gerade
G bie Ghene B burdhdringt, DLeifit die
©pur der Geraden G in der Ehene E.

IV. Cine Gerade jchneidet eine Ghene

nux in einem Punfte (1.).
V. Cine Gevade fdyneidet eine Ehene, wemn einer ifrer
Punfte in dev Cbene, ein anbever auferhalb bder Ehene
liegt (L.).

VI. Cine ®erade fdjneidet eine Ehene, wenn fie durd)
jwei ju verichiedenen Seiten ber Ehene liegende Punfte
gelegt 1jt.

VIL €8 Dbleibt nun nod) ein dritter Fall dentbar, nimlid
Doy eine unbegremzte Gdevade G gans auf der einen Seite
einer Ebene E [dge, alfo mit der Chene B qaxr feinen Punft
gemein hitte; eine foldhe ®erabe foll parallel (/) aue
Ebene B genannt werden. [n Fr. 196 ff. wird davon weiter
bie Rebe fein.

Sig. 169.

185, Weldye Lagen ciner Ghene
aeaen eine Ebene find dentbar?

. Cine Chene E, fanmn mit
einer anbern Ebene K, nidt
blof einen Punft A (Fig. 170)
gemein Haben. Da nimlid) E,
und E, nidt jujommenfallen
(Br. 183) follen, fo famn
man durc) A hodyjtens eine
Gexade ziehen, welde beiden
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%, 185—186. ®erade und Cbhenen im Raum.

Ebenen qcumn ift; ficher [t fid) aljo in B, dburd) A eine
Gerabe, 3. B. DC, 3iehen, welde nidht in E, Iu‘gt, da nun
DC dod) mit E, den Punft A gemein hat, fo muf fie B,
fohneiben (Fr. 184 V.), d. h. die Puntte von DC liegen teild
anf dex einen, teild auf ber andern Seite bon B, (Fr. 184 11.).
Berbinbet man mum irgend einen in dex Ebene E, und zwav
etiva jenfeitd B, gelegenen Punft K mit einem in der Geraden
DC, aber biefjeitd ber Ehene K, liegenden Punfte F, jo muf
bie Strecfe KF die Ebene E, in einem Punfte S durd-
bringen (Fr. 184 VI.), und die durd) diejen Punft S und
ben Paunft A gelegte Gyerabe LN liegt nicht biog (wie KF)
in B,, jondern gugleid) aud) in 1, (Fr. 184 1.), weil § und
A aud) in E, liegen.

I Der Durchjdmitt zweier (unbegrengten) Ehenen ift
alfo eine (unbegrenyte) (};un‘w.

Die Geradbe LN, in welder die Cbene E, die Ebene L,
jchneidet, Deifpt dDie Spur der Ehene E, in der Ebene K.

II. Wenn zwei Ehenen zufjammenfallen, fagt Fr. 183.

IV. A8 bdritter Fall ber Lage 3tweier Ebenen gegen
einander vive nur um[} denfbar, bdaf eine unbegremzte
Chene E, gany auf der einen Seite mm andern unbegrenjten
Gbene B, liegt, alfo mit der Gbene E, gar feinen Punft
gemein i)nt. Gine folhe Gbene B, foll der Cbeme E,
pacallel (/) heifen. Jn Fr. 205 werden weitere Unter-
fudjungen dariiber folgen.
186, Welde Lagen gegen cinnuder
fomen Oei gwei Gevaden imr R
borfontmen?

I. Riegt bie Gerade G, (Fig.-171)
in der Chene 1, wihrend die Gerade G,
diefe Chene in dem auperhalb G, liegen-
den Punfte € jchneidet, jo fann G, die
®erabe G, nidht jdhneiden, weil alle
Punfte von G, in B liegen (Fr. 184 1.),
bon G, hingegen nur der Puntt C.
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II. ®ibe €3 ferner eine Ebene Ky, in welder G, und ¢,
sugleic) enthalten wiven, jo mii}‘;t}* Der in t; liegende Punit
C fomwobl af8 aud) G, in diefer (xﬁens E, Imglm; C und @,
{agen aber aud) in E, und deghalb miifte E, mit E g,u[apuueu:
fallen (Fr. 183, 182 1L.), fonnte jedod) dann ficher nidyt G,
und G, zugleid) enthalten, weil jo E von G, gejdnitten muxde,

1L, Wenn alfo G, eine Ehene E, welde G, enthilt,
einem auferhalb G, liegenden Puntte C {dyneidet, jo it fidy
feine Ebene durd) G, und G, jugleid) legen.

IV. Bwei Gevade, durd) weldje man eine Ehene legen
fann, find entweder pavallel, oder jie jdneiden fid
(Fr. 56 V.).

V. Bwei Gerabe freugen jid), twenn 3 nicht miglid)
ift, eine Ehene durd) beide zugleic) u legen (IIL.).

VL. Durd) swei pavallele und ebenfo duvc) ziwei fidh
fdneidende Gerade fann man ftetd eine Chene legen (Fr. 26;
182 IIL. und IV.).

VIL Aud) im Raum fann man durd) einen gegebenen
Punft C nur eine Pavallele G, zu einer gegebenen (nidgt
purd) C gehenden) Geraden G, ziehen (vergl. Fr. 119, 57 L.).

Gg liegt nitmlid) in der Chene K (Fig. 171), weldhe man
burd) C und G, legen fann. Wiire nun aud) die duvdy ¢
gehende Gevabe G, 3u G, parvallel, jo wiirde die ourd) Gy
ud G, gelegte Chene B, (VL) mit E zujommenfallen
(Fr. 183 und 182 IL.), weil fie mit B den Vunft ¢ und
bie Gevade G gemein fat; dann miifste aber G, audy mit ¢,
sufammenfallen (Fr. 57 1.); o8 giebt daber ourd) C nur eine
Parallele (Gs) ju G

VIIL Jebe ber Geraben, welde fich) aufer G, durd) C
siehent laffen, jdjneidet G,, wenn jie in E liegt, wenn fie bas
gegen E chneidet, jo freust fie G,.

Nicyt blog die G, fdhneidenden (Fr. 56 1.), jondern aud
die G, freuzenden Geraden Haben eine andere Ridtung
al8 Gy, weil die G, freugenden Geraden, 3. B. (., die u G,
parallele Gerade G, in C jdhneiden (Fr. 26), baber eine
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andere Ridhtung ald G, und die mit ihr gleidgevidhtete
(Br. 56 IV.) Gy faben.

IX. Bwet fid) treuzende Gerade haben weber einen Puntt
mit einanber gemein (V. und L; vergl. VI, oder Fr. 13),
nod) Haben fie gleige Richtung (VIIL). Bergl. XII.

X, @3 (apt fidh) alfo durd) einen gegebenen Punft ¢ audy
im Raume nur eine Gerabe G, ziehen, welde mit G, in dex
Ridytung iibeveinftimmt (VIIL). DBergl. Fr. 57 L

XI. Bwei Gerade von gleicher Richtung find (aud) im
Saume) parallel (X. und Fr. 56 IL.), liegen alfo jtetd in
einer Ebene (VI.).

XIL Die Richtungdverjdhiedenfheit zweier jid) freuzenden
®eraben G, und G, Fig. 171, mifst man duvd) den Winfel w,
welden wei durch Denfelben Punft C gehende Pavallele ju
G, umd G, einfchlieBen; diefen Winfel nennt man Tfurziveg
dent Winfel 3mwijdhen den beiden fidh freuzenven Geraven,

XIIL. $aben zwei Gerade G, und G, (Fig. 171) von
perfdjiedener Richtung feinen Puntt gemein, fo muf jede
durd) die eine Gerade G, und einen Punft ¢ von G, gelegte
Ebene £ von G, gefhnitten werden (0. §. G, und G, freuzen
fidy), weil jonft G, und G, fid) jdymeiven miiften (Fr. 56 ILL.).

XIV. Bei ywei Gevaden im Raum fonnen affo nuv die
in IV, und V. aufgefiifrten ille vorfommen; demn Die
beiben Geraben Haben :

{eutmeber einen Puntt gemein (fdyueiden jid),

oder feinen Puntt gemein und dabei:
gleidhe Richtung (find parallel),
{uug[cici)e Ridhtung (freuzen fic)).

XV. Rad) VI (oder VIL) ift v. 184 L. u evginzen:

Die Gerade G, liegt in der Ehene E, wenn fie duvd) einen
Puntt A in E hindurchgeht und gu einer in E liegenbden
®eraden pavallel ift. BVergl. Fr. 198 IIL

XVI. Durd) einen gegebenen Puntt Q ldft jich o dy jtens
eine Gevade CB, Fig. 171, legen, weldje zivei fid) freuzende
(nidht duvch  gefende) Gevade G, und G, jugleid) jdneidet.
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Gine burd) Q und G, gelegte Cbene E mufy (nadj v))
entweber G, fdneiden (wie in 1IL), ober G, pavallel fein
(Fr. 184 VIL). Jebe durd) Q unb cil_lun Puntt von G,
gelegte Gevabe liegt in E (Fr. 184 1.); ift demmad) G, /K,
0. . hat G, teinen Punft mit E genein, fo fann audy G, von
feiner burd)y Q und einen Puntt in G, gelegten Geraden
gefdhnitten werben; wenn dagegen G, die Chene E in (
fchueidet, fo fann (weil ja Gy wur Den Punft C mit B gemein
Hat) nur die durd) C und Q gelegte Gerade CQ die beiden
Gexaden G, und G, ugleid) jdmeiden, und CQ {chneidet
beide wirflid), fofern nicht CQ // G, ift.

187, Wie 3ieht man durd) einen gegebenen Paunft cine Novmale
s einer gegebenen Gbene?

I. Wil man von einem Puntte K (Fig. 172) aufer-
halb einer Ebene E auj diefe Ehene eine Normale fillen,

fo falle man von K
auf eine in dexr Ehene

U r:’.} I liegende Gyerade
|/ BC eine Senfredte
K KF ($r. 120), e

vichte Davauf in bey
Chene I eine durdh
dent Fufpunft F ber
erften  @enfrechten

B o L KF gehende 3iveite
L | 2\ Senfrechte FQ auf
BB i 1 & ber Geraden BC
\ SR N (Pr. 121) unbd fille
V) e / endlid)y bon Ddem
e e Punfte K auf bie

o A auy

siweite  Sentredyte
F(Q eine dritte Gent:
redhte KA (Fr.120);
bann fteht KA (auch wenn fie mit KI' sujammenfillt) auf
der Gbene E nornal




®erade und Ehenent tm Rowm.

Gr. 187—188.

Bew. Jieht man nod) KL und AL nady einem in BC
gelegenen Puntte L, fo ift:
KF _L FL (Ronjtx.)
KL = KF -+ FL (S 160 IIL.)
KA | FA AF _L FL (Sonjtr.)
KF =FA +AK FL = AL — FA (§r. 160 IIL)
KL = {FA -} AK | - {AL — FA'| (8. 20 IV.)
KL = AK -} AL
KA L AL (Fr. 170 VIL)
KA L QF (Ronjtr.)
KA L E (Fv. 181 XL).

Fiele KA mit KI sufammen, jo wive KE ebenjalld auf B
normal (Fr. 181 X1.), weil dann KF L BC und KF _L FQ.

II. Will man in einem Punfte A einer Chene E
(Tig. 172) auf diefer Ebene eine Normale ervidyten, jo fille
mon bon A auf eine in E legende, nicht durd) A gehende
®erade BC eine Senfrecdhte AF (Fr. 120), dann ziehe man
it einer andern burc) BC gelegten Ebene E, in F eine Sent:
redyte FJ auf BC, und evvidyte endlic) in der dbuvd) AF und
FJ beftimmten Ghene B, im Puntte A eine Senfrechte AU
auj AF (r. 121); dann fteht UA auf E novmal.

Bew. Scyneiden fich) AU und FJ in K, fo ift der Beiveid
gleichlantend mit dem in 1. (ober Fr. 181 I.).

Wiive AU /FJ, fo braudyte man in B, blof eine AU
jdyneidende Gerade FK, ju ziehen; dann wive, weil BC _L E,
(§r. 181 XI), aud) FK, L BC (Fr. 181 X.), und man
finnte Den Beweid wieder wie in L. fithren.

188, Wic viele Normale u ciner gegebenen Ehene lajjen
fih duvdy cimen gegebenen Puntt zichen?

L Bon einem Punfte K fann auf eine Ehene B nuv eine
Normale Hevabgefdllt werben; bdemn wire in Fig. 172
KA _L B und aud) KF _L B, fo hitte dag nad) Fv. 186 VL.

Jebide, @eometrie. 37 Uujl, 16
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chene Dreiect KAF zwei vedyte Wintel (Fr. 181 X.), wad
r. 69 IV. widerfpride.

L Sn einem Punfte A (Fig. 172) einer Ehene 1 lifst
fich auf B nuv eine Novmale AU errichten; denn wive A8
aud) novmal 3u E, und inficde B in der Geraben AR bon
ber durd) AU un“\ AS Deftimmten (Fr. 182 I1I.) Uom‘ 108
qvhf\mmn (Fr. 185 1L), jo miifite nad or. 18 1X. /UAR
=90 " SAT fein, wad nad) Fr. 20 IIL nnnmqlul}m

[II. Durdy einen gegebenen Punit (dkt fid) alfo muw
eine Gerade normal 3u einer gegebenen Ebene iehen.

189, Weldie Siike itber die Novmalen {ind nod) su cvwahnen?

I Bieht man in einer Chene B (Fig. 172) bom Fufs-
mmfte A der Normalen UA die Gevabe AT fentredit ju einer
in E (iegenben Geraben BC, fo iteht bie lebtere Gerade BC
audy fenfredyt auf jeder Geraden KF, mmhn einen Punft K
der Normalen mit demt Schnittpuntte F zwijdhen AF und BC
berhinbet.

Der vorjtehende Sab ift von jenem in Fv. 181 lll nidt
bexfchieden, weil dort UA normal zur Ebhene E ded /A ABC
ift (Fr. 181 XL.).

1. Filt man auf eine in der Ehene B liegende Gevade
BC (Fig. 172) eine Senfredhte KF von einem Puntte 1K dev
Normalen UA auf E, fo fteht die Gerade AF, iweldye bie
Suppuntte T und A ber Senfredyten KF und ber: ormalen
UA verbindet, aucdh auf dex Geraden BC fenfredyt.

Triife die vou A auf BC gefillte Sentrechte die Gevade
BC in F,, dann wive KF, L BC (I.); da {ich aber bon K
nur eime Sentredhte auf BC J,ia[mtlh‘f (Fr. 57 IV.), fo mufs
KF, mit KF, b. §. F, mit F jujammenfallen, und 8 ift:

AR B0,

1. BC fiv{ltllllr[)iczlfl‘n‘t[ auf der duvd) die Normale UA

und die Gerade AF, oder KF gelegten Ehene (Fr. 181 XL).
Bwei Novmalen KA und YF (Fig. 173) auf ders
felben Ghene B find pavallel. '
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Hlm sundchit su Deweifen, DaP fich — wad wegen Fr. 26
erfobertid) ift — purd) KA und YE eine Ebene legen (aft,
jiehe man auf der ifre Fuppunite A

md T verbindenden Strede AF in i ¥

F eine in E liegende ©entredyte BC; 3 : i

ban fteht BC novmal auj dex Ehene VoE i A
KFA (IIL); teil ferner YF) L E \™ | X "J;_ﬁl
povausdgefet wurde, jo ift aud) LYFC Ve S L AR [ \
= 90° (Fv. 181 X.), und YF liegt \ /’ |
enfall3 in der Ghene KFA (Fr. 18 \ &2
ebenfall3 in Der Ehene KFA (Fr. 181 /0B

XIIL); fomit liegen KA und YF
in Derfelben Eherne.

Da mm nad) Fr. 181 X. L KAF = 90° = L YFA,
jo ijt UF /KA (Br. 62 1L 3.).

V. Steht eine Geradbe G auf der Ebene I normal, jo ijt
badurd) die Nichtung der Gevaden Dejtimmt (IV.); denn alle
parallele ®exabe Haben ja gleihe Ridtung (Fr. 56 1V.).
Bergl. auc) Fr. 188 IIL und Fr. 25 1L

VI. Wird eine Ebene B von Der einen KA bon jivei
pacallelen Geraben in A gefdynitten, jo wird fie aud) von der
andeven YF gejchnitten. Denn die durc) KA und YT gelegte
Gbene (Fr. 186 VI.) fdhneidet (Fv. 185 IL) B in einer Ge-
wden AF, welche (nac) Fr. 60 I1.) YF in I jdjneidet. YF
Dat demnach mit der in E liegenden AF, aljo aud) mit E
jelbt den Puntt F gemein, auferdem abeyv feinen Puntt, weil
fonit YF gany in 1 (ige (Jr. 184 L) und KA freuzen miifste
(Fv. 186 TIL, V.), wibhrend dod) KA // YF fein follte.

VIL. ©teht die eine KA (Fig. 173) von gwei parallelen
®eraden auf einer Ghene E novmal, fo jteht aud) die andere
YF auf E normal.

Da nimlich £ von KA in A gejdnitten ird (Fr.181 X.),
fo wird E aud) von YF gefdymitten (VL). Bieht man mum
bued) den Scnittpuntt F zwifchen E und YF exft in der
durd) KA und YF gelegten (r.186 VI.) Ehene E, die Ge-
taben FA und FK nac) den Punkten A und K in KA, bavauf
in 1 die Gerabe BEC _L FA, jo ift BC novmal zu der duvh

16*
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FK, KA mnd YF gehenden Cbene E, (I. und I1L), aljo
BO_LYF (Fv. 181 X.). Da aber YF /KA bovaudgefest
tpurde und pemnad) YF L FA (Fr. 62 V.) fein mup, fo ift
auc) YF _LE (Jr. 181 XL.).

VIIL ©ind zwei Gerade G, und G, (im FRaum) einer
oritten ®eraden G, parvallel, fo find fie aud) untexr fic) pavallel.

Qegt man nintlid) durdh ivgend einen Puntt bon G, eine
Ghene B normal 3u Gy (Fr. 181 XL.), fo ift nad) VIL:

(b B D e Bl
g, /G, v,

A IX. Sind bdie Scentel
il siveier nicht in dexjelben Ehene
= ti\= liegenber Winfel BAC und
o Ty FDK (Jig. 174) paavmeije
xx T ‘ gleichjinnig pavallel, fo find
AN 5 bie Wintel gleid). Vergl.
T s Broes T
T e e
N | -.\_@\ i e
\‘;' d N 4\ AC I DE.
KV F\ Beh. L BAC = L FDK
= fonfte.  Man made A=
oig. 174, DQ, AN = DV unbd iche

die Strecten AD, LQ, NV.
Bew. ALFHEDQ  ANFDV (Bor. und Konjtr.)
DA4ELQ DA=ENV (Fr. 108 V., IIL)
LQ == NV (VIIL b Fr. 20 V.)
LN=QV (Jr. 108 V., IIL.)
AL=DQ, AN=DV (fonjtr.)
Z LAN = Z QDA ($r. 80 1., 67 IL.).
X. Qu gleicher Weife (afit fidy zeigen, dap aud) der

©ap Fr. 63 1. nod) fiiv in verfdyiedenen Ehenen liegende
Wintel gilt.
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190. 8ad ift die Projeftion ecined Punited auf cine Chene?
I Den Juppunft N (Fig. 175) der vom Punite P auf
vie Ghene B gefillten Mormalen PN nenut man die (red)t=
wintelige, orthogo-
wale ober normale) 7
Projeftion ded r
Runftes P auf Ddie
als Projeftions:
ehene gewablte A
Ehene E. i
Die Novmale PN
fieipt die Projizie: o
rende. Pafilf == o
1L Seber Puntt o (e e h
P fat wux eine Pro- el bl i | o
jeftion N auj Ddie THEAE L8
felbe Gbene E (Fr. el 0
188 1.). ' s it
IL. Der Puntt Sig. 176
N ift augleid) bdie
Brojeftion aller in der duvdy P auf E gefallten Normalen ZN
gelegenen Puntte oder die Rrojeftion Der ganzen ormalen ZN.
1V. Die Projizierende PN ijt Heinex al jedbe anbere bou
bem Puntte P nad) cinem Punfte § in dex Brojeftiondebene K
gejogene Gerade PS (Fr. 181 X, 74 VIIL).
Die Projizicrende PN miBt den Abjtand ober die Ent-
fernung ded Puntted P bon Der Ehene L.
V. Nadh Fr. 160 1L it PN + N§ = PS§.
VI, St NS = N8, = NS =:-+ o ift oud) PS =
PS, =— P8, = ... (V.), . D. alle Punfte in 1, welde im
Sreife wm N fiegen, Haben gleiche Entfernung vow demielben
Puntte P der Projizievenden NZ. Bergl. Jr. 47 1L
VIL Qft umgefehrt SP = S, =8, = -, fo ijt
nad) V. aud) N§ = N§ = NSpr=— oy 0.0 alle Puntte
ber Ghene 1, weldhe bon dem Puntte P gleidhweit entfernt
find, fiegen im Rreife um N (v, 47 I1.).
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101, 9%Bad ijt die Projeftion einer Geraden anf eine Ehene?

I. Die Projettionen famtlicher Punfte einer Gevabden G
auf eine Ebene E (Fr. 190) bilben die Projeftion G dey
Geraden G auf die Ehene L.

II. Die von den Punften einer Geraben G auf eine
Gbene B gefillten Projizierenden liegenw in derfelben Chene
(bex projizievenden Ebene). Legt man ndamlid) (Fr.189
IV., 186 VI.) éine Gbene B, durd) die Projizierenden P,N,
und P,N, und eine Ghene E, Dnrd} Die ‘]Srnjioicrcubcu P,N,
und P;Ns, jo liegt G fowobl in B, ald in E; (Fr. 184 1),
weil fie mit E, bie Puntte P, und P,, mit E, die Punfte J’
und P, gemein Hat. E, und E, Haben nu];c Faud) lmt[} dip
PBrojizierende P,N, gemein, m[lu aljo gufommen (Fr. 183,
182 IIL.). Pl ‘, und PN, und (tweil ja P, und P, gany
willfiixlich waven) auch alle anberen ﬂ:l[‘]ljlt‘uilbt'll [tegen
jomit in dev Cbene, welde durch G und ivgend eine Pro-
jizievende, 3. B. P,N,, gelegt werben fann.

[1I. Die Fufpunfte N,, No, N, 2¢. der von Punften P,
P,, Py 2c. einer Geraden G auf eine Ehene E gefillten Nor-
nmhn liegen jamtlich) in Der Geraben G, in weldher nad

.185 1. und II. bie Ehene E von der Duu‘f) die Mormalen
,,u hqm‘w (I1.) Gbene ge n’;m“cn mwird,

Die Projeftion einer Geraben G auf eine Ehene B
ijt mcgcu I. wnd IIL. wieder eine Gerade G'. Stehtjedod)
G auf E fenfrecht, wie ZN in Fig. 175, jo befist fie ald
Projeftion (nad) Fr. 190 11L.) blofs den Puntt N.

Jede Gevade hat nur eine Projeftion auf diefelbe Ehene.

V. ©Sdyneidet die Gerabe G (Fig. 176) bie Projeftions:
ebene 1, o liegt die ©Spur 8 in dex ‘xmldtwn G'; aur Be:
|rmummq ber lepteven braudht man dann aufer S nux nod
die Projeltion N eines eingigen Punttes P dev Geraden G,

192, Wobduvdy geidynet fich der Neigungdwintel ciner Geraden
gegent eine (Ghene aug?

L. Der Wintel w (Fig. 176) swifdjen einer Geraben G
und ihver Projeftion G* auf die Ghene 1 heifit der Neigungs:
winfel dexr Gevaden G gegen die Chene E.
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1. Dex fpibe Neigungdointel w der Gevaoden G negeq
bie Gbene B und der Winfel NP amifden G und einer
mormalen NP gur Ebene I
erglimzen fichau90°(Fr.71IL.).

1. Der (fpike) Neigungsd
winfel w einer Geraden G
gegen eine Chene ijt fleiner
(fein Mebemwinfel w, aljo
guifer) ald jeber  MWinfel

pPS(i=v, weldhen die Gerabe

¢ mit einer in der Ebe
burch Die Spur S geaoge

@eraden  BC  einjdhliept
(Die Betvadhtung itberftumpfex 5 s
Wintel bleibe dabei audgeidloffen. Vergl. Fv. 193 VL)
Bewn., Madht man SY = SN, fo mup, el
pP§ — P8 (Fr. 20 1) und PY >PN (Jr. 190 1V.
ijt, nach Fv. 78 L. L v - fein und ivegen
. 39 V. meifer 180" — v = 180° — w ober

PSB < w,.
®anz diejelben Sdjl
it audh L w < a:
$r. 89 IV.:
180° —w, < 180° —v ober W, >V.
IV. Wiirbe £ w = 90°, fo miigte audy L w, = 90°

iiffe gelten jiiv £ P8B; alfo
SR, und davaud folgt nad

i v—90° terden, weil nad)IIL L w< L v < LW,
fein mup. Domn wire die in Ddev Ghene PNS liegende
Gevade ¢ L E (Fr. 181 X.). — Bergl, Fr. 189 VIL;

denn jebt ift G/ PN.

V. $itte man in Fig. 176 NY _L BC gemadt, fo wive
and) PY L BC (Fv. 189 L). PMean farm aljo die Stvede 5Y
a8 PS entweder dure) etnmalige Projeftion unter Ddem
TWintel v. oder durch zweimalige Projettion: exft unter bemt
RNeigungdwintel w und dann unter 'Demt’ in Dev Ebene B
liegenden, bon G und BC gebildeten Winlel NSC=u erhalten.
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Da mun nac) Fr. 112 I1X. die Projeftion bon PS unter
£ (u-}-w) fleiner fein tvitrde, ald bie burd) die jweimalige
Projizierung unter 2 w und dann untex u erlangte
Projeftion, lepteve aber der Projeftion bon PS unter / v
gleicht, fo mufy wegen Fr. 112 IV. der Winfel v fleiner fein
a3 die Summe aud dem Wintel u und dem Neigungdwintel v,

193, Wie widhdt ber Wintel v mit dem Wintel u?

I Jft der Wintel NSC = u (Fig. 176), welchen die
PBrojeftion G' der Geradben G mit dem in dev Projettions-
ebene B liegenden Stralhle SC einjdhliefit, = 0, fillt aljo 8¢
auf SN, fo gleiht der Winfel v Fwijdhen G und SC dem
fpiten MNeigungsdvintel w der Geraden G gegen E.

I It der Winfel u fois (0 << L u < 90%), o fillt
der Fuppuntt Y der vom Fuppuntte N der Normalen PN
auf SC gefillten Senfrechten NY giwijchen Sund € (Fr.71 V),
und ba £ PYS = 90° (Jr. 189 L), o ift aud) £ v fpity
(&r.70L). Wegen Fv. 192 IIL ift alfo L w < L v< 90",

Je grofer aber £ u wird, dejto nifer viidt Y an S hevan,
oefto grifer wird alfo aud) 2 v (Fr. 112 IIL und IV.),

Bugleid) ift ftetd £ v > L u; wenn man ndmlid) dos

PYS um YS in bie Ghene E niebertlappt, jo fommt YP
auf YN 3u liegen (Fr. 31 und 89 IIL), P fillt aber von Y
aud jenjeitd N (Fr. 190 IV.), alfo SP jenfeitd SN.

IS S =907, Jo Tt Y mit s aufanumen
(&r. 57 IV.), und e ift aud) L v = 90° (Fr. 189 L),

V. it dber Winfel u ftumpf (90 o = RS
jo fallt Y in bie Vexlingerung SB (Fig. 177) ded Strafls
SC(3r.71V.), £ PSY ift daber fpis (Fr.70 L), v ftumpf
(8. 39 IV.). Wegen Fv. 192 111, ift aber

S el

e griBer £ u wird, defto weiter viict Y von S gegen B
hin, defto grifer wird v (Fr. 39 Iv.). Die grifite Cnt-
fermung von S, welde Y ecveidjen fann, gleicht aber nad
&r. 160 IIL der Strece SN, Bergl. V.

S




Fr. 193, * erabe und Ebenen tm Raum, 929

Beim Niebertlappen des A PSY in die Ghene I} fillt
jebt P bon Y aus ivieder jenfeitd N, alfo P und SP in den

Wintelcaum NSC, 0. h. jept ift £ v <ET
V. 3t Lu=180° fo fillt wicder Y auf N, aber
8C in bie “\Ltlﬂm;mnn; von SN; daber ift £ v = £ w,.
VI. Wit £ u iiberftumpf, fo
bertaufdhen in Fig. 176 und 177 die /
Gtraflen SB und SC ifhre Nolle. ®)
Wiihrend alfo 2 u von 180° bis

360° wiichdt, twicberholen fich die
fhon dagewefenen Werte Hes3 ./ v.
0. 0. ¢5 wirb der exft ftump e “mnhl
v ibieber l.mml, pavauf = 90° (Dei \
u=270%), bamn fpiy und endlich
ieber — .__'_ W.

VII. Madht man in den beiden

8ig. 176 und 177 SP = SP und ijt Sig. 177.

£ NSC inig. 176 dem /. NSB in

Sig. 177 gleid), fo ift A PNS 22 A PNS (§r. 81 1), alfo
NS = NS (Fr. 67 I1L.); daber weiter A NSY =2 A NSY

(r. 81 IL) und 8Y = SY (Fr. 67 IL): bdaber endlid
A PSY =~ A PSY (Fr. 81 L) und £ PSC in Fig. 176
gleidyt (Fr. 67 I1.) Dem ~ PSB in Hig. 177.

Wenn man alfo in E linfs und vedh)td von SN einen
©trahl unter demfelben Winfel (u) gegen SN mltrﬁqr jo
madjen biefe beiden Straflen aud) gleiche Wintel (v) mit SP.

VIIL G€benfo miifjen daber aud) zwei in B gelegene
\.,tm{}[ul gleiche Winfel mit SP bilben, twemn der eine unter
vem / y, Der andere unter dem (360° — u) gegen SN
geneigt ijt.

IX. us bem *Timfjujc[)cnbut folgt nody, baﬁ jeber
L v, weldjer grifier ald / w, aber Heiner ald 2w, ijt,
wcmml borfommt und ﬂnm el aivei Straflen SC und SC,,
deven Wintel C,5C (= 2 u) von SN Halbiert wird.
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194, 9Wic widhét der Wintel [ = TIN mit dem Winfel u?

St w ieber der (fpibe) Neiqungsivintel dex Geraden G
(Fig. 176 und 177) gegen die Projeftiondebene i und N
der Fufpuntt Der vom Dem Punite P in G auf E gefillten
Novmalen PN, legt man in der Gbene F durd) die Spur §
Ser Geraben G einen Strafl SC, welder mit G den (hohlen)
Winfel v, mit dex Brojettion G’ bon G aber den (Hohlen,
pergl. Fr. 193 IX.) Winfel u einfdliept, und fillt man von
P und N Senfrechte PY und NY auf die Gerade BSC
(Fr. 189 I1.), fo finden jivijchen dem (fpitern) Winkel
PYN — f. Den Diefe Deiben Genfrechten einfdhlieBen, und
den Winteln u, v, w folgende Begiehungen ftatt:

[. Beiu=0 (v=w, Fr. 193 L) fillt PY mit PN
sufammen, alfo ift £ = 90° (Jr. 181 X.).

[ Vet 0 <7 Lu < 90° (Low < Lov<i Dl
Fr. 193 I1.) ift NY zwax ftetd feiner al8 NS (Fr. 74 VIIL),
wird aber um fo qeofer (Fr. 160 IIL.), je Heiner SY, fe
qrifer alfo u (imd 2 v) wird. Klappt man mm dad

PYN um PN in die Gbene PSN, fjo fommt Y jtets
aifdhen N und 8 zu liegen, viictt aber defto ndber an §, je

arifer £ u witd. Daber ift ftetd 90° > LI > Lw
(¥r. 69 VIL), und / f nimmt ab, wemn 2L u (und £ v)
sunimmt.

1. Bei L u= 90" (Lv=90° Fr. 193 IIL,) fallt
PY auf P8, alfo ift £ f = /L w.

IV. Bei 90%< /. un<= 180° (90° < Lw<c /Wi,

Fr. 193 1V.) fallt Geim Umflappen Ded A PYN in die
Ebene PSN tvieder Y ftetd sivifchen S und N, aber um fo
niher an N, je griiBer /. u wird. &3 ift daler zwar ivieder

90° > A > / w (Fr. 69 VIL), aber 2 f widst mit
£ u (umd £ v) gleidyzeitig.

N Bet. Lon = 180" (Lv="7Z W, T 198 V)
wird wieder /. f = 90°,

VI. Bei £ u ™ 180° wicderholen fic) diefelben Werte
bon f, @hnlic) tie in Fr. 193 VI
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VI Bieht man in dex Ehene E 3wei Straflen SC und
§0, unter gleidem Wintel (u==u,) gegen SN, fo ift tieder
Ly = /v, unb ANSY =2 A NSY, (r. 193 VIL.), baher

NY = NY, (§v. 67 11.), APNY == PNY, (3r.811) und
wegen Jr. 67 1L endlich L f = Lf.

VII Aud dem Borhergehenden folgt nody, daf jeber
L1, weldyer fleiner alg 90°, aber-grifer ald w ijt, sweimal
porfommt, und zwar bei jwei Strahlen SC und 8C,, deven
Bintel C,SC vor SN Halbiert wird (L u = Lu,), welde
affo madh $r. 193 IX. mit SP gleiche Wintel maden
v — 2 v)

195, Wenn fdueidet eine Gevade cine Ehene?

Die Gerade G (Fig. 176) jdyneidet die Ebene E, wemn G
nift ihrer Projettion G’ auj
wennt G nicht auf einer aud e C
Ghene B gefitllten Novmalen PN fentvedht jteht, ober wenn
jwei aud den Puntten P und P, in G auf E gefallte und auf
derfelben Geite von B liegende Movmalen PN und PN,
ungleic find.

S allen drei Fllen liegen die Gerade G und ifre Pro
jeftion G (Fr. 191 I1.), alfo aud) PN und P,N, in dexfelben
Ebene, jugleich fdhneiden fid) G und G' (nadh) Fr. 26, oder
r. 621V.. ober Fr. 108 XIIL wnd XIV.), und da G’ gony
in B liegt (Fr. 191 1), fo ift dex Sdynittpuntt 3wijden G
und G gugleich ein Punft vor B, b h. G fdueidet E
(Bv. 184 IIL, V.).

196, ie sicht man cine Gerade
baralfel s einer Ehene?

I. Gine Gerabe G (Fig. 178)
ift einer Gbene E pavallel (Fr.
184 VIL.), wenn fid) in 15 eine 3u
G pavallele Gerade G, jiehen [dft.

Denn dbann fann man durd) G
md @ eine Gbene B, legen
(Fr. 186 VL), und wenn €3 nun

Ebene E parallel ift, obexr

inem Punkte P in G a
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einen Puntt, ehwa Q, gibe, welden G mit E gemein Ditte,
jo mitgte Q in B und G jugleid) und (tweil alle Punfte von
G in B, fiegen, Fr. 184 1) aud) in B, liegen, aljo jugleid)
in B und B, d. §. in der Geraden G, weldje E und F,
gemein haben (Fr. 185 1L). Da aber G, und G nad) dex
Boraudjepung feinen Punft gemein haben (Fr. 26), fo hat
audy G feinen Punft mit B gemein, und e8 ijt G/

1. Gine Gerade G ift daher aud) einer Ehene 10 pavallel,
wenn fie ihrer Projeftion G* auf die Ebene E pavallel ift (L.).

1. Gteht eine Gerade G (Fig. 178) auf der Novmalen
PN einer Ghene B fenfrecht, fo ijt fie der Ehene 1 pavallel.
Demn G liegt mit ihver Projeftion G' in einer Cbene
(Fr. 191 [LundIIL); wavit[ ift £ NPG = <m°(nm'[ .Bor.)
und £ PNG' = 90° (r. 181 X.), daler G // G' (Fr. 62 I1.)
und G /B (IL).

[V. ©ind die Projizievenden PN, und P.N, (Fig. 179)
steier auf devjelben @eite ber Projeftiondebene 15 gelegenen
Bunfte P, und P, einer Geraden G gleidhlang, jo ift diefe
®exade G Der Ebene E pavallel. Jn der Ehene N, PPN,

191 IL) ift ja P,N,== P,N, (Bor.), daher N, N, // P,P,
(Fr. 108 XV.), folglidh G /B (I1.).

V. Bl man nun duvch einen gegebener, oder durd) einen
willtitrlid) m.m flten Punit P, Fig. 178, eine Gerade G
parallel ur Ebene E ziehen, fo braudyt man nur durd) P
eine ‘Parallele G zu einer in E gezogenen Geraden G,
(Fr. 119), ober eine Senfredhte G auj der Mormalen PN
qu B (Fr. 122) 3u ziehen; ober man erridhtet auf B nod)
eine Normale N,P, (Jr. 187 I1.) von gleidjer Liinge wie die
Normale NP und zieht G durch) P und P,. [n allen drei
Sallen ift G /E (L big 1V.).

VI. Durc) einen gegebenen Puntt P laffen jich wumpihlige
pavallele Gerabe zu einer nidht durch P gehenden Ebene E
aiehen; Diejelben ftefhen aber wegen Fr. 195 fimtlicy auf dex
Normalen PN 3u I fenfrecht, liegen aljo nad) Fv. 181 XL
jdmtlich in einer Ehene.
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197. 208 folat nod) aug Fe. 195 und 196 iiber cine Gerade,
weldie cine Gbene jducidet, oder diejer parvallel ift ?

I St bie Gervabe G (Fig. 178) der Ehene T parallel,
fo iit fie threr Projeftion G' auf die Ebene B pavallel, weil
jie fonft nachy Fr. 195 die Chene [dhneiden miifte.

I1. St bie Gerade G der Ebene E pavallel, fo jdhneidet
eine durc) G und einen Punlt Q in B gelegte Ebene E,
(Pr. 182 II.) die Gbene B in einer Pavallelen G, zu G.
Wire nimlich G, nicht parallel zu G, jo miifte fie G {dhneiben
(r.26), und G {dmitte dann aud) K, was der Bovaudjehung
wibderfpricht.

L. St bie Gevade G dexr Ehene B pavallel, fo fteht fic
jenfredht auf jever aus einem ihver Punfte P auf die Ebene K
gefiillten Novmalen PN.  &onjt miiten fid) jo G und E
nac) Fr. 195 jdyneiden.

IV. Alle aud einer zur Ehene I (Fig. 179) pavallelen
Gevaden G nad) diejer Cbene I gegogenen pavallelen Strecken
find gleichlang. Legt man
durd) die Pavallelen P, S, und
P.S,, twelde die Ehene 10 in
8, und S, jdmeiden, eine
Ebene 15, (Fr. 186 VI.), und
jhneidet letere Die Ebene E
in 8,8, iu-iﬁ :

8,8, // P,P, (IL)
B,/ PsSs (Bor.)
P8, =P,S8, (Fr. 108 I1L).

V. St bie Gerade G der Cbhene E parvallel, fo jind alle
ifre Puntte, 3. B. P, und P, (Fig. 179), gleidyweit von E
entfernt (Fr. 190 Iv., 189 IV., 197 IV.).

Die Entfernung oder den Abftand devr jur Chenel
paralfelen Gevaden ¢ von B miBt eine aud G auf E
gefillte Senfredhte PN.

VI. Raffen fid) von jtvei auf der nimlichen Seite dex
Gbene 1 gefegenen Puntten P und P, einer Gevaden G jiwei
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gleiche Parallefen P,S, und P8, nad) diefer Ehene E 3iehen,
jo ift G // E. ;

Bew. Sn ber Ebene (Fr. 186 VL) PS,S.P, it PS8, 4k
P.S, (Bor.), folglich 8,8, // P, Py (Fr. 108 V.), folglich G /1
(Fr. 196 L.).

VII. @dneidet bie Gerade G die Ehene I, fo {dyneidet G
aud ifre Projeftion G' auf E; dann fteht ferner G {dhief
auf jeder aud ihr auf E gefdllten ormalen PN, endlid
liegen Die Puufte von G in ungleiher Entfernung von K.
Sonft miifite jo G /B fein (Fr. 196 1. big IV.).

VIIL. TWihrend eine Ebhene umd eine ihr parallele Gerabe
unzihlige gemeinfdaftliche Novmalen befiben (IIL),
haben eine Ebene und eine fie {dneidende Gerade feine
eingige gemeinfdjaftliche Normale (VIL).

198, Wic legt man eine Ebene pavallel i ciner Geraden?

I. BWill man eine Cbene B (Fig. 180) durch einen ge-
gebenen, obder einen willkivlic) gemdhlten Puntt Q pavallel

su einer gegebenen ®evaben G

» . legen, fo Darf man nur (in der

7 &/ 7 durd) Q und ¢ Deftimmten Ehene

7 : ) durd) Q eine Pavallele G,
"“*f*};’**‘ . 3u G aiehen (Fr. 119); jebe
T b "“ burd) G, gehende Chene T ijt

= J ' bann zu G parallel (Fr. 196 L).
_,,?.T—Jﬁ;/’( I1. Sind et Gerade G
o " und ¢, parvallel, jo fann man

T burd) jede diefer Deiden Gerabden

gitg. 180, unzihlige Ehenen pavallel ur

andeven Geraden legen (I.).
11 it dbie Gevade G pavallel zur Ehene E, o liegt
eine 3u G parallele Gerade G, in dex Gbene B, fobald fie
mit biefer einen Paumft Q gemein Hat. BVergl. 186 XV. —
Jach Fr. 185 II. wird E bon einer durd) Q und G gelegten
Ehene 1, in einer Geraden G, gejdynitten, nach Fr. 197 IL
aber muf G,/ G fein; nun gehen G, und die in E liegende
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G, durd) Q, find Deide / G und miiffen Deshalh wegen
%r. 186 VIL aujammenfallen.

IV. Durd) einen gegebenen Puntt @ (Gt i) nuv eine
Ebene B Tegen, weldhe zugleich su zivei jich {hneidenbden, ober
jidy freuzenden Gervaden G, und G, pavallel ift.

Wm nimlic) eine Ehene B zu erhalten, welde ju G, und
G, jugleich parallel ijt, miifte man nad) I. durd) Q eine
Gerade Gy / G, und eine anbere Gerade G, // G, 3iehen, und
[ muf damu fowofl durd) G, ald durd) G, gehen; durd
G, und G, LBt fid) aber nux cine eingige Chene legen
(Fr. 182 1IL.).

V. Die Lage einer Chene B (GGt fidh aljo aud) dure)
einen ibrer Punfte Q und zmwei Gerade G, und G, be
jtimmen, 3u denen E pavallel ift.

Aus einex Nebeneinanderjtellung diefed Saped mit Fr. 2511,
fann man eine Veftitiqung dafiiv jdhopfen, daf die Ebene
awei Ausdehnungen hat (Fr. 5 IIL.).

199, Wie verhilt jid) cine Stvede zu ihrer Projeltion onj
tine Cbene E?

I. DieProjeftion N,N, (Fig. 181) einer jur Projeftions-
¢bene I pavallelen Strede P,P, ift diefer Stvede gleid).

Beil P,N,F=P.N, (J.
189 IV, umb 197 V.), jo ijt
aud); NN, = P,P,

(Fv. 108 V., 1IL.).

1I. Die Projeftion NN,
(Tig. 181) etner gegen Ddie
Projeftionsebene E geneigten
Ctrefe PP, ift fleiner al3 3
diefe Strecte. L

Da PP, i)t parallel gu N,N, ijft (Fr. 197 VIL), fo
fann man PP, // NoN, machen und hat bann: N,N,=P,P; (L)
und PP, > P,P, (Jr. 74 VIIL), dafer aud) PP, > N,N,.
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(Diejer Beweid hovt nicht auf zu gelten, wenn PP, die
Ebene B in einem wijdhen P und Py gelegenen Lanfte
fchneidet.)

1. Gine Strece PP, welhe ihrer Projeftion NN,
gleicht, ijt Dev Projeftionsebene B pavallel; derm jonft miifte
nad) II. die Projeftion Eeiner fein ald die Strede.

V. Gine Gtrede P,P,, weldje grifer ijt ald ihre Pro-
jeftion N,N,, fdjueidet die Projeftionsdebene 1; denn fonjt
miigte jie nadh L. ihrex Projeftion gleichen.

V. fnlichy wie in L. (aft i) aud) Geweifen, daf 8,8,
+4EP,P,, Wwenn G /B und P,S, // PoS,. Bergl. Fr. 197 1V,

200, Wie zicht mon cine Gevade G jenfred)t ju jwei fid
freugenden Gevaden G, wud 6o ?

I. Bieht man durd) einen Paunft U in Der einen G,
(Fig. 182) von zivet {ich freuzenden Geraben G, und G, eine
®erabe G, // G, und legt dburd) G, und G; eine Chene E
(Fr. 182 IIL.), jo ift B/ G, (Fr. 196 L.

[I. Nad Fr. 198 IIL ent
hilt I in L. ugleid) alle Gerade,
twelche durd) ivgend einen Punft
in G, pavallel zu G, gejogen
terden tonnen.

Daher (At fid) durd) Gy
eine Ebene E legen, weldhe dev
anbeverr Gevaden G, parallel ift.

[IT. Bieht man durch einen Big. 182,

Puntt U (Tgiq 182) in G, eine

Gerade G, // G,, legt man dann durd) G, und G, eine Ehene
[} und projiziert man G, auf diefe ( (3u @, umnllv[ e, . 196 1)
Gbene 1, fo mufp @&, die Projeftion G von G, Td)nchm
(&r. 60 1L, weil ja G/ G, // Gs (Fr. 197 L und .,51 189
VIIL). nslf nun der \.nﬁmftﬂ,nmit N awijden G' und G,
die Projeftion ded Puntted P in der Geraden G, fo ift
PN_LE (§v. 190 1.), bafer PN _L G, (Fv. 181 X.), 3
gleid) aber auch PN _L G, (Fv. 197 IIL.).
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Fillt man alfo bon N eine Senfrechte NP auf Gy, fo ift
NP die gefuchte gemeinjdjaftliche Novmale G zu G, und G..

IV. Die Lage der in L. durd) G, und G, gelegten, 3u G,
parallelen Gbene E ift tvegen Fr. 200 II. nidt ablingig
pon Dex Lage ded Punfted U; daber dnbert fid) aud) weder
die Qage ber Projeftion G (Fr. 191 IV.), nod) ded Schnitt-
punftted N, wenn man oud) einen andeven Pumft U in G,
wiflen wollte; endlidy (afit fich in N mur eine eingige Nor-
male NP auf E (Fr. 188 II.) ervidjten.

Dafer giebted nur eine eingige Gevade G, weldhe auf den
fith freugenden Geraden G, und G, zugleid) fenfredht fteht.

V. Die auf den fid) freuzenden Geraben G, und Gy
sugleich fenfrechte Strede NP ift fiivzer al3 jebe anbeve
Girede TL, welde zwei Punfte T und L in G, und G,
berbindet.

Macht man nimlich) TN, L E (Fr. 187 L), und jieht
man in der durd) G gelegten, zu G, pavallelen (Fr. 200 IL.)
Ebene E nodh N,L, fo ift £ TN,L = 90° (Fr. 181 X.),
paferTL > TN, (Fr. 74 VIIL) ; weil mm G, // G (Fr. 197 L. ),
fo ift TN, = PN (Fr. 108 XIIL.) und TL > PN (Fr.20 IX..).
VI. Die Hirzefte Cntfernung gweier fid) freuzenden

Bevaden G, und G, (II1.) gleicht der Entfernung der eimen
®evaben G, von der (nach Fr. 200 II.) durch die anbdere
®erade G, gelegten, ju G, parallelen Chene E und fteht zu-

gleid) fenfrecht auf den beiden Geraben und der Ebene E.

201, Welde Begichungen bejtehen swijdhen ciner Ebene und
swei parallelen Gevaden?

I. St die eine von 3wei pavallelen Geraden einer Ebene 1
paxallef, jo fann auch die andere diefe Ebene nidht {dyneiden;
benn fonft miiftte B nad) Fr. 189 VI. bon beiden Geraben
gejhmitten werdben. Die zweite Gevade liegt alfo entweder
it E (Fr. 198 IIL), ober fie it /K (Jr. 184 VIL).

II. Sind G'und G“ bie Projeftionen 3iweier Geraben G,
und G, auf diefelbe Ehene und fchmeiden fih G und G in
einem Puntte A*, fo ift A‘zugleich die Projeftion eines Punttes

Bebide, Geometrie. 8. Anjl. 16
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A, in G, und eine Punfted A, in G, (Fr. 191 L); 1wegen
Fr. 190 L. {dmeidet baber oie in A’ auf der gemeinjdaftlicdjen
Projeltionsebene B ervidhtete Novmale (Fr. 188 II.) beide
®exade G, und (,; Dedwegen brauchen jedoc) A, und A,
nicht ujammengujallen.

[IT. $Wexden zwei parallele Gevade G, und G, auf bie-
jelbe Gbene I projiziert, fo find ihve Projettionen G’ und G
entweder parallel, oder fie fallen zujommen; lebtered tritt
ein, fobald G* unb G einen Puntt gemein Haben.

$aben nimlich G* und G einen Punft A’ gemein, {o
johmeidet Die in A’ auf B evrichtete Novmale die Gerade G,
in einem Punfte A,, die Gerade G, in einem Puntte A, (IL.);
pa mum bie durd) die Parallelen G, und G, gelegte Ehene K,
(§r. 186 VL) mit dex durd) G, und G’ gelegten brojizievenden
Ghene E, (Fv. 191 I1.) den Punft A, und die Gerade G,
gemein Hat, und Da B, mit der durd) G, und G“ gelegten
projizievenden Ebene 1, den Punft A, und die Gerade G,
gentein fat, fo fallen bie drei Ebenen E;, I, und By jufammen
(Fr. 182 1L.), und deshalb fallen audy ihre Scnitte G und
G in E zujommen (Jr. 185 1L).

Xallen bagegen die projizievenden Ebenen E, unbd E, dex
beidben Gevaben G, und G, nidht jujammen, fo fovmen die in
[ liegenben Projeftionen G’ und G” von G, und G, aud
feinen Puntt gemein haben, jondern ed ijt:

G' // G" (Fr. 186 1V.).

V. Bwei parallele, die Ehene E jdhneidende Gerade G,
und G, (ergl. Fr. 189 VI.) madjen mit £ gleidhe Wintel w,
und w, nach) berfelben Seite hin. &ind namlid) G' nd G"
die Projeftionen bon G, und G,, jo ift:

G, // G, (Bor.) G’ // G (IIL.)
Low; = Low, (Fr. 192 1. und Fr. 189 IX.).

Der Fall, wo G und G ujammenfallen (T11.), ift hier

it
nicht weiter u beviidfichtigen, vielmehr jhon in Fr. 62 L. 1.
exfedigt.
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v. Die Projeftionen N, L, und N,L, gleichlanger Strecen
P,Q, umd P,Q, in wei pavallelen Gevaden G, md G, auf
bigjelbe Ehene L find gleidhlang.

Beww. 1) Sind G, und G, pavallel ur gemeinjdajtlichen
Rrojeftiongebene 1, fo ift:

NL, = P,Q und N,L, = P.Q, (§r. 199 1)

B0 —E.05 (Box)
N,L, = N,L, (&t. 20 IV.).

9) MWird dagegen B bon G, und G, gefdnitten, fo
siehe man (ihnlic) wie in Fig. 181) durch) Q, und Q. parallef
au LN, und LN, die Streden Q,V, und Q.Vs, big fie bie
Projiziecenden P,N, und PoN, in V, und V, freffen; Dbamn
find die Winfel P,V,Q, und P,V,Q. rechte (Jr. 62 V.), da
it £ PN,L, = R = P.N,L, (Jr. 190 L); ferner ift
PV, = £ PQ.Y. (Fr. 20 IV.), denn diefe Winfel
gleichen Den jugehovigen (nach IV. unter fid) gleichgrofen)
Reiqungdwinfeln w, und w, (Fr: 1928155 0a endlich
P,Q,=P.Q. boraudgejestwourde, foit AP,V,Q == AP Y.Q,
(§.8111.) und V,Q, = VoQ, (Fr. 67 11.). Rady Fr. 199 L.
ift aber V,Q, = N,L, md V.Q, = N.L,, Dabes endlich
auch N,L, = N,L, (Fr. 20 IV.).

VI. ©ind die Projettionen G’ und G iveier mit der
Projeftionsebene E nad) derfelben Seite hin gleiche LWinfel
w, und w, madhenden Geraden G, und G, parvallel, jo jind
bie Gevaben G, und G, felbft parallel.

Wiire G, nicht pavallel zu Gy, o fonnte man durd) einen
Punkt P in G, eine Gevade Gy // Gy 3iehen. Die Projeftion
P' bon P Yiegt Dawm zugleidh in G und in et LBrojeftion G
bom Gy (Fr. 191 L), aud) fallen G* und G entweder Fu-
fammen, oder 8 ift G // G' (1IL). Fiele mun G auf G,
fo hitten audy G und G* ben Punit P’ gemtein, im TWibex-
fprudy gegen die Vor. G // G und Fr. 26. TWiive dagegen

L)

6" // &', jo miipte G"' mit G“ 5uim1nneufnl£en, weil G // G’
bovauggefest wurbde, und fic) duvd) P’ mur eine Parallele zu
G' piehen faft (. 57 L); ba ferner zugleidh G,/ Gs, fo
glidie 2w, dem Neigungdwinfel w, von Go gegen 1 (IV.)

16*
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und aud L w, = 2 w. (Bor.) folgte weiter / wy= 2/ w,;
mim fegen w, und w, (Bor.) und ebenfo w, und w, (nad)IV.)
nady derfelben Seite hin, und in w;=—w, Wiirde daler ein
Widerfpruc) gegen Fr. 69 VIL ftecten, wemm nidyt w, und w,
fich decktent und demnadh (wegen Fr. 46) aud) die durd) P gelegte
(G, und G alfo ift: e

VIL Bieht man in dex einen (15,) bon 3iei fich jhneidenden
Ehenen B, und E eine zur andeven (E) parvallele Gerade G,
fo ijt biefe bem Durd)jdnitte G,
beiber Ebenen pavallel (Fr. 26).

G und G, liegen ja beide in
der Ebene E,, Fig. 183, und
fonmen fid) nicht jchneiden, tveil
jich fonjt audy G und E {dyneiden
miifiten, ba jeder Punft von G,
aud) ein Punft von B it
(G und G, fallen nicht zufammen,
&r. 184 VIL.)

VIIL St eine Gevade G pavallel zu ziwei fich fchneibenden
Ebentent B, 1md K,, o ift G aud) pavallel yum Durchicynitt
(&, der Deiden Chenen E, und I,

G ift ndmlich au ihrer Projeftion G auf B, pavallel
(Fr. 197 1.), zugleid) ift enttveder G* // G,, oder G' fillt mit
G, zujommen (1.); Ddafer ift — im exftern Falle nad
&r. 189 VIIL., im andern
unmittelbar — aud) G J/ G-

202, 2Wag verjteht man
unter einem  Fladen- oder
Seilwinfel und wad  wnter
vent  Neigungdwinfel jweicr
Ehenen?

I. $alt man bon einem
Punlte P (Fig. 184) zwei

Novmalen PN und PL auf

aioei fich {dneidende Ehenen
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B und K, fo fchlicgen die Deiben Forvmalen immer Den
pimlidyen Winfel u ein, wo aud) P fiegen mag. Hallt
man ndmfic) von einem andern Punite P die Jtormalen
PN, und PL, auf E; und E,, fo ift nad) Fr. 189 IV.
PN, /PN und P,L, // PL, daber aud :

/NPL, = £ NPL = Zu (Fr. 189 IX.).
II. Qegt man durd) die Deiden Normalen PN und PL
cine Ghene 10, jo jhneidet K, die Ebhenen I, und K, in givei

Gevaben UQ und XQ, weldje fid) ebenfall3 ftet unter
demjelben Winfel w jdhneiden Sn dem ebenen Bievede

PNQL ift nimiid) £ PNQ =130 / PLQ (%r. 181 X.),
jolglidy £ NPL -~ £ NQL 80° (Fr. 72 II1.), oder:
w= /_ NQL = 180 /. NPL = 180° — £ 1.

[T, Jieht man &
Sdmittlinie AC chen | i Fr. 196 1
PF /B, und PF // E,; dabe 31 ch Jentredy
en beiden Stormalen PN und PL (Pr. 197 1IL.), alj

PF | E, (§r. 181 XI.) und, weil ja PF // AC gemad)t
wuede, jo fteht audh die Sdjnittlinie AC auf [, novmal
(Fr. 189 VIL).

V. Bmijden den beiden ourdh die Sdnittlinie AC halb=
begrenzten Ehenen B, und E, ift ein Halbbegrenjter Raum
enthalten, weldher ein Flidhen= oder Qeilwintel Deift.
F, wnd B, heifen die Seiten, AC die fante e3 Flichen:
infel3.

Diefer Raum wird bon der Ebene I, {iberftrichen, wenn
fidh Dicjelbe von der Gbene B, aus bi8 in ifre fehliefliche
Qage um die Sdnittlinie AC dreft. Bei diefer Drehung
bewegt fich die nach IIL und Fr. 181 X. auf AC normale
Sduittlinie QX zwifdhen B, und K, bon der Sdnittlinie QU
swijden I, und B, aug in dev Ebene E; bis in ifhre endlidye
Qoge (Fr. 181 XIV.) umd bejchreibt Dabei Den ebenen TWinfel
NQL — w.

V. Diefer chene 9Rinfel NQL = w, Defjen Schentel in
den Ghenen I, und I, liegen und peide auf der Schnittlinie
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AC Dbiefer beiben CEbenen fenfrecdht ftefen, wird bder
Neigungdwinfel der beiden Ehenen B, und E,
genannt.

Geime Grdfe ijt zwar von ber Grofe ded Flachen-
infeld (IV.), nicdht aber von der Lage ded Puntted P obder
Q abbingig (1L.).

VI. Den Fliachemminfel der zwei Ebhenen E, und K,,
meldhe jid) in AC {dyneiden, bejeichnet man entiweder burdy
£ (E,, E,), ober burd) £ U(AC)X, wobei U und X 3ivei
PBuntte in B, und B, bebeuten.

203, Welde Siike diber den Neigqungdwintel sweicr Ghenen
cegeben id) aud v, 2022

I. Nad) Fr. 202 IV, und V. lift fich der (ebene)
Neigungdwintel w zur Bejtimmung dex Grife des Bliden-
infeld und der gegenjeitigen Lage der beiden Ebenen K,
und I, benuben.

Sebe Inderung deg Winkeld w fat eine (nbderung bes
Slachenwinteld im Gejolge, und umgefehrt.

Wird der eine Winfel 2, 3, 2. mal fo grok, fo wird
aud) dex andeve 2, 3, 2c. mal fo groff. Neigungdwintel und
Blidenmintel {ind alfo einander proportional.

Wenn man dafer fitr die Flahenwintel gany dhnliche
Begrifisbeftimmungen einfiihrt, wie friifer fitr die ebenen
Winfel, fo erhalt man fehr leicht eine gange Neihe von
Giiben, weldye mit frither dagewefenen wortlid) gleidhlauten.

IL Jur Beftimmung der Lage der Cbene E, braudht
man aufer der Ehene B, und der Spur AC nur die Gevade
QL, ober den Neigungdwinfel NQL = w (Fr. 182 IIL).

L Jft der Neigungdwintel w sweier Ehenen E, und K,
{piB, ved)t, jtumpf, flach obex iiberftumpf, fo ift e8 aud) ife
Slihentointel.

IV. Jeder hohle Flachenwinkel ift fleiner, jeder iiber-
ftumpfe grdfer af8 ein flacher.
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V. Bu jedem Hoblen Flachenwintel giebt es eimen iiber-
fumpfen, feldjer mit exjterem aufammengenonumen Den gangen
Slachenwinfelraum um die Scnittgevade AC hevum erfiillt.

VI Bwet Flachenmmintel heifen Nebentoinkel und Seitel=
winfel, wenn ihve Neigungdiwintel s jmd.

VI Seder Flachenmwintel ift feinem Scheitelwintel gleid.

VIIL Sjeber Jfachentinfel evgingt feinen Nebemwintel
ju einem flache.

IX. Alle vechten Fltchemintel jind unter fich gleid.

X. Gine Gbene E,, Deren Neigungdwinfel gegen eine
andere B, ein techter ijt, fteht mormal oder fenfredt
(L) ouf E,.

XI. Der fpibe MNeigungdivintel
Ghenen B, und E, ijt gleid) dem fp
swifen ifren Normalen NP und LI
§r. 39 1V.).

904, 908 ift itber swei auf einander jenfredt ftehende Ehenen
e bemerfen?

L Steht eine Gerade PN (Fig. 184) auf einer Ehene E,
fenfrecht, fo iteft jede duvd) PN gelegte Ebene B, aud) auf E,
fenfrecht.

Bieht man nimlid) in B, im Suppuntte N eine Senfredjte
NK 3u der Scnittgeraden QU pwijdjen Ey und B,, jo ift
/ PNK et Neigunggintel ywijden By wnd B, (Fr. 202 V.);
weil nun £ PNK = 90° (. 181 X.), fo ijt:

B, _LE, (%r. 208 X.).

I 98ill man durd) zwei gegebene Puntte P, und P,
ober die duvd) P, und P, gehende ®erade G (Fig. 179 ©.237)
eine Ghene I, jenfrecht auf eine andere Cbene It fa (fen, weldye
auf G, bezw. auj dex Strede PP, nicht normal jteht, jo
braudjt man mur zwei Normalen PN, und PN, auf E; 3u
fllen (Fr. 187 I.): durd) diefe Deiden Normalen ift dom
bie Ehene £, zu legen (Fr. 191 1L).

@3 giebt nur eine folde Ehene (Fr. 191 IV.).

(Fig. 184) 3ziveier

, QUi Pal 1 ]
en Wintel HPI
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IIL. il man durd) einen gegebenen Puntt P eine Chene
2, legen, weldhe ju der Cbene E, novmal und ju einer Gexaden
G parallel ift, fo iehe man durd) P eine Gerabe PL /G
(Br. 196 V.), made PN_LE, (Jr. 187 L) und lege E,
ourd) PL und PN. Dergl. Fig. 184.

€5 giebt nur eine foldje Ebhene (Fr. 186 VIL, 188 ).

IV. ©dneiden fid) die beiden auf einander normafen
Chenen By, und B, in UQ (Fig. 184), fo fteht die in B,
gezogene, auj UQ fentrechte Gerade NP audy auf E, jentredht.

Bieht man in B, nod) NK | UQ, {o ijt dex Neigungs-
winfel PNK =90° (§r. 202 V. und 203 X.), und da auch
/£ PNQ=90° (Bor.), fo ift PN _L E, (3. 181 XL),

V. ©teht die Chene E, auf einer Chene B, fentredt, jo
(apt jid) die Schnittgerade UQ diefer beiden Ghenen alz die
Projeltion von E, auf E, anfehen. Denn die durd) einen
Puntt P in By auf UQ gefillte Gentredite PN fteht aud)
auf B, jenfrecyt (IV.) und N ift alfo die Projeftion von P
(Fr. 190 1.).

VI Fillt man von einem Punkte P einer Ghene K eine
Normale PN auf eine ju K, novnale Ehene Ey, fo trifft PN
nad) V. und wegen Fr. 188 1. die Shnittlinie UQ bex beiden
Ehenen. PN liegt alfo gany in dev Ehene E,,

VIL Crridtet man in einem Punfte N der Sehnittlinic
UQ gweier auf einander fenfrechten Gbhenen E, und B, auj
ber Ebene B, eine Novmale NP, fo liegt diefelbe ivegen IV,
in er andern Ebene B,, tveif i) in N nur eine Novmale
auf B, evvichten lGft (Fr. 188.1L.).

VIIL. Steht eine Ehene K, sugleid) fenfrecht auf zwei
fid) jdhneibenden Ehenen B, und I, fo fteht jene Gbhene E,
aud) auf der Sdnittlinie AC aoifden B, und B, fenfredt.

©dyneiden fid) in Q (Fig. 184) die Schnittlinien NQ
gwijen B, und 1B, und LQ 3ifchen 1, umd By, fo liegt
eine in Q auf I, errichtete Normale tn B, und in E, sugleich
(VIL) und fillt deghalb mit AC jujammen (&v. 185 11)
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IX. Seber Puntt P dex Chene B,, weldhe den Winkel
swijen gwei Chenen E, und E, Dalbiert, ijt von diejen
Gbenen 1, und E, gleichiweit entfernt.

Um die Cntfermung ded Paumtted P bon B, und E, zu
finden, miiBte man von P zwei Normalen PN und PL auf
B, und B, fillen. Die duvd) PN und PL gelegte Ebene K,
(vergl. Fig. 184) ftiimde banm auf B, und auf 1, sugleich
fentrecht (1.), folglidh ftiinde B, in @ auf dem Sduitt AC
awifden K, und E, jenfrecht (VIIL) und ebenjo auf 1, (L).
Der Neigungdwintel NQL zwifdhen E, und E, foll mm duvd)
B, d. b. ducd) PQ (Fr. 202 V.) Halbiert werden; daber ijt

urtd PL =PN (Fr. 67 IL.)

APQL 22 APQN (Fr. 81 IL)

205, Wenn find gwei Ebenen pavalfel?

I, Sede Gervade G, (Fig. 185), weldje in der einen E,
bon jwei pavallelen Ehenen B, und K, liegt, ift der anberen
K, pavallel.

Dandmlid) £, feinen Puntt mit E; gemein hat (Fr. 185 IV.),
jo fann aud) die in E, liegende (Fr. 184 L) G, feinen Pantt
mit B, gemein DHaben,
fonbern 8 it G,/ B
(Fr. 184 VIL).

1. 2Werden zwei pa
vallele @benen E, und E,
bon einex dritten Ehene Iy
gejdynitten, fo find Ddie
Sdnittlinien G, 1wnd Gy
paxallel.

Wenn fich nimlich G, und G, in einem Punfte P fchnitten,
jo (dge diefer Puntt P Fugleid in B, und E, (Fr. 184 L);
weil mum K, / B, fein joll, jo founen aud) G, und G, feinen
Puntt gemein Haben (Fr. 185 1V.), und da G, und ¢, beibe
in 1, fegen, fo ift:

.;:'?J

G, /J/ Ga (Sr. 26).
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II. 3Bwei Chenen E, und E, find pavallel, wemn jie eine
gemeinjhaftliche Nornale N, N, haben.

Hitten B, und B,, Fig. 185, einen Punft P gemein, fo
ivitrbe die durd) P umd NN, gelegte Ebene B, die Ghenen ,
und B, in 3iwei Geraden G, und G, jdyneiden, welde pavallel
wiven (I, oder Fr. 181 X. und 62 II.) und dod) den
Puntt P gemein hiitten, wad Fr. 26 widerjpridt. Daber it

E, // E, (. 185 1V.).

IV. Bmwei Cbenen B, und B, {ind parallel, wenn ifre
Normalen NN, und Q,Q, parvallel fillb.

it in Fig. 185 NN, LE, und Q.Q. |_I'L1 fo muf,
wenn Q,Q, // N,N, bovaudgefeist tvird, aud) Q,Q. L B, fein
(Br. 189 VIL); Q,Q, fteht demnady forwohl uu'[ E, al3 auf
E, novmaf, we3halb E, /E, fein mufy (IIL).

V. Dwei Ebenen E, und E, (Fig. 186) find pavallel,
enn m[) i B, 3wei fid) jhneidende Gerade G, mnd G, zichen
lafjen, weldhe 3u B, pavallel find.

Fallt man vom Sdynittpuntte § der Gevaden G, und Gy
eine Normale SNEaufE, (Fr. 187 L), fo ift nach F. 15)7]11.

SN _L G, und SN _|_ G,, folglich SN _|

normal gemadht wurde, joift E, /B, (IIL).

VI. Bmwei Ebenen E, lmb [, find
2 | = pavallel, wenn fid) in der einen B, jiwei
\ V; \G‘i ﬁi jih jchneidende Gerade G, und G, ziehen

- S=F Imqm weldje 3u 3iwei Geraden G,und G,
in Der andecen Ehene E pmu[ el find (V.),

g, 186. teil ja:ibamn aud) G, /B, umd G,/ E,
ift (3r. 196 L.).

VII. Bwet Chenen E, und B, (Fig. 187) nub parallel,
enn drei Fwifdhen ihnen geyogene, nidhgt in einer Cbene
liegende (vergl. Fr. 182 I.) parallele Streden AD, LQ, NV
gleidglang find; wegen Fr. 189 V. fonmen an Stelle diefer
orei Parallelen aud) drei Normale treten.

(Fr. 181 XL.); ba mun SN jdjon mn l ;

oy
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Qegt man duvd) AD wid LQ, beagleichen durc) AD und
NV eine Gbene (Fr. 186 VL), fo it :
ADZELQ und  AD=ENV (Box.)
AL // DQ AN / DV (§r.108V.)
E, //E, (VL.).

206, MWelde Gigenjdhaiten haben jwei patrnllefe Ehenen?

1. ©ind swei Ehenen E, und E, parallel, fo fteht jede
Rormale SN der einen Gbene B, aud) auf E, normal.

Bieht man durd) 8 inE, atei Gevade G, und Gy, Fig. 186,
fo ift G, // By und G, // B, (1. 205 1), folqfich G, L SN_L G,
(§r. 197 IIL) und dedhalb:

SN | B, (Fr. 181 XL.).

1. Gind zwei Eheneri By, und B
swifchen ifnen gezogenen Parallelen g

Qegt mon ndmlich duvd) trgent
NV, $ig. 187, eine Ebene, jo
DV Diefer Gbene mit H, und
B, aud) pavallel (Fr.205 I
umd  Ddedhalb AD — NV
(§r. 108 TIL).

TIT. Ale Normalen zwijden
stvei pavallelen Chenen B, und
B, find parallel (L. und Fr.189
IV.) und gleichlang (IL.).

Sede Diefer Novmalen mift
det Abftand ober die Ent=
fernung der Deiben pa-
vallelen Ebenen.

Der geometrifde Ori Big. 187.

(vergl.74 X VIL.)eined Punttes,
welder auf Yer einen Seite einer Ehene E, in einem gegebenen
bftande von diefer liegt, ift eine zu I, pavallele Chene K.

V. @dneibet cine Gerade G Dbie eine E, bon Ftoei
pavallelen Ghenen B, und B, fo jdneidet G aud) Die anbere
Ebene L.

(lel, fo jind alle
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Fallt man von dem Punfte 8, (Fig. 188), in dem G bdie
Gbene K, {dneidet, eine Normale SN auf B,, und legt maon
dann durd) G und S,N eine Chene 1,
jo jind die Sdmittlinien A8, und
AN ifden B, und den Ebenen B,
und B, pavallel (Fv. 205 11.); dabex
muf G aud) AN jdneiden (Fr. 60 1)
und over Punft §,, in weldem dies
gejchieht, ift suglei) ber Scnitt
sivifhen G und E,, weil ja AN
gany in K, liegt.

ig. 188 V. Bwei pavallele Ehenen B, und
I, maden nach derfelben Seite Hin
gleiche Wintel w, und w, mit dev fie jdneidenden Geraben G,

Weil 8N in Fig. 188 nicht blof auj E, (IV.), jonbern
auch auf B, novmal ift (L), jo {ind GS,A, und GS,A, die
Neiguugswinfel zwijchen G und den Ebenen E, mnd I,
(Fr. 192 L. und 191); nady JFr. 62 1. 1. aber ift:

£ G8,A, = 2 G8,A,.

VI. $ft eine Gerade G pavallel 3u der einen E, bon jtvei
pavallelen Ehenen B, und E., jo fann jie aud) bie anbdere
Ebene B, nidht jhneiden. Denn (dnitten {idy G und E,, jo
miifte G nad) IV. aueh E, jdneiden, wibhrend dod) G /E,
jein foll.

VII. ®urd) einen gegebenen Punfi S (vergl. Fig. 186)
faft fich nur eine Cbene E, pavallel ju eciner gegebenen
Ebene E, legen (Fr. 181 XIIL); denn nach) L mufy B, alle
®eraben enthalten, weldye in § fenfrecht zu der von S aufk,
hevabgefillten Normalen SN ftehen. — Bergl. Fv. 198 V.

VIIL. Daber lift fid) oud) nur eine eingige Chene E,
poxallel su B, durd) eine yu B, pavallele Gerade G, legen.

IX. Durd) zwet fic) frewzende Gerade G, und G, lapt
fich nach Fr. 200 I, nux ein Paar pavallele Ehener B, und
B, Tegen; dennt wegen Fr. 205 I muf 3. B. die duvd) G, ju
legende Ebene E, audy ju G, pavallel fein.

=
3
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Die Cntfernung bdiejer Deiben CEbenen ift 3ugleich die
fiivaefte Gntfernung dex Deiden Geraden. Vergl. Fr. 200 VL
i : gL 8

207, Welde Sibe gelten vou gwei {ich jdhucidenden Ehenen?

I. Bwei Ebenen miijfen ficd) jdhneiden, fobald eine auf B,

ecrichtete Movmale nid)t audy zugleid) auf B, novmal {teht

(. 206 L.).
1. Bwei Ebenen, welde fich {dmeiden, Haben wegen

gr. 205 111, feine gemeinjchaftliche Novmale *).

I Bivei Chenen jdyneiden fid), wenn zivei zivijden ihnen

gesogene parallele Streden ungleid) find (Fr. 206 I1.).

IV. eun zwei Ehenen E, und E, fid) {dhneiden, jo jind
aiwei 3iwifden ihnen gezogene Parallefen P, und P, ungleid,
jofern Die duvch diefe Lavallelen gelegte Ehene 1, nid)t etioa
jur ©dnittlinie G, dex Ebenen E, und I, pavallel ift.

Bei E, // G, (vergl. Fig. 192 . 255) find nimlid) die
®eraben G, und G,, worvin B, und B, bon E, gejdnitten
werden, iyt mit G, (Fr. 197 1), dedhalb auc) unter
i) parallef (Fr. 189 VIIL) wnd P, = P, (Fr. 108 IIL.).
Dafer fonnen wegen Fr. 205 VIL P, und P, nidht nod)
einer aufer I, liegenden Pavallelen gleid) jein.

V. Wie die Varallelen P, und P, in IV. wadyfen, mwenn
ihre Ghene I, die Gerade Gy i O fdneidet (Fig. 193), jagt
or. 148 1.

VI. Umgefehrt wive bei P, = P, in $Fig. 192 aud)
G /B, (. 197 VL), baber G,/ G (Fr. 197 IL) mwnd
Gs // Es (Br. 196 1.).

¥ Nennt man pwei Eoenen mit einer gemeinjdajtlichen Jovmalen, oder
mit parallelen Novmalen Ghenen von gleider Stellung, jo lauten I.,
IT., §r. 206 1. (IT1.) und 206 IIT. (IV.) {hnlich, wie die Siibe in Fr. o6, -

Bergl, Fr. 182 1L
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208, Welde Lagen fonuen drei Ehenen gegen cinander haben?
L. Drei Gbhenen I, B, und E; fnnen nur fiinj ver-
jthiebene Qagen gegen einander haben. €3 lafjen fid) ndmlid
jwei Hoauptfille unterfdeiden :
smei Ebenen jind parvallel;
feine Ghene ift der andeven parvallel,
Beim exften Hauptfalle farm darm die dritte Ehene bex
exften Gbene parallel jein, ober fie jdneiben.

Beim zweiten Hauptfalle fonn bdie dritte Ebene den
Durchfdynitt der beiden anderen in fich enthalten, ihm pavallel
fein, oder ihn {dyneiden.

I1. @in‘\ 3ioei Ehenen 1, und I, einer Dritten I,
parallel, fo find fie unter fic) jelbft povallel.

['ﬁ\

2 S
iy \

Big. 169. Fig. 100.
Dann fteht namlich jede auf B, ervidjtete Novmale NN

)

(Big. 189) aud) auf E, und B, normal (Fr. 206 L), und
baber ijt: E, // E, (§t. 205 1IL).

[1I. ©dneidet eine Ehene L, (Fig. 190) die eine E, bon
stei pavallelen Ehenen K, und E,, fo fdyneidet fie aud) bie
andere B,. Eine auf B, ervidtete Normale ift war auf K,
normal (Fr. 206 1), aber nidt auf B, (Fr. 207 1L.); B,
und L, mitfjen fid) daher jdueiden (Fr. 207 L.

Dabei jind die beiden Schnittlinien AB und CD parallel
(Sr. 205 11.).
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IV. TWerden jtvei Chenen B, und By, Fig. 190, bon einer
pritten €bene B, in den parallelen Geraden AB und CD
gefdymittent, fo fteht jede auf AB normale Ebene B, aud) auf
oD noxmal (Fr. 189 VIL). Sdneidet mun I, die Ehenen
B, B, b E, inF,K,, F.K, und XK ,K,, fo find0 £ F,K,X
und £ TLK,X die Neiqungdmintel (Fr. 202 V. und 181 X.)
bon B, gegen I2, und B,. Demnad) gelten von diejen Neigungs-
pinfeln und dafer aud) von ihren Fladenwinteln gany die
nimlihen Stige, weldpe in Fr. 62 fiir wei Gevade aufgefithrt
wurden; Denm bei B, / B, ift MK, / F.K, (IIL) und
umgefelrt aus F.K, // F.K, bei AB // CD folgt B, // E,
(§r. 206 VL).

Sig. 191, Fig. 192, Fig. 193.

V. Qiegt der Durchjchnitt G gtoeier Chenen I, und E,
(Fig. 191) in dex dritten Ehene Ky, jo haben alle dyei Ghenen
bie Gevade G gemein, fonjt aber nid)td weiter.

Dermn die dret Ghenen frelen nady Fr. 182 1L jujammen,
fobald fie nur nod) einen Punit aufer G gemein hitten.

VI it der Durchjchmitt G, (Fig. 192) pioeier Chenen 1,
umd E, der dritten Ehene I, pavallel (umd ijt feine Ebene dex
anbdeven parallel), fo johneiden fid) aud) B, und E,, jowie K
und By, leptere in G,, erfteve in G,.

Hievbei it nach Fr. 197 IL G, // Gy und Gy// G, dafer
audy G, // G // Gs (Jr. 189 VIL), . §. die drei Durd)-
jdnitte G,, G, und G, find einander parallel.

VIL ©dueidet die dritte Ehene £y Den Durdyjdnitt G,
Per beiden Ghenen B, und B, in O (Fig. 198), jo {dneiden
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fich in dem Puntte O die drei Ehenen wund auch ihre drei
Durdhfdnitte Gy, G, und G,.

Die drei Ehenen Haben aber aufer O feinen Punft
gemein, weil fonft aud) diefer Punft in jedem der brei
Durchjdhnitte | IL{]LII und allen drei Durdyjdinitten gemeinfam
fein miifite, Da ja nad) Fr. 185 L. je zwei Ehenen fic) nuy in
einer Geraben jdneiden finnen.

Wenntes Kapifel,
Das Drethant.

209. 9%

Bag it cin Dreifant?
1. Dent

Denft man fich die drei nidht in einexr Ehene liegenden
Durdhichnitte OA, OB und OC (Fig. 194) der drei fidy in
blof einem Punfte O jdhneidenden
Ebenen E,, E, und E, (Fr. 208
VIIL.) al8 drei bon O oudlaufende
Strahlen, fo bilben fie zunddit
drei ebence Winfel AOB = «
\ A BOC — a und COA=Db
(o — Bwijden Ddiejen Ddrei ebenen
LWinfeln ijt aber ein hHalbbegrenytes
Stiid ped unendli [)Cll Natmes
enthalten, tweldhed man eine dreifeitige ke, einen drei-
feitigen lﬁl‘L‘\‘l‘lifiJ ert WinTel ober ein Dreifant nennt
und durd) O(ABC) begeichnet.

[I. Mimmt man nul)uu‘ bon O audlaufende Strafhlen
und Ebenen, fo erhilt man in gleidjer Weife ein BVielfant.

1L Der Luntt O ijt Der ©djeitel ober die Spife, bie
orei Straflen OA, OB und OC find die Ranten und die bon
ifunen gebildetent ebenen Winfel a, b, ¢ die Kantenwinkel,
Geitenmwinfel ober Seiten ded Dreifantd. Bon den (nidt
itber die fanten hinaus eviveiterten) drei Seitenebenen erden
gegen Dad Jnunere ded Dreifantd hin drei Fliadentvintel A(OB)C

g, 194

. —_—n
.
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=B, B(0C)A =C und C(0A)B = A gebildet (Fr.202IV.)
unb feifsen die (inneven) Wintel bed Dreifants. Die Seiten
a, b, ¢ liegen Der Reihe nad) den Winfeln A, B, C gegeniiber.

210, Wie vielerlei Dreifante giebt e3?

I. Dreifante mit fladjen Seiten giebt e nicht ; wird namlich
£ a=180°, jo fallen bie Ebenen AOB und AOC zufammen
(Fr. 182 IIL.), ihr Flacdenwinkel wird zu einem fadjen (vgl.
St. 203 I11.), und man hat dann fein Dreifant mehr, jonbdern
Dlof einen Fldcheninkel.

II. Gbenfo wird ein Dreifant u einem Flachenwintel,
jobald ein Winfel bed Dreifantd fad) wird.

TI1. eil Die drei Seiten dad Dreifant begrengen (Fr. 209 L),
fo barf feine Seite durch) dad Dreifant hindburdhgehen oder
sum Teil innerfhalb ded Dreitantd liegen. Da nun bie dritte
Rante 0A mit feiner Geraden in ex burd) die beiben anderen
Quntern OB und OC gelegten Ehene E einen iiberjtumpfen
Bintel macht (Fr. 192 IIL), fo miiffen die Seiten b und e
BoBt fein, jobald man fitv die Seite a die Moglichteit, Hohl
obex iiberftumpf zu fein, ulojjen will.

Daber giebt e3 fein Dreifant mit mehr a3 einer itber-
ftumpfen Seite.

IV. Sebes Dreifant hat Demnad) wenigitens zwei hohle
Seiten. St die dritte Seitehohl, oder iiberftumyf, jo ift
aud) ihr Gegentwintel Heiner, ober grifer ald ein fladjer
Winfel, b. §. Hohl, ober iiberftumpf (L, Fr. 203 IIL
umbd V).

St umgefefrt dex dritte Wintel hohl, odex iiberftumpy,
o it aud) jeine Gegenfeite Hohf, ober iiberftumpj.

V. Gin Dreifant mit drei hohlen Winfeln hat aud) drei
hohle Seiten (IV.).

VL. Bu jedem Dreifant mit drei Hohlen Seiten und
Winteln giebt 8 ein Dreifant (Aufendreifant) mit den-
felben Qanten und Seiten, aber mit drei iiberftumpfen

Befhfde, Geometrie. 3. Aufl. 17
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Winfeln, deven jeber einen Wintel ded urfpriinglichen Drei-
fants (be8 Urdreifantd) su 360° ergingt™). Bgl. VIIL

VII. uch zu jedem Dreifant mit zwei Hohlen und
einer itberftumpfen Seite und Wintel giebt e8 ein AuFen-
breifant mit denfelben Qanten und Seiten, aber mit ywei
itberftumpfen und einem BHofhlen Winfel, Deven jeder
einen Winfel ded Urbreifantd zu 360° ergingt. BVgl. VIIL.

VIII. ©owohl in VI ald in VIL ecfiillen die Beiden
sufommengehivigen Dreifante den ganmgen forperlidhen
Winfelvaum um den Scpeitel. Nennt man diefen ganzen
Wintelvoum Bolldreifant, jo madt jebed Dreifant mit
feinem Aufendreifant ein Volldreifant aud. (Vgl. Fig. 195.)

IX. Bu jedem Dreifant mit drei Hohlen Seiten und
Winfeln giebt e drei Dreifante (Gegendreifante) mit
penfelben Santen, aber mit je einer dberjtumpfen Seite
und Winfel, 3. B. a, und A, in Fig. 194, weldhe die betveffende
Seite a, besieh). Winfel A ded Urbdreifantd ju 360° ergingen;
die Deiben anderen Seiten in beiden Dreifanten find gleid) ; die
beiben anberen Winfel evgingen die Wintel ded Urbreifants
it 180° Man erhilt ein jolded Gegendreifant durd) Cr-
foeiterung einer Seitenebene E ded Urdreifants.

X. Jebed Dreifant erfiillt mit feinem Gegendreifante den
Fladeninfelvaum auf der einen Seite einer Ebene E, bilbet
alfo einen fladjen Fldchenwintel ober madht eine fladje oder
geftredte Cdde, ein Fladhdreifant, . 1. bie Hilfte eined
Bolldreitants aus.

XI. Wegen VI. bid VIIL braudht man blof Dreifante,
ieldje Heiner find al8 ein Flad)dreifant, und wegen IX. und X.
blof hohle ober fonfave Dreifante mit drei Hohlen
Binfeln und Seiten zu betradjten. Jm Folgenden wird daher
ftet3 bon joldjen die Rebde fein.

*) Denft man fid) dad Urbdreilant aud ecinem Stoff gebildet, fo twird dex
leeve Raum um basfelbe von dem ufendreifant eingenommen., Wenn man
bagegen bas Urbdreifant (al3 Mobell) in cine Formmafje eindriidte und wicder
Bevausdszige, fo tofirbe die mit einem bem Urbdreitante gleidjenden odje verjefene
ormmaffe bad Aufendreifant ftofflich darftellen. Bergl. VIIL




. 211, Dad Treitant, 259

211, Wie entjteht ciw Neben=, Hinter-, Scheitel-Dreifant?

Griveitert man die drei Ranten und Ehenen eined Dreifantd
O(ABC) iiber defjen Scheitel O (Fig. 195) hinaus, fo exhilt
man nod) {ieben Dreifante:

I Die brei Nebendreifante O(A,BC), O(AB,C) und
O(ABC,) haben mit dem Urdreifant nux je 3wei Santen und
eine Seite gemein, wahrend die anderen Seitent und Winfel
bie Seiten und Winkel ded Urdreifantd zu 180° ergingen.

tg. 195.

Xe 3tvei Nebendreitante liefern als Summe einen Flichen=
infel. Bgl. Fr. 210 I, und IL

II. Die drei Hinterdreifante O(AB,Cy), 0(A,BC))
und O(A,B,C) haben mit Dem Urbdreifant nux je eine Rante
gemein,

Die Seiten 1md Winfel an diefer Kante find ald Scheitel-
winfel gleid) (Fr. 42 11.); die anderen Winkel und Seiten
ergiingen fich paarmoeife yu 180°.

IIL. Da3 Scheiteldreitant O(AB,C,) hat feine Qante
mit Dem Urbreifant gemein; feine Seiten und Winkel find
al8 Scheiteliwintel denen des Urdreifants gleid).

17*
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Diefe beiden Dreitante fonnen aber trofdem (weil ihre
Geiten unb Wintel in umgelehrter Folge*) an einanber ftofen)
im allgemeinen nicht zum Decen gebracht werden, jonbern
nux wenn in jedem wei Winfel gleich find.

Mtan nennt folde Dreifante fymmetrijd-gleid, da fie
fid) mit je einer Seite [ dburd) Drehung von O(A,B,C,) um
0A, 3 %B. mit £ COB und £ C,0B,] fo auf einander legen
laffen, Daf3 Die beiden Dritten Ranten [0A unbd 04,] fym-
metrijch gu beiden Seiten der durd) die anderen beiden Ranten
gelegten Ebene [ COB | liegen.

212, Wie erhlt man g cinem Dreifant dad Volardreitant?

L Fallt man von einem Punkte O, (Fig. 196) innerhalb
eined Dreifantd O(ABC) drei Normalen 0,A,, 0,B, und 0,C,
auf die Chenen Hed Drei:
font8, und legt man durd) je
et Novmalen (ald8 Stral-
len Detrachtet) eine Ehene
[A,0B,U, B,0,C;X, ober
C,0,A,V], fo echiilt man dag
Bolar= oder Supplemens
—¢ tardreifant 0,(AB,C);

1. Die Seiten und Winfel
bed Polarbreifantd erglingen
die Winfel und Seiten ded
WMrdreifants zu je 180°.

©8 ftehen nimlid) aud) bie
Gbenen A,0,B,U, B,0,0,X
und C,0,A,V auf ben Ranten OC, OA und OB normal
(Jr. 204 1., VIIL); daber ift nady Fr. 202 V. und 181 X.:

A — LBXC), LB =/.0CVA;, L0 =L A4UB
L A= LUAYV, /B=/XBU, /C=/LV0X.

Fig. 196,

») ‘jifmgidj wie die Finger an der vedjten und an der [infen Hanb; ber
vedite Handichul) pafit jo auch nidht an die linte Hand.
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Jn jedem der fechd Vievede A,0,B,U, B,0,C.X, C0AV,
A,VOU, B,UOX und C,XOV {ind aber 3tvei Wintel vechte
(Br. 181 X.), und dedhalb ijt nad) Fr. 72 IIL:

LA+ 2L a,=180° LA/ a=180°
LB+ £Lh,=180° LB+ /£ b=180°
L O L e, =180° 220, = Z. c=180".

IIL. Da3 Polardreifant vom Polardreifante gleiht in

feitten Seiten und Winfeln dem Urbreifante (1. obexr L.).

213. Welde Begichungen beftehen wijden den Seiten und
Winfeln ded Dreifants ?

I. €in (hohles) Dreifant Beifit gleichidjentelig, ober
gleidfeitig, wenn in ifhm 3iwei, odber alle drei Seiten gleidh-
grof finbd.

I Fallt mon in eivem gleichjchenteligen Dreifonte aud

" eimem Punfte P der Den Deiden gleichen Seiten a und b

gemeinjchaftliden Scheitelfante OC eine Normale PN auf die
Orundieite ober Bafid e, jo fann dber Fufpunft N der
Yeormalen nur in der Seite ¢ Jelbft, ober in ihrem Sdeitel-
tinel liegen, und ywar halbiert ON biefe Seite ¢ (Fr. 193 IX.).
Byl. Fig. 198.

II. Dafer find die Winfel A und B an der Bafi ¢ ded
gleichjchenteligen Dreifantd gleidhgrof (1L u. Fr. 194 VIL).

IV. Ulle gleichjchenteligen Dreifante {iber derfelben Grimd-
feite ¢ haben ihre Sdjeiteltfanten OC in der (burd) dbie Normale
PN in II. gelegten) Ebene, tweldhe die Grundieite fenfrecht
halbiert.

V. Sn einem Dreifant mit atei gleichen Winfeln A und B
muf bie Projeftion ON der Kante OC auj die Gegenfeite ¢
mit ber Halbierungsdlinie diejes Winfels ¢ (oder feines
Sdyeitelminfels) gujammenfallen (Fr. 194 VIIL).

VI. Aud der Gleidhheit ziweier Winfel A und B exgiebt
fid) daher die Gleichheit der Gegenfeiten a und b (Fr. 193 VIL).

VIL. a8 gleidyfeitige Dreifant ijt audh gleichvintelig (111.),
und jebed gleicdhivintelige ijt gleidyfeitig (VI.).
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VIIL Ju einem Hohlen Dreifante fteht der groferen Seite
(a>b) aud) ein grofever Wintel (A > B) gegeniiber.
Der Veweid ijt aud Fr. 193 und 194 ofne bHefondere
Sehwierigleiten 3u fiitren, dabei aber ju untevideiden, ob
bie Projeltion ON ber Kante OC auf die Seite e innerhald ¢
jelbit, ober in defjen Scheitelwintel, ober Nebenmwinfel Fallt,
IX. Ju jedem hohlen Dreifante liegt dem griBeren Wintel
aud) bie grofere Seite gegeniiber (I1T. und VIIL).
X. ®ie Diffeveny a—b
2 3iveier ©eiten a und b eined
7 hohlen Dreifants ift Heiner ala
die dritte Seite c.
Madht man in der Ehene
BOC ($ig. 197) den /. COD
= / COA = Z b (alfo

0D = OLj; jieht man burd)
D eine Gerabe FDK, mwelde
OBinFunb OCinK {dyneibet,

dlg. 197. umd verbindet man K, D und F
geradlinig mit I, fo ift:
£ KOD = £ KOL = b (Ronjtr.)

0D = OL (Ronftr.)
OK = OK ($r. 20 L)
AKOD = AKOL (Fr. 80 IL.)
KD =KL (§v. 67 1L.)
Z LDF > 90° (Zr. 74 IIL)
FL > FD (§r. 74 VIIL)
OF = OF (§r. 20 1.)
OL = 0D (Ronftr.)
ZFOL > ZFOD (. 78 IIL.)
e D R
X1 Jnjedem hohlen Dreifant ift die Summe jroeier Seiten
grifer al8 die dritte Seite.

Z BOD = a—b) unbd



o
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N X. ift Le> L a— L b, bafer aud) (wegen

$.20 1K) Le+ Lb>{La— Lbl 4+ L,
2.9 Let+Lb>La.

XML Aud) im Nebendreifant (Fr. 211 1), in weldem
a,=2a, b, = 180° — b unb ¢, = 180° — ¢ ift, wiice
nod) XI. b, ¢, > a, odex (180° —b) 4 (180° — ¢) =>a,
woraud fid) nad) Fr. 20 IX. leicht

860° >a-+-b-4e¢ >0
jinbet, D, . in jebem Hoblen Dreifant liegt die Summe der
brei ©eiten 3wifchen 0 und 860°.

XL Sm Polardreifant (Fr. 212) ift ebenfalld 360° >a
41, ¢, > 0; daber im Urdreifant 860° > (180°— A)
4 (180° — B)(180°—C) >0, odex 540° —A—B—C
> 01unb 360° > 540°—A—B—C, woraus durc) Andition
bon A B C nad) Fr. 20 IX. jid)

540° > A+ B+ C>180°
ergiebt, b. §. in jedem hohlen Dreifant liegt die Winkeljumme
jwifhen 180° und 540°.

214, Welde Stiide bejtimmen cin Dreifant?

1. Bwei Dreifante laffen fich) zum Decfen bringen (jind
tongruent), wenn ifre drei Winfel und ifhre drei Seiten
ber Reihe nadh einander gleid) find und dabei aud) in derfelben
Reibenfolge an einander ftofzen.

Folgen die gleichen Seiten und Wintel in entgegengefettex
Didnung auf einander (iwie 3. B. bei O(APN) und O(BPN)
in §r. 218 IL und V.), fo find die Dreifante fymmetrifd-
gleid) und lafjen fidh zu Odeiteldreifanten madyen
(wl. §r. 211 1IL.). ;

I Jn fongruenten (und in fymmetrijd-gleidien) ':E'Il‘ﬁ‘l:
tanten finb bie Gegenvintel gleicher Seiten und die Gegenjeiten
gleicher Wintel gleidh. '_

I Gin Dreifant ift beftimmt, wenn man bon tf)n} fo
biel Stiicke (umd deren Reifenfolge) fennt, dafp fic) aus biefen
tiicten Hlof ein Dreifant geichnen lapt, oder bafs alle Dreifante
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fongruent find, weldje diefe Stide in der nimliden Reifen-
folge befigen.

IV. ‘Davon, daf ein, oder wei Stiice eined Dreifants jur
Beftimmung desfelben nicht audveichen, farm man fich (ahnlid
foie in Fr. 79 IL wund ML) leicht iiberzengen.

V. Owei Dreifante 0,(A,B,C,) und 0,(A.B.C,) find
fongruent, tvenn ihre drei Seiten der Reibe nad) gleich find
und in derfelben Orbnung auf einander folgen.

Trigt man auf den Kanten 0,C, und 0.0, (Hig. 198)
3toei gleidje Stiife O,P, und O,P, auf, fillt von P, und P,
atvet Normalen P,N, und P,N, auf die
Ebenen A;0,B, und A,0,B,, bann bie
enfredpten P,E,, P,D, und P,E,,
P.D, auf O;A; und O;B,, 0,A, und
0.B,, fo ijt nad) Fr. 189 I aud
NE, L 0,A;, NuE, L. 0,A,, N,D,
2B =D, OB, i it
AP,0E, 22 AP,0,E,und AP,0,D,
>~ A P,0.D, (Fr. 81 I1.), daber O,E,
= Q,E, und 0,D; = 0,D,. Legt man

Big. 198, alfo bie beiden Dreifante 0,(AB,C)
und 0,(A.B.C.) mit den gleichen
@eiten A,0,B, ud A,0,B, auf einander, fo fillt E, auf E,
und D, auf D, (Jr. 22 V.), deghalb fillt EN, auf E.N,,
DN, auf D,N, (§r. 57 IIL) und N, auf N, (Fr. 26). Wil
fomit O,N; = O,N,, audj O,P, = Q,P,, jowie 2 ON,P,
=90° = £ 0.N,P, (§r. 181 X.) ift, fo ift A O,N,P,
= A O,NoP, (Fr.81 L) und N,P, = N,P, (Br. 67 IL.).
Demnad) fillt aud) P, auf P, (Fr. 188 II., 22 V.) und das
britte Rantenpaar O,P, und O,P, der beiben Dreifante
auj einander (Fr. 21 IL); 8 Decken fich aljo auch bdie drei
Geitenebenen (Fr. 182 IIL.) und die Dreifante felbit.

VI. Drei Seiten und deven Reifenfolge beftimmen
toegen V. Dad Dreifant, — Bgl. aber Fr. 213 XII.

VII. Bwet Dreifante find fongruent, wenn jie in ifren
drei Winteln und deven Aufeimanderfolge itbeveinftimmen.
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Die Polardreifante der beiden Dreifonte ftimmen nad)
Jr. 212 1L in thren Seiten und deven Reihenfolge iiberein, find
alfo fongruent (V.), haben baher aud) gleidye Wintel in gleidjex
Folge (IL), und dedhalb Haben die Mrbreifante audy gleide
Ceiten in gleicher Folge (Fr. 212 IL) und find fongruent (V).

VIIL Dret Wintel und deren Reihenfolge beftimmen
nad) VIL dad Dreifant. — Bgl. aber Fr. 213 XIIL

IX. Bei Dreifante {ind fongruent, wenn fie in ywei
©eiten bund ¢ umd bem eingejdloffenen Winfel A und
in deren NReihenjolge iibereinftimmen.

Qegt man bie Kante 0,A, auf 0,A,, jo loffen fich bie
Ebenen A,0,B; und A,0,B,, A;0,C, und A,0.0, zum Decken
bringen (Bor.und Fr.203 L) ; bamum L A,0,B,= £ A.0.B,
mb £ A0,0, = £ A.0,C. (Bor.), jo decken fich biefe
paaviveife in Derfelben Ebene liegenden Winfel (Fr. 31),
b.h. 0,B, fallt auf 0,B,, 0,C, auf 0,C, und dbaher aud die
Gbene B,0,C, auf die Ehene B,0,C, (Fr. 182 IIL), und ed
bectent fich wieber bie beiden Dreitfante.

X.8weiSeitenhundcund dereingejd)loffene Win-
fel A beftimmen bei gegebener Neifenfolge dad Dreifant (IX.).

XI. Bmwei Dreifante jind fongruent, wenn fie in jwei
Winfeln B und C und der von diefen eingefdjloffenen
©eite a und in Deren Reibenfolge itbereinftimmen. Der
Beweid ikt fid) mit Hilfe der nad) IX. fongruenten Polar-
breifante dhnlid) fithren wie in VIL

XII. Bwei Wintel B und ¢ und die eingejd)lofjene
Seite abeftimmen Dei gegebenerReihenfolgedbadDreifant (XI.).

XIIL Uud zwei Seiten b und ¢ und einem Gegen-
tinfel B ober aud zwei Winfeln B und € unbd einer
®egenfeite b nebit dexen Neihenfolge lafjen {id) im allgemeinen
siwei Dyeifante fonftruieren.

Die Unterfudhung dariiber, wemn ivei in biefen Ddrei
Stiicfen iiberveinjtimmende Dreifante fongruent jind, laft fid
mit Fr. 193 und 194 unter Beviidfichtigung von Fr. 213
L. bid 11T durchfithren, ift aber etiwad wumftindlicher.
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Befnfes Sapifel.
Dag Prisma.

215. Wie entiteht cine Pridmenfladpe?

I. Bewegt jich an bem ald Leitlinie (Directrix) dienenden
Umfang ABCDK (Jig. 199) eined feftliegenden ebenen n-jei-
tigen Bielectd F (Der Grundfladye) eine unbegrenjte, die
Grundildde {dneidende Gerade
G (bie Grzeugende) fo bhin,
bafy fie ftet3 Diefelbe Michtung
behilt, fo erzeugt fie eine
Bridmenflade.

Diefe befteht aud Teilen von
n Ebenen, die fid) in n parals
lelen Ranten (Jr. 186 XIV.)
jchneiden.

Der von der Pridmenflache
umfcjloffene pridmatifde
Raum ift nur Halbbegrenst.

Sig. 199,

1. Die Pridmenflache und der pridmatijde Raum fonmen
aud) durd) die Bewegung der Grundjlide F=ABCDK ent-
lang einer die Grundflache jhneidenden Geraden G entjtefen.
S(nbert dabei F teder feine ®rofe, nod) feine Geftalt, Hleibt
ferner jede Seite der Grundflache F (und wegen Fr. 205 VI
aud) die gange Grundfldche) immer pavallel gu fich felbit,
fo bejchreibt jebe Seite eine der n Ehbenen, AB 3. B. die durd)
AB und G Deftimmte Ghene (Fr. 182 IIL.), mit welder ja
alle Ebenen zujammenfallen (Fr. 182 I1.), welde fich durd
AB unbd eine ifver fpateven Sagen, 3. B. A B, nach Fr. 186 VI.
fegen laffen. jeber Ccpuntt bon F befdreibt wegen Fr. 108 V.
und 57 1. bei jener Parallelbewegung der Grumbdfldcde eine
au G pavallele Gerade, alfo nad) I. eine Kante.

I11. Bei einer endlicgen foldjen Pavallelbewegung dex
Grundjliche F bejdreibt alfo jebe Grundflichenieite nad II.
et Parallelogramm.
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216. Welde Gigenjchaften Hot die Pridmenflade?

1. Sebe durch einen Punkt P der Pridmenflache gelegte
Barallele G, zur Crzeugenden G liegt gany in der Pridmen-
fliche (Fr. 198 TIL).

I, Sebe zur Grundfliche F pavallele Ebene jdhneibet alle
Gbenen der Pridmenflade in Strecen, welde je einer Seife
ber Grundfldche pavallel (Fr. 205 11.) und gleidh (Fr. 108 I1L.)
find. TWegen Fr. 189 IX. find dbemnach der Schnitt A, B,C,D K,
und die Grumbdflicge I aud) gleichwintelig und daber endlid)
fongruent (Fr. 66 IL.).

1. Gfeiches gilt .von jedem Paar parvalleler Ebenen,
weldje eine Rante (und dann wegen Fr. 189 VL aud) alle
Ranten) jdyneiden.

217, Wad ijt cin Pridma und cin Pavalelepiped?

1. Dex wijdyen 3iwei parallelen Schnittebenen (Fr.216 I11.)
gelegene Teil ABCDKK,D,C,B,A, eined pridmatijdjen Raumes
mit n-ectiger Grundfldche heifit ein n-feitigesd Pridma.

Diefes Pridma iwird von zwei fongruenten Grund-
fligen ABCDK und A,B,C,D K, (Fr.216 IL.) und bon n
in einer Seite iibereinftimmenden Parallelogrammen (Fr. 215
IIL) af8 Seitenfladyen begrengt; e3 Defipt 2n Grunb-
fanten AB, BC ¢, A,B,, B,C, 2c., welde paariveife
pavallef wund gleih find, n pavallefe (und gleichlange)
Seitenfanten AA,, BB, 2c.und 2n dreifeitige Gcen A, Bac,
A,, B, . Die n Ceitenflichen zujammen bilden Dben
Prismenmantel. Die Entfernung I bev beiden Grund-
flichen (Fr. 206 I11.) Deift die Hhe bed Prismas.

11. Dag Pridma ift alfo der bei einer endlichen Vewegung
ber in Jr. 215 T1. Defchricbenen Avt von der Grundilicye F
burdlaufene Famum.

[II. Beim geraden Pridma jtehen die Seitenfanten
auf den Grundfldchen normal (vergl. Fig. 201) und find bex
Hihe gleich (Jr. 206 1UL). BVeim fdyiefen Prisma find
die Seitenfanten qegen die Grundjlddhen geneigt (Fr. 192)
und grdfer ald die Hohe H (Fv. 190 IV.).
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1V. ©a2 Parallelepiped ABCDNLKF (Fig. 200) ijt
ein Pridma mit einem Parallelogramm afg Grundildde; o5
wird bon drei Paar parallelen und fongruenten Parallelo-
grammen begrenjt.

Da jebed der drei Poave ald@ Grundflachen gelten fanm,

fo {ind je bier der 3wilj Kanten parallel und gleid).

Fig. 200. Tig. 201,

V. JIm Pavallelepiped laffen fich) drei Paar Diagonal-
ebenen AFLC und BEND, FECD und NLBA, KLDA
und FNCB durd) je jwel gegentiberliegende Ranten
(L, §r. 182 1V.), aud) vier Diagonalen AL, CF, BN
und DK durd) je 3ivei gegeniiberliegende Ccfen ziehen; exftere
hreiben fich in einem Punfte M, denn lepteve jdhneiden und
Dalbieven ficy in M (I. und Fr. 110 IIL.).

uch die drei den Kanten pavallelen Strecfen, in denen
fih bie drei Paare der Dingonalebenen hneiden, Halbieren
fid) gegenfeitig in M (Fr. 110 IV.).

VI. Beim dreimalvedtivinteligen Parallelepiped OPQRV-
UTS (Fig. 201), einem geraben (Fr. 217 IIL) mit redt-
ecfiger Grundfldche, find alle fechd Begrenzungsflichen
Hedhtede, teil alle Ranten auf einander fentredt jtehen.

VIL." &ind bei einem Dreimalvedhtivinfeligen Parallel-
epiped alle Ranten gleichgrof, jo twird e8 von fechs fon-
gruenten Quadraten begrenzt und heift ein Wiix fel (Cubud).
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218, Wie bevedynet man die Oberfliiche cined Pridmns?

I. Die Dberfliche ded Pridmasd wird nach Fr. 178 L.
und 177 VI. beredynet.

[I. Beim gevaden Pridma (Fr. 217 IIL) Haben alle
Geitenflichen die niimliche Hihe H wie dad Pridma jelbit;
bafer ift die Oberfliiche O =2 F - UH, wenn I eine Grund-
fladye und U deren Wmfang bedeutet (Fr. 177 1V.).

219, Wenn find pwei Pridmen fongruent?

I Bwei gevade Pridmen von fongruenter Grundilide
und von gleicher Hobe laffen fich zum Decen bringen, find
fongruent.

Denn bringt man ein Paar ihrer Grundflddhen zum Deden,
jo Decen fich auch die Kanten (Fr. 188 1L, 22 V.).

1. Bwei jdyiefe Pridmen jind bei gleicher Hohe und Fou-
gruenten ®rundflichen nur dann fongruent, wenn die Seiten=
fanten (umd deren Projeftionen) gleiche Neigung wnd Lage
gegen die Grundfliache haben (vergl. Fr.201 VI, 186 VIL).

L. Teilt man bdie Hohe H eined Pridmas in n gleidhe
Teile (vergl. Fig. 201), und legt man durd) die Teilpunitte
Parallelebenen zur Grundflade, jo echilt man n fongruente
Pridmen (Fr. 216 I, und 219 1., odexr IL).

220, Wie verhalten fid) die Nauminhalte zweier Pridmen?

I. Bwei gerabe Pridmen M, und M, mit fongruenter
Grundfldche vexhalten fich wie ithre Hihen.

©ind die beiden Hohen H, —xm und H, = ym fommen=
furabel und man teilt fie in x und y gleidje Teile bon ber
®rige m, fo lipt fid) M, durd) Pavallelebenen in x, M, in y
fongruente Teile p (Fr. 219 1L und 1) zerlegen; dafer ijt
My: M, —xp:yp —=x:y = xm:ym — H,: H,.

©ind H, und H, infommenfurabel, fo find aud) M, und M,
infommenjurabel, ihr Verhiltnid liegt aber (dhnlid) wie in
§r. 173 IIL.) ftetd zwijdhen denjelben Grenzen, wie dad Ber-
hiltnid Der Hohen, weshalb nad) Fr. 147 wieder:

M,: M, = H,:H,.
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II. Qorper gwifden parvallelen Chenen haben gleide Hohe
und umgefehrt (Fr. 206 I1L.).

III. Bwei breimalvedtivintelige Pavallelepipede P, und P,
von gleicher Hohe H verhalten fid) wie ihre (fommenjuvabeln,
ober infommenjurabeln) Grund-
fladen F, und F,.

Legt man P, und P, (Fig. 202)
mit der Rante CK {o an einanber,
bafy die an Diefer Rante ge-
fegenen  Flachenwinfel Neben-
winfel mwerden, und erweitert
man die Grundflidhen F, =
ABCD —= VJKL und F,=—
CMNO = KPQS, fomie bdie
Ceitenflichen ABJV und PMNQ,

ig. 202, bi3 jie jid) in FU fdneiden, {o

ift nod) ein Dritted dreimalvechts

winfeliged Parallelepiped P, = JBEUPMCK bon der nim-

lichen Hohe CK entftanden. Da nun Pymit P,—VABIKCDL

die Grundjlide BJIKC, mit P, = KOMPQNOS aber bie

Grundflide KCMP gemein{daftlih hat, jo ift nad . P,: P,

— CD:CM und P,:P. — BC:CO; baher P :P; =

(Py:Ps). (P3: P;) = CD.BC:CM. CO (Fr. 20 VIIL.) unbd
nad) §r. 177 IV. endlich P,: P, = F,: F..

1V. Bmwei dreimalredytwintelige Pavallelepipede P, und P,
berhalten jidh wie die Produfte qud ihren Grundfldden F,
und ¥, und ihren Hihen H, und H,.

Denft man fid) nod) ein dritted dreimalveditivinfeliged
Parallelepiped P von der Grundflddhe Fo2 F, und der Hibe
H—H,, {o ift nad) I, P,: P = H,:H = H, : H, und nad)
L P:P; — F:H, = F\,:F,, baber nad) Fr. 20 VIHIL
PPy —(Pa P) (P2 Py) =— FH :F:H..

V. Bwei dreimalrechtwinfelige Lavallelepipede verhalten
fich tvie die Produfte aud ihren in einer Cede ujommens
ftofienben drei Geiten (IV. und Fr. 177 IV.).
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VL. Seded jdhiefe Bridma ABCDVUYX (Fig. 203) lift
fidh in ein gevaded AB,C,D,V,U,Y,X von demfelben Jnbalte
und Dexfelben Seitenfante AX bertoandeln, indem man durd)
pic Cnbpunfte A und X ciner Rante AX jwei Ehenen
AB,C,D, und XY, U,V, legt, tveldhe auj bdiefer Kante (und
paber aud) auf allen anberen Ranten, Fr. 189 VIL) normal
fteben. Denn die Kbrper ABCDD,C,BA und XYUVV,U, Y, X
find dann fongruent, da fie fid) wegen der bereinftimmung
in allen ihren Stiicten um Decken bringen laffen. Addiert man
mm gu diefen beiden Kdrvpern den Korper AB,C,D,VUYX,
jo exhdlt man die Pridmen

ABCDVUYX wund AB,C,D,V,U,Y\X,
welde nach Fr. 20 VIIL. inhaltdgleid) find.

Fig. 204,

VII, Wegen Fr. 166 1L ift in VI. ADVX = AD,V,X;
fafit man diefe Parallefogramme al8 Grunmdfldchen auf, fo ijt
in VI. bag Parallelepiped ABCDVUYX in ein infaltgleiched
AB,C,D,V,U,Y,X bon gleidjer Hobe (I1.) und inhaltgleicher,
techtectiger Grundiftiche verwandelt worden, dad mit jenem
die Rante AX gemein hat, die aber jept auf den Seitenfliichen
AB,C,D, und XY,U,V, normal fteht.

VIII. Wiederholt man Dad in VI. angegebene Berfahren
Bei Dem Parallelepiped AB,C,D,V,U, Y, X (Fig. 204) in betreff
Der Qante AD,, Jo laufen die auf AD, novmalen Chenen ALNX
und D,STV, burd) die Qanten AX und D,V, (Fv. 181 X.).
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Bwifcjen diefen Ehenen und den Pavallelebenen AB,Y,X und
D,C,U,V, liegen dann zwei (nach) Fr. 219 L) fongruente
bretfeitige Pridmen AB,LNY,X und D,C,8TU,V,; abbiert
man ju diefen den Kbrper AB,SD,V,TY,X, {o exhilt man
bie (mac) Fr. 20 VIIL) inbaltgleichen *Parallelepipede
AD,SLNTV,X undb D;AB,C,U,Y,XV,. Da nun in erfterem
ALSD, | AX und ALNX _| AD, gemadyt wurbe, fo ift
L XAL=90°und /. D,AL==90° (Fr. 181 X.), aljo aud:
AL_L AD,V,X (%r. 181 XI.).

Demnad) lifit ficdh) jebed {dhiefe Pavallelepiped
ABCDVUYX in ein breimafvechtiwinfeliged ALSD,V,TNX
von gleichem Jnhalt, gleicher Hohe AL (VIL. und Fr. 206 111.)
und gleicher Grundflicde (AD,V,X = ADVX) verwanbdefn,
welched mit bem exftern in einer Geite AX iibereinjtimmt.

IX. Daber gilt der Sop IV. aud) fiiv jhiefvintelige
Parallelepipede (Fr. 20 IV.); Ddenn bdie zwei Ddreimal-
rechtwinfeligen Pavallelepipebe, in welche jie fich nach VIIL
verwandeln laffen, und weldye fid) nadh IV. wie bie Produtte
aud ifren Grundffachen und Hohen verhaltenr, Haben ja die
nimlide Hohe und gleidhgrofe Grundfliche wie die jdhief-
winfeligen.

X. Jebed gerade Parallelepiped ABCDLKIV (DL_LABCD;
$ig. 202) wird durd) die Diagonalebene BDLJ in 3wei fon=
gruente Hilften zerlegt (Fr. 108 L und 219 1).

XI. SSebes jchiefe Parallelepiped ABCDVUYX (Fig. 203)
tird durd) die Diagonalebene BDVY in jiwei inhaltgleidje
Diilften zexlegt.

Bringt man die Kirper

ABCDD,C,B,A umd XYUVV,U,Y,X
aum Deden (VIL.), fo decten {ic) audh die Trapese BDD,B, und
YVV,Y, und die forper ABDD,B,A und XYVV,Y,X, fowie
BDCC,D,B, und YVUU,V,Y,; nad) X. und Fr. 20 VIIL
1jt Dabex:
ABDVYX = AB,D,V,Y,X = B,C;D,\V,U,Y,
= BCDVUY.
®ang basjelbe gilt fitx die Dingonalebene ACUX.




Dad Pridma,

XII. Jebed dreifeitige Rridma [t fich ald die Hilte
eined Pavallelepiped? anjehen (X., ober XL.).

XIII. Daber verhalten fich dreifeitige Pridmen wie bie
PBrodufte aud ihren Grundildchen und Hohen (XIL und IX.).

XIV. Qebed Pridma it fid) in Dreifeitige zerlegen;
Ddafer gilt (wegen X1I1.) ber Sah IV. fiiv alle Pridmen, d. J.:

Biwei Pridmen verhalten fich wie die Produtte aud Grund-
fliche und Hilhe.

Biwei Pridmen von gleicher Grundflicde und gleidyer
Hobe {ind inbaltgleic) (XIV.).

221, MWie Devecdhuet man den Jubhalt eined Pridmad?

I A2 Map fiir den Rauminhalt der Kibrper twihlen
wir ba3 Kubifmeter (1 @A™ = 1), b. §. einen Wiirfel
(§r. 217 VIL), deffen Seite bev Lngeneinbeit (1 Mieter)
gleiht. Vevgl. Fr. 146 TIL. und Fr. 176.

[[. Gin Kubifcentimeter 2c. ift ein Wiirfel von 1 Centi=
meter 2c. Seite.

L. Die Safl, weldhe angiebt, wie viel Kubifmeter ein
Korper enthilt, Heiht defjen Inhaltdzahl ober Raumzafhl.

Damit die nadyfolgenden Formeln den Rouminhalt in
fubifmetern liefern, find die in ifhnen bvorfommenden
Mafe in Metern einzufesen.

IV. Die Jnhaltdzahl eines Wiirfeld W ijt die dritte
Poteny der Qingengahl a feiner Seite a. Denn nad
Fr. 220 IV. findet man W: 1 ™= (a*[J™.a™) : (1 [J". 17)
— ('[3, GITD W — a*B™

V. $iir die Witrfel W, und W, ber Summe (a--b) obex
per Differeny (a—b] 5me1e1 Cfrecfcu T)ut man nadj Vit
“I, _ (LL i [ b)a — d '—]— ‘ﬂb —=— al) —I'bs
Wo=— (n. = h)Y ==tat=—Ha + 3ab* — b%,

*) Bergl, Katedhizmus der Raumberednung Fr. 88. — Eine Hilbjde Deutung
biefer zwel Syormeln geftattet VII. in Berbindung mit Fr. 177 L Hiernad
gt fich ndmlid Wy in goel Wilefel und fed)® Pavallelepipede gerlegen. —
Bergl, bie AnmerTung *) su Fr. 178,

Bepide, Geometvie, 3. Aufl 18
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VI Aus IV. folgt leid)t, weshalb
1 @™ = 10° b.5. 1000 BDecimeter
= 100* D.5. 1000000 EHCentimeter 2.

VII. Die Roumzahl eined dreimalredhtwinfeligen
Baxallelepipedd P ift dbad Probuft aud den Lingenzahlen
feiner dret Seiten a, b, ¢ (Fr. 220 V.):

== albjc bl

Sede Diagonale diefed Kbrpers hat nad) Fr. 170 L. (wegen
Sr. 181 X.) die Qinge d = |/a* - b* ¢’

VIII Die ‘:}mumonf) pinesd ﬂSuwmm M 1]i bad ‘_btubuft
aud der Flachenzahl F feiner Grundfldche und der Liingen-
3000  feiner Hobhe:

M = FH @™,

Beifpiele ent'f)ﬁlt ber Si'nmi)iémuﬁ der Raumberedymung.

3. Aufl. 1888. Fr. 139 f.

Gffes Sapifel.
Der Cylinder.

222, o3 ijt eine Cylinderfliche und ein Cylinder?

I. WBewegt fich an einer feftliegenden alg Leitlinie L,
&ig. 205, dienenden Kreislinie eine unbegrenyte, die Ebene
ber Qeitlinie {dhneidende Gerade (die Erzeugende) G, bon
unperdnderliher Ridhtung (Fr. 186 XI.) hin, fo bejdjreibt
fie eine Rreis-Cylinderflade, welde (da andere
Cylinderjlichen hier nidht betvachtet werdben follen) furzweg
Cylinberjlade genannt werbde.

II. Die dburd) den Mittelpuntt ¢ dex Leitlinie L gelegte
Parallele A zur Crzengenden G Heift die Axe, die Chene F
ber Leitlinie die Grundflide bex Cylinderflide.

II." ©teht die Crzengende G und demnac) (wegen
&r. 189 VIL) audy die Axe A normal, oder jdjief auf der
@bene Der Qeitlinie, fo ift die Cylinderfliiche gervade,
ober fdhief.
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IV. Der von der Cylinderfliche umijdhlofjene Halb=
begrenzte Maum Beit ein cylindrijder Raum.

V. Gine durd) eimen Pumft €, ber Axe parvallel zur
Grundfliche F gelegte Chene muf die Erzengende in allen
ihven Sagen jchneiden (Fr. 206 IV.), bie Cylinderfliche alfo
in einer gejchlojjenen Linie.

"W
y B

Fig. 205.

V1. Der von der Grundfldche I und einer dagu parallelen
Gbene und Dem wifchen beiden liegenden Stiicte Der geraden,
ober {dyiefen Cylinderfliche (bem Mantel) begrenzte Kirper
Beifit ein (gevader, oder jehiefer) Eylinder (Walze). —
¥l Bergl. Fr. 224 VI

Die Entfermmg diefer beiden parallelen Ebhenen (Der
Beiden Grundflddyen) heipt die Hohe H des Ehlinders.

18*
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223, Welde Lagen fann ein Puntt und eine Gerade gegen
eine Eylinberfliche Haben?

I Jebe durd) einen Puntt P, Fig. 205, der Chlinder-
fliche gelegte Porallele G zur Wxe A liegt ganz in der
Eylinderfliche (Jv. 222 1. und 186 VIL).

II. SJede anbdere Parallele (3.2B. BB, ober VV') jur Age
A Dat Teinen Punit mit dex Eylinderflidche gemein (L),

IL Nennen joiv den Punit P, in weldem eine durch
ben Punit P gelegte Parallele PP’ (die Projizierende) jur
Axe A die Grundflddye F trifit, die Parvallelprojeftion
(ober Dier furg die ,Projeftion”) von P auf F (vergl.
gr. 190), fo liegt ber Puuft P innerfhald, auf ober
auferhalb ber Cylinderjliiche, jenachdem feine Projeftion
P*innerhalb, auf odber auperfhalb der Leitlinie liegt (I und IL.).

IV. Jeber Punft P' ber Grundiliche F ijt die Projeftion
ber gamgen durd) P’ gehenden Parallelen PP zur Ue A
(&v. 186 VIL), und biefe Parvallele liegt auf der Cylinder-
flitche, fobald P* in ber Leitlinie L liegt.

V. Jede der Are A parallele Gerade G hat ald Pro-
jeftion nur einen Punft P, ndmlidh) die Spur von G in F
(Fr. 188 IIL).

VL. Cine ur Axe parallele Gerade G liegt gany inner-
halb, auf oder aufierhalb der Cylinderfliche, wenn ifre
Projeltion innerhalb, auf, oder auferhald der Leitlinie L
liegt (I. und IL).

VIL. Die Hiohe H ded geraden Cylinders ift gleidh, die
D3 {dhiefen Heiner al3 eine Eylinderfeite a, 0.5, eine auf
befjen Mantel von einer Grundflade zur anbern gegogene
Strede P'P, (Fr. 190 IV.).

VIIL. ‘Die Projeftion G* jeder nicht zur Age A parallelen
Geraden G ijt wieber eine Gerade, wad fid) gang dhulich
toie in Fr. 191 bemweifen lift.

IX. Die Chlinderfliche mwird wegen I, big V. von der
®eraden G,, G, ober G, in gwei Punften N md Q
gejdnitten, in einem Punfte P berithrt, ober in

Tuntte P*lege
::i Hd‘ '
I %




%, 228—224, Der Eylinder, 277
B %
H feinem Puntte getroffen, jenachbem bie Projeftion die

Qeitfinie fchneidet wie G,, oder beriifhrt wie G, oder wie
' gar nidyt trifft (Fr. 83).

S der durc) Dem BVeriihrungdpuntt, odber durd) einen
Sduittpuntt wifhen Projettion und Leitlinie gelegten
Projizievenden fann nimlid) wegen Fr. 21 L und 223 I1L
nue ein Punkt der Geraden G liegen.

X. Die Cylinderflache it alfo frumm (Fr. 16 L und
12 1.), ba fich durc) jeden ifrer Punite P nur eine ®erade
G (L) 3ichen fafit, welche gamz in der Cylinderfliche liegt.

XL ®Durd) jeden Puntt P der Cylinderfliche laffen fich
unzifhlige Berithrungslinien oder Tangenten an die
Cylinderfliche legen (IX.); bdiefelben [liegen aber Iwegen
Sr. 184 1. in der (3ur Ure A parallelen) Ebene PBBT,
welhe fid) durd) P und die Tangente G, der Leitlinie im
Buntte P’ legen [ifit (Jr. 182 II., oder 200 IL, ba A und
Gy fidy freugen).

XII. Bon jedem Punfte B auferhalb ber Cylinderjliche
foffen fich nach) XI. 3wei Sdjarven bon Tangenten an
bie Gylinderfliche fegen, weil fich von Der Projeftion B
Ded Punfted B ztvei Tangenten B'P’ und BT" an die Leit=
finie fegen faffen (Fr. 108 11.). Jede Schar liegt in einer
Ebene BPP'B’, bezw. BT, T'B".

994. %Wie Yann eine Ghene gegen cine Eylinderjliiche liegen?

I. Die Projeftion einer gur Ave A pavallelen, ober durd)
bie Uxe felbjt gelegten Ghene E ift die Gerade G* (Spur),
in welder 1 die Grundiliche F {dhneibet; denn alle Pro=
jisierende von Puniten in E legen gang in diefer Ehene B,
bie Projeftionen der Punfte alfo in G (Fr. 223 IIL und
198 TIL ; ober Fr.186 XV.).

IL Die ur Age A parallele, oder durc) A gehende Ehene
ol B {dneidet die Cylinderfliiche in zwei Geraben NN und
: Q.Q (Fig. 205), beriifrt fie in einer Geraben P,P’, oder
Bat gav nichtad mit ihr gemein, jenachbem die Projeftion G,
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Der Ebene E die Leitlinie jhneidet, beviihrt, ober nidyt trifjt
(vergl. Fr. 223 IX.). Die Scnitt= und Vevithrungd-Geraden
siifchen einer foldjen Cbhene E und der Cylinderfliche find
ver Axe A parallel (Fr. 228 X.).

II. Durd) einen Puntt P der Eylinderfliche (&ft fidh
mur eine, durd) einen Punft B aufierhalb derfelben lafjen
fi zwei Verithrungdebenen an die Cylinderflide
Tegen (II.; bergl. Fr. 228 XI. und XIL.).

IV. Mad) Fr. 222 V. {dneidet eine durdy einen PunktC,,
&ig. 205, ber Uye A parvallel zur Gunmbdflide F gelegte
Cbene E bie Cylinderflache in einer gefchlofjenen Linie.
Legt man durd) einen belichigen Punft P, der Schnittlinie
eine Parvallele P,P* zur Aye A, o liegt P,P' gany in der
Cylinderfliche (Fr. 223 1.) und trifft die Leitlinie in einem
Buntte P, Legt man nun nod) durd) die Pavallele PP’
und bie Axe A eine Cbene, fo fdyneidet letere B und I in
wei Parallelen C,P, und CP' (Fr. 205 IL); bdedhalb ijt
CPy=CP' ($r.108I1L.), b. §). jeder Punkt P, ded Schnitted
ift bon C, um den Halbmejfer (CP*) der Leitlinie entfernt.

Die Schnittlinie ift alfo ein ber Qeitlinie fongruenter
Rreid (Fv. 47 1L.), bdefjen Mittelpuntt in der Aye A liegt.

V. Daber find bie beiben pavallelen Grundflicdien bes
Cylinderd fongruent (Fr. 222 VIL.).

VI Aud) der Cylinder (vergl. Fv. 217 I1.) fann daher
durd) jtetige Parallelbewegung feiner Grundflide entftehen;
dabet muf aber der IMittelpunft C Der ifre Grofe nidht
dndbernben Grundfltiche die Wxe A befdhreiben.

Cin geraber Cylinder entjteft aud) durd) Umbdrehung
eined Jledhtedd um die eine feftgehaltene Seite, wobei die
lebteve die Aye C, liefert (Fr. 181 XIV., 106 I1L., 108 VIL).

VII. Cine Cbene E, welde weder der Grundilidie F,
dig. 205, noch der Are A pavallel ift, jdhneidet die Ehlinder-
fliche ebenfalls in einex gefchlofjenen Qinie, deven Punfte P
jedoch in ungleicher Entfermmmg pon dem Puntte C, liegen,
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worin B die Axe A fdyneidet. Bieht man ndmlid) PU // P‘C,
fo ift wieber PU = P‘C (IV.); mit P aber dndern fid) die
Streden CU = PP (Jr. 207 IV.) und C,U = CU — CC,
(Fr. 20 IX.), ebenjo der Wintel PUC, = P'CA (Br. 198),
dafer aud) die Stvede PC, (Fr. 170 L, IV., oder V.).

VIIL. Am einfachften geftaltet e8 fid) Depiiglic) des in
VIL befprodjenen Scnitted beim geraden Cylinber, weil
bei diefem £ PUC, = 90° ijft. Der hiev auftretende
Sdnitt Beipt eine Ellipfe (vergl. Kated)idmus ver Raums:
beredyrumg. 8. Aufl. Fr.123; Kated)idmus der analytijdyen
®eometrie, § 21).

IX. Beim jdhiefen Cylinder it der in VIL bejprodene
©dynitt meijt aud) eine Ellipje, bei einer Deftimmten Sage
ber fehneidenden Ehene jedod) ein Kreis.

X. Bei der jhiefen Cylinderjlide ijt ein Normaljcnitt
sur Age eine Cllipje (IX.); baher laft fid) jede fdhiefe
Rreidceylindberflidye als eine gerane elliptijdye
Cylinderflidye auffafjen.

995, Wie quof it die Mantelliiche cined Cylinders?

I Die Mantelflache jeded Cylindersd vom Halb-
mefjer P'C = R, Fig. 205, [kt fidh auf einer Ebene
abwideln, Da ja nad) Fr. 224 1L der Cylinder diefe Chene
Beftindig beriihren fam.

Die abgewidelte Mantelflade ijt eine Figur, welde durd)
Rarallelverjdjiebung von dex Cylinderieite P,P" abefdrieben
yperden Fann, toenn leptere fich an der abgewidelten LQeitlinte
L = 27R DHinbetvegt; dabet befdyreibt jeder Punft der Seite
den Weg 27R. Bergl. Fr. 168 und 177.

I Die Mantelfliche M bed gevaden Eylinderd bon
der Hihe H ift ein Rechtect aud den Seiten H = a und L.

Dafer ift die Mantelflige M = HL = 27RH,

und die gefamte Oberfldde O e Cylinders

0 = 27R* -} 27RH = 2aR(R -+ H).
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1. Die Oberfliche O ded geraden Hohleylinderd ober
einer Mihre (Fig. 206) befteht aud dbem immern Cylinder-
mantel M, = 2aR,H, dem dufern
Cylindexmantel M, = 2aR,H und
ben beiden ringformigen Grund-
flachen, bon demen jebe Den Jnfalt
(R*—Ry")r= (R, 4 Ry)(R,—R,)n
hat (r. 178 XL.).

Dabet ift bei der lidyten Weite 2R,
und der Wanbftirfe e = R,—R, der
dufere Durdymefler D, = 2R, —
2(R, - e) und ber mittlere Duvdy-
mefiet D = 2R = 2R, 4 e=R,
—+ Ro. Daber ift:

0 = 2a(R,+R,)(e-+ H) = 47R(e - H).

IV. Beim fdjiefen Cylinder ijt die abgemwidelte Mantel-
fliche eine gemijchtlinige Figur, lafit fich aber in ein Redytect
bon den ©eiten a und b verwanbdeln, tenn b den Umfang
ber Cllipfe bebeutet, weldje ein Novmaljdhnitt sur Age liefert
(Sr. 224 X.).

226, Wie Devedinet man den Jubalt ciwed Cylinderd und
fetmer Teile?

Da ein Pridma mit regelmifiger Grundiliche 3
einem freideylinder wirb, fobald bie Seitengahl der Grund-
jliche ind Unendlidje wichst (vergl. Fr. 113 VIIL), fo behilt
bie Jnhaltdformel fiir bag Prisma (Fr. 221 VIIL) aud) fiiv
ben Cylinder Geltung; der Inhalt des letstern ift Daber:

= B —

II. Fiir den Jnhalt T von Cylinderteilen, Heven Grund-
flacge ¥ ein Abjdhnitt, Ausjdnitt, Sone, Ring, oder Mond
ift, gilt (fobald nur bdiefe Teile nod) die in Fr. 224 IV.
und V. vorausgefeste Cigenfdhaft haben) ebenfalls die Formel:

T =— FH.
III. Der Hohleylinder (Fig. 206) Hat demnad) den Fnhalt:
Ty = aH(R,*—R,’) = nHe(R, - R,) = 27HeR.
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IV. MNach derielben Fovmel darf aud) der Jnbhalt von
prigmatifhen (Fr. 217 1IL) RKodrpern mit ivgendiveldher
frummlinigen, oder gemijdhtlinigen Grundilice Derct[)iwt
werden, weil man einen moglichft fleinen Bogen jeder frummen
Qinie al8 einen fleinen freidbogen anfehen darj.

9297, Wenn find jwei Korper inhaltdgleich?

I. Dentt man jid) in Fig. 207 die eingelnen pridmatijdjen
(odex cylindrifchen) Schichten jo auf einander gejet, Dap die
Klchen, mit denen fie fid) berithren, fid) nicht deden, jo entjteht
ein treppenformiger Korper, welder dem Pridma STUVRQPO
an Inbalt gleidht.

L e i tia O0Q
Sig. 207, Tig. 208

T, Bwei folche treppenformige Rorper (bon gleider Hibe)
terben demnad) gleichen Inhalt Haben, wenn alle eingelnen
prismatijchen Schichten ded einen denjelben Snbalt haben ivie
bie entfprechenden Schidten ded anberen, . D. (fvegen Fr. 220
XV.) wenn bie Schichten beider Rirper paarmweife gleidhe Hohe
und gleiche(wenn and verfdhieden gejtaltete) Grundildchen haben.

Dabet ift ¢& aber feinedmeqd ecforderlich, daf jamtlice
Sdichten eined jeden der beiden Kbrper unter fich gleich find,
pielmehr famn fich Der Queridynitt jeded Korpers von Schicht
u Schicht an Grife und felbit an Geftalt gany beliebig dndern,

IT1. Qifit man in I1. die Schichtenfhdhen immex Heiner und
fleiner merden, jo werden unter itbrigens gleihen Umitdnbden
bie Treppenabiite immer unmerklicher, und in Fig. 208 3. B.
viicfen Die fic) entfprecdjenden oberen Ecpuntte A,, A,, A, 2c.
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ber einjelnen Sdhichten immer nifer an einander, olne
bafs die in IL ermittelte Jnhaltdgleidhheit verloven geht.

fbnute man die Sdhidtenhihen verjhwindend fein machen,
{o mwitrben jene Ectpuntte zu einer (gevaden, ober frummen)
Qinie, die gebrochenen Seitenfliichen 3u einer (ebenen, oder
fommen) Flade sufommenriicfen, welde bie Kanten AB,,
A,B, 2c. enthdlt. Der Sab IL. wiirde damn lauten :

IV. Bwei firper find inhaltdgleid), wenn je 3wei, 3u den
Grundflichen Der beiden Kbrper pavallele und in gleicher
Gntfernung von diefen Grumbdilicdhen liegende Querfdynitte
Der Deiden Rivper infaltdgleid) find.

Bwilfes Sapifel.

Die Ppramide.

228, Was ijt eine Pyramide?

L. Werm ein Strahl OS (die Erzeugende), welder in
jeinem Enbpuntte O (Fig. 209) feft gehalten wird, jich fo bewegt,
bap er ftetd einen ‘Punkt
mit dem Umfange (Dex
Leitlinie) eined jeine Lage
nidht anbernden Bieleds
ABCD (bex Grundfliade
F) gemein hat, defjen Chene
nicdht durd) den feftgehalte-
nen Punft O (bie Spife)
gebt, fo erzeugt OS eine
Byramidenflide.

II. it die Grundiliche F
ein n-ect, {o bejteht diePyra-
midenflche ausd Teilenbonn
\ fidy fchueidenden Chenenumd
Fig. 209. , hat n Ranten 08,, 08, 2.

Deffen Eeite
phramioe
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/228, Die Pyramide.

I Dad an der Spite O entftehende Dreifant, oder
Bielfant (Fr. 209) ift durd) die Leitlinie und die Lage Dex
©pite gegen die Leitlinie Deftimmt.

Bur Bejtimmung dex Lage der Spibe O gegen die Grund-
fliche I geniigt Der Punit N, in yoeldhem eine bon der Spibe
auf die Grundiliche gejallte Normale ON bie Grundflide
trifit, und die Liinge diefer Novmalen (Fr. 188 IL.).

Die age und die (von ber Grundiliche aud gerednete)
Qiinge einer Kante (Fr. 214), ober die Liinge von Dret
Qanten (Fr. 79 V.) wiirden die Lage von O gegen F eben-
fall8 Deftimmen.

IV. Berlingert man die Kanten iiber die Spige O hinaug,
fo entfteft nod) bad (jymmetrifdj-gleide) Scheitelvielfant, und
deffen Seiten Lilben mit den jdon borhanvenen die Doppel-
pyramidenflide.

V. Der inmerhald der Pyramidenjlache liegende, bon ihr
halbbegrengte Raum (Dad Bielfant) Heifse ein pyramibaler
Rauwm.

VL Die n-feitige Grundfliche F und der Pyramivens
mantel (b.1. Der swifden F und der Gpie O liegende Teil
der Poramidenfliche) begrengen einen Kdrper, weldjer eine
n-feitige Pyramide Heift.

Die Normale ON von O auf F Heifit die Hohe Dex
Pyramide. Die n-feitige Pyramide Hat n Seitenfanten
0A, OB 2., ud n Grunbdbfanten AB, BC 2c.; bon
ifren n - 1 Vegrenzungsjlichen nd bon thren n 1
G den O, A, B 2. find je n dreijeitig (vergl, §r. 209 L.).

VIL Qiegen die Gcfpunite A, B 2c. dev Grundflide F im
Rreife um den Fuppuntt N dex Hhe, fo find alle Seitenfanten
gleichlang (Fr. 190 VL), und Die Pyramide Deift gerabe.

VIIL Die Pyramide ift vregelmidpig, wenn ifre Grund-
fliiche eine vegelmiifige Figur ift, beven Mittelpuntt mit dem

Hihenfuppuntte N sufammenfallt.

IX. Die dreifeitige Pyramide Deifit Tetraeber. Jebe

ifrer bier Flichen famn ald Grundiliiche angefehen werden.
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229, Welde Eigenjdaften hat die Pyramive?

I Sebe burd) die Spite O (Fig. 209) und einen Puntt
der Leitlinie gelegte Gerade G liegt gany in der Pyrvamiden-
flache (Jr. 228 1.).

1. Jebe durd) ben Puntt N, der Hihe ON = H gelegte,
sur Grundflide F = ABCD parallele Cbene E {dyneidet
alle Ghenen der Pyramidenjlache (Fr. 208 IIL.), liefert alfo
eine gejchlofjene Sdnittfigur A,B,C,D;.

Berlegt man bon dem Hohenfuppunite N und bon dem
©dmittpuntte N, aud bdie Grundflide und ben Scnitt in
Dreiecfe, fo ind aud) deren Seitenn paariveife parallel
(Fr. 205 II.), die Dretecte, 3. B. A,N,B, und ANB, jind alfo
gleichivintelig (Fr. 189 IX.) und dhnlich (Fr. 156 1.); daber
ift benn (nach Fr. 150 1) ouch dexr Pavalleljhnitt der
Grundiliche dhnlid.

1. Gbenfo ift wegen Fr. 155 II. A A,ON, ~. /A AON,
AB,ON; ~ /A BON 2¢., unb demnad) verhalt fich

ON;:ON=0A, : 0OA=0B, : 0B =-.-.
— A Bt AB— B0 :BC —..-

IV. Dex JInhalt £ ded Pavalleljhnitted finbet fich aud
Fotli— A.ILE; AB’ (Fr. 175 1I1.), wofilc man nad) 1L, aud)
f: F = z*: H* fegen fann, wenn ON; = z.

V. Ubnliche Sibe, wie II. bi3 1V., gelten auc) von je
stwei andeven pavallelen CEbenen, welde alle Qanten der
Bhramive jdyneiden.

VI. il mon aud) die Pyramide durd) ftetige Parallel-
bewegung eined Bieledd F entftehen {afjen, fo miijjen defjen
Seiten ftetd pavallel zu fid) felbft bleiben und die Ecken fich
auf den Ranten geradlinig fortbetvegen, damit die Grife
bon F {id) nad) Dem in IV. gefumbenen @efebe {tetig
finbere,

VII. Die Summe der ebenen Winfel der n dreiectigen
Seitenfliichen der n-feitigen Phramide betrigt 2nd (Fr. 68 IL.).
Da nun die jiwei Winfel, weldje irgend eine Kante mit den

{ontex hobd
wifdyen 0 !
IX, Di
fiegt 310
VIIL. it
finet.

230, %
L. 2([:1
!'Bil‘,‘ 209
dued) eine
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swet zugehorigen Grundianten einjchliefst, yujommen grifer
find, af8 Der von diefen Grundianten ' gebilbete Winkel
(§r.213 XL.), fo muff bie Summe § der n ebenen Wintel
bei O Heiner fein ald der Jeft 3wifden 2nM und der Summe
ber n Winfel der Grundfliiche (Fr. 20 1X.); nadh Fr. 72 1IL
iit aber feptere Summe = (2n — 4)R, unbd deshalb ift die
erjtere Summe 5 < 4N,

VIIL. Bei einem BVielfant (einer melhrieitigen Ece) mit
{onter Hoflen Fladenwinteln liegt die Summe S der Seiten
swifden 0 und 360° (VIL). Bgl. Fr. 213 XIL

IX. Die Summe der Winfel eined n-feitigen Vielfanis
liegt 3wijdhen n.180° und (n—2) 180° wad man aus
VIIL mitte(d De3 Polar-Bielfants ebenfo wie in Fr. 213 XIIL.
finDet.

9230, T0ad berfteht man unter einem Pyromidenjtuntp;?

I. Sdneidet man bon einer n-jeitigen PByramide OABCD
(Fig. 209) das nad) bex Spibe O hin gelegene Ctiid0A,B,C.D|
purd) eine zur Grundilide F pavallefe Ehene weg, jo bleibt
ein Pyramidenftumpf (abgejtubte, abgefiivyte ober
abgeftumpite Phramide) iibrig, mit 2n dreifeitigen e,
3n Santen und n - 2 Begrengungsilichen ; von den leteren
find zwei (die Abftupungsflide £ und die Grundflidye F)
dhnliche n-Cce (Fr. 229 IL), die n anberen find lauter
Trapeze und bilben den Mantel.

II. St N,N=nh biec Hihe be8 Stumpfes, D. B ber
Abftand swifdhen £ und F, ift ON, = z die Hihe des weg-
gefdnittenen Teild, aljp ON = H = h 4z Ddie Hikhe
er urfpriinglichen Pyramide, jo findet fidh) aud Fr. 229 IV.
und Fr. 19 VI. zunichit

hdnie= {F: [/ £ und hieaus
z[/l“:—"(ll—|—z)1/i'} Z(L/F — ]/f ):—11st

7 =- b/ f md h-tz= ]l--l/—]i--_--.
VE—Vf VEF—Vf
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III. D3 abgejdnittene Stiick ijt der gangen Pyramide
dhnlid; die dhnlichen Begrenzungsfldden beider folgen in
gleicher MWeife auf einander, jdhliehen gleidhe Flichenmwintel
ein und bilben fongruente Eclen.

231. Wie geofp ijt die Dberflude der Pyromide?

I. DieDbexrflache der Pyramide und ded Pyramiden=
ftum pfs ijt nad) Fr. 177 und 178 zu beredynen.

II. $at eine regelmiifige n-feitige Pyramide Hei Der Leit-
linie [, = ns die Hihe H und der ihrer Grundflade ein-
gejthriebene Sreid ben Halbmefjer r, fo ift bie Hobe jeber
Seitenfliidge k = |/ H*-r* (Fv. 189 IL). Die Grund-
fliche Hat nach Fr. 178 1L den JInhalt F = JLr. Daber
mifit die Oberflache

0=4+4Ir+4Lk = 4 L(r| k).

I11. ‘iﬁ]n[id} ij’8, wenn die Fuppuntte aller Dreiedshihen
im Sreife um den Fuppuntt N ber Hohe ON der PLyramibde
liegen (Fr. 190 VL.).

IV. Beim regelmipigen n-feitigen Pyramidenftumpf haben
alle Trapeze gleidhe Hohe k (Fr. 189 IL), baber ift die
Dberfliacde

O0=F —l f—-}ﬁ (U )k,

wenn F und £ (Fr. 230) die Umfiinge U und u Haben.

232, Welden Juhalt Haben Pyramiden, Phramidenjtumpfe
wid in foldie ju zerfegende edige Svrper?

1. Biwei Pyramiden von gleidher Grundfldde F, 1md F,
und gleicher Hohe H find inhaltdgleid (Fr. 227 IV.). Demn
legt man bei beiben in der Entfernung z von der Spibe einen
Borallelfhnitt £, und £, zu der Grundflicdge F, und F,,
fo ift nad) Fr. 229 IV. f:F, =2 : H' = f,: Fy, D. I
f: B, = f,: F, odex f,—*,, weil jaF,— F, borausdgejebst
tourbe.

1. Das dreifeitige Pridma ABCKNQ (Fig. 210) laft
fich durd) die Ghenen AKN und ACN in drei infaltdgleiche

w283,
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Pyramiden erlegen. Weil ndmli) A ABC 4F A QNK
(. 217 L), foift (I.; §r. 220 IL) NABC = AQEN;
die Deiden Phramiden AQKN und ACKN
ferner Haben gleiche Hibhe, weil fie eine
gemeinfdjaftliche SpiBe N befiben unbd
ihre ®rundiladen AQK und KCA (twelde
nad) Fr. 108 1. fongruent {ind) in einer
Ghene ACKQ liegen; baber ift aud)
AQKN — ACKN (L) und nach Fr. 20 V.
endlid) :

NABC = AQKN = ACEKN.

I Jebe dreifeitige Pyramide ift
alfo der britte Teil eined Pridmasd bon
berfelben Hihe H und derfelben Grundilide F.

Dasfelbe gilt aber aud) von jeber n-feitigen Phramide,
eil fid) biefe in lauter dreifeitige Pyramiden mit einer
gemetnfchaftlichen Spige zerlegen lafjt.

IV. Die Raumzahl einer Pyramide ift L von bem Produft
aud der Flichenzahl der Grundiltiche und der Liingenzahl dex
Hivhe (1L, und Fr. 221 VIIL).

V. Bwet Pyramiben verhalten fich wie die Produfte ausd
Grundfliche mnd Hihe (IV.);

Y:: Y. = F,H;: F.H,

VI. Bei der abgeftubten Phramide A von der Hihe h,
der Grundfldche F und der Abjtupungsfldde £ fei z bie Hohe
e weggejdnittenen Teils (Fr. 230 L). Dann ift nad) IV.

A= }F(h+2z) — Ifz
woraud nad) Fr. 230 I1. weiter folgt:

A=1}h £ Vﬁ.-.-----F—l-/i = $h(F |/ Ff -} ).
VF — /1
VII. Gcige Rorper, deven Bevedymumg nidyt jhon in
VI und §r. 221 gelehrt wuxde, zerlegt man durd) Diagonal-
ebenen in drei- oder mehrfeitige Pyramiben und berechmet {ie
domn nad 1V,

Sia. 210.
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VHI. Wirb ein gerabed Dreifeitiged Pridnma ABCNKD
(Fig. 211) von der Grundfliche ABC = F unbd der Hilea
purd) eine Ebene fo abgejdinitten, daf
feine &eiten AD —=a, CU=1¢ und
BV =0 find, fo fallt der Fuppuntt Q
der Hihe DQ =h Dder bvierfeitigen
‘.Ll)mmzbc DNEKVU in die fante NK
(Br. 204 L. und VL). Nad) Fr. 177 IX.
ijt bie @ruubflﬁd)c UNKV =

‘(\l' I\\)\l‘;——
"l—— J-—(‘) \i\,
Hmm\h 101 a mlf( N und KB fenfrecht

Fig. 211 fein (Bor. nnb dr. 181 X.).
Daber hat die Pyramide DNKVU
den Jnbalt: Y = L (UNKV)h
= —_.!;(tagb*{') INK.h
= +4(2a—b—c) ADNK
= 1 Bi{28 —h—¢).

Daraud ergiebt fuf) aber wegen Fv. 221 VIIL. ber Jnbalt
bed {dhief, aber eben abge{dmittenen Pridmad ABCUVD zu:
J=Fa—4{F(2a—b—=c)

= 1F(a-Fb-+o).

Diefelbe Formel ergiebt jid), wenn aud) nod) auf dex
anderen Seite Ded Pridmad ein Stitct durd) eine Ehene ab-
gejhnitten wivd. (BVergl. KatechidBmud der Raumberedynung.
3. Aufl. Fr. 155.)

IX. Bwet dhnlide Pyramiden (vergl. Fv. 230 I11.) und
Deghalb aud) et dhnlide ectige Rorper (welde fid) in
dhnliche Poramiden zexlegen laffen; vergl. Fr. 150 1I.) ver-
halten fid) toie die dritten Potenzen dhnlichliegender Seiten
oder Stredfen (V.); denn bei Den dfnlichen Pyrvamiden ift
iy — H. 5 (Fr. 229 IV.).

Aud ztwei dhnlicdhe Kdrper, welde gang ober zumteil
bon frummen Flachen begrenzt werden, verhalten fid) twie
bie dritten Potenzen dhnlichliegender Strecten.
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Dreizelinfes Stapifel.

Der Keael.

233. MWad it cine Seqelflide und cin Kegel?

I. Bewegt fid) ein an feinem Endpunfte O (Fig. 212)
feftaehaltener Strahl O (die Erzeugende) an einem ald
Qeitlinie L dienenden
Rreife bin, deffen Ehene
(die Grundflide F)
nidgt durc) den feften
Endpuntt O gebt, fo be-
jehreibt der Strafl eine
(Rreis-) Kegelflide,
beren ©piBe ober
Mittelpunitt der fejte
Punft O it

II. Bewegt jih) an=
ftatt bed Strahled OS
eine 1nbegrenzte Ge-
rabe in Derjelben LWeife,
jo Dejdhreibt fjie eine
aud  jwei fpmmetriz
jehen Hiilften beftehende
Doppelfegelfladye.

[II. Der bom Dder
Reqelfliche umidylofjene
Dalbbegrenzte  Raum
feift ein fegelfiir-
miger oder fonifder Fig. 212,
Paum.

IV. Der Kirper zwifhen Spite 0, Grundilide F und
dem zwijchenliegenden Kegelfldchenitiict (bem Mantel) heift
ein Regel. — Bergl. aud) Fr. 236 XIV. und XV.

Bepjde, Geometrie. 3. Aujl 19




290 Dreigehuted Sapitel, &r. 233—234,

V. Die burd) die Spibe und den Miittelpuntt ¢ bex
Grundjladye F gelegte Gerabe OC heift die Are der Kegel:
fliche.

Jenadydem die Aye auf der Grundflade novmal, oder
fchief fteht, Heifen die Regelfliche und ber Kegel felbit gerabe,
ober jdhief. Die Holhe [l ded Kegeld ijt die Normale ON bon
der ©pige O auf die Grundjlidye F.

VI. Die Segelfliche hat ald duferfte Falle einerieitd die
Cylindexjlade (wenn OS // OA), oder die Gerade (wenn der
Grundfldchenhalbmefjer = 0), anberfeitd aber bdie Ehene
(wenn £ AOS = 90°; §r. 181 XIV.).

VIL. Durd) jeden Punkt P der Kegelflache und die Spise O
Lt fid) eine Gerade legen, weldje gany in der Kegelfliche
liegt (I.), a iu (in P*) durch die Leitlinie geht.

VIII. Di IDI](][‘!] per ©pige und der Leitlinie gelegene
Strede O [)uu eine Stegelfeite.

l,uqumuuqollnrlnumq[rmv eiten (Fr.190VL),
und alle Geiten madjen einen Winfel von der ndamlichen
®roge mit der Aye (Fr. 81 L.).

Der {chiefe Kegel ift ungleidhfeitig (Fr. 193 und 78 1L,
oder 170 /L, IV. und V.); fjeine &eiten find nur paar-
meife gletd) (Fr. 193 VIL, 80 II.), mit Audnahme der in
der Neigungsebene der Aye liegenden tleinften und groften
Seite (Fr. 192 IIL.).

234. ag verjteht man unter Centval=Projeftion ?

I. Central-Projettion (ober bier furzweg ,Pro-
jeftion”) eined Punited P (Fig. 212 und 21 3) auf Ddie
Grundfldde F heift die Spur P (Fr. 184 I11.), tworin die
purd) ben projizierten Lunft P und die Spise O gelegte
Gerade OP bdie Gurumdjliche F durchdringt. OP’ ijt bie
Projizierende.

(1. Die Spipe O it bann {treng genommen nicht projizier-
bar (Fr. 24 1).

IH. Alle anderen Puntte der durcd) die Spipe parallef
gur Grundffide I gelegten Ehene K, haben feine Projeftion
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in endlidher Cntfernmung von € in Fig. 212 (Fr. 26
205 I.).

IV. Die Projeftion eined Punfted dey Grundflide F
jallt mit bem projizierten ‘bmmu jelbit zufantmen.

V. Die Puntte innerhalb, auf, oder auferhialb ber Kegel
fliche aus O haben ihre Projeftion innerhalb, auf, oder aufer-
halb der Leitlinie L.

235, Wie fann cine Gerade gegen cine Keqeliladie licqen?

I. Jede Gevabe G in Der durch bie \‘:,I.JihL 0, Fig. 212,
mml aur Grundfliche F gelegten Ebene E, hat mit ber
Kegelflade nur die Spise, oder gar nidhtd j,clnuill und Hat
teine Projeftion in endlid)er Entfernung von ¢ (Fr. 234
ELoSELL:):

[I. Sebe burch bie ©Spie O gehende und der Grund-
{liitl"‘ I nidt allele Gerade G, bat ald Projeftion mur
einen Punit P (01 1841V., 2111.). Ziegt diefer Punft P!
innecfalh, auf, ober auferh ﬁ[[! per Leitlinie, fo liegt die
(evade G, ium‘r[}ui[’w, auf, oder auferhalb Dex S‘L(gmm([)r
(. 234 V.).

I Jever Punft P! der Grundilade F fann ald bie
Projeftion einer dburd) die Spie O gehenden Geraden G,
gelten, weldye innerhalb, auf, oder auBerhalb ber Kegelfliche
!‘L&"ﬂt f‘“."‘l.

V. Die Projeftion G einer weber durd) bdie Spige O
gefjenden (IL), nod) in der dburd) O parallel u F gelegten
Chene E, liegenden (L) Geraben G,, G, ober G, ift wieder
eine Gevade; denn alle Projizierenden liegen in der duxdh O
und die Gerade G,, G, 0dex G, beftimmten Ehene (Fr. 182 IL.),
Dicje aber fdhneidet I' muv in einer Gevaden G (Fr.185IL).

V. Wenn in IV. die Projeftion die Leitlinie fchneidet
tvie G,’, ober beriifrt wie G, ober wie G,' gar nidt trifft,
fo wird die Kegelfliche bon dex Gevaden G,, G., oder G, in
awei Punften K und Q gefdynitten, in einem Lunite
P bevithrt, over in feinem Punktte getvoffen (Fr. 234 1.
und V.).
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Jn der durd) den Bevithrungdpuntt, ober einen Schnitt-
puntt ywijden Projeftion und Leitlinie gelegten Projizievenden
fann niimlid) wegen Fr. 21 1. nur e i n Punft dex beviihrenden,
oder {djneidenden Geraden (iegen.

VI. Wirb eine Gerade durd) einen von der Spite O ver-
jdhiedenen Puntt P dev Regelflidie gelegt, fo fann fie mach
L, IL und V. nur dann gang in der Regelfliche liegen, wemn
fie aud) durc) bie Spipe geht. Bergl. Fr. 233 L

VIL Die Kegelfldce ift alfo frumm (Fr. 16 T und 121.),
Da fid) Durd) jeden ifrer (von der Spibe verdiedenen) Punfte
nur eine Gevade (IL und VL) iehen [ift, welde gany in
der Segelflache liegt.

VIII. ©djneibet die in IV. befprodhene Gexabe G, Fig. 213,
die Grundilide F in D, die durd) O pavallel zu F gelegte

Ehene E,in Dy, und jdmei-

¥ Det die burd) O gelegte

G/ Parvallele 0Q 3w G die

—— ] % Grundilide in Q, fo liegt

/ Q in Der durd) O und G

gelegten, B, in G, {dnei-
penben Ebene, alfo in bex
Projeftion G* von G (.
186 VI, XV.). Bugleid)
ferden G und G durd) D,
und Q in je jwei Strahlen
D,DY und DX, QDY' unbd
QX" zerlegt; DY und QY
jhneiden fich) in D; babei
ift QX‘ bie Projeftion von
XDy, QY die Projeftionvon
Big. 218, YD,, unb jwar QD bdie von

YD unb DY’ bie von DD,.

IX. Die jiwet Punfte Q und K, Fig. 212, in denen eine
©erade G, die Regelfliiche {dhneidet, fonmen enttweder auf der-
felbent oder auf verfdjiedenen Hilften der Doppelfegelfliche
liegen.
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S ecfteven Falle Hat Dad innerhalb der Regelfliche
liegende, begrenzte Stiit QK der Geraden G, eine endliche
Projettion Q'K'; im anbderen Falle (vergl. Fig. 216 €. 296)
hat Dad auferhalb der Kegelfldcie liegende, begrenzte Stiick
QE ber Geraden et (unendlidhe) Strahlen QX! und K'Y’
afs Projettion, wifhrend die Strede 'K’ bie Projettion der
Deiden inmerfalb der Regelfliche gelegenen Strafhlen QX
md KY ift.

X. Durd) jeden Punft P der RKegelfliche lafjen fid)
unziflige Beriihrungslinien oder Tangenten an den
Qegel Tegen (V.); Diefelben liegen aber in Der Ebene, welde
fidy burd) OPP' (Fig. 212) und die dburd) P* gehende Fan-
gente G’ ber Leitlinie fegen [GHt (Jr. 182 111.).

XI. Bon jedem Puntte B auferholb der Kegelflidye lafjen
ji) zmwet Scharen von Veriihrungslinien an Ddie
Regelfliche legen (V.), weil fich von der Projeltion B’ Ded
Punfted B zwei Tangenten B'P und BT an bie Leitlinie
fegen lafjen (Fr. 108 IL). Jebe ©dar liegt aber in einex
burd) P, bezto. T und duvc) BB gehenden Ehene.

936. Wie fann cine Ghene gegen eine Kegelfliiche liegen ?

1. Sjebe durd) dbie Spipe O, Fig. 212, gelegte, die Grund-
flache T in einer Geraden G’ fdhneidende Cbene E jdhneidet
entmeber Die Regeliliche in jwei Geraben OQ' und OK’,
ober Deriifhrt diefelbe in einer Geraden OP, oder hat
blof Die ©pie O mit der Kegelflacde gemein, wenn die
(a8 Projeftion von E aufzufafiende) Spur G' die Leitlinie
in Q und K femeidet, in P* berithrt, ober gar nicht frifft
(. 83).

II. Jeber die Are A enthaltende ebene Sdynitt POK
(Hauptidnitt) befteht aud zwei Kegeljeiten, twelde burd)
die 3wei Endpuntte P und K' dedfelben Grundilichendurd-
mefjers P'K’ geben (Fr. 48 IL.).

111, Durd) jeden Punft P in der Kegeljlache fann man
eine, durd) jeden Punft B auperhalb dev Kegelfliiche 3iwet
Berithrungsebenen an die Kegelfliice legen (Jr. 235 X.
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und XIL.). Die Projettion jeder Veriihrungsebene Dexiift
die Leitlinie (I.).

IV. ®ie burd) die Spite O gefende, der Grinbdjlide F
pavallele €bene B, befigt feine Projeftion in endlicher
Cnifernung von ¢ und fat mit der Regelflache nur die
©pige O gemein (Fr. 284 1L, IIL.).

V. Jede nidht durd) bie Spige O gehende, der Grund-
flidge F pavallele Cbene B, (Jig. 214) {dneidet die G-
geugende in allen Lagen derfelben;
ibr Sdnitt mit dev Kegeliliche
ift aljo eine gefchlofjene Qinie wnd
liegt in einer und derfelben $Hiilfte
be3 Doppelfegels. Alle Puntte P
Des Sdmitted find in gleicher
Entfernung bon dem Puntte C,
worin die Snittebene die Aye A
trifft; Denn weil C,P//CP* (.
206 IL), fo ift Q,P:C,0 =
CP': CO (Fr. 148 1.); die Grife
over Strede C,P ift alfo nidht von
ber Lage des Punftes P abhingig

ba ja C,0, CP' wnb CO fitv alle Puntte P diejelbe Liinge
haben.

Daber ift dev Schnitt ein Kreisd (Fr. 47 11.). Der Halb-
mejjer C,P Ddiefed Rreifed verhilt fich aum Halbmeffer CF
Dex Grundiliche, mwie dex durdy die Sdnittebene B, erzeugte
obere Abfdnitt OP, OC,, ober ON, einer Segeljeite OP’, dex
Axe OC, ober ber Hihe ON ur gangen Kegelieite, Axe, oder
Hishe (Fr. 148 L.).

VI Jebe duvd) irgend sivei Qegelfeiten gelegte Ghene B
{chneidet jene Pavalleljhnittebene B, und die Grundfftiche in
et pavallelen (Fr. 205 I1.) Sehnen (beztw. nach II. in
atwei parallelen Durdymeffern), welde jich) (Fr. 148 1) eben=
falld tie die Halbmefjer Ded Paralleljchnittsd wnd der Grund-
flidhe (V.) verhalten.

(&heme En |
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1t B
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VII. ©dneidet eine nidt durd) die Spike O qehenbde
Ghene B, (Fig. 215 wmd 216) die ®rundiliche F in ber
Spur G, fo jind mur die drei Fille u unterjcheiden, ob eine
sit B, parallel ourd) die Spipe O gelegte Ebene E blof bie
©pite, blof eine Geradbe OFY, oder jwei Gerade OJ uno Q%
mit der Regeliliche gemein Hat (1.).

VIIL Smoexftecen Falle in VIL jchneidet die Sdynitt=
ebene B, alle Qegelfeiten (Fr. 206 IV.), und Fwav alle in
derfelben Hiilfteded Toppel=
fegel3, weil die andere Hi
gang auf ber L, en 1
gefepsten Seite Dex Ebene B
liegt; Der Sdmitt it alfo -
einegefchlofjene Linie TPQE =
(in Fig. 215) unt
fig bei e
juchung ald ewme ipfe
(vergl. Hr. 224 VIIL ).

IX. Sm zweiten Falle
in VII. ijt bie Sdynittebene
E, 3 einex Beriihrungsd-
ebene parallel (1.), aljo aud)
au Dex Detrefjenven SRez Sl
vilbrungslinie OP' (8. | |
205 1.), aber blof Ddiefer | s
einert egelfeite; alle an= & 4
deren Qegelfeiten iverben
gejdgnitten und wieder alle

511

auj der nimliden Seite
pon B, 0. §. in Dexfelben

%ig. 215.

Regelhilite (Fr. 206 1V.),

Ser Sdnitt AUB (Big. 216 ©. 296) it aber feine ge-
- . . - i 'I o pey -~ 1

jdhlojjene Xime, jonbern ereift fid) ald eine Parabel

(vexgl. Katechizmud ver Raumberedhnung. 3. Aufl. &. 55;

Qatech. d. analptijchen Geometrie, ©. 167). Die Grund=
)

jlicche F wird hier von B, in einer Gevaben AB gefdnitten,
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welde ur Tangente des Punttes P* der Leitlinie parallef ijt
(L und Fr.205 1L.).

X. Jm oritten Falle in VII. endlich ift bie Sdnittebene
E. 3u 3wei Kegelfeiten 0J und OZ, Fig. 216, pavallel, jchneidet
wieder alle anbeven Keqelfeitent
(Fr. 206 IV.), aber einige in
Der einen, die anberen in Der
stoeiten Segelfldchenhilfte, je-
nadhdbem die von O aud der
Grunbdflidye zugervandte Hilfte
ber eite mit der Schnitt-
ebene B, auf berfelben, ober
auf entgegengejehten Seiten
fener burd) die Spige gelegten
Larallelebene E gur Sdnitt-
fliche E, liegt; Der Sdnitt
bejteht aud zwei fid) nidht
fdlieBenben Jeigen CVD unbd
CyV,Dy, und Deifit eine Hy-
pexbel (vgl. Kated). d. analyt.
Geometrie, ©.152). Die Spur
Der Ehene ZOJ in F ijt zu der
Spur CD bont B, in F pavallel
(Br. 205 1L).

Wmgefehrt ift jede die Deiden Regelhilften (chneidende
Eberte I, pavallel zu ben beiben Geiten OJ und OZ, in
telden eine pavallel jur Sdnittflide B, durd) die Spite
gelegte Cbene I die Kegelflidhe jdneibdet.

XI. Unbdere ebene Regelidynitte, ald Rreis, Ellipfe,
Pavabel und Hyperbel, giebt ed nicht; diefe Linien bilden
eine abgefdhlofjene Gruppe. Die Pavabel erfdjeint al3
Bwijdenglied gwifden Ellipfe und Hyperbel.

XII. Bei jeder {chiefen Kreidlegelflice ift ein (nidht duvd
bie ©pie O gehenber) Novmaljdhnitt jur Aze eine Cllipfe
(VIIL).
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Wegen Fr. 73 VIIL geht aber die Aye ded {dhiefen Rreid
fegels nidyt durd) den Mittelpunit der Ellipfe.

XII, Qeber jdyiefe Rreisfegel [dht fid) als eint
geraber efliptijder Kegel aufjajjen.

Die Aye diefed elliptijchen Kegeld liegt in Dev Ebene ded
Reigungswinteld (Fr. 192 1.) der Aye ded {dhiefen Rreid-
fogeld gegen Deffen Grundilache und BHalbiert den Wintel,
unter weldjem fich die in diefer Ehene liegenden beiden Geiten
fdmeiden (vgl. Fig. 53 &. 63).

XIV. Der Kegel entfteht durd) die ftetige Betvegung eined

ftets zu fich felbit parallel Dleibenden Qreifed, wenn defjen

Mittelpuntt nicht ausd der Axe A Hevaudriict und fein Halb-
mefjer fidy jo, wie e V. verlangt, jtetig dnbert.

XV. Der gerade Segel wird aud) durd) ftetige Bemwegung
eined vechtwinfeligen Dreieds OCP’ (Fig. 217) um die eine
Qathete OC erzengt (Fr. 181 XIV).

Qo

237, TWad ift ein Keeljtwmpf?

. Der {brper, weldher von der Grundildde F, etnem (in
berjelben Regelflidenpiljte gelegenen) Ravalleljdynitte £ zu
{6t und dem iwijdhentiegenden Kegel-
flachenftitct (Dem M antel) begrenst
yoicD, heifit ein abgeftupter Kegel
pber ein Regelftumpf; bie Ent:
fernung h feiner Beiden parallelen
®Grundfldden F und f it feine
Hibhe.

1. Der gerabde Kegeljtumbf
(Fig. 217) fann duvd) die Um-
drefhung eined Trapezed PC,CP’ ent=
fteben, Deffen Pavalleljeiten C,P
und CP' auf ber Geite CC;, um
welche die Umbrefung exfolgt, fent:
recdht ftefen (Fr. 181 XIV.).

L Hat der Kegelftumpf, Defjen Grundflicge T umd
Abftupungsilade £ Sreife vom Halbmefjer r, wnd r, wnd bent
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Umfingen u, ind u, find, die Hohe h, wihrend die abgefdinittene
@bibe die Hile z hatte, ift ferner v dev Halbmefjer und u dex
Umfang bc% iu pex Meitte der Hohe h (aljo in der Entfernung
Zn, — z—-+h bon bm ©pite 0) gelegten ‘,].samlic (jchmit tué%,
jo findet mh aud Jr. 236 V. 7.1mm[ ftrg:ry, =2:(h-+2)
und r:v; = ($ h-{-2): (h—2z); hievaud mguht nd) (eicht:

L L e R

al',

Ty =T, =14 - —— .
' "h-fz h-z

Damn it aber u=2mr = a(r, - i',,:}: 1 (0, 1)

258, Wie grof ijt der Seqelmantel?
I. Aud) der Kegelmantel MLi§t fich (wegen Fr. 2 236 111.)

auf einer Ebene abwideln, — Vgl. Fr. 225 1.

II. Beim um\m ﬁqul bom Halbmejjer CU = R und
ver Hohe OC = H, Fig. 217, exhilt man (Fr. 233 VIIL)
einen freidaudjhnitt, defjen Halbmefjer dev Kegeljeite OU

— 5 = |/ R*--H* und dejjen Bogen bder Leitlinie I —
27R gleidht; nlm 11 umh BE GOV M — Mg —
R8s, — :l“ql 35\. ' 0
III. Der Mantel Ded Mi_‘;ivfrar Regeld ift fein RKreidaus-
{dhmitt (Fr. 283 VIIL).
IV. Der ‘JJmnhl M be3 geraben Segelftumpfes

(?\1. 237), defjen Seite PP'— 5 — OP' — OP = 5, — 5,
ift, hat Den Snl}ﬁit M= ;8 — 3ugse = (18, — ro8,)-
Nach Fr. 286 V. ift aber s,: 8, = r:1y; daber audy

(84 fﬁ,‘,):n‘,r(rl -1y) ¢ 1,1111“H1mqu1 (\l 37 I1I.) weiter:
M=:; S;(lt — 1) 1y = sy 1) (1, — 1) i1y
ity —-1p) (8 — &) = % (u,—}ug)s = us.
&3 (dpt Id} alfo ber Mantel dicjed Stumpied tie ein
Trapey (Fr. 177 IX.) berechnen. BVgl. Fr. 179 XII,

239, Wie grop ijt der Jnbhalt ded Keqeld?
I. Begen Fr. 236 V. und 229 IV, dnbern fich bet einem
Regel vom Halbmeffer R die der Grundflide F = =R’
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pavallelen Querjcdnitte genaut fo tote et einer Pyramide von
ber ndmlichen Hohe H und einer gleichgrofen Grundflache.
Nach Fr. 227 I\ Iat Dabex M qu Denfelben Jnfhalt (
toie diefe Biramibde, d. §. nad) Fr. 232 IV, ijt:
— JFH = 1xHR%
II. Dex \mu(mtmm \8’1 ‘_’J‘) lmt nad) Fr. 232 VI. den

SJnhalt A= 1L(F - V Ff—-f), woral mt hnady Fr.179 1L
mweiter ergiebt: A=—-1zh(r] +1 I,
Biersehntes Sapitel.

Die Hugel.

240. Wasd ijt eine KSugelflide und eine Kugel?

I. Die Kugelflade enthalt alle Punfte P bed Raumes,
weldje in gleigem Abjtande bon eimem Punfte M (dem
Wittelpuntte) liegen. Diefe unverinderliche Cntfernung
MP = R 0eifst der Halbmejfer ber Sugel.

II. Bwei \mibm(ml, deven jeder die Verldngerung desd
anderen bildet, geben einen Durdymejjer D = 2R. Vgl
&r. 48 1II.

III. Dafer find alle Halbmefjer und alle Durchmefjer

per Rugelfldche lmtc i) gleidh.

IV. Wird ein Halbtreid FOP, (Fig- 218 &.300) um
feinen fc]’t[irgenbcu D wdymeffer FP, gedreht, bid ex wieder in
feine anfingliche Lage fommt, fo bejdjreibt ex wegen Fr. 47 IL.
eine volle Qugeljliche.

Die Kugelf imhc ijt demmnad) eine gefd)loffene Flache;
ber Mittelpuntt M liegt innerhalb ﬁuu[bm.

Die mmmmu ijt ber geometrifdje Drt (vgl. Jr. 74
XVIL) eined Sreifed von gegebenem Halbmefjer und bon
Um‘ge]’t}mhumm Mittelpuntte. Vergl. Fr. 242 VL

V. Der von einer Rugelflache umichlofjene Kbrper Heift
eine Kugel.
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Ijt die Entfernung eined Punfted P bom Mittel=
puntre gwf;ez pber gleid), ober ffeiner alg ber Halbmejjer R,
fo liegt der Puntt P auferhalb, ober auf, oder innerfhalb der
Qugeljliche.

241, Wie fonn cine Gerade gegen cine Kugelflade liegen?

I. Jft die Entfernung MN, einer Gerabenm G, bom
WMittelpuntte M grofer al8 der Halbmefier R, jo liegt G,
gany auferhalb der RKugelflade (Fr.240 VI.). Demn alle
anderen Punfte von G, find nod) tweiter bon M entfernt
ald N, (Pr. 74 IX.).

I it bie Cntfernung MN, einer Geraben G, bom
Mittelpuntte M dem Halbmeffer R gleidh, fo hat G, blof
einen Punft N, mit der Fugeljlide gemein (Fr. 240 VL),
tweil alle anderen Puntte
bon G, tpeiter ald N,
bon M entfernt {ind
(Fr.74 IX.).

IILI. Cine®erade G,
welhe mit ber Kugel-
flache blof einen Puntt
gemein Hat, Deifst eine
lnlul‘ rung3linie
ober Tangente.

IV. Jebe Senfredyte
auf einem $Halbmefjer
MN, int defjen Endpuntte
N, ift eine Tangente (I1.).

V. 3t bie Entfernung
MN — e einer Gevaben

oig. 218, vom Mittelpuntte M fleiner ald der Halb-
meﬁm R, jo jdueidet G die Sugeljlide in 3w ei Punkten
P, unb Py; N liegt ndmlich innerhaldb der Rugelfliache
(Fr. 240 VL), die beiden Luntte K und L in G aber, welde um
KN = NL = R bon N abjtehen, liegen auferhalb bder
RQugelflade (Fr. 74 VIIL), und Dedhald muf ed in G Fwei

Sig. 218,

it 1=
Lunm P
fiegen { (\r |
VL,
pelegene
on 06t
E 160
VIL
Wl‘ 1,1 “\

VIIL

‘_," QR

A

A Iy 4
q;_]qgjr[.‘... ¢

Denn fal
pegen 3. 7 4
fillf, ober i
it MN

md dyief
idueibet b
well Dder
tediten M)

oa 10 MN
X1, Jet

meffer bed
All,
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Punfte P, und P, geben, weldje in der Entfernung R von M
fiegen (Fr. 74 X.).

VI. Die Qugelfehne, d.§. die innerhalb der Kugeliliche
gelegene ©trefe PP, = s der 1fjucibcnbcn Geraben G ird
pon der Sentred) tm MN TJnI{nmt (Fr. 75 V.umd VL). FNad
§r.160 IIL. ijt bafer R* = &’ 1¢°

VIL ¢ ndber die Kugeljefhme am Nittelpuntte M liegt,
defto grifer ift fie (VL)

VIIL. Die Kugelfliche ift frumm (Fr. 16 1. und 12 L);
benn nac) I. 6i3 V. lafjen fid) auf ihr gar feine Geraden
aieDen.

IX. Sebe Gerade G durch einen Punft Q innmerhalb der
Qugelflache jdyneidet die \tuqd[laci)L in 3ive qglllltttll(\ Bl

Denn [n‘lt man von \l eine Senfredhte MN auf G, o it
wegen Fr. 74 IX. MN <7 MQ, jenadydem N mit Q ,)u}nmmut
fallt, oder nicht; da nun nad) Fr. 240 VI. jdhon MQ < R,
fo it MN < R (§r. 20 IV., obexr VIL), und G jdjneidet
bie Sugelfldche.

X. Sede Gerabe G durd) einen Punft P, der Kugelflidhe
und fdhief gegen Dben mad) P, gezogenen Dalbmefjer MP,
jchneidet die Rugeljliiche in zwei Puntten P, und P, (V.),
weil Der Fuppunit N der von M auj G gefillten Gent:
rechten MN mnu[)nlb ber Kugeljliche liegt (Fv.240 VL),
= R ijt (Br. 74 1X.).

X1 LDL ~nngultu (I11.) fteht wegen X. auf dem $Halb-
e meffer b[’h Berithrungdpunttesd fenfrecht.

e | XII. Sn jebem Punfte der Sugelflidye giebt e8 unziblig
piele Tangenten, diefelben fiegen aber fimtlid) in einer Chene
(Sr. 181 XIIL).

242, Wie tann cine Ehene gegen cine Sugelflide legen?

I. Gine Gbhene E, (Fig. 219 ©.802), deren Entfernung
MN, vom Mittelpuntte M den Halbmejjer R dibertrifft, liegt
gany auferhold der Rugelflache (Fr. 240 VL), mweil alle
anderen Punfte der Ebene E, nod) mweiter von M abiteben,
ald N, (Fr. 190 IV.).
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II. Cine Cbene E,, deven Entfernung MN, vom Mittel-
punfte M Ddem Dalbmefjer R gleicht, Hat blof einen
Punktt N, mit ber Sugelfliche gemein (Fr. 240 VI.), denn
alle anderen Punfte von E, ftehen weiter von M ab, als N,
(Br. 190 IV.).

1. Cine foldhe Ehene E,, die mit der Sugelfliiche blof
emen Punit gemein Hat, heifst eine Veriihrungsebene.

IV. Jede Mormalebene auf einem Halbmejfer MN, in
deffen Endpunfte N, beriibrt alfo die § ugelflache.

V. Sit bie Entfernung MN = e einer Gbene E bom
Mittelpuntte M Heiner al8 der Halbmefjer R, jo liegt der
mit bem Halbmefjer R um den Fufpunft N ber vom Mittel-
punite M auf die Ebene gefillten Novmalen MN gejdhlagene
Streid gany auferhald der Rugelfliche (Fr. 74 VIIL wund
240 VI.). Ule dburc) N in E gezogenen Geraden fdhneiden
Die Rugelfladhe zweimal (Fr. 241 V.), und lehtere wird
pemnad) bon ber Chene K in einer gejchlofjenen Qinie
gejchmitten. Jeber Punft P der Schnittlinie KPL ift um
NP =1= |/ R*— e¢” von dem Fufpuntte entfernt (Fr. 160
L), d. .

ber ©dnitt ift nad) Fr. 47 11 ein Kreid (Rugeltreid),
und fein Halbmefjer r ift um jo grifer, je niher der Schnitt
am IMittelpuntte liegt.
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VI. Cin durch) ben Mittelpuntt M gehender Sdynitt
liefert einen gridften Kreis CJC, der Kugelflicie, dejjen
Mittelpuntt mit bem Kugelmittelpuntte sujammeniillt und
beffen Halbmefjer MJ dem ber Rugelfliiche gleicht (vergl.
Br. 240 IIL uamd 1V.).

VIL. Je 3wei gropte Sreife jdmeiden fih in einem
Sugeldurchmefjer (VL) und halbieven einanbder.

VIIL Jeder gripte Kveid halbiert die Kugelfliche, zer-
legt fie in 3wei Jid) becfende Halbfugeln (Fr. 22 V.).

IX. Die Normale MN vom Mittelpuntie M der Kugel
auf einen Sugelfreid geht dburd) den Mittelpunft N bes
lelstern (V. und Fr. 188 1.)

X. Die Gevade MN buvd) den IMittelpuntt M der Kugel
und den Mittelpuntt N eined Kugelfreifes fteht auf diefem
Streife normal (IX. und Fr. 21 1

« )

XL Die im Mittelpunfte N eined Kugelfreifed auf diefem
Sreife exvichtete Normale geht duvc) den Kugelmittelpuntt M
(IX. und Fr. 188 1IL.).

XIL Durd) zwei fid) {chneidende Kugelfehuen (aft fich
eine Ebene fegen (Fr. 182 IIL); in bem von diefer Ebene
geliefecten (V.) Sugelfreije find die beiben Kugeljehnen Sehren,
und dedhalb gelten die Siibe in Fr. 161 aud) von gwei fid
jdhneidenden Sugelfehuen.

XIL  Wenn zwei Kugelfehuen fidh in N gegenfeitig
halbieven, jo fdneiden fie fid) im Mittelpuntte N Ded duvd
jte gelegten Sugelfreifes, ftehen aljo beide fenfredit auf dex
Strecfe MN (Fr. 93 unb 242 X.).

XIV. Palbieven fich zwei Kugelfreife gegenfeitig, fo
fhmeiben fie fid) in einer Kugeljehue, weldhe fiix beibe
Sugeltreife ein Durchmeffer ijt, und daher Hhaben die beiben
Rreije einen gemeinfchaftlichen Mittelpuntt N; tenn mum N
auperhalb M lige, jo miifste die Strecte MN auf beiden Sreifen
normal ftehen (X.), d.1. e8 miifiten die Chenen beider Rreife,
weil fie ja den Punft N gemein bHaben, zujammenfallen
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(Fr. 182 V.); weil fie died aber nac) der BVoraudjeung
nidht follen, fo mufy MN = o fein, d. §.
die beiden Rugeltreife find grishte freife.

XV. Jebe Tangente P,'T, (in Fig. 218) an einen Kugels
frei3 im Punfte P, beriihrt aud) die Kugeljliche in P,; denn
auf der Tangente fteht wegen Fr. 83 X. der Kugelfreis-
halbmejjer (NP in Fig. 219), baher auch der Kugelfhalbmeffex
MP, fenfred)t (Fr. 189 L.).

XVI. Jn jeber die Rugelfliche fneibenden Ebene lafjen
fich 3twei Tangenten N, T und N, T, (Fig. 218) von einem in
diefer Ehexte, aber auferhalb der Kugel liegenden Puntte N,
an die Sugel ziehen (XV. und Fr. 103 IL.).

XVIL. Jedbe Ebene E duvd) einen Puntt Q (in Fig. 219)
innerfalb der RKugelflache fdyneidet die Rugeljlide (V.);
benn eine bon M auf B gefdllte Normale MN it < MQ
(Fre. 190 IV.), und dba MQ < R (Bor.), jo it MN <ZR.

XVIIL. Jebe Ebene K burd) einen Punft P der Kugel-
flache und {chief gegen den nach dem Punfte P gejogenen
Halbmeffer MP jchneidet die Kugeljlache (V.), weil die von
M auf B gefdllte Normale MN einer ijt al8 R (Fr. 1901V.).

XIX. Jebe Berithrungsebene 1, (Fig. 219) jteht normal
ouf dem nad) Dem Veriihrungdpunfte N, gezogenen Halb-
mefjer MN, (XVIIL).

XX. Sn jedem Punite der Kugelfliche giebt e8 nur eine
Berithrungdebene (XIX. und Fr. 182 V).

XXI. Jebe burd) ben Beriihrungdpuntt N, (Fig. 219)
gebenbde, in der Beriihrungsebene K, ltegende Gevade Devithrt
dbie Qugelfliche (XIX. und Fr. 181 X.).

XXII. Legt man bdurd) die LVerbindbungsdftrede MB,
&ig. 219, bed Kugelmittelpuntied M und eined auferhalb ber
Qugelfliche gefegenen Punfted B eine Ehene B und in diejer
einen Halbtveid iiber dex Strecfe MB, jo {djneibet diefer bie
RQugelfliche in einem Punfte V, und BV ift alfo Tangente an
ben groften Rugelfreid (Fr. 108 IL.) und an bie Kugel (XV.).

Drelt m
(ugel fort;

v ouf MB g
Daler Liegen
um e G5
fifben aber |
ilade.
XXIIL
fidy cine
leitfinie glei
ver Yxe der
XX1V.
(it fidy eime
torher durd

male auf MV
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Dreht man mm die Ehene B um MB, fo viidt V auf der
Sugel fort; bdaber lafen fich von dem auferhalb gelegenen
Puntte B unzihlige Tangenten an die Kugelfladye legen;
alle Beriihrungspunfte find von B gleidyieit entfernt
(. 103 V.). Bei der Drehung um MB befchreibt die bon
V auj MB gefillte @enfrechte VU eine Chene (Fr. 181 XIV.).
Daber liegen (nad) v.) alle Berithrungdpuntte V im Kreife
um den FuBpunit U der Senfrechten VU auf MB. Denmad)
bilben aber die fimtlichen Tangenten eine gerade Regel-
fliche.

XXII Aud) in eine gevabe Cylinderflache Iift
fid) eine Rugelfldche einfchreiben, weldhe mit der Cylinder-
leitlinie gleichen Halbmefjer hat, und deven Mittelpuntt in
Der Aze der Eylinderflade liegt.

XXIV. Durd) jede der unzifhligen Tangenten in XXIIL
(Bt {idy eine Berithrungsebene legen (IV.), wenn man nux
porher durd) den Verithrungdpuntt V nod) eine zweite Nox-
male auf MV erridhtet (Fr. 181 XL.).

Daber lajjen fid) von einem aufterhald der Kugel gelegenen
Puntte B aud) unzifhlige Veviihrungsdebenen an bie
Rugel legent unbd bdiefelben Deviihren zugleih) den in XXIL
evmwifnten gevaben Regel (V.).

XXV. Cine burd) den Mittelpuntt M einer Qugelfliche
normal gu einer aufer der Rugelflidye liegenden Geraden G,
(ig. 218) gelegte Cbene fdyneidet die Gevade in N, bie
Rugelflade in einem groften Kreife. Bieht man in diefer
Ytormalebene von N, aud die ywei Tangenten N,P, und N,P
an den grifiten Kveid (Fr.1031L), jo ftehen die Halbmefjer
MP, und MP nidjt blof; auf N, P, und N, P fentredjt (Fr. 83 Xk
fonbern aud) auf den durd) P, und P gelegten Parallelen 3u
Gy (§r. 189 VIL und 181 X.); daber wirb die Rugeljlache
(nach IV. und Fr. 181 XIL) bon den beiden Ehenen beviifrt,
weldje fi) dburch die Gerade G, und fe eine der Deiden
Zangenten N,P, und NP legen lafjen.

Die Berithrungdpunfte P, und P diefer beiden Ghenen
find gleihiveit bon N, entfernt (Fr. 108 V.).

Jepide, Geometrie. 3. Hujl.
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243, Weldie Sipe iber Paralleliveife und Meridiane find
s merfen’?

1. ©ind zwei ober mehr Schnittebenen parallef, fo
fallen nad) Fr. 206 L. die aud dem Kugelfladenmittelpuntte
M (Fig. 220) auf fie gefllten Normalen in eine Gerade AA,
(bie Aze), weldhe die Kugelfltiche in den beiden Polen A
und A, der Parallelfreife SXYV und KPQL {dneidet.

1. Der grofte Parallelfreid DBOD, Heift Aquator;
jeber griBte Qreis AXA, durd) die Aye heipt Meridian.

I Sede Meridianchene fteht auf dem Parvallelfreifen
normal (Fr. 204 L).

IV. Sugeltreife, welche die nimlichen Pole haben, liegen
in pavallelen Ehenen (I und Fr. 205 IIL).

V. Bieht man von einem Puntte P, Fig. 220, eined
Parvalleltreifes Strecfen PA und PA, nac) defjen Polen A
und A,, o ftehen dieje auf einander fenfvedyt (Fr. 96 IIL).

VI. Der Halbmeffer NP = r eined Kugelfreifes ijt Die
mittlere Proportionale gu den Abjdynitten AN und NA,, in
weldje der Kugelfreid die Wxe AA, zerlegt (Fr. 161 IL.).

VIL Sedber Pol ift von allen Puntten desfelben Parallel-
freifed gleidyweit entjernt (Fr. 190 VI.).
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VIIL. Die Meridianbigen XP und Y zwifjdhen zwei
Larallelfreifen jind gleihgrop (VIL, Fr. 91 1V, ., 20 VIIL.).

IX. Bwifden denfelben Meridianen liegen Parallelfreiss
bgen P() und XY von gleichem Centriwinfel (Fr. 189 IX.).

Diefem Centriminfel gleicht ber Winfel wifchen Den
(ebenfalls auf dev Ure AA, fenfred)t ftehenden) Meridian-
tangenten AU und AJ am Lol A,

Die namliche Groge hat dex von den Leiden Meridianen
am Pole gebildete jphavifdhe Winfel PAQ umd der
Meigungs [ (Tr. 202 V.) der beiben Meridianchenen,

snintel

244, Wie heifjen die Teile der Kugel 1'1Lh oer Sugelflide?

L Jeder Schnittfreis KPQL (Fig. lr) zerlegt Die
Sugelflache in zwet Hauben, Kappen oder Kalotten,
pie Sugel in zwei ADJdhnitte ober chmu:m&

I1. PBwifden zwei Parallelfreifen SXYV und KPQL
[tegt eine Kugelfladhenzone und eine Kugeljdhidt.

I1I. Bmwijden einex .\umm‘ SXYVA (ober SXYVA,) und
der burd) ihren ©dnittfreid gelegten Regelfliche SXYVM,
deren Gpibe im RKugelmittelpuntte M liegt, ift ein Kugel
Ausdjdynitt ober Seftor enthalten.

IV. Bwei jid) ‘it{}ncibuﬁv Meridione APXA, und AQYA,
zerlegen bw\tuqn flade in vier Zweiede (3. B. ABPA,QCA)
und die Kugel in vier Kugel (feile (3 B. ABPA,ACQA,).

e el benadhbarte Der erjteren bildben eine Halbfugels
fliche, je zmei benachbarte der lehteven eine Halbiugel
(Br. 242 VIIL); je wei qrqmitDuftvguzm find fongruent.

V. Drei (ntd parallele) grifite freife AQYA,, APXA,
und 111;(‘I), &ig. 220, fmﬂhw m'[) in fech® LPunften und
aerlegen bie Qugelflache in ad)t | m,[u[)n Dreiede oder
SQugeldreiede, entfprechend uua purd) ifre Ebhenen am
Mittelpunfte M der Kugel entftehenden acht Dreifanten
(Jr. 211).

Die jphdrifden Winfel A, B und € (Jr. 243 IX.)
jeded fphirijhen Dreiedtd ABC find den Neigungémwinteln
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der Ebenen Ded jugehirigen Dreifantd gleidy; Ddie drei
Geiten AB, BC und CA bded fphirifden Dreiedd find
Bigen, deven Centriminkel bpen Seitentvinfeln ded Dreifantsd
gleidhen. Deshalb lafjen fid) die Siige in Fv. 209 bis 214
and 229 VIIL und IX. auf jphirijde Dreiecte und Bielecte
fibertragen. Bergl. aud) Fig. 222.

VI. Sebe Halblugel laft fich ald Settor, ald Segment
und afé Kugelteil betvachten.

VIL Seber grifere Abjdynitt, Ausfdynitt, Keil, Kappe
und Bweiect ift grofer, jeder fleinere fleiner ald die Halb=
tugel, Deziehentlich bie Halbiugeljlade.

VIIL. Qappe und Jone, Segment, Scdhidt und Seftor
entitehen bei der Graeugung dex Kugel (Fr. 240 1IV.) durd
bie Drehung Des8 Bogend AV und VL, Dded halben Kreis-
fegmentd8 AZV, bder halben Bone VZNL und bed Rreis-
jeftors AMY.

245, Welde Lage hoben zwei Kugeljliden gegen einander?

[. Bwei fonzentrifde Qugelflidhen haben denjelben
Mittelpuntt und entiweder feinen, oder (bei gleidhem Halb-
meffer) alle Puntte gemein (Fr. 240 1.).

II. Regt man burc) die Centraljtrede, d. §. die Cnt=
fermung MM, = c Der Mittelpunfte M, und M. jtveier
excentrijdhen Rugelfladhen eine Ebene, jo erhilt man
ftetd biefelbe, aud zwei groften Kreifen beftehende Schnitt-
figur (Jr. 242 VL).

Dabher miifjen (wegen Fr. 240 1V.) fiiv zivei excentrijde
Kugeln gang dhnlide Siige gelten, wie fiiv zivei excentrijde
Sreife (vergl. Fr. 102). Namlid):

I it die Summe R, |- R, der Kugelhalbmefjer fHeiner
ald die Centraljtrede ¢, {o liegt jede der Leiben Kugelfliden
gany auferhalb ber anderen.

IV. it bie Differeny R,—R, der Halbmejjer grofer ald
die Centralftvede ¢, fo liegt die eine Kugel gany innerhalb
Der anbevern.

Vil 4%
T
Diffevens

R, — Ry

gelegte @
qemeinfdafilie
Halbrert n
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V. Oleidt die Summe R, 4 R,, ober die Diffeven;
R,—R, der Halbmefjer der Centraljtvecte ¢, o Haben bdie
Rugelfladen nur einen Puntt gemein, Deviihren fid) von
aufen, oder innen. Der Verithrungdpuntt jweier Kugeln
liegt in ber Centralen MM,  Die gemeinfdaftlide
Beriihrung3ebene ber beiden Rugeln fteht in dem
Berithrungdpuntte auf der Eentralen M, M, fenfredyt.

V1. Die grifere Rugelflache jhmiegt jid) der Beviihrungs-
ebene Deffer an al3 die fleinere; leptere fritmmt jidh
Demuach ftivfer. VWergl. Fr. 86 IIL.

VII. it die Summe der Halbmejjer qrdfer, und ihre
Differen gleichzeitig Heiner ald die Centrale (R, - Ry >¢ >
R,—R.), jo {dmneiden jid) die Deiven Kugeljlachen.

Die beiden Schnitttreife, welde eine durch bdie Centrale
gelegte Cbene in beiben Kugelfldchen fiefert, Daben eine
gemeinjdjaftliche Sehne, weldhe von der Centvalen jenfredyt
halbiert wird und bei jeder Lage der Scnittebene diefelbe
®&rofe und denfelben Sdynittpuntt mit der Centralen Hat;
bedhalb fhneiden f{ic) die Deiden Kugeln in einem auf der
@entralen normalen Kreife (Fr. 181 XIV.). — Bergl.
aud) Fr. 242 XXII.

VIIL. $aben 3wei ercentrifdhe Sugelfliichen einen Punkt
auBerhalb dex Centralen gemein, jo {dhneiben fie fih in einem
Sreife; haben fie einen Puntt der Centralen gemein, o haben
jie weiter nichtd gemein.

246, Wie ijt die Kugeloberflade su beredyuen?

I. Der JInhalt der durd) die Umbdrehung bed Vogend
VL = b, &ig. 221 &. 310, um bie Are MA erzeugten
Rugelflacdhenzone nifert fich bem Jnhalte bed gleichzeitig
von der Sehne VL = s erzeugten Manteld des abgeftubten
Regeld um fo mehr, je mehr fich dex Bogen b feiner Selhne s
nibert (Fr. 179 IV.), und je mehr er fich vedhalb mit Der
Sebne vertaufhen lift, je teiner alfo der Bogen ift.
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11. Bieht man den Haldmejjer MT =R (Fig.221) nad) dex
Mitte T bed Bogend VL, und madht man TS // VZ /LN | MA
und VJ / MA L LN, fo find bdie beiden Dreiecfe MST
und LJV gleidhwinfelig (Fr. 71 VI.) und Ddedhalb dlhnlid)
(Fr. 156 1.); baber ift BT:MT = JV:LV (Fr. 163 L)
ober r:R=h:s, D.0. rs==Rh, twenn
TS =r und VJ=NZ=h gefept wird.
Darf man aber den Vogen b al gerad-
{inig auffafjen, jo ergiebt fich nady I und
or. 238 I\‘ nii’v i‘g::’ alt ber Home
7 — AITrR = 2gith, ijt die Hobe h
einex Jone z ‘[D {[un, Wut, man ben Die
Bone erzeugenden Bogen b mit Defen
Sefhne s vertaujdhen darf, fo gleicdht die Zone dem Wantel
eined geraben Gylinberd (Fr. 225 IL), welder mit ber
Bone gleiche Hihe h und mit Der Snm gleihen Halb-
mefjer R Defibt.

ITI. Teilt man den Bogen VL = b, weldyer durd) feine
Wmbrehung um MA die Rugelzone VSKL (Fig. 220) bon

ber Hihe NZ = H crgcllgtc, in n Teile, deven Projeftionen
auf AM mit h,, hy, hs. ~ Deseidynet erden mogen, o
ex )nlt man den Jnhalt Z \w \mu al8 ©umme von n fleineren
Bonen bon den Hiben h, hy, hy... b, nad) IL angendbert:
7=t 212
= 2aR (h, +hs |+ hy 4 - - - h,) = 2aRH.

Diefe Formel wird um jo ridtiger, je grifer n ober je
fleiver Die Bogenteile werben; Dei nod) fo weit getviebener
Berfleinerung der Vogenteile und “wc‘m‘{mmq der An-
safl Derfelben Dleibt aber bdie auggefiihrte Summierung

b by -hy - h,=H immer nod) miglidy und
liefert aud) immer noch dad nimliche Refultat. Daber giebt
bie obige Formel Z = 27RH nidht einen angendberten,

fondern den ftreng ur[ ytigen Wert fiiv den Soneninfalt Z.

IV. ®any bie ndmlide vdﬂm,mlqmung pafpt aud) auf

die Qugelfappe k von der \)L\E}c H; daber ift auc deven Inbalt
— .71 €

c]]h g
r\u”[l || o

yl. Der

VIL
pharijdyen
man (10
W0

VIIL 2

(@ 212

Ebene

emem S
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V. Sebe Sappe und Bone gleidht demnadh dem Mantel
eined geraben Cylinbers, weldjer mit der Rugel gleichen Halb-
meffer R und mit der Rappe, oder Jone gleiche Hihe H Hat.

VI. Der Infalt O Der gangen Kugelfliche evgiebt fich
aud 1V., wenn man 2R fiiv IT jebt; O = 4aR? b. ).

die Oberflide jeder Kugel ijt vievmal jo grop als deren
grofter Kreis.

Da man aud) O = 27R(2R) fdhreiben daxf, jo gleidht die
Qugelflide der Mantelfliche eined der Kugel umidjriebenen
geraden Cylinders, im Cinflang mit V.

VII. Den Inhalt ded Rugelzmweiedd W mit dem

fohir Wintel w° (Fr. 244 IV. und 243 IX.) erhili
man (wegent Fr. 210 I, VIIL wnd X.) aud ber Proportion
W:0 = w’:860°, ndamlid:

W = aR*w’: 90°.

VIIL Segt man durd) die drei Gkpunite A, B, C, Fig. 222

(8. 212), cined RQugeldreiedd ABC (Fr. 244 V.) eine
Ebene (Fr. 182 1.), jo jdneidet diefelbe bie Rugeljlide in
einem Rreife K (Fr. 242 XVIIL); jeder Pol P (Fr. 243 L)
bicfed Sdnittireifes ift von Den bdrei Cpuniten gleidjiveit
entfernt (Fr. 248 VIL); daber (aRt fich ABC von Dem einen
(mit A, B, C in der nimlicjen Rappe ABCP, gelegenen)
Bole P, aus in drei gleichjhentelige jpharijde Dreiece ABP,,
BCP,, CAP, 5'&‘1‘10&:@‘1?,

Sede Der Drei Meridian-Chenen, duvd) welde Ddiefe Ber=
fegung bemwixft wird, geht aber aud) durd) Den gweiten Pol P,
1 einen Gckpuntt desd Sceiteldreteds A,B,C, (Br. 244 V,
und 211 IIL), fo dap jugleid) aud) dag Sdeiteldreied vom
jweiten Pol P, aud in Ddrei gleichjchentelige (Fr. 42 II.)
Dreiecte A,B,Ps, B,C,Pa, C,A, P, jexlegt worden ijt, und 3war
ift jebes diefer lepteren drei Dreiecte je einem Der Drei Dreiz
ecfe Ded Urdreiedtd fongruent (Fr. 214 X.; . 42 II,
243 IX. und 203 VL.).

Daber Hat jeded Kugeldreied ABC gleichen Inhalt mit
feinem (ihm fymmetrijd-gleichen) Sdyeiteldreiecte A B,C,.
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IX. Die Summe aud einem Kugeldrveie ABC und einem
Hinterdreiect AC,B, (Fr. 211 IL) dedfelben ift (wegen VIIL)
bem Rugelzweied AC,A,B,A = ACA,BA gleid), welches
jenem Wintel A enﬂpuri)t weldjer in beiden Dreiecten (als

Sdyeiteliwintel) vorfommt; denn diefed Biweiect ift die Summe
aud dem Dreiedt ABC und bem Cdjeiteldreied A,BC des
SHinterdreiects AC,B,.

oig. 222.

X. Abbiert man bie et Qugelzieiete ABA,CA und
CAC,BC, mwelde zu den 3ivet Winfeln A und C ved Kugels
preiet8 ABC gehivenr, ju den Deidben Dreiecfen ABC und
A,BC,, weldje nach IX. bem (zu bem Wintel B = A,BC,
gehirigen) Bweiede BAB,CB = BA,B,C,B gleidjen, fo exfilt
man (vergl. VIIL) al8 Summe dag Doppelte Hed Dreiects
ABC melr a3 bie iiber dem griften Rreife ACA,C,A (nach
born zu) ftehende Halbfugelflidhe 27R*  Daler exgieht fich
aud VII. fiir den Jnhalt D ded phirijden oder Kugel-
breiecds:

2D +4-27R* = aR(AJ-B-C):90°
oDer D = aR*(A—+B--C—180°):180°

b nad) ¢

Iy = MV

I, 94
md den &
erffeved ¢
Suadront
dem Grunt
gleidt. 3

ot Den 3
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247, Weldye Formeln licfern den Jnbalt der Kugel?

I. Bieht man in bem Quadrvat MAFC (Fig. 223) von
ber Geite R bdie qummu MF, ben Quadranten AVC und
eine ©trecte ZE /MC, welde Dden
Luadrant in V. und Diu Qingmmlc ! RS
in U jdjneidet, fo ift MV=MC=ZE Zipr—7 —'/

[Z5% /
(Fr. 240 III., 108 II1.); / ZMU o B ,7\ ;

w QO 7 T e T " o B Z
=45 = AL ZUM (Jr. 110 II, o
62 1.), baber ZM=7U (Fr.73 L) i

A & B “:J/lr
ud nach Fr. 170 L. -

N =MV — ZIM — ZE — Z0.

[I. Lapt man nun in Fig. 223 dad Quabdrat, bad A MFA
und den Quadrant AVC i) um MA Ddreben, ﬁu LL‘Qqut
tYTELTL’" einen Eylinber, dagd Dr einen. Kegel und Dex

Quadrant eine Halbtugel, deven Halbmefjer R der Hihe unbd
\cm Grunbjl m[)ml)nlbnm er Des Cylinderds und ded Regeld

gleicht. eber auf MA normale Quqcl Ll]ustt (Fr. 242 V.)
[)ut pen Jnbalt 7.2V —a(ZE — ZU ), gleidt alfo dem
Sreidringe von der Breite UL in bem ‘Dmd)Du»» Dreiect MFC
exzeugten Hohltdrper, weldjer aud) entfteht, wenn man ben
purd) MFA erzeugten Segel aud dem burd) MCFA erzeugten
Cylinder herausnimmt.

Dabher hat nac) Fr. 227 IV. nicht nur die Halbfugel mit
jenem Hohlfdrper, jonbern aud) jede Kugeljchicht und jeder
Kugelabidynitt, weldjer durcy eine halbe Kreidzone ZVV,Z,,
Deztw. einen halben Kvei2abjdnitt ZVA erzeugt wird, mit der
sijchen Ddenjelben Pavallelebenen enthaltenen Schicht bed
Dohltorpers gleiden Jnhalt.

IIL AB Juhalt ber Halbiugel (LK) finbdet fich) aus IL
nac) Fr. 226 L und 289 I.:

1K = aRR — aR’R = $aR"

Aud erfennt man feicht, daf Der Cylinder, bie Halbfugel
und der fegel in IL fic) wie 3:2:1 verhalten.
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IV. Der Inhalt der gangen Kugel ift
K = 4wR* =— 10R.

Die Kugel 16§t fich alfo aud) ald eine Pyramide bon einex
ber Qugelflace gleichen Grundiliche O = 4aR* (Fr.246 VL)
und der Hihe R auffaffen (Fr. 232 IV.).

V. Der Jnbalt eined Kugelabjdynittesd T diber Dem
Rreid VYXS (Fig. 220 und 223) vom Halbmejjer ZV=r
und bon ber Hihe AZ="h ift (weil AF =R und ZU=ZM
= 7 — R—h) nad) II., r. 226 I. und 289 II.:

T = aR*h —47h [R2~R(R—h) -+ (R—h)"]
— niR*h — 47h [3R* — 3Rh 4 1] ;
weil mm nady Fr. 170 IL, odber 163 I. A AL=TV,
0. . (2R—h)h =1, alfo 2Rh = r*—-1* ift, fo ixd ¢
== 7(31’—11 h? = 1a(2R+}z)(R— z)’
= '7(1 - Rh)h = 4a(81* l'lil.i“i]

VI. Der ollhﬂ{t § einer Kurgel fd}ui)t Deren 3ipel (‘ntqc‘[
freife © ‘m‘ ‘pn bmefier ZV = r unb %,V, = r, haben und in
den Entfermungen MZ = z = ZU und M%Z, = z, = Z,U,
pom Rugelmittelpuntte auf der nimlidjen Seite dedfelben
liegen, fo daf3 alfo h—=z, — = die Hibe der Sdidht ift, findet
fich aug 11. nad) Fr. 226 I und 259 1I:

8§ = aiR*h — 4ah [z} -} 2,242

= inh [6R*— 22,"— 22" — 2z,2].

Da nun aber — 22> — 222 — ?‘/ z = —38z,,— 32" |-
(z,"'—?z.z—l—z“’) = —8z2— 32"+ (m 169 IL) mm
3(R*— z,") = 3r,%, Joivie 3(1 Cfg) — 3r* ift, {o wixh:

8 = 4ah (r,* - - 31).

Auf die niimliche Formel fommt man jdhlieplid aud,
enn man den Snhalt der Kugelfcyicht nad) V. al8 Differeny
bed [nbalted iweier Abjdnitte bevechnet.

VII. Den Snbalt J eined (von MVAM, Fig. 223,
exzeugten) Qugelaudjdynittesd findet man entroeder al3
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Gumme feined Abjdnitted (V.) und ded (bom A MVZ er-

seugten) Regeld fiber Deffen Rugelfreid, oder man fafit nad

IV. dent Ausdjdynitt a8 einen S‘cqv[ bon Der Hihe R und einer

Grundifiiche auf, welde feiner Kappe k (von der Hibe

A% = h) gleiht. Man ml)uli pann (wegen Fr. 246 IV.):
J = 1kR = §aR’h.

VIIL. Die iiber dem Kugeldreiefe ABC =D (Fr. 246 X.)
ftehende, mit Der Spiye im Mittelpuntte M liegende Kugel=
pyramide hat nach IV. den JInbalt

P = 1RD = {aR* (A} B-C—180°):180°

iN "u‘ Snhalt eined Sugelfeild vom Winfel w°
(r. 246 VIL.) hat den Jub holt:

W = aR’w":270°%,

248, 2Wic viel gicht e3 vegelmipige Polyeder?
I Ein regelmifiges Polyeder (uhqﬂl Qidrper) twird
pon {outer fongruenten vegelméfpigen Figuven begrenst, die
in lauter fongruenten, gleiche Flachenwintel bejifenden Biel=
fanten aneinanbexitopen.
Alle Ranten eined regelmiBigen Polyederd find gleid,
ebenjo alle feine ebenen und alle jeine Fltichen-Tintel.
1. MWegen Fr. 229 VIIL und 113 IL. {onnen bei einem
rc_qu[nmq,u}ml Kbrper
mit Drefecten nur dret, bier, oder fitnf Fldchen,
mit Quadraten mur bwl Sladen,
mit Fitnfecfen nur drei Fldden

in einer Gcte ujammenitoBen.

©8 giebt alfo nur fiinf regelmdBige Polyeder.

[II, Dasd (regelmifige) Tetraeder wird bon vier gleid)-
feitigen Dreiecten begrent, Hat vier Ecen und fechs Ranten.
PVergl. Fr. 228 IX.

IV. Das .\;w;;n eber gleiht Dem Wiirfel (Fr. 217 VIL).
V. Das Dobefaeder wird bon 3wilf rcqe[mh‘f’iqcn
Fiinfecten ﬁumn , bat zwanzig Eden und dreiftig Kanten.
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VI. Dag Dltaeder wird von adt gleichieitigen Dreiecen
begrenzt, beren je bier in einer der fechd Ccen jufjammen:
{tofen; e8 fhat 3wolf Kanten wnd fift fi) in zwei gerade
bierfeitige Pyramiden mit quadbratifcher Grundildde zexlegen.

VIL. Bon den gwangig gleidyjeitigen Dveecen bed Ffo-
faebers ftofien fe fiinf in einer der wdlf Ceen zujammen.
@eine Kantenzahl ift dreifig.

VIII. Jn jedem rvegelmifigen ectigen SKbrper giebt ed
einen Mittelpuntt, von weldem ousd ficdh der Kbrper in
fo biel fongruente vegelmiBige Phramiden zerlegen [afHt, ald
er Geitenjlichen hat.

IX. Bom IMittelpuntte jeded vegelmiiBigen Korpersd ausd
(@Bt fich eine Qugelflache duvd) die jamtlichen Geken, eine
jiveite durd) bie Santenmitten und eine dritte duveh) Ddie
Mittelpuntte der Seitenfldchen legen.

@abellen iiber die Einteilung yud Urrn.lridl;um der Alafe verfdicdemer Linder.

HAnbhango.

a
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