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Zweiter Abschnitt .

Die Geometrie des Hlaumes .

Uchtes Hapitet.

Gerade und Ebenen im Kaum .

181. Wenn steht eine Gerade normal auf einer Ebene ?
I . Macht man (Fr . 120 ) in einem ebenen / X LöO

(Mg . 166 ) errichtet man in l? auf LO eine
( außerhalb der Ebene des / X ^ 110 liegende , Fr . 57 III .)
zweite Senkrechte VI (Fr . 121 ) , und macht in der Ebene

endlich m in so werden sich VII und VI in
L schneiden , sofern nur nicht etwa ^ IVV — 90 °

genommen
wurde (Fr . 62 IV .) . Dann steht VL — p zugleich auch
auf den beiden Seiten V6 ^ o und V6 — b senkrecht.

Bew . Man ziehe XL — e , L6 — ä ; zugleich sei VV
^ k, LE -- lr , VO ^ g , V6 ^ n .

Fällt V zwischen L und 6 , so ist (nach Fr . 170 I . ) :
— k°

; n' ^ o' - k'

Hvo
"

— R ^ I1vs ; ( Fr . 170 VII . )s
Fällt VV auf eine Seite V6 , so vereinfacht sich der

vorstehende Beweis , insofern nur / ). WIt als R nach¬
zuweisen ist.
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Fällt endlich ^ .0 zwischen ^ 17 und H.8 z . B . auf ^ 8 , so
ändert sich in der Beweisführung nichts wesentliches.

II . Nach I . kann man im Eckpunkte H eines / x 080 stets
eine Gerade 00 ziehen , welche auf den Seiten 08 und 00

zugleich senkrecht steht.
III . Steht eine Gerade 017

(Fig . 166 ) im Eckpunkte 0 eines
/ x 080 auf den Dreiecksseiten
08 — v und 00 — b zugleich
senkrecht , und trifft eine von O
auf die Seite 80 — a gefällte
Senkrechte 01 ' — k die Seite
60 in b'

, so steht 80 auch
senkrecht auf jeder Strecke
8L — k , welche sich von I?
nach einem Punkte L in 00
ziehen läßt .

Bew. 1 ) Es liege zunächst I? zwischen 8 und 0 ; zieht
man noch die Strecken LO — ä und L8 — e, und bezeichnet
man OL mit p , 017 mit g , 817 mit n — a — g , so ist

(zufolge Fr . 170 I . und 169 II .) :

och — stT) jb ! — (p ! jk) st- - 9 !
js^ ^ ^ ch - s- Io^ — (pjst - d >st- la—g

^ sps st- sk) st- W st- m — 2 imi )
^ st - ^ I ^ > g !-

Fiele nun der Fußpunkt 17 ' der in dem ebenen (Fr . 14 II .)
Dreiecke 8L0 von L auf 80 gefällten Senkrechten auf 0 ,
oder auf einen , etwa um x von 0 entfernten Punkt in der
über 0 hinaus liegenden Verlängerung von 80 , so wäre bez.

(g) st- ( a) (Fr . 170 I . ) , oder

sös — chO st- st- 2 l a , Xj (Fr . 170 V .) .

Beides widerstreitet dem für sss eben gefundenenWerte , und

deshalb muß 8 ' von 0 aus nach 8 hin liegen ; ist aber dabei
01" — ch , so ist weiter noch :
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m ^ -j- — 2 i -t, (, > (Fr . 170 IV .) ,
m ^ ^ 2H7

"
c( !— — 2 ! St , <1 (Fr . 20 V .),

also (Fr . 20 VIII . ) oder (Fr . 166 V .),
d . h . die Senkrechte von L auf 08 hat ihren Fußpunkt (8 )
ebenfalls in I?.

2) Läge dagegen I? aufO , oder 8 , so wäre g — 0 , oder
y — a. und aus — HI - s- ^ — 2 j 3 , würde

!H — ober Hs ^ säs — >H ,
also : L8ll,80 (Fr . 170 VII . ) .

3) Läge endlich V in der Verlängerung von 80 , z . B.
jenseits 8 , so wäre also würde zwar 88 — g — 3
zu setzen sein , sich aber , da 0 wieder spitz ist , wieder <p — ^
ergeben.

IV . Steht eine Gerade IIL . ( Fig . 166 ) im Eckpunkte V
eines ^ .80 auf den Dreiecksseiten V8 — e und .10 — b
zugleich senkrecht , so steht 881 auch auf der von V auf 80
gefällten Normalen ^ ,8 — k senkrecht .
Bew . Nach III . steht L8 ^ k auf 80 senkrecht , nach

Fr . 170 I . ist also :

sM — m — II
— W —
und deshalb / l . 1^ 8 ^ 90 °

(Fr . 170 VII .) .
V . Steht eine Gerade 8i^ (Fig . 166 ) im Eckpunkte L

eines Dreiecks ^ 80 auf den Dreiecksseiten ^ 8 — 0 und
^ .0 — b zugleich senkrecht , so steht sie auch ans jeder Strecke
^ 8 senkrecht , welche von ^ nach einem beliebigen Punkte 8
in 80 (oder deren Verlängerung ) gezogen wird ,
Bew . Nach III . und IV . ist

L8 ^ L8 -j- 88
^

j -s- jl8 — I ? j
^ .Uv - i- .11 /

/ ( L ^ 8 90 °
(Fr . 170 VII . ) .
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VI. Steht eine Gerade 44 (Fig . 167 ) im Durchschnitts¬

punkte 4 zweier sich schneidenden Geraden X4 nnd VV

auf diesen beiden Geraden zu¬
gleich senkrecht, so steht sie auch
auf jeder Geraden X4 senkrecht ,
welche man in der (nach Fr . 14
II .) durch XI ' und rv gelegten
Ebene 4 durch den Schnittpunkt
4 ziehen kann.

Bew . Verbindet man zwei
beliebige Punkte 6 und 0 der

Strahlen 44 und 4 V, zwischen
denen 44 , liegt , durch eine Ge¬
rade 80 , so schneidet diese auch
44 , und nach V . ist :

/ 41I44 ^ 90 °.
VII . Weder der Strahl 44 , noch seine Verlängerung 44 ,

kann wegen Fr . 57 III . , oder 12 II . in der Ebene 4 liegen .

VIII . Ebensowenig kann aber auch die Verlängerung 414

von 44 auf der nämlichen Seite der Ebene 4 liegen , wie

44 selbst. Denn wenn 414 die Verlängerung von 44 Wäre

und man durch 444 ' und durch X44 eine Ebene legte

(Fr . 14 14 ) , so müßte dann die Gerade 444 ' ganz auf der

einen Seite der Geraden X44 liegen *) , was nach Fr . 27 II .

unmöglich ist.
IX . Daher hat 444 , (in VI .) mit der Ebene bloß den

Punkt 4 gemein und durch dringt in diesem Punkte die

Ebene 4 (vergl . auch Fr . 184 II .) .

") Dabei ist allerdings stillschweigend angenommen, daß von der durch I7LI7 '

und U^ l , gelegten Ebene nur die eine HalbeLene (Fr . 15 IV .) oberhalb Ni liegt,
was doch erst in Fr . iss bewiesen wird . Daß indessen in Fig . 110 <S . sso)
nicht Ll,di und vux zwei zusammengehörige, i : in Fig . 1S1 entsprechende
Halbcbenen sein können , wahrend 171,17 und I7U .V die beiden durch 77V und

gelegten Halbebenen wären , geht daraus hervor , daß bei Drehung der

letzteren um 1,17 sich 171,17 von VL17 entfernt , wenn I7wI7 sich LUN nähert,
und daß deshalb die beiden Ebenen IlUdiW und VUI7L nicht zum Decken

gebracht werden können, im Widerspruch mit Frage 14 IV . Vergl. auch die
Anin . zu Fr . 21 II .
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X . Eine Gerade IIX nennt man normal ( senkrecht,
perpendikulär ) zu einer Ebene L (Fig . 167 ) , wenn sie
rechte Winkel mit allen den Geraden macht , welche sich in !
der Ebene L durch den Punkt X , worin die Gerade IIX die ^
Ebene L durchdringt , ziehen lassen (VI . ) . Der Punkt X , in
welchem VX die Ebene L durchdringt , heißt der FußPunkt
der Normalen .

Auch das Senkrechtstehen einer Geraden auf einer Ebene
bezeichnet man durch

XI . Eine Gerade IIX steht (wegen VI . ) schon normal
auf einer Ebene X, wenn sie auf zwei Geraden XD und VV
senkrecht steht , welche in der Ebene L durch den Punkt X
gezogen sind , in welchem die Gerade VX die Ebene L !
durchdringt . !

XII . Denkt man sich in Fig. 167 durch XII und die
'

willkürliche Gerade Xv eine Ebene Ich gelegt , so muß jede
Gerade xv „ welche noch in Ich durch X gezogen wird , nach
Fr . 57 III . mit XII schiefe Winkel machen . Dreht sich Xll
in der Ebene v um X um 360 °

, so überstreicht die Ebene Ich
dabei den ganzen Raum um die Gerade IIXII, .

Daher machen alle durch X gehende Gerade , welche nicht
in der Ebene v liegen, mit IIX schiefe Winkel.

XIII . Alle Gerade , welche in demselben Punkte X auf
einer Geraden IIX normal stehen , liegen (wegen XII . ) in
einer Ebene.

XIV . Dreht sich ein rechter Winkel IIX6 um seinen fest - I
gehaltenen Schenkel IIX , so beschreibt der andere Schenkel X0
nach XIII . eine Ebene Ich Ist der Schenkel XO begrenzt, so
beschreibt dessen Endpunkt 0 einen Kreis. .

182. Wodurch ist die Lage einer Ebene bestimmt?
Die Lage einer Ebene ist bestimmt , sobald man von j

ihr kennt :
I . drei Punkte , die nicht in einer Geraden liegen ;

II . eine Gerade und einen Punkt außer dieser
Geraden ;
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III. zwei sich schneidende Gerade ;
IV . zwei parallele Gerade ;
V. ihre Normale und einen ihrer Punkte , mag

dieser letztere in oder außerhalb der Normalen
liegen .

Für die Falle I . bis III . liegt der Beweis in Fr . 14 II.
bis IV -, für den Fall IV . in II . und Fr . 26 . Im V . Falle
kann man , wenn der gegebene Punkt ? außerhalb der Nor¬
malen VH liegt , durch ihn und die Normale eine Ebene
legen (II .) , und dann laßt sich von ihm nur eine Senkrechte
auf die Normale füllen (Fr . 57 IV. ) , daher auch nur eine
Ebene durch ? und normal zu v^, legen (Fr . 181 XIII .) .
Liegt dagegen im V . Falle der gegebene Punkt ? in der
Normalen vll , so kann ebenfalls bloß eine auf 4H normale
Ebene durch den gegebenen Punkt ? gelegt werden , weil
diese (nach Fr. 181 XIII . ) alle Normalen enthält , welche in
k auf VV errichtet werden können .

VI . Über andere Bestimmungsweisen der Ebene vergl .
Fr . 198 V . und Fr. 203 II .

183. Wenn fallen zwei Ebenen zusammen?
Zwei Ebenen fallen zusammen , wenn sie die in Fr . 182

I . bis V . aufgeführten Stücke gemein haben .
184. Welche Lagen kann eine Gerade gegen eine Ebene haben ?
I . Eine Gerade 6 , (Fig. 168)

liegt in einer Ebene bl , d . h . alle
ihre Punkte sind zugleich Punkte der
Ebene Ich sobald sie mit dieser Ebene
zwei Punkte V und 13 gemein hat
(Fr . 11 II . , oder 12 II . ) . Vergl .
Fr . 186 XV .

II . Hat eine Gerade 6 (Fig. 169
S . 220 ) bloß einen Punkt X mit
einer Ebene v gemein, so liegen ihre
anderen Punkte zu beiden Seiten der
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Fig . 16S.

Ebene L , also in den beiden halbbegrenzten Räumen , in
welche die Ebene L den unbegrenzten Raum teilt .

Der Beweis lautet wörtlich wie in Fr . 181 VIII . , nur
ist überall 0 statt II zu setzen .

III . Eine Gerade 0 , welche bloß
einen Punkt ^ mit einer Ebene L
gemein hat , ( kann die Ebene nicht
berühren , sondern ) muß die Ebene L
durchdringen oder schneiden ( II . ) .

Der Punkt in welchem die Gerade
tz die Ebene L durchdringt , heißt die
Spur der Geraden 0 in der Ebene L.

IV . Eine Gerade schneidet eine Ebene
nur in einem Punkte (I . ) .

V . Eine Gerade schneidet eine Ebene , wenn einer ihrer
Punkte in der Ebene , ein anderer außerhalb der Ebene
liegt (I . ) .

VI . Eine Gerade schneidet eine Ebene , wenn sie durch
zwei zu verschiedenen Seiten der Ebene liegende Punkte
gelegt ist .

VII . Es bleibt nun noch ein dritter Fall denkbar , nämlich
daß eine unbegrenzte Gerade 0 ganz aus der einen Seite
einer Ebene L läge , also mit der Ebene L gar keinen Punkt
gemein hätte ; eine solche Gerade soll parallel (// ) zur
Ebene L genannt werden . In Fr . 196 ff . wird davon weiter
die Rede sein .

185. WclchcLagencincrEbeiie
gegen eine Ebene sind denkbar?

I . Eine Ebene Ih kann mit
einer andern Ebene ^ nicht
bloß einen PunktV ( Fig . 170 )
gemein haben . Da nämlich üh
und Dz nicht zusammenfallen
( Fr . 183 ) sollen , so kann
man durch höchstens eine

Ng . i ?o . Gerade ziehen , welche beiden
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Ebenen gemein ist ; sicher läßt sich also in Ich durch ^ eine
Gerade , z . B . VO , ziehen , welche nicht in Ich liegt ; da nun
OO doch mit Ich den Punkt gemein hat , so muß sie kl ,
schneiden (Fr . 184 V . ) , d . h . die Punkte von 1) 6 liegen teils
auf der einen , teils auf der andern Seite von Ich (Fr . 184II . ) .
Verbindet man nun irgend einen in der Ebene Ich und zwar
etwa jenseits Ich gelegenen Punkt 14 mit einem in der Geraden
1) 6 , aber diesseits der Ebene Ich liegenden Punkte Ich so muß
die Strecke 14? die Ebene Ich in einem Punkte 8 durch¬
dringen (Fr . 184 VI . ) , und die durch diesen Punkt 8 und
den Punkt V gelegte Gerade OX liegt nicht bloß (wie 14? )
in Ich, sondern zugleich auch in Ich (Fr . 184 I . ) , weil 8 und
V auch in Ich liegen .

II . Der Durchschnitt zweier (unbegrenzten ) Ebenen ist
also eine (unbegrenzte ) Gerade .

Die Gerade OX , in welcher die Ebene Ich die Ebene Ich
schneidet , heißt die Spur der Ebene Ich in der Ebene Ich-

III . Wenn zwei Ebenen zusammenfallen , sagt Fr . 183 .
IV . Als dritter Fall der Lage zweier Ebenen gegen

einander wäre nur noch denkbar , daß eine unbegrenzte
Ebene Ich ganz auf der einen Seite einer andern unbegrenzten
Ebene Ich liegt , also mit der Ebene Ich gar keinen Punkt
gemein hat . Eine solche Ebene Ich soll der Ebene Ich
Parallel (// ) heißen . In Fr . 205 werden weitere Unter¬

suchungen darüber folgen .
186. Welche Lagen gegen einander

können bei zwei Geraden im Raum
Vorkommen ?

I . Liegt die Gerade 6 , (Fig . 171 )
in der Ebene Ich während die Gerade tch
diese Ebene in dem außerhalb 61 liegen¬
den Punkte 0 schneidet , so kann sch die
Gerade 6 , nicht schneiden , weil alle
Punkte von 0 , in ? liegen (Fr . 1841 . ) ,
von O2 hingegen nur der Punkt 0 .
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II . Gäbe es ferner eine Ebene Ich, in welcher 6 , und Ich
zugleich enthalten wären , so müßte der in 62 liegende Punkt
0 sowohl als auch 6 , in dieser Ebene L , liegen; 0 und 6 ,
lagen aber auch in II , und deshalb müßte L , mit L zusammen¬
fallen (Fr . 183 , 182 II . ) , könnte jedoch dann sicher nicht 0 ,
und 62 zugleich enthalten , weil ja D von 62 geschnitten wurde .

III . Wenn also 62 eine Ebene Ich welche 6 , enthält , in
einem außerhalb 6 , liegenden Punkte 0 schneidet , so läßt sich
keine Ebene durch 0 , und 62 zugleich legen .

IV . Zwei Gerade , durch welche man eine Ebene legen
kann , sind entweder parallel , oder sie schneiden sich
(Fr . 56 V . ) .

V . Zwei Gerade kreuzen sich , wenn es nicht möglich
ist , eine Ebene durch beide zugleich zu legen ( III . ) .

VI . Durch zwei parallele und ebenso durch zwei sich
schneidende Gerade kann man stets eine Ebene legen (Fr . 26 ;
182 III . und IV .) .

VII . Auch im Raum kann mau durch einen gegebenen
Punkt 6 nur eine Parallele 63 zu einer gegebenen (nicht
durch 6 gehenden ) Geraden 6 , ziehen (vergl . Fr . 119 , 571 . ).

63 liegt nämlich in der Ebene II (Fig . 171 ) , welche man
durch 0 und legen kann . Wäre nun auch die durch 0
gehende Gerade 62 zu 0 , parallel , so würde die durch 62
und 6 , gelegte Ebene Ich (VI .) mit 6 zusammenfallen
(Fr . 183 und 182 II . ) , weil sie mit II den Punkt 0 und
die Gerade 0 , gemein hat ; dann müßte aber 62 auch mit 63
zusammenfallen (Fr . 571 . ) ; es giebt daher durch 0 nur eine
Parallele ( Ich) zu 6, .

VIII . Jede der Geraden , welche sich außer 6g durch 0
ziehen lassen , schneidet 6 „ wenn sie in L liegt , wenn sie da¬
gegen II schneidet , so kreuzt sie 6, .

Nicht bloß die 6 , schneidenden (Fr . 56 I . ) , sondern auch
die 61 kreuzenden Geraden haben eine andere Richtung
als 6 „ weil die 0 , kreuzenden Geraden , z . B . 62 , die zu 6 ,
parallele Gerade 6g in 0 schneiden (Fr . 26 ) , daher eine
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andere Richtung als 6z und die mit ihr gleichgerichtete

(Fr . 56 IV .) 6 , haben .
IX . Zwei sich kreuzende Gerade haben weder einen Punkt

mit einander gemein (V . und I . ; vergl . VI . , oder Fr . 13 ) ,
noch haben sie gleiche Richtung (VIII . ) . Vergl . XII .

X . Es läßt sich also durch einen gegebenen Punkt 6 auch
im Raume nur eine Gerade 6z ziehen , welche mit 6 , in der

Richtung übereinstimmt ( VIII . ) . Vergl . Fr . 57 I .
XI . Zwei Gerade von gleicher Richtung sind (auch im

Raume ) parallel (X . und Fr . 56 II . ) , liegen also stets in

einer Ebene (VI .) .
XII . Die Richtungsverschiedenheit zweier sich kreuzenden

Geraden 6 , und 6 ?, Fig . 171 , mißt man durch den Winkel v ,
welchen zwei durch denselben Punkt 0 gehende Parallele zu
6 , und 62 einschließen ; diesen Winkel nennt man kurzweg
den Winkel zwischen den beiden sich kreuzenden Geraden .

XIII . Haben zwei Gerade 6 , und 62 (Fig . 171 ) von

verschiedener Richtung keinen Punkt gemein , so muß jede

durch die eine Gerade 6 , und einen Punkt 0 von 62 gelegte
Ebene L von 62 geschnitten werden (d . h . 6 , und 62 kreuzen
sich ), weil sonst 6 , und 6 s sich schneiden müßten (Fr . 56III .) .

XIV . Bei zwei Geraden im Raum können also nur die

in IV . und V . aufgeführten Fälle Vorkommen ; denn die

beiden Geraden haben :
(entweder einen Punkt gemein (schneiden sich ) ,

(oder keinen Punkt gemein und dabei :

Gleiche Richtung (sind parallel ) ,
(ungleiche Richtung (kreuzen sich ) .

XV . Nach VI . (oder VII .) ist Fr . 184 I . zu ergänzen :
Die Gerade 61 liegt in der Ebene Ich wenn sie durch einen

Punkt V in 6 hindurchgeht und zu einer in 6 liegenden
Geraden parallel ist . Vergl . Fr . 198 III .

XVI . Durch einen gegebenen Punkt 6 llißt sich höchstens
eine Gerade OL , Fig . 171 , legen , welche zwei sich kreuzende
(nicht durch 6 gehende ) Gerade 6 . und 62 zugleich schneidet .
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Eine durch H und 6 , gelegte Ebene bl muß (nach V .)
entweder 6 , schneiden (wie in III . ) , oder O- parallel sein
(Fr . 184 VII . ) . Jede durch H und einen Punkt von 6 ,
gelegte Gerade liegt in bl (Fr . 1841 . ) ; ist demnach (M/bl ,
d . h . hat 62 keinen Punkt mit bl gemein , so kann auch 62 von
keiner durch H und einen Punkt in 0 , gelegten Geraden
geschnitten werden ; wenn dagegen O2 die Ebene bl in 0
schneidet , so kann (weil ja 62 nur den Punkt 0 mit bl gemein
hat ) nur die durch 0 und H gelegte Gerade OH die beiden
Geraden 6 , und O2 zugleich schneiden , und OH schneidet
beide wirklich , sofern nicht OH // 6 , ist .

187. Wie zieht man durch einen gegebenen Punkt eine Normale
zu einer gegebenen Ebene ?

I . Will man von einem Punkte 10 (Fig . 172 ) außer¬
halb einer Ebene bl auf diese Ebene eine Normale fällen ,

so fälle man von 10
auf eine in der Ebene
bl liegende Gerade
LO eine Senkrechte
10b" (Fr . 120 ) , er¬
richte darauf in der
Ebene bl eine durch
den Fußpunkt 8 der
ersten Senkrechten
101? gehende zweite
Senkrechte k?H auf

L ' der Geraden 80
X (Fr . 121) und Me
^ endlich von dem

Punkte 10 auf die
zweite Senkrechte
b' H eine dritte Senk¬
rechte 10V (Fr . 120 ) ;

Fig . 17L.

dann steht IOV (auch wenn sie mit 101? zusammenfällt ) auf
der Ebene bl normal .
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Bew . Zieht man noch KI , nnd II , nach einem in 150
gelegenen Punkte I, , so ist :

KN _i_ KI, (Konstr .)
Ivl7 LN -st- NO (Fr . 160 III . )

KL NI IN _I_ KI, (Konstr .)
Lk — NI) st- lk

'
NI,

'
Ilst — kl (Fr . 16 0 III . I

kl / ^ j Nl
'

st- lkst - st stlo — Ni
'

) (Fr . 20 IV . )
LO ^ 1L° - st Il7
KL ll_ lo (Fr . 170 VII .)
Ll hfN (Konstr .)
LH N, (Frstl81XI . ) .

Fiele Kl mit LN zusammen, so wäre LN ebenfalls auf II
normal (Fr . 181 XI . ) , weil dann LN _1_ 80 und Lkl _ NH .

II . Will man in einem Punkte l einer Ebene II
(Fig . 172 ) auf dieser Ebene eine Normale errichten, so fälle
man von X auf eine in II liegende , nicht durch l gehende
Gerade 60 eine Senkrechte IN (Fr . 120 ) , dann ziehe man
in einer andern durch 110 gelegten Ebene 0 , in N eine Senk¬
rechte kl auf 80 , und errichte endlich in der durch lk und
kl bestimmten Ebene K,, im Punkte X eine Senkrechte .10
auf IN (Fr . 121 ) ; dann steht III auf N normal .

Bew . Schneiden sich IN und kl in L , so ist der Beweis
gleichlautend mit dem in I . ( oder Fr . 181 I .) .

WärelII//Nl , so brauchte man in NK bloß eine lll
schneidende Gerade NL , zu ziehen; dann wäre , weil 80 L ,
(Fr . 181 XI . ) , auch NL , - 0 60 (Fr . 181 X . ) , und man
könnte den Beweis wieder wie in I . führen .

188. Wie viele Normale zu einer gegebenen Ebene lassen
sich durch einen gegebenen Punkt ziehen?

I . Von einem Punkte L kann auf eine Ebenen nur eine
Normale herabgefällt werden ; denn wäre in Fig . 172

und auch LN HI , so hätte das nach Fr . 186 VI.
Zehs che , Geometrie. 31 Ausl. 15
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ebene Dreieck XXV zwei rechte Winkel (Fr . 181 X . ) , was

Fr . 69 IV . widerspräche .

II . In einem Punkte X (Fig . 172 ) einer Ebene X läßt

sich auf X nur eine Normale XV errichten ; denn wäre ^ 8

auch normal zu X , und würde X in der Geraden Xl-' von

der durch XV und X8 bestimmten (Fr . 182 III .) Ebene V

geschnitten (Fr . 185 II .) , so müßte nach Fr . 181X . /XVXV
— 90 ° — / (. 8XV sein , was nach Fr . 20 III . unmöglich ist.

III . Durch einen gegebenen Punkt läßt sich also nur

eine Gerade normal zu einer gegebenen Ebene ziehen .

189 . Welche Sätze iiber die Normalen sind noch zu erwähne» ?

I . Zieht man in einer Ebene V (Fig . 172 ) vom Fuß¬

punkte X der Normalen VX die Gerade XV senkrecht zu einer
in V liegenden Geraden 60 , so steht die letztere Gerade 60

auch senkrecht auf jeder Geraden XV , welche einen Punkt X
der Normalen mit dem Schnittpunkte V zwischen XV und 60
verbindet .

Der vorstehende Satz ist von jenem in Fr . 181 III . nicht
verschieden , weil dort VX normal zur Ebene V des / ^ X60

ist (Fr . 181 XI .) .
II . Fällt man auf eine in der Ebene V liegende Gerade

60 (Fig . 172 ) eine Senkrechte XV von einem Punkte X der
Normalen VX auf V , so steht die Gerade XV, welche die

Fußpunkte V und X der Senkrechten XV und der Normalen
VX verbindet , auch auf der Geraden 60 senkrecht.

Träfe die von X auf 60 gefällte Senkrechte die Gerade
60 in V , , dann wäre XV , X , 60 ( I .) ; da sich aber von X
nur eine Senkrechte auf 60 ziehen läßt (Fr . 57IV .) , so muß
XV , mit XV , d . h . v , mit V zusammenfallen , und es ist :

XV 60 .
III . 60 steht auch senkrecht auf der durch die Normale VX

und die Gerade XV , oder XV gelegten Ebene (Fr . 181XI .).
IV . Zwei Normalen XX und VV (Fig . 173 ) auf der¬

selben Ebene X sind parallel .
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Um zunächst zu beweisen , daß sich — was wegen Fr . 26
erforderlich ist — durch LX und VX eine Ebene legen läßt ,
ziehe man auf der ihre Fußpunkte X
und X verbindenden Strecke XX in
X eine in X liegende Senkrechte 1,0 ;
dann steht 80 normal auf der Ebene
XXX (III .) ; weil ferner VX)X, L
vorausgesetztwurde , so ist auch X/VXO
— 90 °

(Fr . 181 X .) , und XU liegt
ebenfalls in der Ebene LXX (Fr . 181
XIII .) ; somit liegen LX und VX
in derselben Ebene.

Da nun nach Fr . 181 X . ^ . LXX
so istvX//LX (Fr . 62 II . 3 .) .

V . Steht eine Gerade 6 auf der Ebene X normal , so ist
dadurch die Richtung der Geraden bestimmt (IV . ) ; denn alle
parallele Gerade haben ja gleiche Richtung (Fr . 56 IV . ) .
Vergl . auch Fr . 188 III . und Fr . 25 II .

VI . Wird eine Ebene X von der einen L/V von zwei
parallelen Geraden in X geschnitten , so wird sie auch von der
anderen VX geschnitten . Denn die durch LX und VI? gelegte
Ebene (Fr . 186 VI .) schneidet (Fr . 185 II . ) X in einer Ge¬
raden XI?, Welche (nach Fr . 60 II . ) VI? in V schneidet . VI?
hat demnach mit der in 1? liegenden XI?, also auch mit 1?
selbst den Punkt I? gemein, außerdem aber keinen Punkt , weil
sonst VX ganz in X läge (Fr . 1841 . ) und LX kreuzen müßte
(Fr. 186 III . , V .) , während doch LX//VX sein sollte.

VII . Steht die eine LX (Fig . 173 ) von zwei parallelen
Geraden auf einer Ebene X normal , so steht auch die andere
VX auf X normal .

Da nämlich X von LX in X geschnitten wird (Fr . 181X . ),
so wird X auch von VX geschnitten (VI . ) . Zieht man nun
durch den Schnittpunkt V zwischen II und VX erst in der

durch XX und VX gelegten (Fr . 186 VI . ) Ebene X, die Ge¬
raden XX und XL nach den Punkten X und L in LX , darauf
in X die Gerade 8X6 X- XX , so ist 80 normal zu der durch
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I?x , LL . und vv gehenden Ebene v , (I . und III .) , also
LO -VVV ( Fr . 181 X . ) . Da aber VV//XX vorausgesetzt
wurde und demnach VVH 'X (Fr . 62 V . ) sein muß , so ist
auch VV -VV (Fr . 181 XI . ) .

VIII . Sind zwei Gerade 0 , und 62 (im Raum ) einer
dritten Geraden 6z parallel , so sind sie auch unter sich parallel .

Legt man nämlich durch irgend einen Punkt von 6z eine
Ebene bl normal zu Oz (Fr . 181 XI . ) , so ist nach VII . :

0 . - i_ L und 62X . V
^

6,//62 ( l ^ . ) .

IX . Sind die Schenkel
zweier nicht in derselben Ebene
liegender Winkel LVO und
b'VL (Fig . 174 ) paarweise
gleichsinnig parallel , so sind
die Winkel gleich. Vergl .
Fr . 63 l .
Vor . XII // vv ,

^ 0 // VL .
Beh . / (. 6X0 ^ /vH
Konstr . Man mache VV —

VH , ^eX ^ VV und ziehe
die Strecken Lv , VH, XV.

Bew . VVH - VH ^ XH ^VV (Vor . und Konstr.)
VVGVH oHGXV (Fr . 108 V . , III .)

VH G XV (VIII . und Fr . 20 V . )
VX ^ HV (Fr . 108 V . , III .)

XV ^ VH , L.X -^ VV (Konstr .)
/ vvXX ^ / vHVX (FrUÖ I . , 67 II . ) .

X . In gleicher Weise läßt sich zeigen , daß auch der
Satz Fr . 63 II . noch für in verschiedenen Ebenen liegende
Winkel gilt.
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ISO. Was ist die Projektion eines Punktes auf eine Ebene ?

I . Den Fußpunkt X (Fig . 175 ) der vom Punkte ? auf

die Ebene II gefällten Normalen kX nennt man die (recht¬

winkelige , orthogo¬
nale oder normale )
Projektion des

Punktes ? auf die
als Projektions¬
ebene gewählte
Ebene L .

Die Normale kX

heißt die Projizie¬
rende .

II . Jeder Punkt
k hat nur eine Pro¬
jektion di auf die¬

selbe Ebene D (Fr .
188 I .) .

III . Der Punkt
X ist zugleich die

Projektion aller in der durch I > auf IL gefällten Normalen M

gelegenen Punkte oder die Projektion der ganzen Normalen LX .

IV . Die Projizierende kX ist kleiner als jede andere von

dem Punkte k nach einem Punkte 8 in der Projektionsebene L

gezogene Gerade ? 8 (Fr . 181 X . , 74 VIII . ) .

Die Projizierende kX mißt den Abstand oder die Ent¬

fernung des Punktes k von der Ebene L ._
V . Nach Fr . 160 III . ist l 'X - j- X 8 ----- k «

'
-

VI . Ist X 8 -- - X 8 , ----- N 82 so ist auch ? 8 - -

ks , ^ ^ - (V .) , d . h . alle Punkte in Ich welche im

Kreise um X liege » , haben gleiche Entfernung von demselben

Punkte ? der Projizierenden X2 . Vergl . Fr . 47 II .

VII . Ist umgekehrt 8k --- 8,1 ' ^ 82k - --- - - , so ist

nach V . auch X 8 -- -- N 8 , - -- X 82 - - - - , d . h - alle Punkte

der Ebene Ich welche von dem Punkte k gleichweit entfernt

sind , liegen im Kreise um X (Fr . 47 II . ) .

Ng . 17s ,
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191 . Was ist die Projektion einer Geraden ans eine Ebene ?
I . Die Projektionen sämtlicher Punkte einer Geraden 6

auf eine Ebene L (Fr . 190 ) bilden die Projektion 6 ' der
Geraden 6 auf die Ebene L .

H . Die von den Punkten einer Geraden 6 auf eine
Ebene L gefällten Projizierenden liegen in derselben Ebene
(der projizierenden Ebene ) . Legt man nämlich (Fr . 189
IV . , 186 VI . ) eine Ebene Ich durch die Projizierenden k,X ,
und ichlch und eine Ebene Ich durch die Projizierenden k,X ,
und kzXz , so liegt 6 sowohl in 1,2 als in Lg ( Fr . 1841 .),
weil sie mit Lg die Punkte ? , und Ich , mit L , die Punkte k ,
und kg gemein hat . Ich und Lg haben außer 0 auch noch die
Projizierende IchX, gemein , fallen also zusammen (Fr . 183 ,
182 III . ) . kgXg und kgUz und (weil ja kg und kg ganz
willkürlich waren ) auch alle anderen Projizierenden liegen
somit in der Ebene , welche durch 6 und irgend eine Pro¬
jizierende , z. B . IchX,, gelegt werden kann .

III . Die Fußpunkte X „ Xg , Xg rc . der von Punkten ? „
kg , kg rc . einer Geraden 0 auf eine Ebene L gefällten Nor¬
malen liegen sämtlich in der Geraden 6 '

, in welcher nach
Fr . 1851 . und II . die Ebene L von der durch die Normalen
zu legenden (II .) Ebene geschnitten wird .

IV . Die Projektion einer Geraden 6 auf eine Ebene L
ist wegen I . und III . wieder eine Gerade 6 '

. Steht jedoch
6 auf L senkrecht , wie M in Fig . 175 , so besitzt sie als
Projektion (nach Fr . 190III .) bloß den Punkt X .

Jede Gerade hat nur eine Projektion auf dieselbe Ebene.
V . Schneidet die Gerade 6 (Fig . 176 ) die Projektions¬

ebene Ich so liegt die Spur 8 in der Projektion Och zur Be¬
stimmung der letzteren braucht man dann außer 8 nur noch
die Projektion X eines einzigen Punktes k der Geraden 6 .

192 . Wodurch zeichnet sich der Neigungswinkel einer Geraden
gegen eine Ebene ans ?

I . Der Winkel v (Fig . 176 ) zwischen einer Geraden 6
und ihrer Projektion 6 ' auf die Ebene L heißt der Neigungs¬
winkel der Geraden 6 gegen die Ebene L .
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II . Der spitze Neigungswinkel vv der Geraden 6 negeg

die Ebene L und der Winkel Xk8 zwischen 6 und einer

Normalen Xk zur Ebene kl

ergänzen sichzu90
°

(Fr .71 II .) .

III . Der (spitze) Neigungs¬
winkel vv einer Geraden 6

gegen eine Ebenes ist kleiner

( sein Nebenwinkel vv , also

größer ) als jeder Winkel

1̂ 6 — v , welchen die Gerade

6 mit einer in der Ebene L

durch die Spur 8 gezogenen
Geraden 80 einschließt .

(Die Betrachtung überstumpfer
Winkel bleibe dabei ausgeschlossen . Vergl . Fr . 193 VI .)

Bew . Macht man 8VM , so muß , weil

88 ^ 88 (Fr . 20 I .) und 8V > 8X (Fr . 190 IV .)

ist , nach Fr . 78 III . / ( v )> / ( . vv sein und wegen

Fr . 39 IV . weiter 180 ° — v < 180 ° — vv oder

/ / ? 88 < v, .

Ganz dieselben Schlüsse gelten für / / 886 ; also

ist auch / ( . v < ( / /888 , und daraus folgt nach

Fr . 39 IV . :
180 ° — vv, < ( 180 ° — v oder vv , (/ > v .

IV . Würde / ( w — 90 °
, so müßte auch / ( . vv , — 90 °

und v — 90 ° werden , weil nachlll . / /w < ( / ( v < ( / (. vv ,

sein muß . Dann wäre die in der Ebene 8X8 liegende

Gerade 6 Hl (Fr . 181 X .) . — Vergl . Fr . 189 VII . ;

dem, jetzt ist 6//8X .

V . Hätte man in Fig . 176 XV/ - 86 gemacht , so wäre

auch kV/ - 80 (Fr . 189 I .) . Man kann also die Strecke8V

aus ? 8 entweder durch einmalige Projektion unter dem

Winkel v , oder durch zweimalige Projektion : erst unter dem

Neigungswinkel vv und dann unter ' dem in der Ebene L

liegenden, von 0 ' und 80 gebildeten Winkel X80 — u erhalten .
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Dc> nun nach Fr . 112 IX . die Projektion von ? 8 unter
/ ^ ( u - s- v ) kleiner sein würde , als die durch die zweimalige
Projizierung unter ^ v und dann unter u erlangte
Projektion , letztere aber der Projektion von 08 unter v
gleicht , so muß wegen Fr . 112 IV . der Winkel v kleiner sein
als die Summe aus dem Winkel u und dem Neigungswinkel>v .

193. Wie wächst der Winkel v mit dem Winkel n ?
I . Ist der Winkel « 80 -- - u (Fig . 176 ) , welchen die

Projektion 6 ' der Geraden 6 mit dem in der Projektions¬
ebene L liegenden Strahle 80 einschließt, — 0 , fällt also 80
auf 8« , so gleicht der Winkel v zwischen 6 und 80 dem
spitzen Neigungswinkel v der Geraden 0 gegen 0 .

II . Ist der Winkel u spitz (0 u 90 °
) , so fällt

der Fußpunkt V der vom Fußpunkte « der Normalen M
auf 80 gefällten Senkrechten« V zwischen 8 und 0 (Fr . 71 V . ) ,und da OV8 — 90 °

(Fr . 189 I . ), so ist auch v spitz
(Fr . 701 . ) . Wegen Fr . 192III . ist also v < v < 90° .

Je größer aber / (. u wird , desto näher rückt V an 8 heran ,
desto größer wird also auch (Fr . 112 III . und IV . ) .

Zugleich ist stets /ch. / (,n ; wenn man nämlich das
/ XOV8 um V8 in die Ebene L niederklappt , so kommt V?
auf V« zu liegen (Fr . 31 und 39 III . ) , ? fällt aber vonV
aus jenseits « (Fr . 190 IV . ) , also 8 ? jenseits 8X .

III . Ist ^ u — 90 °
, so fällt V mit 8 zusammen

(Fr . 57 IV . ) , und es ist auch v — 90 ° (Fr . 189 1 . ) .
IV . Ist der Winkel u stumpf (90 °

<< / (. u < 180 °
) ,

so fällt V in die Verlängerung 8L ( Fig . 177 ) des Strahls
80 (Fr . 71V . ) , 08V ist daher spitz ( Fr . 70 I . ) , v stumpf
(Fr . 39 IV .) . Wegen Fr . 192 III . ist aber

90 ° < < / (. n, .
Je größer / (. u wird , desto weiter rückt V von 8 gegen II

hin , desto größer wird v (Fr . 39 IV . ) . Die größte Ent¬
fernung von 8 , welche V erreichen kann , gleicht aber nach
Fr . 160 III . der Strecke 8« . Vergl . V.
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Beim Niederklappcn des / X k8V in die Ebene k fällt
jetztk von V ans wieder jenseits M also I ' und 8? in den
Winkelraum MO , d . h . jetzt ist / X v < ( / X n .

V. Ist — 180 °
, so fällt wieder V auf M aber

80 in die Verlängerung von M ; daher ist / X v — / j.
VI. Wird / j. n überstumpf , so

vertauschen in Fig . 176 und 177 die
Strahlen 8k und 80 ihre Rolle .
Wahrend also / X u von 180 ° bis
360 °

wächst , wiederholen sich die
schon dagewesenen Werte des / ) v,
d . h . es wird der erst stumpfe Winkel
v wieder kleiner , darauf — 90 °

(bei
u — 27 0°

) , dann spitz und endlich
wieder — /X v .

VII. Macht man in den beiden
Fig . 176 und 177 8k — 8k und ist Fig . i ?? .
/ . MO in Fig . 176 dem / XMk in
Fig . 177 gleich, so ist / X kM ^ / X kM (Fr . 81 II . ) , also
US - - « 8 (Fr . 67 II . ) ; daher weiter / X MV ^ / X MV
(Fr . 81 II . ) und 8V — 8V ( Fr . 67 II . ) ; daher endlich
7X ? 8V ^ / X k8V (Fr . 81 I .) und k80 in Fig . 176
gleicht (Fr . 67 II . ) dem / Xk8k in Fig . 177 .

Wenn man also in k links und rechts von M einen
Strahl unter demselben Winkel (u) gegen 8X anträgt , so
machen diese beiden Strahlen auch gleiche Winkel (v) mit 8k .

VIII . Ebenso müssen daher auch zwei in k gelegene
Strahlen gleiche Winkel mit 8k bilden , wenn der eine unter
dem / X u, der andere unter dem / I, ( 360 ° — u) gegen 8di
geneigt ist.

IX . Aus dem Vorhergehenden folgt noch , daß jeder
v, welcher größer als / X rr , aber kleiner als / X rv, ist,

zweimal vorkommt und zwar bei zwei Strahlen 80 und80i ,
deren Winkel 0,80 (— 2 u) von M halbiert wird .

s ' / 5,
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194 . Wie wächst der Winkel k -- kM mit dem Winkel i ?

Ist xv wieder der (spitze) Neigungswinkel der Geraden 6
(Fig . 176 und 177 ) gegen die Projektionsebene 0 und X
der Fußpunkt der von dem Punkte ? in 0 auf bl gefällten
Normalen ? X , legt man in der Ebene L durch die Spur 8
der Geraden 0 einen Strahl 80 , welcher mit 6 den (hohlen)
Winkel v , mit der Projektion 6 ' von 6 aber den (hohlen ,
vergl . Fr . 193 IX . ) Winkel u eiuschließt , und fällt man von
? und bl Senkrechte ? X und XX auf die Gerade 880
(Fr . 189 II . ) , so finden zwischen dem (spitzen) Winkel
? VX — k, den diese beiden Senkrechten einschließen , und
den Winkeln u , v , xv folgende Beziehungen statt :

I . Bei u - - - 0 (v — xv , Fr . 193 I . ) fällt ? X mit ? x
zusammen, also ist Xk — 90 °

(Fr . 181 X .) .
II . Bei 0 <X X u 90 °

( X xv X v << 90°
,

Fr . 193 II . ) ist XX zwar stets kleiner als X8 (Fr . 74 VIII . ),
wird aber um so größer (Fr . 160 III .) , je kleiner 8X , je
größer also X u (und X v) wird. Klappt man nun das
/ X UXX um UX in die Ebene ? 8X , so kommt X stets
zwischen X und 8 zu liegen , rückt aber desto näher an 8 , je
größer Xu wird. Daher ist stets 90° Xk )> Xxv
(Fr . 69 VII. ) , und / X nimmt ab , wenn Xu (und X v)
zunimmt .

III . Bei Xu — 90 °
( Xv 90 °

, Fr . 193 III .) fällt
1' V auf 08 , also ist Xk ^ Xxv .

IV . Bei 90 ° < Xu < 180 ° (90 ° < Xv < Xxv„
Fr . 193 IV . ) fällt beim Umklappen des X kXX in die
Ebene ? 8X wieder X stets zwischen 8 und X , aber um so
näher an X, je größer X u wird . Es ist daher zwar wieder
90° > X k )> X xv (Fr . 69 VII . ) , aber X k wächst mit
X u (und X v) gleichzeitig .

V . Bei X u 180 °
( X v ^ X xv, , Fr . 193 V . )

wird wieder X k — 90 °.
VI . Bei Xu > 180 ° wiederholen sich dieselben Werte

von k, ähnlich wie in Fr . 193 VI .
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VII . Zieht man in der Ebene L zwei Strahlen 80 und
80 , unter gleichem Winkel (u — u,) gegen M , so ist wieder
/ . v v . und /X X8V ^ / X H8V . (Fr . 193 VII . ) , daher
XV ^ KV, (Fr . 67 II . ) , / X kXV ^ kXV , (Fr . 811 . ) und

wegen Fr . 67 II . endlich / s. 1 — / Xi, .
VIII. Aus dem Vorhergehenden folgt noch , daß jeder

/ . f, welcher kleiner als 90 °
, aber größer als vv ist, zweimal

vorkommt, und zwar bei zwei Strahlen 80 und 80 „ deren
Winkel 0,80 von M halbiert wird ( ^ u — /Xu, ) , welche
also nach Fr . 193 IX . mit 8k gleiche Winkel machen
(^ v — XX v,).

195 . Wenn schneidet eine Gerade eine Ebene ?

Die Gerade 6 (Fig . 176 ) schneidet die Ebene L , wenn 6
nicht ihrer Projektion 0 ' auf die Ebene 0 parallel ist , oder
wenn 0 nicht auf einer aus einem Punkte ? in 6 auf die
Ebene 0 gefällten Normalen kX senkrecht steht , oder wenn
zwei aus den Punkten k und k , in 6 auf 0 gefällte und auf
derselben Seite von 0 liegende Normalen kX und k,X ,
ungleich sind .

In allen drei Fällen liegen die Gerade 0 und ihre Pro¬
jektion 6 ' (Fr . 191II .) , also auch ? X und k,X , in derselben
Ebene , zugleich schneiden sich 0 und (V (nach Fr . 26 , oder
Fr. 62IV . , oder Fr . 108 XIII . und XIV . ) , und da 6 ' ganz
in k liegt (Fr . 191 I .) , so ist der Schnittpunkt zwischen 0
und 6 ' zugleich ein Punkt von 0 , d . h . 0 schneidet k

(Fr . 184 III . , V.) .
196 . Wie zieht man eine Gerade

Parallel zu einer Ebene ?
I . Eine Gerade 0 (Fig - 178 )

ist einer Ebene 0 Parallel (Fr .
184 VII.) , wenn sich in 0 eine zu
0 parallele Gerade 0 , ziehen läßt .

Denn dann kann man durch 6
und 0 , eine Ebene 0 , legen
(Fr . 186 VI . ), und wenn es nun Ug. i ?s.
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einen Punkt , etwa tz , gäbe , welchen 6 mit bk gemein hätte ,
so müßte in Ik und 0 zugleich und (weil alle Punkte von
6 in Ik , liegen , Fr . 184 I .) auch in Ik , liegen , also zugleich
in Ik und Ik „ d . h . in der Geraden 0, , welche 1k und Ik ,
gemein haben (Fr . 185 II .) . Da aber 6 , und 0 nach der

Voraussetzung keinen Punkt gemein haben (Fr . 26 ) , so hat
auch 6 keinen Punkt mit Ik gemein , und es ist 6 // Ik.

II . Eine Gerade 6 ist daher auch einer Ebene Ik Parallel ,
wenn sie ihrer Projektion 0 ' auf die Ebene Ik parallel ist (I .) .

III . Steht eine Gerade 6 (Fig . 178 ) auf der Normalen
I >X einer Ebene Ik senkrecht , so ist sie der Ebene Ik parallel .
Denn 0 liegt mit ihrer Projektion 6 ' in einer Ebene

( Fr . 191II . und III .) ; zugleich ist / ) Xk6 — 9 0 °
(nach d . Vor .)

und ^ ? X6 ' — 90 °
(Fr . 181 X . ) , daher 6 // 6 '

(Fr . 62 II .)
und 6 // Ik (II .) .

IV . Sind die Projizierenden ? ,X , und IVX) (Fig . 179 )
zweier auf derselben Seite der Projektionsebene Ik gelegenen
Punkte I >, und 1>

2 einer Geraden 6 gleichlang , so ist diese
Gerade 6 der Ebene Ik parallel . In der Ebene X, ? ,IVX2
(Fr . 191II .) ist ja I >,X , — (Vor .) , daher X , XV //
(Fr . 108 XV . ) , folglich 6//Ik (II .) .

V . Will man nun durch einen gegebenen , oder durch einen

willkürlich gewählten Punkt Fig . 178 , eine Gerade 6
parallel zur Ebene Ik ziehen , so braucht man nur durch ?
eine Parallele 6 zu einer in Ik gezogenen Geraden 6 ,
(Fr . 119 ) , oder eine Senkrechte 6 auf der Normalen ? X
zu Ik (Fr . 122 ) zu ziehen ; oder man errichtet auf ik noch
eine Normale X 2IV (Fr . 187 II .) von gleicher Länge wie die
Normale X ? und zieht 6 durch I? und IV. In allen drei
Fällen ist 6//1k (I . bis IV .) .

VI . Durch einen gegebenen Punkt lassen sich unzählige
Parallele Gerade zu einer nicht durch k gehenden Ebene Ik
ziehen ; dieselben stehen aber wegen Fr . 195 sämtlich auf der
Normalen ? X zu Ik senkrecht , liegen also nach Fr . 181 XIII .
sämtlich in einer Ebene .
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197. Was folgt »och aus Fr . 195 und 196 über eine Gerade ,
welche eine Ebene schneidet , oder dieser parallel ist ?

I . Ist die Gerade 6 (Fig . 178 ) der Ebene N parallel ,
so ist sie ihrer Projektion 6 ' auf die Ebene 12 Parallel , weil
sie sonst nach Fr . 195 die Ebene schneiden müßte .

II . Ist die Gerade 0 der Ebene 12 parallel, so schneidet
eine durch 6 und einen Punkt «2 in 12 gelegte Ebene 12 ,
(Fr . 182 II . ) die Ebene II in einer Parallelen 6 , zn 0 .
Wäre nämlich 0 , nicht Parallel zu 6 , so müßte sie 0 schneiden
(Fr . 26 ) , und 6 schnitte dann auch N, was der Voraussetzung
widerspricht .

III . Ist die Gerade 0 der Ebene II parallel , so steht sie
senkrecht auf jeder aus einem ihrer Punkte ? auf die Ebene II
gefällten Normalen H Sonst müßten sich ja 6 und II
nach Fr . 195 schneiden .

IV . Alle aus einer zur Ebene II (Fig . 179 ) parallelen
Geraden 6 nach dieser Ebene II gezogenen parallelen Strecken
sind gleichlang . Legt man
durch die Parallelen ? ,8 , und
PK , welche die Ebene II in
8 , und 82 schneiden , eine
Ebene 12, (Fr . 186 VI . ) , und
schneidet letztere die Ebene 12
in 8,82 , so ist :

8 .82 // ? , ? 2 (II . )
k>8 , // (Vor .) Ng. i? s .
x,8, ^ 282 (Fr . 108 III . ) .

V . Ist die Gerade 0 der Ebene N parallel , so sind alle
ihre Punkte, z . B . ? , und ? 2 (Fig - 179 ) , gleichweit von II
entfernt (Fr . 190 IV . , 189 IV . , 197 IV .) .

Die Entfernung oder den Abstand der zur Ebenen
parallelen Geraden 6 von 12 mißt eine aus 6 auf 12
gefällte Senkrechte H

VI. Lassen sich von zwei auf der nämlichen Seite der
Ebene II gelegenen Punkten I'

, und >'2 einer Geraden 0 zwei
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gleiche Parallelen Ich8 , und Ich 82 nach dieser Ebene L ziehen,
so ist 6 //L .

Bew . In der Ebene (Fr . 186 VI . ) k ,8 .82? 2 ist k . 8 . G
1-282 (Vor .) , folglich 8 .82 //l - .I>

2 (Fr . 108 V.) , folglich 6 //L
(Fr . 196 I . ) .

VII . Schneidet die Gerade 0 die Ebene L , so schneidet 6

auch ihre Projektion 6 ' auf L ; dann steht ferner 6 schief
auf jeder aus ihr auf L gefällten Normalen I 'X , endlich
liegen die Punkte von 0 in ungleicher Entfernung von L.
Sonst müßte ja 6 //L sein (Fr . 1961 . bis IV . ) .

VIII . Während eine Ebene und eine ihr parallele Gerade

unzählige gemeinschaftliche Normalen besitzen (III . ) ,
haben eine Ebene und eine sie schneidende Gerade keine

einzige gemeinschaftliche Normale ( VII . ) .

198 . Wie legt man eine Ebene parallel zu einer Geraden ?

I . Will man eine Ebene L (Fig . 180 ) durch einen ge¬
gebenen , oder einen willkürlich gewählten Punkt parallel

zu einer gegebenen Geraden 0
legen , so darf man nur (in der
durch und (I bestimmten Ebene
Ich ) durch eine Parallele 6 ,
zu 6 ziehen (Fr . 119 ) ; jede
durch 0 , gehende Ebene 8 ist
dann zu 6 parallel (Fr . 1961 . ).

II . Sind zwei Gerade 6
und 6 , parallel , so kann man
durch jede dieser beiden Geraden
unzählige Ebenen parallel zur
anderen Geraden legen (I . ) .

III . Ist die Gerade 0 parallel zur Ebene Ich so liegt
eine zu 6 parallele Gerade 6 , in der Ebene Ich sobald sie
mit dieser einen Punkt tz gemein hat . Vergl . 186 XV . —

Nach Fr . 185 II . wird L von einer durch tz und 6 gelegten
Ebene Ich in einer Geraden (ch geschnitten , nach Fr . 197 II .
aber muß (ch // 6 sein ; nun gehen 0 , und die in L liegende

Ng . iso.
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62 durch H , sind beide // 6 und müssen deshalb wegen
Fr . 186 VII . zusammenfallen .

IV . Durch einen gegebenen Punkt tz läßt sich nur eine
Ebene L legen , welche zugleich zu zwei sich schneidenden , oder
sich kreuzenden Geraden 0 , und 62 Parallel ist .

Um nämlich eine Ebene L zu erhalten , welche zu 6 , und
6° zugleich parallel ist , müßte man nach I . durch H eine
Gerade 6 z // 6 , und eine andere Gerade 6 , // 62 ziehen , und
L muß dann sowohl durch 6 z als durch 6 § gehen ; durch
6z und 6 , läßt sich aber nur eine einzige Ebene legen
(Fr . 182 III . ) .

V . Die Lage einer Ebene L läßt sich also auch durch
einen ihrer Punkte und zwei Gerade 6 , und 62 be¬
stimmen, zu denen L parallel ist .

Aus einer Nebeneinanderstellung dieses Satzes mit Fr . 25II .
kann man eine Bestätigung dafür schöpfen , daß die Ebene

zwei Ausdehnungen hat (Fr . 5 III . ) .

199 . Wie verhält sich eine Strecke zu ihrer Projektion auf
eine Ebene L ?

I . Die Projektion NiUz sNg . 181 ) einer zur Projektions¬
ebene II parallelen Strecke ist dieser Strecke gleich.

Weil (Fr -
189 IV . und 197 V .) , so ist
auch :
(Fr . 108 V . , III . ) .

II . Die Projektion
(Fig . 181 ) einer gegen die
Projektionsebene L geneigten
Strecke kk ? ist kleiner als
diese Strecke .

Da kkz nicht parallel zu ist (Fr . 197 VII .) , so
kann man machen und hat dann : k .^ sl )
und k>k 2 > ? ,? 2 (Fr - 74 VIII . ) , daher auch



240 Achtes Kapitel . Fr. 199—200.

(Dieser Beweis hört nicht auf zu gelten , wenn ? ? .z die
Ebene >7 in einem zwischen ? und ? z gelegenen Punkte
schneidet .)

III . Eine Strecke ? , ? z, welche ihrer Projektion
gleicht , ist der Projektionsebene 17 parallel ; denn sonst müßte
nach II . die Projektion kleiner sein als die Strecke .

IV . Eine Strecke ? ,? » , welche größer ist als ihre Pro¬
jektion schneidet die Projektionsebene II ; denn sonst
müßte sie nach I . ihrer Projektion gleichen .

V . Ähnlich wie in I . läßt sich auch beweisen , daß 8 ,8 .
wenn 6//17 und k>

, 8 , // ? 282. Vergl . Fr . 197 IV .

200. Wie zieht man eine Gerade k senkrecht zu zwei sich
kreuzenden Geraden lh und V? ?

I . Zieht man durch einen Punkt 17 in der einen 6 z
(Fig . 182 ) von zwei sich kreuzenden Geraden 6 , und 6 z eine
Gerade 6 z // 6 , und legt durch 6 z und 6 z eine Ebene 17
(Fr . 182 III . ) , so ist 17 ^ 6 , ( Fr . 196 I . V

II . Nach Fr . 198 III . ent¬
hält II in I . zugleich alle Gerade ,
welche durch irgend einen Punkt
in 62 parallel zu 6 , gezogen
Werden können .

Daher läßt sich durch 62 nur
eine Ebene 17 legen , welche der
anderen Geraden 6 , parallel ist .

III . Zieht man durch einen
Punkt 6 ( Fig . 182 ) in 62 eine
Gerade 6 z // 6 „ legt man dann durch 62 und 6 z eine Ebene
17 und projiziert man 6 , auf diese (zu 6 , parallele , Fr . 1961 . )
Ebene 17 , so muß 6 , die Projektion 6 ' von 6 > schneiden
(Fr . 60 II . , weil ja 6V/0 >//6z (Fr . 197 I . und Fr . 189
VIII . ) . Ist nun der Schnittpunkt dl zwischen 6 ' und 6 z
die Projektion des Punktes ? in der Geraden 6 , , so ist
kdi -1_ I7 (Fr . 190 I . ) , daher I ' XKZz (Fr . 181 X .) , zu¬
gleich aber auch ? X - !_ 6 , (Fr . 197 III . ) .
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Fällt man also von X eine Senkrechte Xk auf 6 „ so ist
8k die gesuchte gemeinschaftliche Normale 6 zu 6 , und 62.

IV . Die Lage der in I . durch 62 und Oz gelegten , zu 6 ,
parallelen Ebene L ist wegen Fr . 200 II . nicht abhängig
von der Lage des Punktes II ; daher ändert sich auch weder
die Lage der Projektion 6 '

( Fr . 191 IV .) , noch des Schnitt¬
punktes di , wenn man auch einen anderen Punkt II in 62
wählen wollte ; endlich läßt sich in dl nur eine einzige Nor¬
male 8 k auf II (Fr . 188 II . ) errichten .

Daher giebt es nur eine einzige Gerade 6 , welche auf den
sich kreuzenden Geraden 6 , und L zugleich senkrecht steht .

V . Die auf den sich kreuzenden Geraden 6 , und 62
zugleich senkrechte Strecke Xk ist kürzer als jede andere
Strecke 'kH , welche zwei Punkte I ' und 1, in 0 , und 62
verbindet.

Macht man nämlich NX , Ü- L (Fr . 187 I . ) , und zieht
man in der durch 62 gelegten , zu 0 , parallelen (Fr . 200 II . )
Ebene L noch X,k , so ist / I NX .X ^ 90 °

(Fr . 181 X . ) ,
daherVk > NX , (Fr . 7 4 VIII .) ; weil nun 6 . // 6 '

(Fr . 1971 .) ,
so istl 'X , — kX (Fr . 108 XIII .) und NN > kX (Fr . 20IX . ) .

VI . Die kürzeste Entfernung zweier sich kreuzenden
Geraden 6 , und 62 (III .) gleicht der Entfernung der einen
Geraden 6 , von der (nach Fr . 200 II .) durch die andere
Gerade 62 gelegten , zu 6 , parallelen Ebene II und steht zu¬
gleich senkrecht auf den beiden Geraden und der Ebene II.

201. Welche Beziehungen bestehen zwischen einer Ebene und
zwei parallelen Geraden?

I . Ist die eine von zwei parallelen Geraden einer Ebene II
Parallel , so kann auch die andere diese Ebene nicht schneiden ;
denn sonst müßte L nach Fr . 189 VI . von beiden Geraden
geschnitten werden . Die zweite Gerade liegt also entweder
in 8 (Fr . 198 III .) , oder sie ist //H (Fr . 184 VII .) .

II . Sind 6 ' und 6 " die Projektionen zweier Geraden 6 ,
und 62 auf dieselbe Ebene und schneiden sich 6 ' und 0 " in
einemPunkte /V , so ist X ' zugleich die Projektion eines Punktes

Zetzsche , Geometrie. 3 . Aufl. 16
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.-V , in 6 , und eines Punktes ^ 2 in 62 (Fr. 191 I .) ; wegen
Fr. 1901 . schneidet daher die in ^ auf der gemeinschaftlichen
Projektionsebene Ich errichtete Normale (Fr. 188 II .) beide
Gerade und 6H ; deswegen brauchen jedoch X , und V,
nicht zusammenzufallen.

III. Werden zwei parallele Gerade 6t , und 6H auf die¬
selbe Ebene IL projiziert , so sind ihre Projektionen 6 ' und 6"
entweder parallel, oder sie fallen zusammen; letzteres tritt
ein , sobald 6 ' und 6" einen Punkt gemein haben.

Haben nämlich 6H und 6" einen Punkt X' gemein , so
schneidet die in auf Ich errichtete Normale die Gerade 6,
in einem Punkte X, , die Gerade 62 in einemPunktes -, (II .) ;
da nun die durch die Parallelen 6 , und 6H gelegte Ebene Ih
(Fr. 186 VI .) mit der durch 6!, und 6!' gelegten projizierenden
Ebene II , (Fr. 191 II .) den Punkt X» und die Gerade 6t,
gemein hat , und da Ich, mit der durch 6H und 6t" gelegten
projizierenden Ebene Ich, den Punkt ,6 , und die Gerade 6z
gemein hat, so fallen die drei Ebenen Ich , und Ich, zusammen
(Fr. 182 II .) , und deshalb fallen auch ihre Schnitte (V und
6t" in II zusammen (Fr . 185 II .) .

Fallen dagegen die projizierenden Ebenen Ich, und Ich der
beiden Geraden 6t, und 6H nicht zusammen, so können die in
Ich liegenden Projektionen 6!' und 6!" von 6t , und 6H auch
keinen Punkt gemein haben, sondern es ist :

6t' // 6t" (Fr- 186 IV .) .
IV. Zwei Parallele , die Ebene Ich schneidende Gerade 6,

und 6H (vergl . Fr . 189 VI.) machen mit Ich gleiche Winkel v,
und ^ 2 nach derselben Seite hin . Sind nämlich 6t ' und 6"
die Projektionen von 6t, und 6H , so ist :

6 , // (h (Vor.) , 6 ' // 6!" (III .)
chh v , ^ hch v , (Fr- 192 I . und Fr. 189 IX .) .

Der Fall , wo 0" und 6t ' zusammenfallen (III .) , ist hier
nicht weiter zu berücksichtigen , vielmehr schon in Fr. 62 1. 1 .
erledigt .

;)» >>>O >

«.ksz
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V . Die Projektionen di ,6 , und dist, , gleichlanger Strecken
? ,tz, und ? 2^ 2 in zwei Parallelen Geraden 6 , und L auf
dieselbe Ebene bl sind gleichlang.

Bew . 1 ) Sind 6 , und 62 Parallel zur gemeinschaftlichen
Projektionsebene L , so ist :

und « 2I22 ^ ^ 2 (Fr . 199 I .)
I '

. tz, ? 2tz2 (Vor .)
I§>l 2, ^ ^ 2 (Fr . 20 IV . ) .

2 ) Wird dagegen 6 von 6 , und 62 geschnitten , so
ziehe man (ähnlich wie in Fig . 181 ) durch tz, und Hz Parallel

zu 6 ,di , und 122^ 2 die Strecken () ,V , und H2V2 , bis sie die

Projizierenden und kgdlg in V , und Vg treffen ; dann

sind die Winkel ? ,V, (f, und I^Vglfg rechte (Fr . 62 V.) , da

ja ^ R ^ IV^ 2l 22 (Fr - 190 I . ) ; ferner ist
/ ? ,6 ,V, — 2/ ? 2tzrV2 (Fr . 20 IV .) , denn diese Winkel

gleichen den zugehörigen (nach IV . unter sich gleichgroßen)
Neigungswinkeln v , und v , (Fr . 192 I . ) ; da endlich
k,tz, — ? 2^ 2 vorausgesetztwurde , so ist/X ? ,V, () ,
(Fr. 81II .) und V .H, ^ V262 (Fr . 67 II . ) . Nach Fr . 199 I.
ist aber V,tz , — di ,6 , und V^ — digDz, daher endlich
auch V . ü , ^ R .I22 (Fr - 20 IV .) .

VI. Sind die Projektionen 6 ' und 6 " zweier mit der

Projektionsebene L nach derselben Seite hin gleiche Winkel
>v, und V2 machenden Geraden 6 , und 62 parallel , so sind
die Geraden 6 , und 62 selbst parallel .

Wäre 0 , nicht parallel zu 6 „ so könnte man durch einen

Punkt k in 62 eine Gerade 6 g// 6 . ziehen . Die Projektion
I" von k liegt dann zugleich in 0 " und in der Projektion 0 "'

von 6 g (Fr . 191 I .) , auch fallen 6 '" und 6 ' entweder zu¬
sammen, oder es ist 6 ' " // 6 ' (III .) . Fiele nun 6 '" auf 6 '

,
so hätten auch 6 ' und 6 " den Punkt gemein , im Wider¬

spruch gegen die Vor . 6 ' // 6 " und Fr . 26 . Wäre dagegen
6 '" // 6 , so müßte 6 " ' mit 6 " zusammenfallen , weil 6 " // .(V

vorausgesetzt wurde , und sich durch nur eine Parallele zu
6 '

ziehen läßt (Fr . 57 I .) ; da ferner zugleich 6 , // 6 g , so
gliche dem Neigungswinkel rv » von 6 g gegen 6 (IV . )

16*
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und aus V2 (Vor .) folgte weiter / ^ Vz —

nun liegen vv , und V2 (Vor . ) und ebensoVz und vv , (nach IV.)
nach derselben Seite hin , und in rvz — V? würde daher ein
Widerspruch gegen Fr . 69 VII . stecken , wenn nicht v , und v ?
sich deckten und demnach ( wegen Fr . 46 ) auch die durch ? gelegte
6 z und O2 ; also ist :

VII . Zieht man in der einen (LZ von zwei sich schneidenden
Ebenen 6 , und 6 eine zur anderen (8 ) parallele Gerade 6 ,

so ist diese dem Durchschnitte 6 ,
beider Ebenen parallel (Fr . 26) .

0 und 61 liegen ja beide in
der Ebene bli , Fig . 183 , und
können sich nicht schneiden , weil
sich sonst auch 6 und 6 schneiden
müßten , da jeder Punkt von 6 ,
auch ein Punkt von L ist.
( 0 und 61 fallen nicht zusammen ,
Fr . 184 VII . )

VIII . Ist eine Gerade 6 parallel zu zwei sich schneidenden
Ebenen L , und Lz , so ist 6 auch parallel zum Durchschnitt
6 > der beiden Ebenen 6 , und Lz .

6 ist nämlich zu ihrer Projektion 0 auf 6 , parallel
(Fr . 197 I . ) , zugleich ist entweder 6 ' // 6 , , oder 6 ' fällt mit
6 , zusammen ( I . ) ; daher ist

v «g. IS4 .

— IM erstem Falle nach
Fr . 189 VIII . , im andern
unmittelbar — auch 6 // 6ü-

262. Was versteht man
unter einem Flächen- oder
Keilwinkel und was unter
dem Neigungswinkel zweier
Ebenen ?

I . Fällt man von einem
Punkte k (Fig . 184 ) zwei
Normalen kü undauf
zwei sich schneidende Ebenen



Fr . SSL. Gerade und Ebenen im Rrumi . 245

L, und U, , so schließen die beiden Normalen immer den

nämlichen Winkel n ein , wo auch p liegen mag . Fällt .
man nämlich von einem andern Punkte I >, die Normalen

k,X , und ? il >, auf U, und L, , so ist nach Fr . 189 IV.

ux >// ? x und daher auch :
^ ^ 2i,u (Fr . 189 IX .) .

II . Legt man durch die beiden Normalen I'X und III ,

eine Ebene Ich , so schneidet Uz die Ebenen Ich und U, in zwei
Geraden UH und XH , welche sich ebenfalls stets unter

demselben Winkel v schneiden . In dem ebenen Vierecke

MHU ist nämlich ^ . UXH -^ 90 ° ^ X) ? UH (Fr . 181X . ) ,
solglich / ) X1->U - s- / (. XHU --- 180 ° (Fr . 72 III . ) , oder :

/ chXHU ^ 180 ° — / chXI'U -- - 180 ° — ^ u.

III . Zieht man durch den Punkt U eine Parallele ? ! ' zur

Schnittlinie 40 zwischen Ich und Ich , so ist nach Fr . 196 I .

kk//Ich und UU //Uz ; daher steht ? U zugleich senkrecht auf
den beiden Normalen UX und UU (Fr . 197 III . ) , also ist

kUHch (Fr . 181 XI . ) und . weil ja UU//XO gemacht
wurde , so steht auch die Schnittlinie XO auf Ich normal

(Fr. 189 VII .) .
IV . Zwischen den beiden durch die Schnittlinie XO halb¬

begrenzten Ebenen Ich und Ich ist ein halbbegrenzter Raum

enthalten , welcher ein Flächen - oder Keilwinkel heißt .

U , und Ich heißen die Seiten , XO die Kante des Flächen¬

winkels.
Dieser Raum wird von der Ebene Uz überstrichen, wenn

sich dieselbe von der Ebene Ich aus bis in ihre schließliche

Lage um die Schnittlinie XO dreht . Bei dieser Drehung

bewegt sich die nach III . und Fr . 181 X . auf XO normale

Schnittlinie HX zwischen Ich und Ich von der Schnittlinie HU

zwischen Uz und U , aus in der Ebene Ich bis in ihre endliche

Lage (Fr . 181 XIV .) und beschreibt dabei den ebenen Winkel

XHU — v .
V . Dieser ebene Winkel XHU — v , dessen Schenkel in

den Ebenen L , und Uz liegen und beide auf der Schnittlinie
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^ 0 dieser beiden Ebenen senkrecht stehen , wird der
Neigungswinkel der beiden Ebenen Ich und Ich
genannt .

Seine Größe ist zwar von der Größe des Flächen¬
winkels (IV . ) , nicht aber von der Lage des Punktes k oder

abhängig (II . ) .
VI . Den Flächenwinkel der zwei Ebenen Ich und V.., ,

welche sich in ^ .0 schneiden , bezeichnet man entweder durch
^ (L, , Lz) , oder durch II (L.0 ) X , wobei II und X zwei
Punkte in Ich und Ich bedeuten .

203 . Welche Sätze über den Neigungswinkel zweier Ebenen
ergeben sich aus Fr . 202 ?

I . Nach Fr . 202 IV . und V . läßt sich der (ebene)
Neigungswinkel v zur Bestimmung der Größe des Flächen¬
winkels und der gegenseitigen Lage der beiden Ebenen Ich
und Ich benutzen .

Jede Änderung des Winkels vv hat eine Änderung des
Flächenwinkels im Gefolge , und umgekehrt .

Wird der eine Winkel 2 , 3 , rc . mal so groß , so wird
auch der andere 2 , 3 , rc . mal so groß . Neigungswinkel und
Flächenwinkel sind also einander proportional .

Wenn man daher für die Flächenwinkel ganz ähnliche
Begriffsbestimmungen einführt , wie früher für die ebenen
Winkel , so erhält man sehr leicht eine ganze Reihe von
Sätzen , welche mit früher dagewesenen wörtlich gleichlauten .

II . Zur Bestimmung der Lage der Ebene braucht
man außer der Ebene Ich und der Spur XO nur die Gerade
Hü, , oder den Neigungswinkel Xtzch — v (Fr . 182III . ) .

III . Ist der Neigungswinkel cv zweier Ebenen Ich und Ich
spitz, recht , stumpf , flach oder überstumpf , so ist es auch ihr
Flächenwinkel .

IV . Jeder hohle Flächenwinkel ist kleiner , jeder über¬
stumpfe größer als ein flacher .



Fr . 20S- S04. Gerade und Ebenen im Raum . 247

V . Zu jedem hohlen Mchenwinkel giebt es einen über¬

stumpfen, welcher mit elfterem zusammengenommen den ganzen

Flächenwinkelraum um die Schnittgerade .40 herum erfüllt .

VI . Zwei Flächenwinkel heißen Nebenwinkel und Scheitel¬
winkel , wenn ihre Neigungswinkel es sind .

VII . Jeder Flächenwinkel ist seinem Scheitelwinkel gleich .

VIII . Jeder Flächenwinkel ergänzt seinen Nebenwinkel

zu einem flachen .
IX . Alle rechten Flächenwinkel sind unter sich gleich .

X . Eine Ebene Ich , deren Neigungswinkel gegen eine

andere Ich ein rechter ist , steht normal oder senkrecht

(ch_) auf L, .
XI . Der spitze Neigungswinkel vv (Fig . 184 ) zweier

Ebenen 0 , und Ich ist gleich dem spitzen Winkel III ' I . — v

zwischen ihren Normalen X ? und 1. 1' (Fr . 202 II . und

Fr . 39 IV . ) .

204 . Was ist über zwei aus einander senkrecht stehende Ebenen

zu bemerken ?
I . Steht eine Gerade 1X1 (Fig . 184 ) auf einer Ebenen ,

senkrecht , so steht jede durch kXl gelegte Ebene Ich auch auf Ich

senkrecht .
Zieht man nämlich in Ich im Fußpunkte X eine Senkrechte

XX zu der Schnittgeraden () I7 zwischen Ich und Ich , so ist

/ . 1'XIv der Neigungswinkel zwischen Ich und Ich (Fr . 202V .) ;

weil nun ^ 90 °
(Fr . 181 X . ) , so ist :

Ich ^ L , (Fr . 203 X .) .

II . Will man durch zwei gegebene Punkte ? , und Ich ,
oder die durch Ich und Ich gehende Gerade 6 (Fig . 179 S . 237 )

eine Ebene Ich senkrecht auf eine andere Ebene 1. fällen , welche

ans (t , bezw . auf der Strecke Ichlch nicht normal steht , so

braucht man nur zwei Normalen Ichlch und Ichdch auf X , zu

fällen (Fr . 187 I . ) ; durch diese beiden Normalen ist dann

die Ebene Ich zu legen (Fr . 191 II .) .

Es giebt nur eine solche Ebene (Fr . 191 IV . ) .
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III . Will man durch einen gegebenen Punkt ! ' eine Ebene
Lg legen , welche zu der Ebene L , normal und zu einer Geraden
0 parallel ist , so ziehe man durch V eine Gerade ?L // 0
(Fr. 196 V.) , mache LXUch (Fr. 187 I . ) und lege Lg
durch LL und IX . Vergl . Fig. 184.

Es giebt nur eine solche Ebene (Fr. 186 VII. , 188 I . ) .
IV . Schneiden sich die beiden auf einander normalen

Ebenen Ich und L, in IIH (Fig. 184) , so steht die in V,
gezogene , auf Iltz senkrechte Gerade X? auch auf bl , senkrecht.

Zieht man in Ich noch XL X, Iltz , so ist der Neigungs¬
winkel LXL 90°

(Fr . 202 V. und 203 X .) , und da auch/ l. ?XH ^ 90°
(Vor.) , so ist LXUch (Fr. 181 XI . ) .

V. Steht die Ebene Ich auf einer Ebene Ich senkrecht , so
läßt sich die Schnittgerade II(j dieser beiden Ebenen als die
Projektion von Ich auf Ich ansehen. Denn die durch einen
Punkt I> in Ich auf Ltz gefällte Senkrechte IX steht auch
auf Ich senkrecht (IV .) und X ist also die Projektion von k
(Fr . 190 I . ) .

VI. Fällt man von einem Punkte k einer Ebene Ich eine
Normale IX' auf eine zu Ich normale Ebene Ich , so trifft kX
nach V . und wegen Fr . 188 I . die Schnittlinie IIH der beiden
Ebenen. IX'

liegt also ganz in der Ebene Ich.
VII . Errichtet man in einem Punkte X der SchnittlinieII(j zweier auf einander senkrechten Ebenen Lg und Ich aufder Ebene Li eine Normale XL, so liegt dieselbe wegen IV.in der andern Ebene Lg , weil sich in X nur eine Normale

auf Li errichten läßt (Fr. 188 .11.) .
VIII . Steht eine Ebene Ich zugleich senkrecht auf zwei

sich schneidenden Ebenen Ich und Ich , so steht jene Ebene Lg
auch auf der Schnittlinie L.0 zwischen Ich und Ich senkrecht .

Schneiden sich in tj (Fig. 184) die Schnittlinien XH
zwischen Lg und Ich und Ltz zwischen Lg und Ich , so liegt
eine in o auf Lg errichtete Normale in Lg und in Ich zugleich
( VII . ) und fällt deshalb mit VO zusammen (Fr . 185 II.) .
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IX . Jeder Punkt k der Ebene II, , welche den Winkel
zwischen zwei Ebenen H, und Hz halbiert , ist von diesen
Ebenen bl , und L2 gleichweit entfernt .

Um die Entfernung des Punktes I' von II , und Hz zu
finden, müßte man von ? zwei Normalenund I'I, auf
L, und Lz fällen . Die durch OXI und kl , gelegte Ebene Hz
(vergl . Fig . 184) stünde dann auf II , und auf II^ zugleich
senkrecht (I .) , folglich stünde Lz in tz auf dem Schnitt -10
zwischen II , und Hz senkrecht (VIII .) und ebenso auf II , (I .) .
Der Neigungswinkel NtzO , zwischen II, und II, soll nun durch
L„ d . h . durch (Fr . 202 V . ) halbiert werden ; daher ist

^ (Fr . 81 II .)
und kill -- kN (Fr . 67 II .) .

2V5 . Wenn sind zwei Ebenen parallel ?
I . Jede Gerade 6 , (Fig . 185) , welche in der einen L,

von zwei parallelen Ebenen II, und Hz liegt, ist der anderen
Ls parallel .

Danämlich II , keinenPunkt mit Hz gemein hat (Fr . 185IV .) ,
so kann auch die in II, liegende (Fr . 184 I .) 6 , keinenPunkt

mit II .. gemein haben ,

Ftg . ISS .

6s. 62. A,

sondern es ist 0 , //H2
(Fr . 184 VII.) .

II . Werden zwei Pa¬
rallele Ebenen II , und II2
von einer dritten Ebene IIz
geschnitten , so sind die
Schnittlinien 0 , und O2
parallel.

Wenn sich nämlich 0 , und 62 in einem Punkte 1' schnitten,
so läge dieser Punkt k zugleich in H , und L2 (Fr . 184 I .) ;
weil nun L1 //L 2 sein soll, so können auch 6 , und 62 keinen
Punkt gemein haben (Fr . 185 IV .) , und da 6 , und 62 beide
in Lz liegen , so ist :

O . //O2 (Fr- 26 ) .
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III . Zwei Ebenen Li und L2 sind parallel , wenn sie eine
gemeinschaftliche Normale X,Xs haben.

Hätten L , und L, , Fig . 185 , einen Punkt L gemein , so
würde die durch L und X,Xs gelegte Ebene L,, die Ebenen L,
und L2 in zwei Geraden 6 , und 62 schneiden , welche parallel
wären (II . , oder Fr . 181 X. und 62 II . ) und doch den
Punkt L gemein hätten , was Fr . 26 widerspricht. Daher ist

L,//L 2 (Fr . 185 IV .) .
IV . Zwei Ebenen L > und L, sind parallel , wenn ihre

Normalen XiXz und parallel sind .
Ist in Fig . 185 X 1X 2 HH und so muß,

wenn tziHz//XiX 2 vorausgesetzt wird , auch tz^ -t- L , sein
(Fr . 189 VII .) ; steht demnach sowohl auf L , als auf
Lz normal , weshalb L^ L, sein muß (III . ) .

V. Zwei Ebenen L , und L , (Fig . 186 ) sind parallel ,
wenn sich in L , zwei sich schneidende Gerade 0 , und (V ziehen
lassen , welche zu Lz Parallel sind.

Fällt man vom Schnittpunkte 8 der Geraden 6 , und 6 r
eine Normale MkaufL ^ Fr . 1871 .) , so ist nach Fr . 197III -

8XX, 6 . und MX , 62, folglich 8XX . L,
(Fr . 181 XI . ) ; da nun M schon auf L,
normal gemacht wurde , so istL,//L 2 (lII .) .

VI . Zwei Ebenen Li und L2 sind
parallel , wenn sich in der einen L , zwei
sich schneidende Gerade 6 , und 62 ziehen
lassen , welche zu zwei Geraden 6 z und 64
in der anderen Ebene L . parallel sind (V .),
weil ja ldann auch 61 //Lz und 62/( 62
ist (Fr . 196 I .) .

VII . Zwei Ebenen L , und Lz ( Fig . 187 ) sind parallel,
wenn drei zwischen ihnen gezogene , nicht in einer Ebene
liegende (vergl . Fr . 182 I . ) parallele Strecken XL , IX) , XV
gleichlang sind ; wegen Fr . 189 IV . können an Stelle dieser
drei Parallelen auch drei Normale treten.

Wg . iss .
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Legt man durch Vv und L,tz , desgleichen durch .VI) und

XV eine Ebene (Fr . 186 VI .) , so ist :

XvGlltz und VO ^stXV (Vor .)

Xll // vtz // VV (Fr . 108V .)

^ // ^ (VI .) .

206. Welche Eigenschaften haben zwei parallele Ebenen ?

I . Sind zwei Ebenen Ich und Ich parallel , so steht jede

Normale 8X der einen Ebene Ich auch auf Ich normal .

Zieht man durch 8 mich zwei Gerade 6 , und lch , Ng . 186 ,

so ist 6,//Ich und lch//L - (Fr . 2051 .) , folglich6,ch _ 8Xch. 6r

(Fr . 197 III .) und deshalb :
M Uch (Fr . 181 XI .) .

II . Sind zwei Ebenen Ich und Ich parallel , so sind alle

zwischen ihnen gezogenen Parallelen gleichlang.

Legt man nämlich durch irgend zwei Parallelen L.V und

XV, Fig . 187 , eine Ebene , so sind die Schnittlinien VX und

VV dieser Ebene mit Ich und
Ich auch parallel (Fr . 205 II .)
und deshalb .VI) — XV
(Fr . 108 III .) .

III . AlleNormalen zwischen
zwei parallelen Ebenen Ich und
Ich sind parallel (I . und Fr . 189
IV.) und gleichlang (II .) .

Jede dieserNormalen mißt
den Abstand oder die Ent¬

fernung der beiden pa¬
rallelen Ebenen .

Der geometrische Ort
(vergl .74 XVII .) eines Punktes ,
welcher auf der einen Seite einer Ebene X, in einem gegebenen

Abstande von dieser liegt , ist eine zu Ich parallele Ebene Ich,.

IV. Schneidet eine Gerade 6 die eine Ich von zwei

Parallelen Ebenen Ich, und Ich,, so schneidet 6 auch die andere

Ebene Ich.

Ftg . is?.
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Fällt man von dem Punkte 8 , (Fig . 188 ) , in dem 0 die
Ebene Ich schneidet , eine Normale 8 ,X auf Ich , und legt man

dann durch 6 und 8 ,X eine Ebene Ich ,
so sind die Schnittlinien X ,8 , und

zwischen Ich und den Ebenen Ich
und Ich parallel (Fr . 205 II .) ; daher
muß 6 auch ^ Rschueiden ( Fr . 60II .)
und der Punkt 8z , in welchem dies
geschieht , ist zugleich der Schnitt
zwischen 0 und Ich , weil ja
ganz in Ich liegt.

V . Zwei parallele Ebenen Ich und
Ich machen nach derselben Seite hin

gleiche Winkel und ^ mit der sie schneidenden Geraden 6 .
Weil 8 ,X in Fig . 188 nicht bloß auf Ich (IV . ) , sondern

auch auf Ich normal ist (I .) , so sind 68 ,L.i und 68 ^ 2 die
Neigungswinkel zwischen 0 und den Ebenen Ich und Ich
(Fr . 192 I . und 191 ) ; nach Fr . 62 I . 1 . aber ist :

W68^ i ^ W. 68^ 2-
VI . Ist eine Gerade 6 Parallel zu der einen Ich von zwei

parallelen Ebenen Ich und Ich , so kann sie auch die andere
Ebene Ich nicht schneiden . Denn schnitten sich 6 und Ich , so
müßte tt nach IV . auch Ich schneiden , während doch O-//L ,
sein soll.

VII . Durch einen gegebenen Punkt 8 (vergl . Fig . 186 )
läßt sich nur eine Ebene Ich parallel zu einer gegebenen
Ebene Ich legen (Fr . 181 XIII .) ; denn nach I . muß II , alle
Geraden enthalten , welche in 8 senkrecht zu der von 8 auf Ich
herabgefällten Normalen 8X stehen . — Vergl . Fr . 198 IV .

VIII . Daher läßt sich auch nur eine einzige Ebene Ich
parallel zu Ich durch eine zu Ich parallele Gerade 6 , legen.

IX . Durch zwei sich kreuzende Gerade 6 , und 62 läßt
sich nach Fr . 200II . nur ein Paar parallele Ebenen Ich und
Ich legen ; denn wegen Fr . 205 I . muß z . B . die durch 6 ? zu
legende Ebene Ich auch zu 6 , parallel sein .
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Die Entfernung dieser beiden Ebenen ist zugleich die

kürzeste Entfernung der beiden Geraden . Vergl . Fr . 200 VI .

2Ü7. Welche Siitze gelten von zwei sich schneidenden Ebenen ?

I . Zwei Ebenen müssen sich schneiden , sobald eine auf L ,
errichtete Normale nicht auch zugleich auf Ich normal steht
(Fr . 206 I .) .

II . Zwei Ebenen , welche sich schneiden , haben wegen
Fr . 205 III . keine gemeinschaftliche Normale *) .

III . Zwei Ebenen schneiden sich , wenn zwei zwischen ihnen

gezogene parallele Strecken ungleich sind (Fr . 206 II . ) .

IV . Wenn zwei Ebenen Li und Ich sich schneiden , so sind
zwei zwischen ihnen gezogene Parallelen Ich und Ich ungleich ,
sofern die durch diese Parallelen gelegte Ebene Ich, nicht etwa

zur Schnittlinie 6 , der Ebenen Ich und ich Parallel ist .

Bei Ich// 6 z (vergl . Fig . 192 S . 255 ) sind nämlich die
Geraden 0 , und 62 , worin Ich und Ich von Ich geschnitten
werden , zunächst mit 6ch (Fr . 197 II .) , deshalb auch unter

sich parallel (Fr . 189 VIII . ) und Ich ^ Ich (Fr . 108 III . ) .
Daher können wegen Fr . 205 VII . Ich und Ich nicht noch
einer außer Ich liegenden Parallelen gleich sein .

V . Wie die - Parallelen Ich und Ich in IV . wachsen , wenn

ihre Ebene Ich die Gerade 63 in 0 schneidet (Fig . 193 ) , sagt
Fr . 148 I .

VI . Umgekehrt wäre bei Ich — Uz in Fig . 192 auch
6 , //Li (Fr . 197 VI .) , daher 6 , // 6 z (Fr . 197 II .) und
tch//Ich (Fr . 196 I . ) .

- 1 Nennt man zwei Ebenen mit einer gemeinschaftlichen Normalen , oder
mit parallelen Normalen Ebenen von gleicher Stellung , so lauten I . ,
IN , Fr . 206 I . <III .) und Los III . (IV .) ähnlich , wie die Siitze in Fr . S6. —
B.-rgl. Fr . iss III .
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208. Welche Lagen können drei Ebene» gegen einander habe» ?
I . Drei Ebenen Ich , Ich und Ich können nur fünf ver¬

schiedene Lagen gegen einander haben . Es lassen sich nämlich
zwei Hauptfälle unterscheiden :

zwei Ebenen sind parallel ;
keine Ebene ist der anderen parallel.

Beim ersten Hauptfalle kann dann die dritte Ebene der
ersten Ebene parallel sein, oder sie schneiden.

' Beim zweiten Hauptfalle kann die dritte Ebene den
Durchschnitt der beiden anderen in sich enthalten , ihm parallel
sein , oder ihn schneiden.

II . Sind zwei Ebenen Ich und Ich einer dritten Ich
parallel, so sind sie unter sich selbst parallel.

Fig . 18g. Fig . Igo,

Dann steht nämlich jede auf II, errichtete Normale M
(Fig . 189) auch auf Ich und Ich normal (Fr . 206 I .) , und
daher ist : ich // ^ (Fr . 205 III .) .

III . Schneidet eine Ebene Ich (Fig . 190) die eine ich von
zwei parallelen Ebenen Ich und §2 , so schneidet sie auch die
andere Ich . Eine auf Ich errichtete Normale ist zwar auf Ich
normal (Fr . 206 I .) , aber nicht auf Ich (Fr . 207 II .) ; Ich
und Ich müssen sich daher schneiden (Fr . 207 I .).

Dabei sind die beiden Schnittlinien chü und OO Parallel
(Fr . 205 II. ) .
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IV. Werden zwei Ebenen 6 , und Ich , Mg - 190 , von einer
dritten Ebene 6 z in den parallelen Geraden XL und OO
geschnitten, so steht jede auf XL normale Ebene Ich auch auf
6V normal (Fr . 189 VII .) . Schneidet nun 6 , die Ebenen
Ich , Ich und 12z inIchL, , Ichlch undXLAz , so sind / 26,6,X
und / . IchtchX die Neigungswinkel (Fr . 202 V . und 181 X .)
von 6 z gegen 12 , und 62 . Demnach gelten von diesen Neigungs¬
winkeln und daher auch von ihren Flächenwinkeln ganz die
nämlichen Sätze , welche in Fr . 62 für zwei Gerade aufgeführt
wurden ; denn bei Ich // Ich ist 6 ,Ich // Ichlch (HI . ) und
umgekehrt aus 6 ,Ich // 62L 2 bei XL // 60 folgt Ich // Ich
(Fr . 205 VI . ) .

Ng . 191 . Fig . 192 . Fig . 193 .

V . Liegt der Durchschnitt 6 zweier Ebenen 12 , und Ich
(Fig. 191 ) in der dritten Ebene Ich , so haben alle drei Ebenen
die Gerade 6 gemein , sonst aber nichts weiter.

Denn die drei Ebenen fielen nach Fr . 182 II . zusammen,
sobald sie nur noch einen Punkt außer 6 gemein hätten .

VI . Ist der Durchschnitt 6 z (Fig . 192 ) zweier Ebenen 12,
und Ich der dritten Ebene Ich parallel (und ist keine Ebene der
anderen parallel ) , so schneiden sich auch Ich und 12, , sowie Ich
und Ich , letztere in 6 , , erstere in lch .

Hierbei ist nach Fr . 197 II . 6 . // 6z und 62 // 6z , daher
auch 6 . // 62 // 6z (Fr . 189 VIII .) , d. h. die drei Durch¬
schnitte 6 , , 62 und 6 z sind einander Parallel .

VII . Schneidet die dritte Ebene 6 z den Durchschnitt 6 z
der beiden Ebenen 6 , und 6 z in 0 (Fig . 193 ) , so schneiden
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sich in dem Punkte 0 die drei Ebenen und auch ihre drei
Durchschnitte 6„ 62 und 6Z.

Die drei Ebenen haben aber außer 0 keinen Punkt
gemein , weil sonst auch dieser Punkt in jedem der drei
Durchschnitte liegen und allen drei Durchschnitten gemeinsam
sein müßte , da ja nach Fr . 185II . je zwei Ebenen sich nur in
einer Geraden schneiden können.

Neuntes Hapitet.

Das Dreikant.
209. Was ist ein Dreikant?
I. Denkt man sich die drei nicht in einer Ebene liegenden

Durchschnitte OL., OL und 06 (Fig . 194 ) der drei sich in
bloß einem Punkte 0 schneidenden
Ebenen L, , I> und Lg (Fr. 208
VII.) als drei von 0 auslaufende
Strahlen , so bilden sie zunächst
drei ebene Winkel LOL — 0,
LOO — u und OOL — d .

Zwischen diesen drei ebenen
Winkeln ist aber ein halbbegrenztes
Stück des unendlichen Raumes

enthalten , welches man eine dreiseitige Ecke , einen drei¬
seitigen körperlichen Winkel oder ein Dreikant nennt
und durch 0 (L60) bezeichnet.

II. Nimmt man mehrere von .O auslaufende Strahlen
und Ebenen , so erhält man in gleicher Weise ein Vielkant.

III . Der Punkt O ist der Scheitel oder die Spitze , die
drei Strahlen OL, , 08 und 00 sind die Kanten und die von
ihnen gebildeten ebenen Winkel a , d , 0 die Kantenwinkel,
Seitenwinkel oder Seiten des Dreikants. Bonden (nicht
über die Kanten hinaus erweiterten ) drei Seitenebenen werden
gegen das Innere des Dreikantshin drei Flächenwinkel L(0L )6

Ug . 1S4.
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— 8. 8 (06)^. ^ 0 und 0(0L.)8 ^ - ^ gebildet (Fr . 202IV.)
und heißen die (inneren) Winkel des Dreikants . Die Seiten
g,, h , e liegen der Reihe nach den Winkeln 8,0 gegenüber.

210. Wie vielerlei Dreikante giebt es ?
I . Dreikante mit flachen Seiten giebt es nicht ; wird nämlich

180°
, sofallen die Ebenen ^,08 und ^ 00 zusammen

(Fr . 182 III .) , ihr Flächenwinkel wird zu einem flachen (vgl.
Fr . 203III ) , und man hat dann kein Dreikant mehr , sondern
bloß einen Flächenwinkel.

II . Ebenso wird ein Dreikant zu einem Flächenwinkel,
sobald ein Winkel des Dreikants flach wird.

III . Weil die drei Seitendas Dreikant begrenzen(Fr. 2091 .),
so darf keine Seite durch das Dreikant hindurchgehen oder
zum Teil innerhalb des Dreikants liegen. Da nun die dritte
Kante mit keiner Geraden in der durch die beiden anderen
Kanten 08 und 06 gelegten Ebene 6 einen überstumpfen
Winkel macht (Fr. 192 III . ) , so müssen die Seiten d und o
hohl sein , sobald man für die Seite g. die Möglichkeit, hohl
oder überstumpf zu fein, zulasfen will.

Daher giebt es kein Dreikant mit mehr als einer über¬
stumpfen Seite.

IV. Jedes Dreikant hat demnach wenigstens zwei hohle
Seiten. Ist die dritte Seite hohl , oder überstumpf , so ist
auch ihr Gegenwinkel kleiner , oder größer als ein flacher
Winkel , d . h . hohl , oder überstumpf (I ., Fr. 203 III.
und v .) .

Ist umgekehrt der dritte Winkel hohl , oder überstumpf,
so ist auch seine Gegenseite hohl , oder überstumpf .

V. Ein Dreikant mit drei hohlen Winkeln hat auch drei
hohle Seiten (IV .) .

VI . Zu jedem Dreikant mit drei hohlen Seiten und
Winkeln giebt es ein Dreikant (Außendreikant ) mit den¬
selben Kanten und Seiten, aber mit drei überstumpfen

Zetzsche, Geometrie. 3 . Aufl. 17
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Winkeln , deren jeder einen Winkel des ursprünglichen Drei¬
kants (des Urdreikants ) zu 360 °

ergänzt *) . Vgl . VIII .
VII . Auch zu jedem Dreikant mit zwei hohlen und

einer überstumpfen Seite und Winkel giebt es ein Außen¬
dreikant mit denselben Kanten und Seiten , aber mit zwei
überstumpfen und einem hohlen Winkel , deren jeder
einen Winkel des Urdreikants zu 860 °

ergänzt . Vgl . VIII .
VIII . Sowohl in VI . als in VII . erfüllen die beiden

zusammengehörigen Dreikante den ganzen körperlichen
Winkelraum um den Scheitel . Nennt man diesen ganzen
Winkelraum Volldreikant , so macht jedes Dreikant mit
seinem Außendreikant ein Volldreikant aus . (Vgl . Fig . 195 .)

IX . Zu jedem Dreikant mit drei hohlen Seiten und
Winkeln giebt es drei Dreikante (Gegendreikante ) mit
denselben Kanten , aber mit je einer überstumpfen Seite
und Winkel , z. B - u , und V , in Fig . 194 , welche diebetreffende
Seite u , bezieh . Winkel X des Urdreikants zu 360 °

ergänzen ;
die beiden anderen Seiten in beiden Dreikanten sind gleich ; die
beiden anderen Winkel ergänzen die Winkel des Urdreikants
zu 180 °

. Man erhält ein solches Gegendreikant durch Er¬
weiterung einer Seitenebene U des Urdreikants .

X . Jedes Dreikant erfüllt mit seinem Gegendreikante den
Flächenwinkelraum auf der einen Seite einer Ebene U , bildet
also einen flachen Flächenwinkel oder macht eine flache oder
gestreckte Ecke , ein Flachdreikant , d . h . die Hälfte eines
Volldreikants aus .

XI . Wegen VI . bis VIII . braucht man bloß Dreikante ,
welche kleiner sind als ein Flachdreikant , und wegen IX . und X.
bloß hohle oder konkave Dreikante mit drei hohlen
Winkeln und Seiten zu betrachten . Im Folgenden wird daher
stets von solchen die Rede sein .

Denkt man sich das Urdreikant aus einem Stoff gebildet , so wird der
leere Raum um dasselbe von dem Außendreikant eingenommen . Wenn man
dagegen das Urdreikant lals Modell ) in eine Formmasse eindrückte und wieder
hcrauszöge , so würde die mit einem dem Urdreikante gleichenden Loche versehene
Formmasse das Außendreikant stofflich darstellen . Vergl . VIII .
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211. Wie entsteht ein Neben -, Hinter -, Scheitel -Dreikant ?

Erweitert man die drei Kanten und Ebenen eines Dreikants
0060 ) über dessen Scheitel 0 ( Fig . 195 ) hinaus , so erhält
man noch sieben Dreikante :

I . Die drei Nebendreikante 00,60 ) , 006,6 ) und

0060, ) haben mit dem Urdreikant nur je zwei Kanten und
eine Seite gemein , während die anderen Seiten und Winkel
die Seiten und Winkel des Urdreikants zu 180 °

ergänzen .

Ng . iss.

Je zwei Nebendreikante liefern als Summe einen Flächen¬
winkel. Vgl . Fr . 210 I . und II .

II . Die drei Hinterdreikante 006,0, ) , 00,66, )
und 00,6,0 ) haben mit dem Urdreikant nur je eine Kante

gemein.
Die Seiten und Winkel an dieser Kante sind als Scheitel¬

winkel gleich (Fr . 42 II .) ; die anderen Winkel und Seiten

ergänzen sich paarweise zu 180 ° .

III . Das Scheiteldreikant 00,6,0, ) hat keine Kante

mit dem Urdreikant gemein ; seine Seiten und Winkel sind
als Scheitelwinkel denen des Urdreikants gleich.

17'
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Diese beiden Dreilaute können aber trotzdem (weil ihre
Seiten und Winkel in umgekehrter Folge *) an einander stoßen)
im allgemeinen nicht zum Decken gebracht werden , sondern
nur wenn in jedem zwei Winkel gleich sind.

Man nennt solche Dreikante symmetrisch - gleich , da sie
sich mit je einer Seite s durch Drehung von 0 (1l.,L,0,) um
0^, z . B . mit / ^ OOL und / j. 0,06,j so auf einander legen
lassen , daß die beiden dritten Kanten sOH . und OV,j sym¬
metrisch zu beiden Seiten der durch die anderen beiden Kanten
gelegten Ebene sOOLj liegen .

212. Wie erhält man zu einem Dreikant das Polardreikant?
I . Fällt man von einem Punkte 0 , (Fig . 196) innerhalb

eines Dreikants O (?lL0 ) drei Normalen 0,L., , O .L, und 0,0,
auf die Ebenen des Drei¬
kants , und legt man durch je
zwei Normalen (als Strah¬
len betrachtet) eine Ebene
» .O .L.O , L.O . O.X , oder
0,0, (l,Vj , so erhält man das
Polar - oderSupplemen -
tardreikant 0,(L.,L,0,) ;

II. Die Seiten und Winkel
des Polardreikants ergänzen
die Winkel und Seiten des
Urdreikants zu je 180 °.

Es stehen nämlich auch die
Ebenen ^ . O .L.O , L.O .O .X

und O .Oi^ V auf den Kanten 00 , (Ol. und OL normal
(Fr . 204 I., VIII.) ; daher ist nach Fr . 202 V . und 181 X. :

— / 1. L,X0, , ^ L ^ ^ . 0,V?l.i , / 1. 0 ^ ^ . ^.,0L,
/ j. L, ^ ^ XL .O, ^ 0, --- ^ V0,X .

Ng . ise .

' ) Ähnlich wie die Finger an der rechten und LN der linken Hand ; der
rechte Handschuh paßt ja auch nicht an die linke Hand.
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In jedem der sechs Vierecke 8,0,0,X , O .O, ^ V,
XiVOII, 8 .II0X und 0,X0V sind aber zwei Winkel rechte
(Fr . 181 X .) , und deshalb ist nach Fr . 72 III . :

180 ° 180°
^ 8 - j- lj . b , — 180 ° 180°
^ 0 -j- / _ 0^ - 180 ° ^ . Oi - j- ^ o — 180° .

III . Das Polardreikant vom Polardreikante gleicht in
seinen Seiten und Winkeln dem Urdreikante (II . oder I . ) .

213. Welche Beziehungen bestehen zwischen den Seiten und
Winkeln des Dreikants?

I . Ein (hohles ) Dreikant heißt gleichschenkelig , oder
gleichseitig , wenn in ihm zwei, oder alle drei Seiten gleich¬
groß sind .

II . Fällt man in einem gleichschenkligenDreikante aus
einem Punkte 8 der den beiden gleichen Seiten u und d
gemeinschaftlichen Scheitelkante 00 eine Normale 8X auf die
Grundseite oder Basis v , so kann der Fußpunkt X der
Normalen nur in der Seite e selbst , oder in ihrem Scheitel¬
winkel liegen, und zwar halbiertOX diese Seite o (Fr. 193IX.) .
Vgl. Fig . 198 .

III . Daher sind die Winkel X und 8 an der Basis v des
gleichschenkligen Dreikants gleichgroß (II . u . Fr. 194 VII . ) .

IV . Alle gleichschenkligenDreikante über derselbenGrund¬
seite o haben ihre Scheitlkanten00 in der (durch die Normale
8X in II . gelegten) Ebene, welche die Grundseite senkrecht
halbiert .

V . In einem Dreikant mit zwei gleichen Winkeln^ und 8
muß die Projektion OX der Kante 00 auf die Gegenseite o
mit der Halbierungslinie dieses Winkels o (oder seines
Scheitlwinkels) zusammenfallen (Fr. 194 VIII .) .

VI . Aus der Gleichheit zweier Winkel ^ und 8 ergiebt
sich daher die Gleichheit der Gegenseitena und b (Fr. 193 VII .).

VII. Das gleichseitige Dreikant ist auch gleichwinklig (III .) ,
und jedes gleichwinkelige ist gleichseitig (VI . ) .
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VIII . In einem hohlen Drcikante steht der größeren Seite
(a )> l>) auch ein größerer Winkel (Vs> 6 ) gegenüber.

Der Beweis ist aus Fr . 193 und 194 ohne besondere
Schwierigkeiten zu führen , dabei aber zu unterscheiden , ob
die Projektion OX der Kante 00 auf die Seite o innerhalb o
selbst , oder in dessen Scheitelwinkel, oder Nebenwinkel fällt.

IX . In jedem hohlen Dreikante liegt dem größeren Winkel
auch die größere Seite gegenüber (III . und VIII .) .

X . Die Differenz a — b
zweier Seiten a und b eines
hohlen Dreikants ist kleiner als
die dritte Seite o .

Macht man in der Ebene
LOO (Fig . 197 ) den 00V
-- - / I. oox L b (also

LOV — a — b ) und
0V — 00 ; zieht man durch
v eine Gerade XI >X , welche. . ^ 06in Vund 00inX schneidet,No- rs? . und verbindet man X , v und V
geradlinig mit O , so ist :

/ ^ XOV ^ / 1. X00 ^ k (Konstr .)
00 ^ 00 (Konstr .)
OX OX (Fr . 20 I .)

/ X XOV ^ XxXOO (Fr . 80 II . )
Xv ^ XO (Fr . 67 II . )

/ 1. 00X > 90 °
(Fr . 74 III .)

XO > Xv ( Fr . 74 VIII . )
OX --- OX (Fr . 20 I . )
00 — ov (Konstr .)

/ ^ XOO > / ( XOV (Fr . 78 VI . )

XI . In jedem hohlen Dreikant ist die Summe zweier Seiten
größer als die dritte Seite .
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Nach X . ist e O a — ^ b , daher auch (wegen
Fr . 20 IX . ) — ^ bj - 1- ^ . I) ,

d . h . ^ e - Z ^ b > ^ n .
XII . Auch im Nebendreikant (Fr . 211 I ) , in welchem

L, — a , b^ — 180 ° — b und vz — 180 ° — o ist , wäre
nach XI . I>2 62 ) > »2 oder ( 180 ° — b) (180 ° — o) > n,
woraus sich nach Fr . 20 IX . leicht

360 °
OnZ - b - j- oO0

findet , d . h . in jedem hohlen Dreikant liegt die Summe der
drei Seiten zwischen 0 und 360 ° .

XIII . Im Polardreikant (Fr . 212 ) ist ebenfalls 360 °
> - g.,

- - bi - j- e >j> 0 ; daher im Urdreikant 360 °
> > (180 ° — X)

- - (180 ° — L ) - >- ( 180 ° — 0 ) > 0 , oder 540 ° — X - L - 0

> 0 und 360 °
s> 540 °— X — L — 0 , woraus durch Addition

von X - j- L - j- 6 nach Fr . 20 IX . sich
540 °

> X - s- L - s- 0 > 18 0 °

ergiebt , d . h . in jedem hohlen Dreikant liegt die Winkelsumme
zwischen 180 ° und 540 °.

214. Welche Stücke bestimmen ein Dreikant ?

I . Zwei Dreikante lassen sich zum Decken bringen (sind

kongruent ) , wenn ihre drei Winkel und ihre drei Seiten
der Reihe nach einander gleich sind und dabei auch in derselben

Reihenfolge an einander stoßen .
Folgen die gleichen Seiten und Winkel in entgegengesetzter

Ordnung auf einander ( wie z . B . bei 0 (X? X ) und 0 ( 1, )
in Fr . 213 II . und V .) , so sind die Dreikante symmetrisch ¬

gleich und lassen sich zu Scheiteldreikanten machen
(vgl . Fr . 211 III . ) .

II . In kongruenten (und in symmetrisch -gleichen ) Drei¬

kantensind die Gegenwinkel gleicher Seiten und die Gegenseiten

gleicher Winkel gleich .
III . Ein Dreikant ist bestimmt , wenn man von ihm so

viel Stücke (und deren Reihenfolge ) kennt , daß sich aus diesen
Stücken bloß ein Dreikant zeichnen läßt , oder daß alle Dreikante
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kongruent sind , welche diese Stücke in der nämlichen Reihen¬
folge besitzen.

IV . Davon, daß ein , oder zwei Stücke eines Dreikants zur
Bestimmung desselbennicht ausreichen, kann man sich (ähnlich
wie in Fr . 79 II . und III . ) leicht überzeugen.

V . Zwei Dreikante 0,(X,8,0, ) und (>2(^ 28262) sind
kongruent, wenn ihre drei Seiten der Reihe nach gleich sind
und in derselben Ordnung auf einander folgen.

Trägt man auf den Kanten 0,0 , und (chO , (Fig . 198)
zwei gleiche Stücke 0,1' , und (chlch auf , fällt von 8, und 82

zwei Normalen 8,X , und 82X2 auf die
Ebenen 0,8 , und L^Ollch , dann die
Senkrechten 8,0, , 8,0 , und l^lch ,
krvz auf 0 , V , und 0 ,8 , , O2L2 und
0 ^82 , so ist nach Fr. 189 II . auch

0 X,0, 0,L.„ X2N2 -I- 62^2 , X,0,
, 1, 0 ,8 , , « 2O2 - I- 6282. Nun ist
/ X 8,0,0 , ^ 2̂ 820282und/XI'

, 0 ,0 ,
826202 (Fr. 81 II . ) , daher 0 ,0,— O2O2 und 0 ,0 , — OzO, . Legt man

also die beiden Dreikante 0 ,(L ,8 ,0 ,)
und 62(^ 28262) mit den gleichen

Fig . lS8.

Seiten ^., 0 ,8 , und ^ 26282 auf einander , so fällt 0 , auf Ich
und O , auf O2 (Fr. 22 V . ) , deshalb fällt Ichdl, auf IchX- ,
V,X, auf O .Xch (Fr. 57 III . ) und dl , auf Xch (Fr. 26 ) . Weil
somit 0 ,X, — (chdch , auch 0 ,8, — O282 , sowie / chO,X,8,^ 90 ° O2X282 (Fr. 181 X.) ist , so ist / X 0,X,8,
^ / X O2H282 (Fr . 81 I.) und X ,8 , ^ X282 (Fr. 67 II .).
Demnach fällt auch 8, auf 82 (Fr. 188 II . , 22 V. ) und das
dritte Kantenpaar 0,8 , und tchlch der beiden Dreikante
auf einander (Fr. 21 II .) ; es decken sich also auch die drei
Seitenebenen (Fr. 182 III. ) und die Dreikante selbst.

VI. Drei Seiten und deren Reihenfolge bestimmen
wegen V . das Dreikant . — Vgl. aber Fr . 213 XII.

VII. Zwei Dreikante sind kongruent, wenn sie in ihren
drei Winkeln und deren Aufeinanderfolge übereinstimmen.
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Die Polardreikante der beiden Dreikante stimmen nach
Fr . 212II . in ihren Seiten und deren Reihenfolge überein , sind
also kongruent (V .) , haben daher auch gleiche Winkel in gleicher
Folge (II .) , und deshalb haben die Urdreikante auch gleiche
Seiten in gleicher Folge (Fr . 212II .) und sind kongruent (V .) .

VIII . Drei Winkel und deren Reihenfolge bestimmen
nach VII . das Dreikant . — Vgl . aber Fr . 213 XIII .

IX . Zwei Dreikante sind kongruent , wenn sie in zwei
Seiten bund « unddem eingeschlossenen Winkel X und
in deren Reihenfolge übereinstimmen .

Legt man die Kante 0 ,X , auf 0 ^ , so lassen sich die
Ebenen V >0 ,8 , und ^ O^ , X ,0 , 0 , und zum Decken
bringen (Vor . und Fr . 2031 .) ; da nun / ^ L ,0 ,L , ^
und ^ V,0,0 > — ^ X/I 2O2 (Vor .) , so decken sich diese
paarweise in derselben Ebene liegenden Winkel (Fr . 31 ) ,
d . h . 0 ,8 , fällt auf O282 , 0 ,0 , auf OzOz und daher auch die
Ebene 11,0,0 , auf die Ebene lOlVO , (Fr . 182 III .) , und es
decken sich wieder die beiden Dreikante .

X . ZweiSeitenbundound der eingeschlossene Win¬
kels bestimmen bei gegebener Reihenfolge das Dreikant (IX .) .

XI . Zwei Dreikante sind kongruent , wenn sie in zwei
Winkeln 8 und 0 und der von diesen eingeschlossenen
Seite a und in deren Reihenfolge übereinstimmen . Der
Beweis läßt sich mit Hilfe der nach IX . kongruenten Polar¬
dreikante ähnlich führen wie in VII .

XII . Zwei Winkel 6 und 0 und die eingeschlossene
Seite ^ bestimmen beigegebenerReihenfolgedasDreikant (XI .) .

XIII . Aus zwei Seiten b und 0 und einem Gegen¬
winkel 8 oder aus zwei Winkeln 6 und 0 und einer
Gegenseite b nebst deren Reihenfolge lassen sich im allgemeinen
zwei Dreikante konstruieren .

Die Untersuchung darüber , wenn zwei in diesen drei
Stücken übereinstimmende Dreikante kongruent sind , läßt sich
mit Fr . 193 und 194 unter Berücksichtigung von Fr . 213
I . bis III durchführen , ist aber etwas umständlicher .
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Zehntes Hapitct .

Das Prisma .
215 . Wie entsteht eine Prismenfliiche ?

I . Bewegt sich an dem als Leitlinie (viraetrix ) dienenden
Umfang XLOOL ( Fig . 199 ) eines festliegenden ebenen n - sei -
tigen Vielecks 1? ( der Grundfläche ) eine unbegrenzte , die

Grundfläche schneidende Gerade
0 (die Erzeugende ) so hin ,
daß sie stets dieselbe Richtung
behält , so erzeugt sie eine
Prismenfläche .

Diese besteht aus Teilen von
n Ebenen , die sich in n paral¬
lelen Kanten (Fr . 186 XIV .)
schneiden .

Der von der Prismenfläche
umschlossene prismatische
Raum ist nur halbbegrenzt .

II . Die Prismenfläche und der prismatische Raum können
auch durch die Bewegung der Grundfläche V — XLOVL ent¬
lang einer die Grundfläche schneidenden Geraden 6 entstehen .
Ändert dabei I? weder seine Größe , noch seine Gestalt , bleibt
ferner jede Seite der Grundfläche I? (und wegen Fr . 205 VI .
auch die ganze Grundfläche ) immer parallel zu sich selbst,
so beschreibt jede Seite eine der n Ebenen , XL z . B . die durch
XL und 6 bestimmte Ebene (Fr . 182 III .) , mit welcher ja
alle Ebenen zusammenfallen (Fr . 182 II . ) , welche sich durch
XL und eine ihrer späteren Lagen , z . B . X,Li , nach Fr . 186 VI .
legen lassen . Jeder Eckpunkt von V beschreibt wegen Fr . 108 V.
und 57 I . bei jener Parallelbewegung der Grundfläche eine

zu 6 parallele Gerade , also nach I . eine Kante .
III . Bei einer endlichen solchen Parallelbewegung der

Grundfläche I? beschreibt also jede Grundflächenseite nach II .
ein Parallelogramm .

Fig . 19S ,
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216. Welche Eigenschaften hat die Prismenfläche ?

I . Jede durch einen Punkt 1? der Prismenfläche gelegte
Parallele 6 , zur Erzeugenden 6 liegt ganz in der Prismen¬
fläche (Fr . 198 HI . ) .

II . Jede zur Grundfläche 8 parallele Ebene fchneidet alle
Ebenen der Prismenfläche in Strecken , welche je einer Seite
der Grundfläche parallel (Fr . 205 ll . ) und gleich (Fr . 108III .)
find . WegenFr . 189IX . sind demnachderSchnitt ^ .,8,0,1 ) ,L ,
und die Grundfläche I? auch gleichwinkelig und daher endlich
kongruent (Fr . 66 II . ) .

III . Gleiches gilt von jedem Paar paralleler Ebenen ,
welche eine Kante (und dann wegen Fr . 189 VI . auch alle
Kanten ) schneiden .

217. Was ist ein Prisma und ein Parallelcpiped ?

I . Der zwischen zwei Parallelen Schnittebenen (Fr . 216III .)
gelegene Teil H800LX,O,0,8, ^ .i eines prismatischen Raumes
mit u - eckiger Grundfläche heißt ein n - feitiges Prisma .

Dieses Prisma wird von zwei kongruenten Grund¬

flächen sl80M und ^ ,8,0,V,L , (Fr . 216 II .) und von n
in einer Seite übereinstimmenden Parallelogrammen (Fr . 215

III . ) als Seitenflächen begrenzt ; es besitzt 2n Grund¬
kanten ^ 8 , 80 rc . , 71,8, , 8,0 , re . , welche paarweise
parallel und gleich find , n parallele ( und gleichlange )
SeitenkantenL .^ , , 86,rc . und 2n dreiseitige Ecken L , 8 rc . ,
rl, , 8 , rc . Die n Seitenflächen zusammen bilden den

Prismenmantel . Die Entfernung II der beiden Grund¬

flächen (Fr . 206 III .) heißt die Höhe des Prismas .
II . Das Prisma ist also der bei einer endlichen Bewegung

der in Fr . 215 II . beschriebenen Art von der Grundfläche 8

durchlaufene Raum .
III . Beim geraden Prisma stehen die Seitenkanten

auf den Grundflächen normal (vergl . Fig . 201 ) und sind der

Höhe gleich (Fr . 206 III .) . Beim schiefen Prisma sind
die Seitenkanten gegen die Grundflächen geneigt (Fr . 192 )
und größer als die Höhe 8 (Fr . 190 IV .) .
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IV . Das Parallelepiped HLOMI-Lb' (Fig . 200) ist ^
ein Prisma mit einem Parallelogramm als Grundfläche ; es
wird von drei Paar parallelen und kongruenten Parallel » - ^
grammen begrenzt. )

Da jedes der drei Paare als Grundflächen gelten kann , !
so sind je vier der zwölf Kanten parallel und gleich . i

Fig. soo. Fig. SOI.

o

V . Im Parallelepiped lassen sich drei Paar Diagonal¬
ebenen und ÜXXIfl b'LOV und « 68^. , L6IVV
und ÜV06 durch je zwei gegenüberliegende Kanten
(I . , Fr . 182 IV .) , auch vier Diagonalen ^ 6 , 61?, M
und H durch je zwei gegenüberliegende Ecken ziehen ; elftere
schneiden sich in einem Punkte LI , denn letztere schneiden und
halbieren sich in LI (I . und Fr. 110 III .) .

Auch die drei den Kanten Parallelen Strecken , in denen
sich die drei Paare der Diagonalebenen schneiden , halbieren
sich gegenseitig in LI (Fr. 110 IV . ) .

VI. Beim dreimalrechtwinkeligenParallelepiped OkHRV-
vllÄ (Fig . 201) , einem geraden (Fr . 217 III . ) mit recht¬
eckiger Grundfläche , sind alle sechs Begrenzungsflächen
Rechtecke, weil alle Kanten auf einander senkrecht stehen.

VII? Sind bei einem dreimalrechtwinkeligen Parallel - j
epiped alle Kanten gleichgroß , so wird es von sechs kon¬
gruenten Quadraten begrenzt und heißt ein Würfel (Cubus) .
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218. Wie berechnet man die Oberfläche eines Prismas?
I . Die Oberfläche des Prismas wird nach Fr. 178 I.

und 177 VI . berechnet.
II . Beim geraden Prisma (Fr . 217 III. ) haben alle

Seitenflächen die nämliche Höhe II wie das Prisma selbst ;
daher ist die Oberfläche 0 — 2 8 - j- 118, wenn I eine Grund¬
fläche und 8 deren Umfang bedeutet (Fr . 177 IV . ) .

219. Wenn sind zwei Prismen kongruent ?
I . Zwei gerade Prismen von kongruenter Grundfläche

und von gleicher Höhe lassen sich zum Decken bringen , sind
kongruent .

Denn bringt man ein Paar ihrer Grundflächen zum Decken,
so decken sich auch die Kanten (Fr . 188 II . , 22 V.) .

II . Zwei schiefe Prismen sind bei gleicher Höhe und kon¬
gruenten Grundflächen nur dann kongruent, wenn die Seiten¬
kanten (und deren Projektionen ) gleiche Neigung und Lage
gegen die Grundfläche haben (vergl . Fr . 201VI. , 186 VII .) .

III . Teilt man die Höhe II eines Prismas in n gleiche
Teile (vergl . Fig. 201 ) , und legt man durch die Teilpunkte
Parallelebenen zur Grundfläche , so erhält man n kongruente
Prismen (Fr. 216 II . und 219 I . , oder II .).

220. Wie verhalten sich die Rauminhalte zweier Prismen?
I . Zwei gerade Prismen 8 , und Lfl mit kongruenter

Grundfläche verhalten sich wie ihre Höhen.
Sind die beiden Höhen II, —xiu und II. — Mi kommen¬

surabel und man teilt sie in x und ^ gleiche Teile von der
Größe in , so läßt sich 8 , durch Parallelebenen in x , dfl in ^
kongruente Teile p (Fr. 219 III . und I . ) zerlegen ; daher ist
8, : 82 — xp : — X : ^ — xm : ^UI — 8 , : 82.

Sind 8 , und 8z inkommensurabel, so sind auch 8 , und 82
inkommensurabel, ihr Verhältnis liegt aber (ähnlich wie in
Fr . 173 III .) stets zwischen denselben Grenzen , wie das Ver¬
hältnis der Höhen , weshalb nach Fr. 147 wieder :

8, : 8. ^ 8, - 82.
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II . Körper zwischen parallelen Ebenen haben gleiche Höhe
und umgekehrt (Fr . 206 III . ) .

III . Zwei dreimalrechtwinkeligeParallelepipede I'
, und ? ?

von gleicher Höhe II Verhalten sich wie ihre (kommensurabel» ,
oder inkommensurabeln) Grund¬
flächen § , und l?2.

Legt man ? , und Lz (Fig . 202 )
mit der Kante d so aneinander ,
daß die an dieser Kante ge¬
legenen Flächenwinkel Neben¬
winkel werden , und erweitert
man die Grundflächen I? , —
^ 808 ^ Vd 6 und § 2 -^
6 N80 ^ sowie die
Seitenflächen VI8V und
bis sie sich in § 11 schneiden, so
ist noch ein drittes dreimalrecht¬

winkeliges Parallelepiped 8 , — ck6§ 6kN6L von der näm¬
lichen Höhe d entstanden. Da nun kMit VVM8686
die Grundfläche I8I66 , mit ? 2 — 86860808 aber die
Grundfläche LOLI? gemeinschaftlich hat , so ist nach I . 6, : ? g
^ 68 : 68 und k>

z : ? 2 --- L0 : 60 ; daher
(? , : ? g) . (? z : § 2) ^ 68 . 66 : 68 . 60 (Fr . 20 VIII . ) und
nach Fr . 177 IV . endlich 6, : ? 2 ^ 6, : § 2.

Ng . 202 .

IV . Zwei dreimalrechtwinkeligeParallelepipede 6 , und § 2
Verhalten sich wie die Produkte aus ihren Grundflächen § ,
und § 2 und ihren Höhen II , und Isi.

Denkt man sich noch ein drittes dreimalrechtwinkeliges
Parallelepiped 6 von der Grundfläche und der Höhe
8 — 82 , so ist nach I . — 8, : 8 — 8, : 82 und nach
III . 6 : 62 ^ § , : § 2 , daher nach Fr . 20 VIII.
k . - — (? , : ? ) ( ? : 1'-) — § .8 , - § 282 .

V . Zwei dreimalrechtwinkelige Parallelepipede Verhalten
sich wie die Produkte aus ihren in einer Ecke zusammen¬
stoßenden drei Seiten ( IV. und Fr . 177 IV . ) .
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VI. Jedes schiefe Prisma XLOOVIIVX (Fig . 203 ) läßt
sich in ein gerades XL,6lvlV,II,V,X von demselben Inhalte
und derselben Seitenkante XX verwandeln , indem man durch
die Endpunkte X und X einer Kante XX zwei Ebenen

X6,6,0i und XV,V,V , legt , welche auf dieser Kante (und
daher auch auf allen anderen Kanten , Fr . 189 VII . ) normal

stehen. Denn die Körper X600I1,0,L,X und XVVVV .II .V .X

sind dann kongruent , da sie sich wegen der Übereinstimmung
in allen ihren Stücken zum Decken bringen lassen . Addiert man
nun zu diesen beiden Körpern den Körper XL,0,v,VIIVX ,
so erhält man die Prismen

XLOVVIIVX und XL .O,v,V,II,V,X ,
welche nach Fr . 20 VIII . inhaltsgleich sind .

Mg . 20S . Mg . SSL.

VII . Wegen Fr . 166 111 . ist in VI . XDVX ^ XV .V.X ;
faßt man diese Parallelogramme als Grundflächen auf , so ist
in VI . das Parallelepiped X86VVIIVX in ein inhaltgleiches
X6,6lvlV,II .ViX von gleicher Höhe (II . ) und inhaltgleicher,
rechteckiger Grundfläche verwandelt worden , das mit jenem
die Kante XX gemein hat , die aber jetzt auf den Seitenflächen
XL,0,1 ) , und XV,II,V , normal steht.

VIII . Wiederholt man das in VI . angegebene Verfahren
bei dem Parallelepiped XL,6,I ) ,V,II,V,X (Fig . 204 ) in betreff
der Kante Xv „ so laufen die auf Xv , normalen EbenenXLXX
und DiLDV, durch die Kanten XX und V,V , (Fr . 181 X . ).
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Zwischen diesen Ebenen und den Parallelebenen V6,V,X und
I) ,0,v,V , liegen dann zwei (nach Fr . 219 I . ) kongruente
dreiseitige Prismen V8,VXV,X und 0,0,8111,V, ; addiert
man zu diesen den Körper V8,8V,V,1V,X , so erhält man
die ( nach Fr . 20 VIII . ) inhaltgleichen Parallelepipede
VV,8VX1V,X und V,V8,6,V,V,XV, . Da nun in elfterem
VV8V, - I- VX und VVXX _I_ VV , gemacht wurde , so ist
^ XVV ^ 90 ° und ^ v,V8 ^ 90 °

(Fr . 181X . ) , alsoauch :
VV _I_ VV,V,X (Fr . 181 XI . ) .

Demnach läßt sich jedes schiefe Parallelepiped
V80VVVVX in ein dreimalrechtwinkeliges V88V,V,1XX
von gleichem Inhalt , gleicher Höhe Vv (VII . und Fr . 206III .)
und gleicher Grundfläche (VV,V,X — VI ) VX ) verwandeln ,
welches mit dem erster « in einer Seite VX übereinstimmt .

IX . Daher gilt der Satz IV . auch für schiefwinkelige
Parallelepipede (Fr . 20 IV . ) ; denn die zwei dreimal¬
rechtwinkeligen Parallelepipede , in welche sie sich nach VIII .
verwandeln lassen , und welche sich nach IV . wie die Produkte
aus ihren Grundflächen und Höhen Verhalten , haben ja die
nämliche Höhe und gleichgroße Grundfläche wie die schief¬
winkeligen .

X . Jedes gerade Parallelepiped V80VILIV ( l)V- l_V86v ;
Fig . 202 ) wird durch die Diagonalebene MVI in zwei kon¬
gruente Hälften zerlegt (Fr . 108 I . und 219 I .) .

XI . Jedes schiefe Parallelepiped V86VVVVX (Fig . 203 )
wird durch die Diagonalebene MW in zwei inhaltgleiche
Hälften zerlegt .

Bringt man die Körper
V80VO,6,8 . V und XVVVV .IW .X

zum Decken (VI .) , so decken sich auch die Trapeze MV,8 , und
VVV .V , und die Körper VMO .8 .V und XWV .V.X , sowie
M60,v,8 , und VVVV .V .V, ; nach X . und Fr . 20 VIII .
ist daher :

V8VWX ^ V8,V,V,V,X ^ 8,0,V,V .8,V ,
^ 86VVVV .

Ganz dasselbe gilt für die Diagonalebene V6IIX .
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XII . Jedes dreiseitige Prisma läßt sich als die Hälfte
eines Parallelepipeds ansehen (X . , oder XI .) .

XIII . Daher Verhalten sich dreiseitige Prismen wie die

Produkte aus ihren Grundflächen und Höhen (XII . und IX .) .
XIV . Jedes Prisma läßt sich in dreiseitige zerlegen ;

daher gilt (wegen XIII .) der Satz IV . für alle Prismen , d . h . :

Zwei Prismen Verhalten sich wie die Produkte aus Grund¬

fläche und Höhe .

XV . Zwei Prismen von gleicher Grundfläche und gleicher

Höhe sind inhaltgleich (XIV . ) .

221 . Wie berechnet man den Inhalt eines Prismas ?

I . Als Maß für den Rauminhalt der Körper wählen
wir das Kubikmeter ( 1 B "' — 1 °*"") , d . h . einen Würfel
( Fr . 217 VII . ) , dessen Seite der Längeneinheit ( 1 Meter )

gleicht . Vergl . Fr . 146 III . und Fr . 176 .

II . Ein Kubikcentimeter rc . ist ein Würfel von 1 Centi -

meter rc . Seite .
III . Die Zahl , welche angiebt , wie viel Kubikmeter ein

Körper enthält , heißt dessen Jnhaltszahl oder Raumzahl .

Damit die nachfolgenden Formeln den Rauminhalt in

Kubikmetern liefern , sind die in ihnen vorkommenden

Maße in Metern einzusetzen .

IV . Die Jnhaltszahl eines Würfels IV ist die dritte

Potenz der Längenzahl a seiner Seite a . Denn nach
Fr . 220IV . findet man IV : 1S " — (a' Hst - . a"

) : ( 1 1 "
)

— lst , also ^

V . Für die Würfel IV , und IV 2 der Summe (3 - f- b) oder

der Differenz (3 — b ) zweier Strecken hat man nach IV .
*

) :

W1 (a bst 3' 3a' b — batst ist
IV- — (3 — bst ^ 3° — 3a'b - f- 83b' — Ist.

") Vcrgl . Katechismus der Raumberechnung Fr . SS. — Eine hübsche Deutung
dieser zwei Formeln gestattet VII . in Verbindung mit Fr . 177 I . Hiernach
läßt sich nämlich 'lV, in zwei Würfel und sechs Parallclepipede zerlegen . —

Bergl . die Anmerkung ' ) zu Fr . 178.

Zetzsche , Geometrie , z . Aufl . 18
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VI . Aus IV . folgt leicht , weshalb
1 — 10 ° d . h . 1000 SDecimeter

— 100° d . h . 1 000 000 BCentimeter rc.
VII. Die Raumzahl eines dreimalrechtwinkeligen

Parallelepipeds ? ist das Produkt aus den Längenzahlen
seiner drei Seiten a , b , o (Fr. 220 V . ) :

x> ^ abc S".
Jede Diagonale dieses Körpers hat nach Fr. 1701 . (wegen

Fr. 181 X .) die Länge ä —
VIII. Die Raumzahl eines Prismas U ist das Produkt

aus der Flächenzahl F seiner Grundfläche und der Längen¬
zahl H seiner Höhe :

N --- FH
Beispiele enthält der Katechismus der Raumberechnung.

3 . Ausl. 1888 . Fr. 139 ff.

Erstes Hapitek.
Der Lylinder .

222. Was ist eine Cylinderfliiche und ein Cylinder ?
I . Bewegt sich an einer festliegenden als Leitlinie 4/,

Fig . 205 , dienenden Kreislinie eine unbegrenzte, die Ebene
der Leitlinie schneidende Gerade (die Erzeugende) 6 , von
unveränderlicher Richtung (Fr. 186 XI . ) hin , so beschreibt
sie eine Kreis - Cylinder fläche , welche (da andere
Cylinderflächen hier nicht betrachtet werden sollen) kurzweg
Cylinderfläche genannt werde.

H . Die durch den Mittelpunkt 0 der Leitlinie 4 gelegte
Parallele ^ zur Erzeugenden 6 heißt die Axe , die Ebene 4
der Leitlinie die Grundfläche der Cylinderfläche.

III .
' Steht die Erzeugende 0 und demnach (wegen

Fr . 189 VII.) auch die Axe V normal , oder schief auf der
Ebene der Leitlinie , so ist die Cylinderfläche gerade,
oder schief.
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IV . Der von der Cylinderfläche umschlossene halb¬
begrenzte Raum heißt ein cylindrischer Raum.

V . Eine durch einen Punkt 0, der Axe parallel zur
Grundfläche V gelegte Ebene muß die Erzeugende in allen
ihren Lagen schneiden (Fr . 206 IV.) , die Cylinderfläche also
in einer geschlossenen Linie .

6/ S/ /6

Fig . S0S.

VI. Der von der Grundfläche V und einer dazu parallelen
Ebene und dem zwischen beiden liegendenStücke der geraden,
oder schiefen Cylinderfläche (dem Mantel ) begrenzteKörper
heißt ein (gerader , oder schiefer) Cylinder (Walze) . —
Vergl . Fr . 224 VI.

Die Entfernung dieser beiden parallelen Ebenen (der
beiden Grundflächen ) heißt die Höhe II des Cylinders .

is»



276 Elftes Kapitel. Fr . 22g.

223. Welche Lagen kann ein Punkt nnd eine Gerade gegen
eine Cylinderfläche haben?

I . Jede durch einen Punkt ? , Fig . 205 , der Cylinder¬
fläche gelegte Parallele 6 zur Axe ^ liegt ganz in der
Cylinderfläche (Fr . 222 I . und 186 VII . ) .

II . Jede andere Parallele (z . B . oder VV ) zur Axe
V hat keinen Punkt mit der Cylinderfläche gemein (I .) .

III . Nennen wir den Punkt I"
, in welchem eine durch

den Punkt ? gelegte Parallele ? ? '
(die Projizierende ) zur

Axe X die Grundfläche ? trifft , die Parallelprojektion
(oder hier kurz die „ Projektion " ) von ? auf ? (vergl .
Fr . 190 ) , so liegt der Punkt ? innerhalb , auf oder
außerhalb der Cylinderfläche , jenachdem seine Projektion
? ' innerhalb , auf oder außerhalb der Leitlinie liegt (I . und II .) .

IV . Jeder Punkt ? ' der Grundfläche ? ist die Projektion
der ganzen durch ? ' gehenden Parallelen ? '? zur Axe L
(Fr . 186 VII .) , und diese Parallele liegt auf der Cylinder¬
fläche , sobald ? ' in der Leitlinie ? liegt.

V. Jede der Axe V parallele Gerade 6 hat als Pro¬
jektion nur einen Punkt ? '

, nämlich die Spur von (1 in ?
(Fr . 188 III .) .

VI . Eine zur Axe parallele Gerade 6 liegt ganz inner¬
halb , auf oder außerhalb der Cylinderfläche , wenn ihre
Projektion innerhalb , auf , oder außerhalb der Leitlinie ?
liegt (I . und II . ) .

VII . Die Höhe II des geraden Cylinders ist gleich , die
des schiefen kleiner als eine Cylinderfeite a , d. h . eine auf
dessen Mantel von einer Grundfläche zur andern gezogene
Strecke ? '? , (Fr . 190 IV . ) .

VIII . Die Projektion 6 ' jeder nicht zur Axe V parallelen
Geraden 0 ist wieder eine Gerade , was sich ganz ähnlich
wie in Fr . 191 beweisen läßt .

IX . Die Cylinderfläche wird wegen III . bis V . von der
Geraden 6, , 6z oder Oz in zwei Punkten X und H
geschnitten , in einem Punkte ? berührt , oder in
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keinem Punkte getroffen , jenachdem die Projektion die
Leitlinie schneidet wie 6/ , oder berührt wie 0/ , oder wie
6z' gar nicht trifft (Fr . 83) .

In der durch den Berührungspunkt , oder durch einen
Schnittpunkt zwischen Projektion und Leitlinie gelegten
Projizierenden kann nämlich wegen Fr . 211 . und 223 III.
nur ein Punkt der Geraden 6 liegen.

X. Die Cylinderfläche ist also krumm (Fr . 16 I . und
12 I .) , da sich durch jeden ihrer Punkte 8 nur eine Gerade
6 (I .) ziehen läßt , welche ganz in der Cylinderfläche liegt.

XI . Durch jeden Punkt ? der Cylinderfläche lassen sich
unzählige Berührungslinien oder Tangenten an die
Cylinderfläche legen (IX.) ; dieselben liegen aber wegen
Fr. 184 I . in der (zur Axe X parallelen ) Ebene 8L6 '8 ',
welche sich durch 1' und die Tangente 66' der Leitlinie im
Punkte I" legen läßt (Fr. 182 II. , oder 200 II . , da X und
6z'

sich kreuzen ) .
XII. Von jedem Punkte 6 außerhalb der Cylinderfläche

lassen sich nach XI. zwei Scharen von Tangenten an
die Cylinderfläche legen , weil sich von der Projektion 6'
des Punktes 8 zwei Tangenten L 'k ' und Ü'I" an die Leit¬
linie legen lassen (Fr . 103 II .) . Jede Schar liegt in einer
Ebene Lkk'8 '

, bezw.
224. Wie kann eine Ebene gegen eine Cylinderfläche liegen ?
I. Die Projektion einer zur Axe X parallelen , oder durch

die Axe selbst gelegten Ebene L ist die Gerade 6 ' (Spur) ,
in welcher L die Grundfläche 8 schneidet ; denn alle Pro¬
jizierende von Punkten in 8 liegen ganz in dieser Ebene 8,
die Projektionen der Punkte also in 6 ' (Fr . 223 III . und
198 III. ; oder Fr . 186 XV.) .

II . Die zur Axe X parallele , oder durch X gehende Ebene
8 schneidet die Cylinderfläche in zwei Geraden X,X' und

(Ng - 205 ) , berührt sie in einer Geraden oder
hat gar nichts mit ihr gemein, jenachdem die Projektion 6,
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der Ebene L die Leitlinie schneidet , berührt, oder nicht trifft
( vergl. Fr . 223IX. ) . Die Schnitt- und Berührungs-Geraden
zwischen einer solchen Ebene L und der Cylinderfläche sind
der Axe X parallel (Fr . 223 X.) .

III. Durch einen Punkt k der Cylinderfläche läßt sich
nur eine , durch einen Punkt L außerhalb derselben lassen
sich zwei Berührungsebenen an die Cylinderfläche
legen (II . ; vergl . Fr . 223 XI . und XII.) .

IV . Nach Fr. 222 V. schneidet eine durch einen Punkt 0, ,
Fig. 205 , der Axe X parallel zur Grundfläche I? gelegte
Ebene L die Cylinderfläche in einer geschlossenen Linie.
Legt man durch einen beliebigen Punkt I', der Schnittlinie
eine Parallele k.k ' zur Axe X , so liegt k .I" ganz in der
Cylinderfläche (Fr . 223 I . ) und trifft die Leitlinie in einem
Punkte k '

. Legt man nun noch durch die Parallele k.k'
und die Axe X eine Ebene , so schneidet letztere k und V in
zwei Parallelen O.k. und 6k ' (Fr . 205 II.) ; deshalb ist
O .k . ^ Ok ' (Fr. 108III .) , d . h . jeder Punktk . des Schnittes
ist von Oi um den Halbmesser (6k ') der Leitlinie entfernt.

Die Schnittlinie ist also ein der Leitlinie kongruenter
Kreis (Fr. 47 II . ) , dessen Mittelpunkt in der Axe X liegt.

V . Daher sind die beiden parallelen Grundflächen des
Cylinders kongruent (Fr. 222 VI.) .

VI . Auch der Cylinder (vergl . Fr . 217 II .) kann daher
durch stetige Parallelbewegung seiner Grundfläche entstehen ;
dabei muß aber der Mittelpunkt 0 der ihre Größe nicht
ändernden Grundfläche die Axe V beschreiben .

Ein gerader Cylinder entsteht auch durch Umdrehung
eines Rechtecks um die eine festgehaltene Seite , wobei die
letztere die Axe 6.6 liefert (Fr . 181XIV . , 106III . , 108 VII.).

VII. Eine Ebene 6 , welche weder der Grundfläche k,
Fig. 205 , noch der Axe X parallel ist, schneidet dieEylinder-
fläche ebenfalls in einer geschlossenen Linie , deren Punkte k
jedoch in ungleicher Entfernung von dem Punkte Oz liegen ,
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worin k die Axe ^ schneidet . Zieht man nämlichkV// kV',
so ist wieder kV — kV (IV .) ; mit k aber ändern sich die
Strecken 6V ^ kV (Fr . 207 IV .) und O-v — 6V — VO2
(Fr . 20 IX .) , ebenso der Winkel kvvz -- kVL . (Fr . 193),
daher auch die Strecke kOz (Fr . 170 I. , IV. , oder V .) .

VIII . Am einfachsten gestaltet es sich bezüglich des in
VII . besprochenen Schnittes beim geraden Cylinder, weil
bei diesem kvOz — 90° ist. Der hier auftretende
Schnitt heißt eine Ellipse (vergl . Katechismus der Raum¬
berechnung . 3 . Aust . Fr . 123 ; Katechismus der analytischen
Geometrie, Z 21 ) .

IX . Beim schiefen Cylinder ist der in VII. besprochene
Schnitt meist auch eine Ellipse , bei einer bestimmten Lage
der schneidenden Ebene jedoch ein Kreis .

X . Bei der schiefen Cylinderfläche ist ein Normalschnitt
zur Axe eine Ellipse (IX .) ; daher läßt sich jede schiefe
Kreiscylinderfläche als eine gerade elliptische
Cylinderfläche auffassen.

225 . Wie groß ist die Mantelfläche eines Cylinders?

I . Die Mantelfläche jedes Cylinders vom Halb¬
messer kV — k , Fig. 205 , läßt sich auf einer Ebene
abwickeln , da ja nach Fr . 224 II . der Cylinder diese Ebene

beständig berühren kann.
Die abgewickelte Mantelfläche ist eine Figur , welche durch

Parallelverschiebung von der Cyliuderseite k,k ' L beschrieben
werden kann, wenn letztere sich an der abgewickelten Leitlinie
k — 27rk hinbewegt ; dabei beschreibt jeder Punkt der Seite
den Weg 27rR. Vergl . Fr . 168 und 177 .

II . Die Mantelfläche N des geraden Cylinders von
der Höhe II ist ein Rechteck aus den Seiten II — a. und v .

Daher ist die Mantelfläche U — III , — 27rkII ,
und die gesamte Oberfläche 0 des Cylinders

0 ^ 2E -f- 2 EI ^ 2Ek - f- 8 ) .
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III . Die Oberfläche 0 des geraden Hohlcylinders oder
einer Röhre ( Fig . 206 ) besteht aus dem innern Cylinder-

mantel No — , dem äußern
Cylindermantel U, — 27rk,8 und
den beiden ringförmigen Grund¬
flächen , von denen jede den Inhalt
(k ? — k > — (ki - j- k ) (k — k ) -r
hat ( Fr . 178 XI .).

Dabei ist bei der lichten Weite 2K,,
und der Wandstärke s — L, —k der
äußere Durchmesser V, — 2K, —
2 (k - st s) und der mittlere Durch-

Ng . sos .
"

messer v — 2K 77- 2k -st6 ^ 7k,
- stk ». Daher ist :

0 ^ 27r(k , - st k ) (s - st k ) ^ 4 -rk (s -st 8 ) .
IV . Beim schiefen Cylinder ist die abgewickelte Mantel¬

fläche eine gemischtlinigeFigur , läßt sich aber in ein Rechteck
von den Seiten u und b verwandeln , wenn b den Umfang
der Ellipse bedeutet, welche ein Normalschnitt zur Axe liefert
(Fr . 224 X .) .

226 . Wie berechnet man den Inhalt eines Cylinders und
seiner Teile?

I . Da ein Prisma mit regelmäßiger Grundfläche zu
einem Kreiscylinder wird , sobald die Seitenzahl der Grund¬
fläche ins Unendliche wächst (vergl . Fr . 113 VIII .) , so behält
die Jnhaltsformel für das Prisma ( Fr . 221VIII .) auch für
den Cylinder Geltung ; der Inhalt des letztem ist daher :

0 - - 7 KU 77- Trk
'
l l .

II . Für den Inhalt V von Cylinderteilen , deren Grund¬
fläche V ein Abschnitt, Ausschnitt , Zone , Ring , oder Mond
ist , gilt (sobald nur diese Teile noch die in Fr . 224 IV.
und V . vorausgesetzteEigenschaft haben) ebenfalls die Formel :

D K8 .
III . Der Hohlcylinder (Fig . 206 ) hat demnach den Inhalt :
D, 777- E (k ? — L/ ) — Es (k - st k ) ^ 7 2 -rIIsk .
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IV. Nach derselben Formel darf auch der Inhalt von
prismatischen (Fr . 217 III .) Körpern mit irgendwelcher
krummlinigen, oder gemischtlinigen Grundfläche berechnet
werden , weil man einen möglichstkleinen Bogen jeder krummen
Linie als einen kleinen Kreisbogen ansehen darf.

227 . Wenn sind zwei Körper inhaltsgleich ?
I . Denkt man sich in Fig . 207 die einzelnen prismatischen

(oder cylindrischen) Schichten so auf einander gesetzt, daß die
Flächen , mit denen sie sich berühren, sich nicht decken , so entsteht
ein treppenförmiger Körper , welcher demPrismaKDIIVUtzkO
an Inhalt gleicht . . .

Flg . 208 ,Mg . 207

II . Zwei solche treppenförmige Körper (von gleicher Höhe)
werden demnach gleichen Inhalt haben , wenn alle einzelnen
prismatischen Schichten des einen denselben Inhalt haben wie
die entsprechendenSchichtendes anderen , d . h . (wegen Fr. 220
XV . ) wenn die Schichten beider Körper paarweise gleiche Höhe
und gleiche(wennauch verschieden gestaltete ) Grundflächenhaben.

Dabei ist es aber keineswegs erforderlich , daß sämtliche
Schichten eines jeden der beiden Körper unter sich gleich sind ,
vielmehr kann sich der Querschnitt jedes Körpers von Schicht
zu Schicht an Größe und selbst an Gestalt ganz beliebig ändern.

III . Läßt man in II . die Schichtenhöhenimmer kleiner und
kleiner werden , so werden unter übrigens gleichen Umständen
die Treppenabsätze immer unmerklicher, und inFig . 208 z . B.
rücken die sich entsprechenden oberen Eckpunkte L, , Ls , Lz rc.
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K

der einzelnen Schichten immer näher an einander , ohne
daß die in II. ermittelte Jnhaltsgleichheit verloren geht.

Könnte man die Schichtenhöhen verschwindend klein machen ,
so würden jene Eckpunkte zu einer (geraden , oder krummen)
Linie, die gebrochenen Seitenflächen zu einer (ebenen, oder
krummen) Fläche zusammenrücken, welche die Kanten ^,1^ ,
^ ,62 rc . enthält . Der Satz II . würde dann lauten :

IV. Zwei Körper sind inhaltsgleich, wenn je zwei , zu den
Grundflächen der beiden Körper parallele und in gleicher
Entfernung von diesen Grundflächen liegende Querschnitte
der beiden Körper inhaltsgleich sind .

Iwölftts HapiU.
Die Pyramide .

228. Was ist eine Pyramide ?
I . Wenn ein Strahl 08 (die Erzeugende ) , welcher in

seinem Endpunkte 0 (Fig . 209 ) fest gehalten wird , sich so bewegt ,
s daß er stets einen Punkt

mit dem Umfange (der
Leitlinie ) eines seine Lage
nicht ändernden Vielecks
LLOV (der Grundfläche
V) gemein hat , dessen Ebene
nicht durch den festgehalte¬
nen Punkt 0 (die Spitze )
geht , so erzeugt 08 eine
Pyramidenfläche.

II. Ist die Grundfläche V
ein n-eck, so besteht die Pyra¬
midenfläche aus Teilenvon n
sich schneidendenEbenen und
hat u Kanten 08, , O^ rc.
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III . Das an der Spitze 0 entstehende Dreikant , oder

Vielkant (Fr . 209 ) ist durch die Leitlinie und die Lage der

Spitze gegen die Leitlinie bestimmt .

Zur Bestimmung der Lage der Spitze 0 gegen die Grund¬

fläche I? genügt der Punkt dl , in welchem eine von der Spitze

auf die Grundfläche gefällte Normale Odl die Grundfläche

trifft , und die Länge dieser Normalen (Fr . 188 II .) .

Die Lage und die (von der Grundfläche aus gerechnete )

Länge einer Kante (Fr . 214 ) , oder die Länge von drei

Kanten (Fr . 79 V . ) würden die Lage von 0 gegen V eben¬

falls bestimmen .
IV . Verlängert man die Kanten über die Spitze 0 hinaus ,

so entsteht noch das (symmetrisch - gleiche) Scheitelvielkant , und

dessen Seiten bilden mit den schon vorhandenen die Doppel¬

pyramidenfläche .
V . Der innerhalb der Pyramidenfläche liegende , von ihr

halbbegrenzte Raum (das Vielkant ) heiße ein pyramidaler
Raum .

VI . Die n -seitige Grundfläche b' und der Pyramiden¬
mantel (d . i . der zwischen V und der Spitze 0 liegende Teil

der Pyramidenfläche ) begrenzen einen Körper , welcher eine

n - seitige Pyramide heißt .
Die Normale Odl von 0 auf V heißt die Höhe der

Pyramide . Die n -seitige Pyramide hat n Seitenkanten

OH, , OL rc . , und n Grundkanten HL , LO re . ; von

ihren n - fl 1 Begrenzungsflächen und von ihren n - fl 1

Ecken 0 , H , L rc . sind je n dreiseitig (vergl . Fr . 209 I .) .

VII . Liegen die Eckpunkte H , L rc . der Grundfläche V im

Kreise um den Fußpunkt dl der Höhe , so sind alle Seitenkanten

gleichlang (Fr . 190 VI . ) , und die Pyramide heißt gerade .

VIII . Die Pyramide ist regelmäßig , wenn ihre Grund¬

fläche eine regelmäßige Figur ist , deren Mittelpunkt mit dem

Höhenfußpunkte dl zusammenfällt .
IX . Die dreiseitige Pyramide heißt Tetraeder . Jede

ihrer vier Flächen kann als Grundfläche angesehen werden .
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229. Welche Eigenschaften hat die Pyramide?
I . Jede durch die Spitze 0 (Mg . 209 ) und einen Punkt

der Leitlinie gelegte Gerade 6 liegt ganz in der Pyramiden¬
fläche (Fr . 228 I . ) .

II . Jede durch den Punkt X , der Höhe OX — II gelegte»
zur Grundfläche I? — ^ 600 parallele Ebene 12 schneidet
alle Ebenen der Pyramidenfläche (Fr . 208 III . ) , liefert also
eine geschlossene Schnittfigur VilchOivi.

Zerlegt man von dem Höhenfußpunkte X und von dem
Schnittpunkte X , aus die Grundfläche und den Schnitt in
Dreiecke , so sind auch deren Seiten paarweise parallel
(Fr . 205 II .) , die Dreiecke , z . B . ^ »Xilch und XX8 , sind also
gleichwinkelig (Fr . 189 IX . ) und ähnlich (Fr . 156 I . ) ; daher
ist denn (nach Fr . 150 I . ) auch der Parallelschnitt der
Grundfläche ähnlich .

III . Ebenso ist wegen Fr . 155 II . ^ VOX . ^ ^ XOX,
/ X 8,0Xi ^ /X 80X rc . , und demnach verhält sich

OX» : OX ^ OL .» : 0 ^ 08 » : 08 ^ .
^ ^ .»8 » : L,8 8,0 » : 80 —

IV . Der Inhalt k des Parallelschnittes findet sich aus
k : V — x .,1'.? : X8? (Fr . 175 II . ) , wofür man nach III . auch
L : v — 7? : 10 setzen kann , wenn OX , — 2 .

V. Ähnliche Sätze , wie II . bis IV . , gelten auch von je
zwei anderen parallelen Ebenen , welche alle Kanten der
Pyramide schneiden .

VI . Will man auch die Pyramide durch stetige Parallel¬
bewegung eines Vielecks I? entstehen lassen , so müssen dessen
Seiten stets parallel zu sich selbst bleiben und die Ecken sich
auf den Kanten geradlinig fortbewegen , damit die Größe
von Id sich nach dem in IV . gefundenen Gesetze stetig
ändere.

VII . Die Summe der ebenen Winkel der n dreieckigen
Seitenflächen der n -seitigenPyramide beträgt 2nR (Fr . 68II . ) .
Da nun die zwei Winkel , welche irgend eine Kante mit den
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zwei zugehörigen Grundkanten einschließt , zusammen größer

sind , als der von diesen Grundkanten gebildete Winkel

(Fr . 213 XI . ) , so muß die Summe 8 der n ebenen Winkel

bei 0 kleiner sein als der Rest zwischen 2nR und der Summe

der n Winkel der Grundfläche (Fr . 20 IX .) ; nach Fr . 72 III .

ist aber letztere Summe — (2n — 4)R , und deshalb ist die

elftere Summe 8 < ( 4R .

VIII . Bei einem Vielkant (einer mehrseitigen Ecke) mit

lauter hohlen Flächenwinkeln liegt die Summe 8 der Seiten

zwischen 0 und 360 ° (VII .) . Vgl . Fr . 213 XII .

IX . Die Summe der Winkel eines n -seitigeu Vielkants

liegt zwischen n . 180 ° und ( n — 2 ) 180 °
, was man aus

VIII . mittels des Polar -Vielkants ebenso wie in Fr . 213 XIII .

findet .

230 . Was versteht man unter einem Pyramidenstumpf ?

I . Schneidet man von einer n -seitigen Pyramide OXLOV

(Fig . 209 ) das nach der Spitze 0 hin gelegene Stück OX,IflO,IX

durch eine zur Grundfläche V Parallele Ebene weg , so bleibt

ein Phramidenstumpf ( abgestutzte , abgekürzte oder

abgestumpfte Pyramide ) übrig , mit 2n dreiseitigen Ecken,
3n Kanten und n - s- 2 Begrenzungsflächen ; von den letzteren

sind zwei (die Abstutzun gsflä che k und die Grundfläche b')

ähnliche n - Ecke (Fr . 229 II .) , die n anderen sind lauter

Trapeze und bilden den Mantel .

II . JstX,X — b die Höhe des Stumpfes , d . h . der

Abstand zwischen k und V , ist Odfl — 2 die Höhe des weg¬

geschnittenen Teils , also OX — II — ü -s- 2 die Höhe
der ursprünglichen Pyramide , so findet sich aus Fr . 229 IV .
und Fr . 19 VI . zunächst

(ü - s- 2) : 2 — / I? : / k und hieraus

2 / X ( ü - ^ 2) s/ ^ , 2 ( — >/ ^ ) — ü s/ ^ ,
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III . Das abgeschnittene Stück ist der ganzen Pyramide
iihnlich ; die ähnlichen Begrenzungsflächen beider folgen in
gleicher Weise auf einander , schließen gleiche Flächenwinkel
ein und bilden kongruente Ecken.

231 . Wie groß ist die Oberfläche der Pyramide?
I. Die Oberfläche der Pyramide und des Pyramiden¬

stumpfs ist nach Fr. 177 und 178 zu berechnen .
II . Hat eine regelmäßige n-seitige Pyramide bei der Leit¬

linie O — ns die Höhe II und der ihrer Grundfläche ein¬
geschriebene Kreis den Halbmesser r, so ist die Höhe jeder
Seitenfläche k — s/ lU - fl ? (Fr. 189 II . ) . Die Grund¬
fläche hat nach Fr. 178 II . den Inhalt I? — ^Dr . Daher
mißt die Oberfläche

0 ^ 41^ - fl zOK z O(r - fl k) .
III . Ähnlich ist's , wenn die Fußpunkte aller Dreieckshöhen

im Kreise um den Fußpunkt H der Höhe OH der Pyramide
liegen (Fr. 190 VI . ) .

IV. Beim regelmäßigen u -seitigen Pyramidenstumpf haben
alle Trapeze gleiche Höhe K (Fr . 189 II .) , daher ist die
Oberfläche

o — rfl - i -fl ; (iifl - u)k,
wenn I? und k (Fr. 230) die Umfänge II und u haben.

232. Welchen Inhalt haben Pyramiden, Pyramidenstumpfe
und in solche zu zerlegende eckige Körper ?

I . Zwei Pyramiden von gleicher Grundfläche Ich und Ich
und gleicher Höhe II sind inhaltsgleich (Fr. 227IV.) . Denn
legt man bei beiden in der Entfernung n von der Spitze einen
Parallelschnitt ch und ch zu der Grundfläche Ich und Ich ,
so ist nach Fr . 229 IV . ch : Ich --- 2°

: IP --- ch : d . h.
ch : Ich — ch : ich oder ch — ch , weil ja Ich — Ich vorausgesetzt
wurde .

II . Das dreiseitige Prisma (Mg- 210) läßt
sich durch die Ebenen und L.6X in drei inhaltsgleiche
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Pyramiden zerlegen . Weil nämlich / döOH - ^ ML
(Fr. 217 1 . ) , so ist (I . ; Fr. 220 II .) NL80 — L.HL8 ;
die beiden Pyramiden VlsLX und Vddi
ferner haben gleiche Höhe , weil sie eine
gemeinschaftliche Spitze H besitzen und
ihre Grundflächen und LOV (welche
nach Fr . 108 I . kongruent sind) in einer
Ebene ^d () liegen ; daher ist auch

^ (I .) und nach Fr . 20V.
endlich :

RdO ^ ^ ^OL« .
III. Jede dreiseitige Pyramide ist

also der dritte Teil eines Prismas von
derselben Höhe II und derselben Grundfläche V.

Dasselbe gilt aber auch von jeder u - seitigen Pyramide,
weil sich diese in lauter dreiseitige Pyramiden mit einer
gemeinschaftlichen Spitze zerlegen läßt.

IV . Die Raumzahl einer Pyramide ist 1 von dem Produkt
aus der Flächenzahl der Grundfläche und der Längenzahl der
Höhe (III . und Fr . 221 VIII .).

V . Zwei Pyramiden verhalten sich wie die Produkte aus
Grundfläche und Höhe (IV .) ;

V, : Vz 1) 111 : 1)82.
VI . Bei der abgestutzten Pyramide V von der Höhe b,

der Grundfläche V und der Abstutzungsfläche k sei 2 die Höhe
des weggeschnittenen Teils (Fr . 230 I.) . Dann ist nach IV.

V — ^ V (b - s- 2) — -z ^,
woraus nach Fr . 230 II. weiter folgt :

v - zi
^ -fl i) .

fl i ' — fli
VII . Eckige Körper , deren Berechnung nicht schon in

VI. und Fr . 221 gelehrt wurde , zerlegt man durch Diagonal¬
ebenen in drei- oder mehrseitige Pyramiden und berechnet sie
dann nach IV.

Fig . 210 .
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VIII. Wird ein gerades dreiseitiges Prisma XltOULV
211) von der Grundfläche X60 — L und der Höhea

durch eine Ebene so abgeschnitten, daß
seine Seiten XI) — a , 00 — v und
LV — b sind , so fällt der Fußpunkt H
der Höhe vtz — b der vierseitigen
Pyramide VULVO in die Kante UL
(Fr . 2041. und VI . ) . Nach Fr . 177 IX.
ist die Grundfläche OULV —
i (UO - s- LV) UL ^ ^ (g. — e) - s-

(a — b)s UL 4 (2a. — b — v) UL ;
denn UL soll ja auf OU und LIt senkrecht
sein (Vor. und Fr. 181 X . ) .

Daher hat die Pyramide VULVO
V ^ 4, (OULV) Ii

- b — v) 4UL . b
- e ) /X0UL

^ ^- 0 (2a — b — e) .
Daraus ergiebt sich aber wegen Fr. 221VIII . der Inhalt

des schief, aber eben abgefchnittenenPrismas XLOOVV zu :
1 ^ La — zv (2a — b — e)

Ftg . 211 .

den Inhalt :
- ^ (2-r -

? (2a — b -

— L (a -s- b - s- v) .
Dieselbe Formel ergiebt sich , wenn auch noch auf der

anderen Seite des Prismas ein Stück durch eine Ebene ab¬
geschnitten wird . (Vergl . Katechismus der Raumberechnung.
3 . Aufl . Fr. 155 .)

IX . Zwei ähnliche Pyramiden (vergl . Fr . 230 III . ) und
deshalb auch zwei ähnliche eckige Körper (welche sich in
ähnliche Pyramiden zerlegen lassen ; vergl . Fr . 150 II . ) Ver¬
halten sich wie die dritten Potenzen ähnlichliegender Seiten
oder Strecken (V . ) ; denn bei den ähnlichen Pyramiden ist

^ II? : lI/ (Fr . 229 IV .) .
Auch zwei ähnliche Körper , welche ganz oder zumteil

von krummen Flächen begrenzt werden , verhalten sich wie
die dritten Potenzen ähnlichliegender Strecken.
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"Dreizehntes Hapitei .

Der Kegel .

233. Was ist eine Kegelfläche und ein Kegel?
I . Bewegt sich ein an seinem Endpunkte 0 (Fig. 212)

sestgehaltener Strahl 08 (die Erzeugende ) an einem als
Leitlinie 0 dienenden
Kreise hin , dessen Ebene
(die Grundfläche 10
nicht durch den festen
Endpunkt 0 geht, so be¬
schreibt der Strahl eine
( Kreis - ) Kegelfläche,
deren Spitze oder
Mittelpunkt der feste
Punkt 0 ist.

II . Bewegt sich an¬
statt des Strahles 08
eine unbegrenzte Ge¬
rade in derselbenWeise,
so beschreibt sie eine
aus zwei symmetri¬
schen Hälften bestehende
Doppelkegelfläche.

III . Der von der
Kegelfläche umschlossene
halbbegrenzte Raum
heißt ein kegelför¬
miger oder konischer
Raum.

IV . Der Körper zwischen Spitze 0, Grundfläche V und
dem zwischenliegenden Kegelflächenstück (dem Mantel ) heißt
ein Kegel . — Vergl . auch Fr. 236 XIV . und XV.

Zetzsche , Geometrie. 3. Aufl.

Fig . 212 .

19
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V . Die durch die Spitze und den Mittelpunkt 0 der
Grundfläche L gelegte Gerade 00 heißt die Axe der Kegel¬
fläche .

Jenachdem die Axe auf der Grundfläche normal , oder
schief steht, heißen die Kegelfläche und der Kegel selbst gerade ,
oder schief. Die Höhe II des Kegels ist die Normale 0X von
der Spitze 0 auf die Grundfläche Id.

VI . Die Kegelfläche hat als äußerste Fälle einerseits die
Cylinderfläche (wenn 08 // 0^ ) , oder die Gerade (wenn der
Grundflächenhalbmesser — 0) , anderseits aber die Ebene
(wenn ^ V08 ^ 90°

; Fr. 181 XIV .) .
VII- Durch jedenPunktL der Kegelfläche und die Spitze 0

läßt sich eine Gerade legen , welche ganz in der Kegelfläche
liegt (I .) , also (in L ') durch die Leitlinie geht.

VIII. Die zwischen der Spitze und der Leitlinie gelegene
Strecke OL' heißt eine Kegelseite.

Der geradeKegel hat lauter g l e i ch e S e i t e n ( Fr. 19 0 VI . ) ,
und alle Seiten machen einen Winkel von der nämlichen
Größe mit der Axe (Fr . 81 I .) .

Der schiefe Kegel ist ungleichseitig (Fr. 193 und 7811 .,
oder 170 ^1. , IV . und V . ) ; seine Seiten sind nur paar¬
weise gleich (Fr. 193 VII . , 80 II . ) , mit Ausnahme der in
der Neigungsebene der Axe liegendenkleinsten und größten
Seite (Fr. 192 III . ) .

234. Was versteht man unter Ccntral-Projektion ?
I . Central - Projektion (oder hier kurzweg „ Pro¬

jektion " ) eines Punktes L (Fig . 212 und 213) auf die
Grundfläche Id heißt die Spur I" (Fr. 184 III .) , worin die
durch den projizierten Punkt Lund die Spitze 0 gelegte
Gerade OL die Grundfläche L durchdringt . OL ' ist die
Projizierende .

II . Die Spitze 0 ist dann streng genommen nicht projizier¬
bar (Fr . 24 I .) .

III . Alle anderen Punkte der durch die Spitze parallel
zur Grundfläche L gelegten Ebene L» haben keine Projektion
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in endlicher Entfernung von 0 in Fig . 212 ( Fr . 26 ;
205 I .) .

IV . Die Projektion eines Punktes der Grundfläche l?
fällt mit dem projizierten Punkte felbst zusammen .

V . Die Punkte innerhalb , auf , oder außerhalb der Kegel¬
fläche aus 0 haben ihre Projektion innerhalb , auf , oder außer¬
halb der Leitlinie 6 .

235 . Wie kann eine Gerade gegen eine Kegelfliichc liegen ?
I . Jede Gerade 0 in der durch die Spitze 0 , Fig . 212 ,

parallel zur Grundfläche l? gelegten Ebene Lo hat mit der
Kegelfläche nur die Spitze , oder gar nichts gemein und hat
keine Projektion in endlicher Entfernung von 6 (Fr . 234
II , III .) .

II . Jede durch die Spitze 0 gehende und der Grund¬
fläche I? nicht parallele Gerade 6 , hat als Projektion nur
einen Punkt (Fr . 184IV , 2111 .) . Liegt dieser Punkt
innerhalb , auf , oder außerhalb der Leitlinie , so liegt die
Gerade 6 » innerhalb , auf , oder außerhalb der Kegelfläche
(Fr . 234 V .) .

III . Jeder Punkt I " der Grundfläche I ' kann als die
Projektion einer durch die Spitze 0 gehenden Geraden 6 ,
gelten , welche innerhalb , auf , oder außerhalb der Kegelfläche
liegt (II .) .

IV - Die Projektion 6 ' einer weder durch die Spitze 0
gehenden (II .) , noch in der durch 0 parallel zu ie gelegten
Ebene Lo liegenden (I .) Geraden 6 , , 6 -- oder 6 z ist wieder
eineGerade ; denn alle Projizierenden liegen in der durch 0
und die Gerade 6 t» 6 », oder 6 z bestimmten Ebene (Fr . 182II .) ,
diese aber schneidet I" nur in einer Geraden 6 ' (Fr . 185II .).

V . Wenn in IV . die Projektion die Leitlinie schneidet
wie Ost, oder berührt wie 6 st , oder wie 6 z

'
gar nicht trifft ,

so wird die Kegelfläche von der Geraden 6 , , 62 , oder 6 z in
zwei Punkten IV und H geschnitten , in einem Punkte
? berührt , oder in keinem Punkte getroffen (Fr . 234 I .
und V .) .

IS«
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In der durch den Berührungspunkt , oder einen Schnitt¬
punkt zwischen Projektion und Leitlinie gelegten Projizierenden
kann nämlich wegen Fr . 211 . nurein Punkt der berührenden ,
oder schneidenden Geraden liegen .

VI . Wird eine Gerade durch einen von der Spitze 0 ver¬
schiedenen Punkt ? der Kegelfläche gelegt, so kann sie nach
I ., II . und V. nur dann ganz in der Kegelfläche liegen, wenn
sie auch durch die Spitze geht. Bergt . Fr . 233 I.

VII . Die Kegetfläche ist also krumm (Fr . 161 . und 121 .) ,da sich durch jeden ihrer (von der Spitze verschiedenen ) Punkte
nur eine Gerade (II . und VI .) ziehen läßt , welche ganz in
der Kegelfläche liegt.

VIII . Schneidet die in IV . besprochene Gerade 6 , Fig . 213 ,
die Grundfläche I? in 0 , die durch 0 Parallel zu I? gelegte

Ebene 1-̂ in 1),„ und schnei¬
det die durch 0 gelegte
Parallele OH zu 0 die
Grundfläche in H , so liegt
H in der durch 0 und 6
gelegten , in schnei¬
denden Ebene , also in der
Projektion 0 ' von 6 (Fr .
186 VI . , XV.) . Zugleich
werden 6 und 0 ' durch 0 »
und H in je zwei Strahlen
O->VV und DoX , HOV und
HX' zerlegt ; Î V und HV
schneiden sich in v ; dabei
ist HX' die Projektion von
Xvo,HV die Projektion von
Vvo , und zwar HO die von
Vv und VV die von 00 ».

IX . Die zwei Punkte H und X , Fig . 212 , in denen eine
Gerade (si die Kegelfläche schneidet , können entweder auf der¬
selben oder auf verschiedenen Hälften der Doppelkegelfläche
liegen.

Fig . 2is.
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Im elfteren Falle hat das innerhalb der Kegelfläche
liegende , begrenzte Stück der Geraden 6 , eine endliche

Projektion AL '
; im anderen Falle ( vergl . Fig . 216 S . 296 )

hat das außerhalb der Kegelfläche liegende , begrenzte Stück

HL der Geraden zwei (unendliche ) Strahlen AX ' und Li "

als Projektion , während die Strecke AL die Projektion der
beiden innerhalb der Kegelfläche gelegenen Strahlen (jX
und LV ist .

X . Durch jeden Punkt 8 der Kegelfläche lassen sich

unzählige Berührungslinien oder Tangenten an den

Kegel legen (V .) ; dieselben liegen aber in der Ebene , welche

sich durch 0 ? ? ' (Fig . 212 ) und die durch I" gehende Tan¬

gente 62 ' der Leitlinie legen läßt (Fr . 182 III .) .
XI . Von jedem Punkte 8 außerhalb der Kegelfläche lassen

sich zwei Scharen von Berührungslinien an die

Kegelfläche legen (V .) , weil sich von der Projektion 8 ' des

Punktes 8 zwei Tangenten 8 '? ' und 8 '8 ' an die Leitlinie

legen lassen (Fr . 103 II .) . Jede Schar liegt aber in einer

durch 8 '
, bezw . 1" und durch 88 ' gehenden Ebene .

236 . Wie kann eine Ebene gegen eine Kegclfliiche liegen ?

I . Jede durch die Spitze 0 , Fig . 212 , gelegte , die Grund¬

fläche 8 in einer Geraden 0 ' schneidende Ebene L schneidet
entweder die Kegelfläche in zwei Geraden 0A und OL ,
oder berührt dieselbe in einer Geraden 08 '

, oder hat

bloß die Spitze 0 mit der Kegelfläche gemein , wenn die

(als Projektion von 8 aufzufassende ) Spur 6 ' die Leitlinie

in A und L schneidet , in 8 ' berührt , oder gar nicht trifft

(Fr . 83 ) .
II . Jeder die Axe enthaltende ebene Schnitt 8 '0L

(Hauptschnitt ) besteht aus zwei Kegelseiten , welche durch
die zwei Endpunkte 8 ' und L desselben Grundflächendurch¬
messers 8 'L gehen (Fr . 48 II .) .

III . Durch jeden Punkt 8 in der Kegelfläche kann man

eine , durch jeden Punkt 8 außerhalb der Kegelfläche zwei

Berührungsebenen an die Kegelfläche legen (Fr . 235 X .
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und XI . ) . Die Projektion jeder Berührungsebene berührt
die Leitlinie (I .) .

IV . Die durch die Spitze 0 gehende , der Grundfläche I?
parallele Ebene 0 « besitzt keine Projektion in endlicher
Entfernung von 6 und hat mit der Kegelfläche nur die
Spitze 0 gemein ( Fr . 234 II . , III . ) .

V . Jede nicht durch die Spitze 0 gehende , der Grund¬
fläche I? Parallele Ebene Ich (Fig . 214 ) schneidet die Er¬

zeugende in allen Lagen derselben ;
ihr Schnitt mit der Kegelfläche
ist also eine geschlossene Linie und
liegt in einer und derselben Hälfte
des Doppelkegels . Alle Punkte ?
des Schnittes sind in gleicher
Entfernung von dem Punkte 0 „
worin die Schnittebene die Axe L,
trifft ; denn weil 0, ? //0k ' (Fr .
205 II .) , so ist 0, ? -. 0 -0 ^
6 ? '

: 60 (Fr . 148 I .) ; die Größe
der Strecke 0, ? ist also nicht von
der Lage des Punktes ? abhängig ,da ja 0,0 , 01 " und 00 für alle Punkte ? dieselbe Länge

haben .

Daher ist der Schnitt ein Kreis ( Fr . 47II . ) . Der Halb¬
messer 0, ? dieses Kreises verhält sich zum Halbmesser 01"
der Grundfläche , wie der durch die Schnittebene Ich erzeugte
obere Abschnitt 0 ? , 00 „ oder <M , einer Kegelseite 01 "

, der
Axe 00 , oder der Höhe OH zur ganzen Kegelseite , Axe , oder
Höhe (Fr . 148 I .) .

Ng . SI4 .

VI . Jede durch irgend zwei Kegelseiten gelegte Ebene 0
schneidet jene Parallelschnittebene Ich und die Grundfläche in
zwei parallelen (Fr . 205 II .) Sehnen (bezw . nach II . in
zwei parallelen Durchmessern ) , welche sich (Fr . 1481 .) eben¬
falls wie die Halbmesser des Parallelschnitts und der Grund¬
fläche (V . ) Verhalten .
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VII . Schneidet eine nicht durch die Spitze 0 gehende
Ebene U? (Fig. 215 und 216 ) die Grundfläche I? in der
Spur 0 '

, so sind nur die drei Fälle zu unterscheiden, ob eine
zu Lz parallel durch die Spitze 0 gelegte Ebene L bloß die
Spitze , bloß eine Gerade 0? '

, oder zwei Gerade 0,1 und 02
mit der Kegelfläche gemein hat (I .).

VIII . Im ersteren Falle in VII . schneidet die Schnitt¬
ebene Lz alle Kegelseiten (Fr . 206 IV.) , und zwar alle in
derselben HälftedesDoppel¬
kegels, weil die andere Hälfte
ganz auf der l^ entgegen¬
gesetzten Seite der Ebene L
liegt ; der Schnitt ist also ?
einegeschlosseneLinieD ?OL
(in Fig . 215) und erweist )
sich bei weiterer Unter¬
suchung als eine Ellipse
(vergl. Fr . 224 VIII .) . M

IX . Im zweiten Falle
in VII. ist die Schnittebene
Lz zu einer Berührungs¬
ebeneparallel (l .) , also auch
zu der betreffenden Be¬
rührungslinie 0? ' ( Fr.
205 I .) , aber bloß dieser
einen Kegelseite ; alle an-
deren Kegelseiten werden
geschnitten und wieder alle
auf der nämlichen Seite ^
von U , d . h . in derselben
Kegelhälfte (Fr . 206 IV .) ,

Wg . SIS .

der Schnitt ( Fig. 216 S . 296) ist aber keine ge¬
schlossene Linie , sondern erweist sich als eine Parabel
(vergl . Katechismus der Raumberechnung . 3 . Aufl . S . 55 ;
Katech . d . analytischen Geometrie , S . 167 ) . Die Grund¬
fläche I? wird hier von U? in einer Geraden ^ 8 geschnitten ,
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welche zur Tangente des Punktes 1^ der Leitlinie parallel ist
(I . und Fr. 205 II .) .

X . Im dritten Falle in VII. endlich ist die Schnittebene
Lz zu zwei Kegelseiten 01 und 02 , Fig . 216 , parallel , schneidet

wieder alle anderen Kegelseiten
(Fr . 206 IV . ) , aber einige in
der einen , die anderen in der
zweiten Kegelflächenhälfte, je-
nachdem die von 0 aus der
Grundfläche zugewandteHälfte
der Seite mit der Schnitt¬
ebene Hz auf derselben, oder
ans entgegengesetzten Seiten
jener durch die Spitze gelegten
Parallelebene I-i zur Schnitt¬
fläche liegt ; der Schnitt
besteht aus zwei sich nicht
schließenden Zweigen OVO und
0,V,v, , und heißt eine Hy¬
perbel (vgl. Katech . d . analyt .
Geometrie , S . 152) . Die Spur
der Ebene 201 in I" ist zu der
Spur 00 von Oz in I? Parallel
(Fr. 205 II . ) .

Umgekehrt ist jede die beiden Kegelhälften schneidende
Ebene L Parallel zu den beiden Seiten 01 und 02 , in
welchen eine parallel zur Schnittfläche 1̂ durch die Spitze
gelegte Ebene L die Kegelfläche schneidet .

XI. Andere ebene Kegelschnitte , als Kreis , Ellipse ,
Parabel und Hyperbel , giebt es nicht ; dieseLinien bilden
eine abgeschlossene Gruppe . Die Parabel erscheint als
Zwischenglied zwischen Ellipse und Hyperbel .

XII . Bei jeder schiefen Kreiskegelflächeist ein (nicht durch
die Spitze 0 gehender) Normalschnitt zur Axe eine Ellipse
(VIII.) .
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Wegen Fr. 73 VIII. geht aber die Axe des schiefen Kreis¬
kegels nicht durch den Mittelpunkt der Ellipse .

XIII . Jeder schiefe Kreiskegel läßt sich als ein
gerader elliptischer Kegel auffassen.

Die Axe dieses elliptischen Kegels liegt in der Ebene des
Neigungswinkels (Fr. 192 I . ) der Axe des schiefen Kreis¬
kegels gegen dessen Grundfläche und halbiert den Winkel,
unter welchem sich die in dieser Ebene liegenden beiden Seiten
schneiden ( vgl. Fig . 53 S . 63) .

XIV . Der Kegel entsteht durch die stetige Bewegung eines
stets zu sich selbst parallel bleibenden Kreises , wenn dessen
Mittelpunkt nicht aus der Axe X herausrückt und sein Halb¬
messer sich so , wie es V . verlangt, stetig ändert.

XV. Der gerade Kegel wird auch durch stetige Bewegung
eines rechtwinkeligen Dreiecks 001" (Fig. 217) um die eine
Kathete 00 erzeugt (Fr. 181 XIV ).

237. Was ist ein Kegelstumps?
I . Der Körper , welcher von der Grundfläche V , einem (in

derselben Kegelflächenhälfte gelegenen ) Parallelschnitte 1 zu
ihr und dem zwischenliegendenKegel¬
flächenstück (dem Mantel ) begrenzt
wird , heißt ein ab gestutzter Kegel
oder ein Kegelstumpf ; die Ent¬
fernung ll seiner beiden parallelen
Grundflächen V und 1 ist seine
Höhe .

II . Der gerade Kegelstumpf
(Fig. 217 ) kann durch die Um¬
drehung eines Trapezes 00,01" ent¬
stehen , dessen Parallelseiten 0,0
und 00 ' auf der Seite 00, , um
welche die Umdrehung erfolgt , senk¬
recht stehen (Fr . 181 XIV .) .

III. Hat der Kegelstumpf , dessen Grundfläche 0 und
Abstutzungsfläche k Kreise vom Halbmesser r, und i-„ und den

o

Ng . 217 .
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Umfängen u , und n<, sind , dieHöhe b , während die abgeschnittene
Spitze dieHöhe 2 hatte , ist ferner r der Halbmesser und u der
Umfang des in der Mitte der Höhe Ir (also in der Entfernung

— 2 - st ^ ll von der Spitze 0 ) gelegten Parallelschnittes ,
so findet sich aus Fr . 236 V. zunächst r-g -. r , — 2 -. ( ll - str )
und r : r , — Ii - st 2) : ( Ir - st 2) ; hieraus ergiebt sich leicht :

i i 2r , r, (ll -st llr)r , - st r„ r, - st —
^

— st- .
' - ^ ^ 2r .

Dann ist aber u — 27rr — 7r(r , - st i-g) — 1, (u , - st Ug).

238 . Wie groß ist der Kegelmantel ?
I . Auch derKegelmanteldl läßt sich (wegen Fr . 236III .)

auf einer Ebene abwickeln . — Vgl . Fr . 225 I.
II . Beim geraden Kegel vom Halbmesser OU — k und

der Höhe 00 — U , Fig . 217 , erhält man (Fr . 233 VIII .)
einen Kreisausschnitt , dessen Halbmesser der Kegelseite 011
— s — s/ U? - st 11^ und dessen Bogen der Leitlinie U —
27rU gleicht ; daher ist nach Fr . 179 VIII . 21 — —
7iR8 . — Vgl . Fr . 230 II .

III . Der Mantel des schiefen Kegels ist kein Kreisaus¬
schnitt (Fr . 233 VIII .) .

IV . Der Mantel 21 des geraden Kegelstumpfes
(Fr . 237 ) , dessen Seite s ^ Ok ' — 0 ? 8, — 8»
ist, hat den Inhalt 21 — ^ « ,8 , — ^ u»8o — A ( r,8 , — rg8g) .

Nach Fr . 236 V. ist aber 8g : 8 > — i-g : r, ; daher auch
(3, — 8g) : 8 , — (r , — i-g) : r , und (wegen Fr . 237III . ) weiter :

LI — 778,(rst — rst) : r , — 778 , (1-, - st r„) (r , — r„) : r,
— 7r(r, - st r») (8, — 8g) — ^ (u , - stug) 8 — U8.

Es läßt sich also der Mantel dieses Stumpfes wie ein
Trapez (Fr . 177 IX .) berechnen . Vgl . Fr . 179 XII .

239. Wie groß ist der Inhalt des Kegels ?
I . Wegen Fr . 236 V . und 229 IV . ändern sich bei einem

Kegel vom Halbmesser R die der Grundfläche k' —
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parallelen Querschnitte genau so wie bei einer Pyramide von
der nämlichen Höhe II und einer gleichgroßen Grundfläche .

Nach Fr . 227 IV . hat daher der Kegel denselben Inhalt 0
Wie diese Pyramide , d . h . nach Fr . 232 IV . ist :

II . Der Kegelstumpf (Fr . 237 ) hat nach Fr . 232 VI . den

Inhalt ^ t, ( I? - s- s/lll - j- k) , woraus sich nach Fr . 17 9II .
weiter ergiebt : ll (r ^ - s- r,n - s- r/ ) .

Vierzehntes Hapitel.

Die Kugel .
240 . Was ist eine Kugelfläche und eine Kugel ?

I . Die Kugelfläche enthält alle PunkteL des Raumes ,
welche in gleichem Abstande von einem Punkte LI (dem
Mittelpunkte ) liegen . Diese unveränderliche Entfernung
Ul ? — L heißt der Halbmesser der Kugel .

II . Zwei Halbmesser , deren jeder die Verlängerung des
anderen bildet , geben einen Durchmesser o — 2R . Vgl .
Fr . 48 II .

III . Daher sind alle Halbmesser und alle Durchmesser
der Kugelfläche unter sich gleich.

IV . Wird ein Halbkreis l?0 ? 2 (Fig - 218 S . 300 ) um
seinen festliegenden Durchmesser gedreht , bis er wieder in

seine anfängliche Lage kommt , so beschreibt er wegen Fr . 47II .
eine volle Kugelfläche .

Die Kugelfläche ist demnach eine geschlossene Fläche ;
der Mittelpunkt U liegt innerhalb derselben .

Die Kugelfläche ist der geometrische Ort (vgl . Fr . 74
XVII . ) eines Kreises von gegebenem Halbmesser und von

vorgeschriebenem Mittelpunkte . Vergl . Fr . 242 VI .
V . Der von einer Kugelfläche umschlossene Körper heißt

eine Kugel .
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VI . Ist die Entfernung eines Punktes k vom Mittel¬
punkte größer , oder gleich , oder kleiner als der Halbmesser R ,
so liegt der Punkt ? außerhalb , oder auf , oder innerhalb der
Kugelfläche .

241 . Wie kann eine Gerade gegen eine Kugelfläche liegen ?

I . Ist die Entfernung NX , einer Geraden 0 > vom
Mittelpunkte LI größer als der Halbmesser II , so liegt 0 ,
ganz außerhalb der Kugelfläche (Fr . 240 VI .) . Denn alle
anderen Punkte von 6 , sind noch weiter von U entfernt
als X , (Fr . 74 IX .) .

II . Ist die Entfernung LlXz einer Geraden (I . vom
Mittelpunkte LI dem Halbmesser R gleich , so hat tzz bloß
einen Punkt X 2 mit der Kugelfläche gemein (Fr . 240 VI .) ,

weil alle anderen Punkte
von 62 weiter als X 2
von LI entfernt sind
(Fr . 74 IX . ) .

III . Eine Gerade 6 . ,
welche mit der Kugel¬
fläche bloß einen Punkt
gemein hat , heißt eine
Berührungslinie
oder Tangente .

IV . Jede Senkrechte
(-LXL? auf einem Halbmesser

NXz in dessen Endpunkte
X 2 ist eine Tangente (II .) .

V . Ist die Entfernung
NX — s einer Geraden

6 , Fig . 218 , vom Mittelpunkte LI kleiner als der Halb¬
messer II , so schneidet 6 die Kugelfläche in zwei Punkten
k , und liegt nämlich innerhalb der Kugelfläche
(Fr . 240 VI .) , die beiden Punkte X und in 6 aber , welche um
XX — XI . — II von X abstehen , liegen außerhalb der
Kugelfläche (Fr . 7 4 VIII .) , und deshalb muß es in 0 zwei

Mg . 21s .
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Punkte ? , und geben , welche in der Entfernung R von LI

liegen (Fr . 74 X .) .
VI . Die Kugelsehne , d . h . die innerhalb der Kugelfläche

gelegene Strecke 1'
,? r — s der schneidenden Geraden 6 wird

von der Senkrechten NX halbiert (Fr . 75V . und VI .) . Nach
Fr . 160 III . ist daher k? - - - k? - stj8

°.
VII . Je näher die Kugelsehne am Mittelpunkte N liegt ,

desto größer ist sie (VI .) .
VIII . Die Kugelfläche ist krumm (Fr . 16 I . und 12 I .) ;

denn nach I . bis V . lassen sich auf ihr gar keine Geraden

ziehen .
IX . Jede Gerade 6 durch einen Punkt H innerhalb der

Kugelfläche schneidet die Kugelfläche in zwei Punkten (V .) .
Denn fällt man von N eine Senkrechte NX auf 0 , so ist

wegen Fr . 7 4IX . NX NH , jenachdem X mit H zusammen¬

fällt , oder nicht ; da nun nach Fr . 240 VI . schon NH < R,
so ist NX < L (Fr . 20 IV . , oder VII .) , und 6 schneidet
die Kugelfläche .

X . Jede Gerade 6 durch einen Punkt k , der Kugelfläche
und schief gegen den nach I ' , gezogenen Halbmesser Nk ,
schneidet die Kugelfläche in zwei Punkten ? , und kz (V .) ,
weil der Fußpunkt X der von N auf (1 gefällten Senk¬

rechten NX innerhalb der Kugelfläche liegt (Fr . 240 VI .) ,
da ja NX < N ? , ^ k ist (Fr . 74 IX . ) .

XI . Jede Tangente ( III . ) steht wegen X . auf dem Halb¬
messer des Berührungspunktes senkrecht.

XII . In jedem Punkte der Kugelfläche giebt es unzählig
viele Tangenten , dieselben liegen aber sämtlich in einer Ebene

(Fr . 181 XIII . ) .

242 . Wie kann eine Ebene gegen eine Kugelfläche liegen?

I . Eine Ebene (Fig . 219 S . 302 ) , deren Entfernung
NX , vom Mittelpunkte N den Halbmesser R übertrifft , liegt

ganz außerhalb der Kugelfläche ( Fr . 240 VI . ) , weil alle
anderen Punkte der Ebene L , noch weiter von N abstehen ,
als X , (Fr . 190 IV . ) .
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II . Eine Ebene L» , deren Entfernung Lldl ? vom Mittel¬
punkte LI dem Halbmesser L gleicht , hat bloß einen
Punkt mit der Kugelfläche gemein (Fr . 240 VI .) , denn
alle anderen Punkte von IX stehen weiter von LI ab , als X,
( Fr . 190 IV . ) .

III . Eine solche Ebene L, , die mit der Kugelfläche bloß
einen Punkt gemein hat , heißt eine Berührungsebene .

IV . Jede Normalebene auf einem Halbmesser Lid) in
dessen Endpunkte dlz berührt also die Kugelfläche .

Fig . 219 .

V . Ist die Entfernung üldl — e einer Ebene H vom
Mittelpunkte LI kleiner als der Halbmesser k , so liegt der
mit dem Halbmesser II um den Fußpunkt dl der vom Mittel¬
punkte LI auf die Ebene gefällten Normalen LIdl geschlagene
Kreis ganz außerhalb der Kugelfläche (Fr . 74 VIII . und
240 VI .) . Alle durch d> in L gezogenen Geraden schneiden
die Kugelfläche zweimal (Fr . 241 V . ) , und letztere wird
demnach von der Ebene bl in einer geschlossenen Linie
geschnitten . Jeder Punkt I' der Schnittlinie LkL , ist um
dl ? — i- —

(/ 1^ — o ' von dem Fußpunkte entfernt (Fr . 160
III . ) , d . h .

der Schnitt ist nach Fr . 47 II . ein Kreis (Kugelkreis) ,
und sein Halbmesser r ist um so größer , je näher der Schnitt
am Mittelpunkte liegt.
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VI . Ein durch den Mittelpunkt N gehender Schnitt
liefert einen größten Kreis 016 , der Kugelfläche , dessen
Mittelpunkt mit dem Kugelmittelpunkte zusammenfällt und
dessen Halbmesser NI dem der Kugelfläche gleicht (vergl .
Fr . 240 III . und IV . ) .

VII . Je zwei größte Kreise schneiden sich in einem
Kugeldurchmesser (VI . ) und halbieren einander .

VIII . Jeder größte Kreis halbiert die Kugelfläche , zer¬
legt sie in zwei sich deckende Halbkugeln (Fr . 22 V . ) .

IX . Die Normale NX vom Mittelpunkte N der Kugel
auf einen Kugelkreis geht durch den Mittelpunkt X des
letztem (V . und Fr . 188 I . ) .

X . Die Gerade NX durch den Mittelpunkt LI der Kugel
und den Mittelpunkt X eines Kugelkreises steht auf diesem
Kreise normal (IX . und Fr . 21 II . ) .

XI . Die im Mittelpunkte X eines Kugelkreises auf diesem
Kreise errichtete Normale geht durch den Kugelmittelpunkt LI
( IX . und Fr . 188 II . ) .

XII . Durch zwei sich schneidende Kugelsehnen läßt sich
eine Ebene legen (Fr . 182 III . ) ; in dem von dieser Ebene
gelieferten (V . ) Kugelkreise sind die beiden Kugelsehnen Sehnen ,
und deshalb gelten die Sätze in Fr . 161 auch von zwei sich
schneidenden Kugelsehnen .

XIII . Wenn zwei Kugelsehnen sich in X gegenseitig
halbieren , so schneiden sie sich im Mittelpunkte X des durch
sie gelegten Kugelkreises , stehen also beide senkrecht auf der
Strecke NX (Fr . 93 und 242 X . ) .

XIV . Halbieren sich zwei Kugelkreise gegenseitig , so
schneiden sie sich in einer Kugelsehne , welche für beide
Kugelkreisc ein Durchmesser ist , und daher haben die beiden
Kreise einen gemeinschaftlichen Mittelpunkt X ; wenn nun X
außerhalb N läge , so müßte die Strecke NX auf beiden Kreisen
normal stehen (X . ) , d . h . es müßten die Ebenen beider Kreise ,
weil sie ja den Punkt X gemein haben , zusammenfallen
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(Fr . 182 V . ) ; weil sie dies aber nach der Voraussetzung
nicht sollen , so muß XIX — o sein , d . h .

die beiden Kngelkreise sind größte Kreise .

XV . Jede Tangente k/Ich ( in Fig . 218 ) an einen Kugel¬
kreis im Punkte Ich berührt auch die Kugelfläche in Ich ; denn
auf der Tangente steht wegen Fr . 83 der Kugelkreis¬
halbmesser (X ? in Fig . 219 ) , daher auch der Kugelhalbmesser
XI? , senkrecht (Fr . 189 I .) .

XVI . In jeder die Kugelfläche schneidenden Ebene lassen
sich zwei Tangenten X,N und Xchlch (Fig . 218 ) von einem in
dieser Ebene , aber außerhalb der Kugel liegenden Punkte X ,
an die Kugel ziehen (XV . und Fr . 103 II . ) .

XVII . Jede Ebene L durch einen Punkt H (in Fig . 219 )
innerhalb der Kugelfläche schneidet die Kugelfläche (V . ) ;
denn eine von N auf L gefällte Normale NX ist ^ NH
(Fr . 190 IV . ) , und da NH < K (Vor .) , so ist NX < R .

XVIII . Jede Ebene L durch einen Punkt ? der Kugel¬
fläche und schief gegen den nach dem Punkte ? gezogenen
Halbmesser N ? schneidet die Kugelfläche (V . ) , weil die von
N auf L gefällte Normale NX kleiner ist als R (Fr . 190IV . ) .

XIX . Jede Berührungsebene Ich (Fig . 219 ) steht normal
auf dem nach dem Berührungspunkte Xz gezogenen Halb¬
messer NX 2 ( XVIII .) .

XX . In jedem Punkte der Kugelfläche giebt es nur eine
Berührungsebene (XIX . und Fr . 182 V .) .

XXI . Jede durch den Berührungspunkt X 2 ( Fig . 219 )
gehende , in der Berührungsebene Ich liegende Gerade berührt
die Kugelfläche ( XIX . und Fr . 181 X . ) .

XXII . Legt man durch die Verbindungsstrecke NL ,
Fig . 219 , des Kugelmittelpunktes N und eines außerhalb der
Kugelfläche gelegenen Punktes I ! eine Ebene Ich und in dieser
einen Halbkreis über der Strecke NL , so schneidet dieser die
Kugelfläche in einem Punkte V , und LV ist also Tangente an
den größten Kugelkreis (Fr . 103II . ) und an die Kugel (XV . ) .
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Dreht man nun die Ebene k? um N8 , so rückt V auf der
Kugel fort ; daher lassen sich von dem außerhalb gelegenen
Punkte 6 unzählige Tangenten an die Kugelfläche legen ;
alle Berührungspunkte sind von 8 gleichweit entfernt
(Fr . 103 V .) . Bei der Drehung um N8 beschreibt die von
V auf UI ! gefällte Senkrechte VlI eine Ebene (Fr . 181XIV .) .
Daher liegen (nach V . ) alle Berührungspunkte V im Kreise
um den Fußpunkt II der Senkrechten VII auf N6 . Demnach
bilden aber die sämtlichen Tangenten eine gerade Kegel¬
fläche .

XXIII . Auch in eine gerade Cylinderfläche läßt
sich eine Kugelfläche einschreiben , welche mit der Cylinder -
leitlinie gleichen Halbmesser hat , und deren Mittelpunkt in
der Axe der Cylinderfläche liegt .

XXIV . Durch jede der unzähligen Tangenten in XXII .
läßt sich eine Berührungsebene legen (IV .) , wenn man nur
vorher durch den Berührungspunkt V noch eine zweite Nor¬
male auf NV errichtet (Fr . 181 XI .) .

Daher lassen sich von einem außerhalb der Kugel gelegenen
Punkte 8 auch unzählige Berührungsebenen an die
Kugel legen und dieselben berühren zugleich den in XXII
erwähnten geraden Kegel (V -fl

XXV . Eine durch den Mittelpunkt N einer Kugelfläche
normal zu einer außer der Kugelfläche liegenden Geraden 0 ,
(Fig . 218 ) gelegte Ebene schneidet die Gerade inX, , die
Kugelfläche in einem größten Kreise . Zieht man in dieser
Normalebene von X , aus die zwei Tangenten X, ? , und X,8
an den größten Kreis (Fr . 103II .) , so stehen die Halbmesser
N8 , und N8nicht bloß auf X, ? , und X,8 senkrecht (Fr . 83 X .),
sondern auch auf den durch 8 , und 8 gelegten Parallelen zu
6 , (Fr . 189 VII . und 181 X .) ; daher wird die Kugelfläche
(nach IV . und Fr . 181 XI .) von den beiden Ebenen berührt ,
welche sich durch die Gerade 6 , und je eine der beiden
Tangenten X,8 , und X,8 legen lassen .

Die Berührungspunkte 8 , und 8 dieser beiden Ebenen
sind gleichweit von X , entfernt (Fr . 103 V . ) .

Zetzsche , Geometrie. 3. Aufl. 20
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243. Welche Sätze über Parallelkrcise und Meridiane sind
zu merken?

I . Sind zwei oder mehr Schnittebenen parallel , so
fallen nach Fr . 206 I . die aus dem Kugelflächenmittelpunkte
U (Fig . 220) auf sie gefällten Normalen in eine Gerade .4 .4 ,
(die Axe) , welche die Kugelfläche indenbeidenPolenH .
und ^ der Parallelkreise 8XVV und LkHI. schneidet .

II . Der größte Parallelkreis VLOI) , heißt Äquator ;
jeder größte Kreis 4.X4., durch die Axe heißt Meridian .

Fig . 22V.

III . Jede Meridianebene steht auf den Parallelkreisen
normal (Fr. 204 I . ) .

IV . Kugelkreise , welche die nämlichen Pole haben, liegen
in parallelen Ebenen (I . und Fr . 205 III.).

V . Zieht man von einem Punkte k , Fig. 220 , eines
Parallelkreises Strecken und I^V, nach dessen Polen L.
und , so stehen diese auf einander senkrecht (Fr . 96 III . ) .

VI . Der Halbmesser Xk — r eines Kugelkreises ist die
mittlere Proportionale zu den Abschnitten 4.X und X4, , in
welche der Kugelkreis die Axe ^ 4 , zerlegt (Fr . 161 II .) .

VII . Jeder Pol ist von allen Punkten desselben Parallel¬
kreises gleichweit entfernt (Fr . 190 VI. ) .



VIII . Die Meridianbögen X ? und Vtz zwischen zwei
Parallelkreisen sind gleichgroß (VII -, Fr . 91IV . , 20 VIII . ) .

IX . Zwischen denselben Meridianen liegen Parallelkreis¬
bögen kH und XV von gleichem Centriwinkel (Fr . 189 IX . ) .

Diesem Centriwinkel gleicht der Winkel zwischen den
(ebenfalls auf der Axe VV , senkrecht stehenden ) Meridian¬
tangenten VII und VI am Pol V.

Die nämliche Größe hat der von den beiden Meridianen
am Pole gebildete sphärische Winkel VVH und der
Neigungswinkel (Fr . 202 V .) der beiden Meridianebenen .

214 . Wie heißen die Teile der Kugel und der Kngelfliiche?
I . Jeder Schnittkreis LkHV (Fig . 220 ) zerlegt die

Kugelfläche in zwei Hauben , Kappen oder Kalotten ,
die Kugel in zwei Abschnitte oder Segmente .

II . Zwischen zwei Parallelkreisen 8XVV und LkHO
liegt eine Kugelflächenzone und eine Kugelschicht .

III . Zwischen einer Kappe 8XVVV (oder 8XVVV, ) und
der durch ihren Schnittkreis gelegten Kegelfläche 8XVVN ,
deren Spitze im Kugelmittelpunkte U liegt , ist ein Kugel -
Ausschnitt oder Sektor enthalten .

IV . Zwei sich schneidende Meridiane VVXV , und VHVV ,
zerlegen die Kugelfläche in vierZweiecke (z. B . VLkV, «̂ 6V )
und die Kugel in vier Kugelkeile (z . B . VLOV , VOtzV, ) .

Je zwei benachbarte der elfteren bilden eine Halbkugel¬
fläche , je zwei benachbarte der letzteren eine Halbkugel
(Fr . 242 VIII .) ; je zwei gegenüberliegende find kongruent .

V . Drei (nicht parallele ) größte Kreise VHVV „ VkXV ,
und 1) 1100, , Fig . 220 , schneiden sich in sechs Punkten und
zerlegen die Kugelfläche in acht sphärische Dreiecke oder
Kugeldreiecke , entsprechend den durch ihre Ebenen am
Mittelpunkte LI der Kugel entstehenden acht Dreikanten
(Fr . 211 ) .

Die sphärischen Winkel V , L und 0 (Fr . 243 IX .)
jedes sphärischen Dreiecks VLO sind den Neigungswinkeln
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der Ebenen des zugehörigen Dreikants gleich ; die drei

Seiten V8 , 86 und 664 des sphärischen Dreiecks sind

Bögen , deren Centriwinkel den Seitenwinkeln des Dreikants

gleichen . Deshalb lassen sich die Sätze in Fr . 209 bis 2l4
und 229 VIII . und IX . auf sphärische Dreiecke und Vielecke

übertragen . Vergl . auch Fig . 222 .
VI . Jede Halbkugel läßt sich als Sektor , als Segment

und als Kugelkeil betrachten .

VII . Jeder größere Abschnitt , Ausschnitt , Keil , Kappe
und Zweieck ist größer , jeder kleinere kleiner als die Halb¬
kugel , beziehentlich die Halbkugelfläche .

VIII . Kappe und Zone , Segment , Schicht und Sektor

entstehen bei der Erzeugung der Kugel (Fr . 240 IV . ) durch
die Drehung des Bogens VV und VI - , des halben Kreis¬

segments ViliV, der halben Zone VMI - und des Kreis¬

sektors ^ .NV .

245 . Welche Lage haben zwei Kugelflächen gegen einander ?

I . Zwei konzentrische Kugelflächen haben denselben
Mittelpunkt und entweder keinen , oder (bei gleichem Halb¬
messer ) alle Punkte gemein (Fr . 240 I . ) .

II . Legt man durch die Centralstrecke , d. h . die Ent¬

fernung N .Uz — v der Mittelpunkte L-I , und A6 zweier
excentrischen Kugelflächen eine Ebene , so erhält man
stets dieselbe , aus zwei größten Kreisen bestehende Schnitt¬
figur (Fr . 242 VI .) .

Daher müssen (wegen Fr . 240 IV . ) für zwei excentrische
Kugeln ganz ähnliche Sätze gelten , wie für zwei excentrische
Kreise (vergl . Fr . 102 ) . Nämlich :

III . Ist die Summe II , - s- 16 der Kugelhalbmesser kleiner
als die Centralstrecke e , so liegt jede der beiden Kugelflächen
ganz außerhalb der anderen .

IV . Ist die Differenz R, — 16 der Halbmesser größer als
die Centralstrecke o , so liegt die eine Kugel ganz innerhalb
der anderen .
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V . Gleicht die Summe II, -s- 82 , oder die Differenz
8 ,— 8 -, der Halbmesser der Centralstrecke o , so haben die
Kugelflächen nur einen Punkt gemein , berühren sich von
außen , oder innen . Der Berührungspunkt zweier Kugeln
liegt in der Centralen U . Uz . Die gemeinschaftliche
Berührungsebene der beiden Kugeln steht in dem
Berührungspunkte auf der Centralen schick 2 senkrecht .

VI . Die größere Kugelfläche schmiegt sich der Berührungs¬
ebene besser an als die kleinere ; letztere krümmt sich
demnach stärker . Vergl . Fr . 86 III .

VII . Ist die Summe der Halbmesser größer , und ihre
Differenz gleichzeitig kleiner als die Centrale ( II , lU ^ oj^
8 , — 8 ,2) , so schneiden sich die beiden Kugelflächen.

Die beiden Schnittkreise , welche eine durch die Centrale
gelegte Ebene in beiden Kugelflächen liefert , haben eine
gemeinschaftliche Sehne , welche von der Centralen senkrecht
halbiert wird und bei jeder Lage der Schnittebene dieselbe
Größe und denselben Schnittpunkt mit der Centralen hat ;
deshalb schneiden sich die beiden Kugeln in einem auf der
Centralen normalen Kreise (Fr . 181 XIV .) . — Vergl .
auch Fr . 242 XXII .

VIII . Haben zwei excentrische Kugelflächen einen Punkt
außerhalb der Centralen gemein , so schneiden sie sich in einem
Kreise ; haben sie einen Punkt der Centralen gemein , so haben
sie weiter nichts gemein .

246 . Wie ist die Kngcloberfläche zu berechnen?

I . Der Inhalt der durch die Umdrehung des Bogens
V8 — b , Fig . 221 S . 310 , um die Axe NX erzeugten
Kugelflächenzone nähert sich dem Inhalte des gleichzeitig
von der Sehne V 8 — s erzeugten Mantels des abgestutzten
Kegels um so mehr , je mehr sich der Bogen b seiner Sehne s
nähert ( Fr . 179 IV . ) , und je mehr er sich deshalb mit der

Sehne vertauschen läßt , je kleiner also der Bogen ist.
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Fig . 221 .

II . Zieht man den Halbmesser UD — u (Fig . 221 ) nach der
MitteD des Bogens VU , und macht man D8//V2 LIV
und VI // NV Uidl , so sind die beiden Dreiecke N8U
und llV gleichwinkelig (Fr . 71 VI . ) und deshalb ähnlich
(Fr . 156 I . ) ; daher ist 8D : ND ^ IV : DV ( Fr . 153 I . )

oder r : R — Ii : s , d . h . i>8 — Ub , wenn
D8 — r und VI — M — Ii gesetzt wird .
Darf man aber den Bogen d als gerad¬
linig auffassen , so ergiebt sich nach I . und

Fr . 238 IV . als Inhalt der Zone
2 — 2M -8 — 27rUb , d . h . ist die Höhe Ii

einer Zone r so klein , daß man den die

Zone erzeugenden Bogen b mit dessen
Sehne 8 vertauschen darf , so gleicht die Zone dem Mantel
eines geraden Cylinders (Fr . 225 II . ) , welcher mit der

Zone gleiche Höhe Ii und mit der Kugel gleichen Halb¬
messer R besitzt.

III . Teilt man den Bogen VU — b , welcher durch seine
Umdrehung um LIV die Kugelzone V8UU (Fig . 220 ) von
der Höhe W — II erzeugte , in n Teile , deren Projektionen
auf ^ LI mit b „ bz , dz . . . Ii „ bezeichnet werden mögen , so

erhält man den Inhalt 7, der Zone , als Summe von n kleineren

Zonen von den Höhen Ii, , I>z, Iiz . . . Ii„ , nach II . angenähert :

2 — 2, - j- ^2 ^ 2z ' ' ' - j -

27rU Ou -P - Iiz ^ bz li ^ ) 2/rUU .

Diese Formel wird um so richtiger , je größer u oder je
kleiner die Bogenteile werden ; bei noch so weit getriebener
Verkleinerung der Bogenteile und Vergrößerung der An¬

zahl derselben bleibt aber die ausgeführte Summierung
- >- Ii „ — U immer noch möglich und

liefert auch immer noch das nämliche Resultat . Daher giebt
die obige Formel / — 2aUII nicht einen angenäherten ,
sondern den streng richtigen Wert für den Zoneninhalt2 .

IV . Ganz die nämliche Schlußfolgerung paßt auch auf
die Kugelkappe k von der Höhe II ; daher ist auch deren Inhalt

>< 2EI .
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V . Jede Kappe und Zone gleicht demnach dem Mantel

eines geraden Cylinders , welcher mit der Kugel gleichen Halb¬
messer 8 . und mit der Kappe , oder Zone gleiche Höhe 11 hat .

VI . Der Inhalt 0 der ganzen Kugel fläche ergiebt sich
aus IV . , Wenn man 28 für II setzt ; 0 — 4 ^ 8 ?, d . h .

die Oberfläche jeder Kugel ist viermal so groß als deren

größter Kreis .
Da man auch 0 — 2 ^ 8 ( 28 ) schreiben darf , so gleicht die

Kugelfläche der Mantelfläche eines der Kugel umschriebenen
geraden Cylinders , im Einklang mit V .

VII . Den Inhalt des Kugelzweiecks IV mit dem

sphärischen Winkel vv
°

(Fr . 244 IV . und 243 IX .) erhält
man (wegen Fr . 210 I . , VIII . und X . ) aus der Proportion
Vp : 0 v °

: 360 °
, nämlich :
zv ^ n8 ?>v°

: 90 °.

VIII . Legt man durch die drei Eckpunkte 4 , 8 , 0 , Fig . 222

( S . 212 ) , eines Kugeldreiecks 4 .80 (Fr . 244 V . ) eine

Ebene (Fr . 182 I .) , so schneidet dieselbe die Kugelfläche in

einem Kreise Iv (Fr . 242 XVIII . ) ; jeder Pol 8 (Fr . 2431 . )
dieses Schnittkreises ist von den drei Eckpunkten gleichweit

entfernt (Fr . 243 VII . ) ; daher läßt sich 480 von dem einen

(mit 4 , 8 , 0 in der nämlichen Kappe 4808 , gelegenen )

Pole 8 , aus in drei gleichschenklige sphärische Dreiecke 488 „
808, , 048 , zerlegen .

Jede der drei Meridian - Ebenen , durch welche diese Zer¬

legung bewirkt wird , geht aber auch durch den zweiten Pol 82
und einen Eckpunkt des Scheiteldreiecks 4,8,0 , (Fr . 244 V.
und 211 III . ) , so daß zugleich auch das Scheiteldreieck vom

zweiten Pol 82 aus in drei gleichschenklige (Fr . 42 II .)
Dreiecke 4 ,8 ,82 , 8 ,0 ,82 , 0,4,I ^ zerlegtworden ist , und zwar
ist jedes dieser letzteren drei Dreiecke je einem der drei Drei¬

ecke des Urdreiecks kongruent ( Fr . 214 X . ; Fr . 42 II .,
243 IX . und 203 VI . ) .

Daher hat jedes Kugeldreieck 480 gleichen Inhalt mit

seinem (ihm symmetrisch -gleichen ) Scheiteldreiecke 4,8,0, .
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IX . Die Summe aus einem Kugeldreieck ^ 80 und einem
Hinterdreieck XV,8, (Fr . 211 II.) desselben ist (wegenVIII.)
dem Kugelzweieck ^ 6,^ ,8,^ — ^,0^ ,6^. gleich , welches
jenem Winkel ^ entspricht, welcher in beiden Dreiecken (als
Scheitelwinkel) vorkommt ; denn dieses Zweieck ist die Summe
aus dem Dreieck L.80 und dem Scheiteldreieck ^.,80 des
Hinterdreiecks V(!,8, .

X . Addiert man die zwei Kugelzweiecke L.8^,,611 und
6V0,80 , welche zu den zwei Winkeln X und 0 des Kugel¬
dreiecks L.80 gehören , zu den beiden Dreiecken ^ 80 und
H.,80, , welche nach IX . dem ( zu dem Winkel 8 — ^ ,80,
gehörigen) Zweiecke 8^8i08 — 8^ 8,0,8 gleichen , so erhält
man (vergl . VIII. ) als Summe das Doppelte des Dreiecks
X80 mehr als die über dem größten Kreise (nach
vorn zu) stehende Halbkugelfläche Daher ergiebt sich
aus VII . für den Inhalt v des sphärischen oder Kugel¬
dreiecks :

28 27^ ^ -s- 8 -j- 0) : 90 °,
oder v 7r8' (L. -s- 8 -fl 0 — 180°) : 180°.
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247 . Welche Formeln liefern den Inhalt der Kugel ?

I . Zieht man in dem Quadrat N ^ O (Fig . 223 ) von
der Seite R die Diagonale NIch den Quadranten ^ VO und
eine Strecke M//NO , welche den
Quadrant in V und die Diagonale
in II schneidet , so ist NV — NO — W
(Fr . 240 III . , 108 III . ) ; 2NII
^ 45 ° ^ ^ MN (Fr . 110 II . ,
62 I . ) , daher 2N — M (Fr . 73 I .)
und nach Fr . 170 I . :

2V ^ NV — 2N M .
II . Läßt man nun in Fig . 223 das Quadrat , das/X NIH

und den Quadrant ^ VO sich um NV drehen , so erzeugt
ersteres einen Cylinder , das Dreieck einen Kegel und der
Quadrant eine Halbkugel , deren Halbmesser II der Höhe und
dem Grundflächenhalbmesser des Cylinders und des Kegels
gleicht . Jeder auf N ^ normale Kugelschnitt (Fr . 242 V . )

hat den Inhalt -r . 2V — 7r ( W — Li/ ) , gleicht also dem
Kreisringe von der Breite IIH in dem durch das Dreieck NHO
erzeugten Hohlkörper , welcher auch entsteht , wenn man den
durch NUV erzeugten Kegel aus dem durch NOOV erzeugten
Cylinder herausnimmt .

Daher hat nach Fr . 227 IV . nicht nur die Halbkugel mit
jenem Hohlkörper , sondern auch jede Kugelschicht und jeder
Kugelabschnitt , welcher durch eine halbe Kreiszone / VV,/ „
bezw . einen halben Kreisabschnitt/VV erzeugt wird , mit der
zwischen denselben Parallelebenen enthaltenen Schicht des
Hohlkörpers gleichen Inhalt .

III . Als Inhalt der Halbkugel ( ^Iv) findet sich aus II .
nach Fr . 226 I . und 239 I . :

UV ^ -Ut ' lt — ^ 77ll' It ^ ^ 771^ .

Auch erkennt man leicht , daß der Cylinder , die Halbkugel
und der Kegel in II . sich wie 3 : 2 : 1 Verhalten .
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IV . Der Inhalt der ganzen Kugel ist
X — §77« ° - -- 10 « .

Die Kugel läßt sich also auch als eine Pyramide von einer
der Kugelfläche gleichen Grundfläche 0 — 477« ° (Fr . 246 VI .)
und der Höhe L auffassen (Fr . 232 IV .) .

V . Der Inhalt eines Kugelabschnittes 1 über dem
Kreis VVX8 (Fig . 220 und 223 ) vom Halbmesser 2V — r
und von der Höhe ^ 2 — ü ist ( weilXO — « und 20 — 2N
— 3 ^ « — ü ) nach ii . , Fr . 226 I . und 239 II . :

1 ^ 77« °ü — § 77b f« ° - fl « (« — k) - fl (L — Il)fl
77kfli — § 77Ü M ° — 3KIr - fl üfl ;

weil nun nach Fr . 170 II . , oder 163 I . 4,2 . 42 — 2V ,
d . h . ( 2« — ü) Ii — r °

, also 2« ü — r ° - flü ° ist , so wird :

l ' — §77(8« - ü)ü° — z77 (2k - fl2 )(k — 2)
°

— § 77(? - fl « b)ü ^ §77(3? - fl l? ) l, .

VI . Der Inhalt 8 einer Kugelschicht , deren zwei Kugel¬
kreise die Halbmesser 2V — r und 2,V , — r , haben und in
den Entfernungen LI2 — 2 — 20 und N2 , — — 2,0 ,
vom Kugelmittelpunkte auf der nämlichen Seite desselben
liegen, so daß also ü— 2 , — 2 die Höhe der Schicht ist , findet
sich aus II . nach Fr . 226 I . und 239 II :

8 — 77« °Ü - § 77Ü fl ? - fl 2,2 - fl 2°s
§77b f6 « ° — 22 ? — 22° — 22,2s .

Da nun aber — 22,
° — 22° — 22,2 — — 82 ,

° — 82° - fl

(2? — 22.2 fl 2.fl — — 32 .
° — 82° - flI ? (Fr . 169 II .) und

3 (« ° — 2 ,fl — 3r, °
, sowie 3 (« ° — 2°) — 3r ° ist , so wird :

8 — §77Ü (r,° fl - r° - fl §üfl .

Auf die nämliche Formel kommt man schließlich auch ,
wenn man den Inhalt der Kugelschicht nach V . als Differenz
des Inhaltes zweier Abschnitte berechnet .

VII . Den Inhalt I eines (von Z1V4LI , Fig . 223 ,
erzeugten) Kugelausschnittes findet man entweder als
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Summe seines Abschnittes (V .) und des (vom / X IIVX er¬

zeugten ) Kegels über dessen Kugelkreis , oder man faßt nach
IV . den Ausschnitt als einen Kegel von der Höhe It und einer

Grundfläche auf , welche seiner Kappe ü (von der Höhe
LX — ü ) gleicht . Man erhält dann (wegen Fr . 246 IV . ) :

VIII . Die über dem Kugeldreiecke XLO — 0 (Fr . 246 X .)
stehende , mit der Spitze im Mittelpunkte N liegende Kugel¬

pyramide hat nach IV . den Inhalt :
? ^ ^ -z7rR

°(X - f- 0 — 180 °
) : 180 ° .

IX . Der Inhalt eines Kugelkeils vom Winkel v °

(Fr . 246 VII .) hat den Inhalt :
IV — -r ^ vv

°
: 270 °

.

248 . Wie viel giebt cs regelmäßige Polyeder ?

I . Ein regelmäßiges Polyeder (eckiger Körper ) wird

von lauter kongruenten regelmäßigen Figuren begrenzt , die

in lauter kongruenten , gleiche Flächenwinkel besitzenden Viel¬

kanten aneinanderstoßen .
Alle Kanten eines regelmäßigen Polyeders sind gleich,

ebenso alle seine ebenen und alle seine Flächen -Winkel .

II . Wegen Fr . 229 VIII . und 113 II . können bei einem

regelmäßigen Körper
mit Dreiecken nur drei , vier , oder fünf Flächen ,
mit Quadraten nur drei Flächen ,
mit Fünfecken nur drei Flächen '

in einer Ecke zusammenstoßen .

Es giebt also nur fünf regelmäßige Polyeder .

III . Das (regelmäßige ) Tetraeder wird von vier gleich¬

seitigen Dreiecken begrenzt , hat vier Ecken und sechs Kanten .

Vergl . Fr . 228 IX .

IV . Das Hexaeder gleicht dem Würfel (Fr . 217 VII .) .

V . Das Dodekaeder wird von zwölf regelmäßigen

Fünfecken begrenzt , hat zwanzig Ecken und dreißig Kanten .
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VI . Das Oktaeder wird von acht gleichseitigen Dreiecken
begrenzt , deren je vier in einer der sechs Ecken zusammen¬
stoßen ; es hat zwölf Kanten und läßt sich in zwei gerade
vierseitige Pyramiden mit quadratischer Grundfläche zerlegen.

VII. Von den zwanzig gleichseitigen Dreiecken des Iko¬
saeders stoßen je fünf in einer der zwölf Ecken zusammen.
Seine Kantenzahl ist dreißig .

VIII. In jedem regelmäßigen eckigen Körper giebt es
einen Mittelpunkt , von welchem aus sich der Körper in
so viel kongruente regelmäßige Pyramiden zerlegen läßt, als
er Seitenflächen hat.

IX . Vom Mittelpunkte jedes regelmäßigen Körpers aus
läßt sich eine Kugelfläche durch die sämtlichen Ecken , eine
zweite durch die Kantenmitten und eine dritte durch die
Mittelpunkte der Seitenflächen legen . v»nlp,,,s
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