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Fr. I6S—löö . Siebentes Kapitel . Flächeninhaltebener Figuren. 187

VI . Ist ml . 180°
, so giebt es unzählige

Lösungen , weil die Lage von 8 und von 88 nicht be¬
stimmt ist.

Bergl . Fr. 88 IV. und Fr. 104 II . bis IV.

Sieöentcs Hapitel.

Gleichheit, Proportionalität und Ausmessung des
Flächeninhaltes ebener Figuren .

166. Wenn sind Parallelogramme und Dreiecke inhaltsglcich ?
I . Dreiecke 888 und LOL (Fig. 148) , ebenso Parallelo¬

gramme 886II und 86X8 , welche zwischen Parallelen Vit
und 60 liegen, haben gleiche Höhe (Fr . 159 I . , 108 XIII .) .

II . Dreiecke und Parallelogramme von gleicher Höhe
lassen sich zwischen Parallelen legen (Fr . 108 XIII.) .

III . Parallelogramme8868 undL6X8 (Fig 148) über
gleichen Grundseiten (68 — X6) und von gleicher Höhe sind
inhaltsgleich (vergl . Fr. 66 IV . ) .
Bew. Legt man die Parallelogrammezwischen Parallellinien

X6 und 00 so , daß 68 an X6 stößt und die
Parallelogramme außer einander liegen , so ist :
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^L ^ 88 -s- 88
— 88 -s- 88 — 88 (Fr . 20 VIII. , 108III.)

88 — 86 (Fr . 108 III .)
888 - 681 . (Fr. 62 I .)
888 l-X / >. 688 ( Fr. 80 II . ) ;

ferner : 86 — 68 (Vor.)
68 - 88 (Fr. 108 III .)

/ . x68 - /ch888 (Fr . 62 I .)
/X86H ^ 688 (Fr . 80 II .)

L 888 / X 868 - /X 688 -P- /X 688 (Fr . 20 VIII .)
L868 — 8688 (Fr . 2Ö

"
l8)

"
8868 — /X868 — 8688 — XX868 (Fr . 20 VIII.)

8868 — 8688 (Fr. 20 II .) .

IV. Dreiecke 868 und 688 (Fig . 148 ) von gleicher
Grundseite (86 — 68 ) und gleicher Höhe sind inhalts¬
gleich , da sie nach Fr . 108 II . die Hälfte der gleichen
Parallelogramme 8868 und 8688 sind.

V . Gleiche Parallelo-
_ t "

gramme und gleicheDreiecke
/ haben bei gleicher Höhe

/ / auch gleiche Grundseiten ,
)
/ . bei gleichen Grundseiten

aber auch gleiche Höhen
8 - ^ (HI- , IV.) .

Ng . i49 . VI. Zieht man durch
einen Punkt 8 der Diago¬

nale ^.v eines Parallelogramms ^ .688 (Fig . 149 ) zwei
Parallele 88 und 88 zu den Seiten, so zerfällt das Parallelo¬
gramm in vier mit dem Ganzen gleichwinkelige Parallelo¬
gramme , von denen die zwei um die Diagonale liegenden
L.888 und 8888 ähnlich sind ; die beiden anderen 8886
und 8888 heißen die Ergänzungen (Komplemente)
der elfteren und sind inhaltsgleich .
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Da nämlich ^ I.k>X ^ ? O ? und ^ / I. ? kv
(Fr . 62 I .) , so ist / X X? ? ^ ? ? 0 (Fr . 156 I .) und
d ? 8 ^ k ? VX (Fr . 108 I . und 150 I . ) .

Zieht man ferner von den nach Fr . 108 I . kongruenten
/X/X XOü und OLL die ebenfalls kongruenten /X XX Xll ?
und ? 8X, k ? 0 und IM ? ab , so bleiben die (wenn auch nicht
stets kongruenten , so doch sicher) gleichen Parallelogramme
? ? ? 6 und 8? M übrig (Fr . 20 VIII .) .

VII . Weil in VI . / X HI.? ^ / X ? ? 0 , so ist ? ? :
^ ? 0 : I- ? , oder auch ? ? -. ? 8 ^ ? X : ? ? (Fr . 108 III .)
und ? ? . ? ? — ? 8 . ? !1, d . h . es sind die Produkte der auf
derselben Seite der Diagonale DX gelegenen Abschnitte der
Parallelen IM und 8? gleichgroß. — Vergl . Fr . 161 I .

VIII . Zwei Parallelogramme ? ? ? 6 und 8? M (Fig . 149 )
( oder zwei Dreiecke ? ? ? und 8? X , Fr . 108 II .) , welche in
einem Winkel ? übereinstimmen (also zwei Rechtecke stets) ,
sind inhaltsgleich , wenn die Produkte aus ihren jenen
Winkel ? einschließenden Seiten gleich sind .

Legt man die Parallelogramme so an einander , daß die
Winkel ? Scheitelwinkel werden , und verlängert d und ? 8 ,
0? und IM , bis sie sich in X und I ) schneiden , und zieht
man ? X und ? 0 , so ist X ? — 8? und 0 ? — X?
(Fr . 108 III .) , und man erhält aus der vorausgesetzten
Gleichung 8? . X? — ? ? , - ? ? , nach Fr . 20 IV . X? . 0 ?
— ? ? . ? ? , also XD : ? D — ? ? : v ? . Da außerdem
/ X XD? ^ XX ? ? v (Fr . 63 I .) , so ist / X XD ? ^ / X ? ? 0
(Fr . 156II .) und xX DX? ^ XX ? ? v ( Fr . 153 I .) . Weil
aber auch XX DX ? — / X 8? X (Fr . 62 I .) , so ist weiter
^x, 8? X — xX ? ? 0 (Fr . 20 V .) und deshalb muß X? ü
eine Gerade sein (Fr . 43 .) , nämlich die Diagonale des
Parallelogramms XOVL ; demnach ist endlich :

D? ? 6 8? M (VI . ) .
IX. Zwei Parallelogramme (deshalb auch zwei Dreiecke,

Fr . 108II .) sind inhaltsgleich , wenn die Produkte aus Höhe
und Grundseite gleich sind (Fr . 20 IV .) ; denn jedes der
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beiden Parallelogramme gleicht dann nach III . dem Rechtecke ,
welches dieselben Höhen und Grundseiten hat , die beiden
Rechtecke aber sind nach VIII. inhaltsgleich .

X . Die der Grundseite gegenüberliegenden Seiten solcher
Parallelogramme, welche gleichen Flächeninhalt und eine
gemeinschaftliche Grundseite haben , liegen in einer zur Grund¬
seite parallelen Geraden .

XI. Die Spitzen aller Dreiecke von gleichem Flächen¬
inhalte , welche sich über der nämlichen Grundseite zeichnen
lassen , liegen in einer zu dieser Grundseite parallelen
Geraden .

167. Wenn lassen sich zwei Parallelogramme unmittelbar
addieren und subtrahieren ?

I. Stimmen zwei Parallelogramme XWI ' und X66V
in einer Seite X6 — u (Fig . 160 und 151) und einem

Fig . iso. Fig . isi .

Winkel vv überein , so lassen sich dieselben mit dieser gleichen
Seite Xv so an einander legen , daß (entweder wegen
Fr. 107 I. und 40 , oder wegen Fr . 31 ) die anstoßenden
Seiten Xv und XI) in eine Gerade fallen . Daher ist ihre
Summe und ihre Differenz ein Parallelogramm von dem
nämlichen Winkel v und der nämlichen Seite a , dessen zweite
Seite vv aber in Fig . 150 die Summe Xv - s- Xv , in
Fig. 151 dagegen die Differenz Xv — Xv der anderen
Seiten XI' und Xv der beiden Parallelogramme XLVV
und X66V ist.
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II . Bezeichnen wir der Kürze halber ein aus den Seiten
X6 — a und ^ 0 — b konstruiertes Rechteck ^ 80v mit
XkstXV oder a , b st dann läßt sich der auf zwei Recht -

ccke angewendete Satz I . kurz so schreiben :

^a , b § - s- ^ u , o I —
und § a , d I — — Ikl, (d — «) (

III . Umgekehrt ist auch
>a , (b -s- o) — ^a , d > - s- > il ' 6 !

und a , (b — o) — I a. , b - ! 3. , 6

IV . Ein über der Seite a konstruiertes Quadrat wäre

nach II . durch stksstsst zu bezeichnen , möge aber kürzer durch
m bezeichnet werden .

> >
<7 !

I

168. Welchen Inhalt besitzt die von einer Strecke bei ihrer
Parallelverschiebung in einer Ebene erzeugte Figur?

Bewegt sich eine Strecke ^ 8 — a , Fig - 152 , von unver¬

änderlicher Länge (wie in Fr . 55 II . ) parallel zu sich selbst
in einer Ebene an einer krummen
Linie 86V hin , ohne denselben
Teil der Ebene wiederholt zu !

überstreichen , so erzeugt sie eine

gemischtlinigeFigur ^ LOVLV , L-
deren Inhalt dem des Rechtecks
aus der Strecke ^ .8 und dem
von ihr in der zur Strecke ^ 8
senkrechten Richtung zurück¬
gelegten Wege 8tz — <g gleicht .

Von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt man sich
sofort , wenn man die Figur H.8 <MV abschneidet und auf der
andern Seite als 8VVVO ansetzt (Fr . 62 V . , 108 XIII . ) .

Fig . 1S2 .

169. Wie groß sind die Quadrate über der Summe und
Differenz zweier Strecken, ferner die Differenz zweier Quadrate ?

I . Das Quadrat über der Summe (a- s- b ) zweier Strecken
a und b besteht aus der Summe der Quadrate über den
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beiden Strecken und dem doppelten Rechteck aus den beiden
Strecken *). Nach Fr . 167 111 . und IV . , sowie Fr . 20 XI .
ist nämlich :

ffff - ff 1( 3 ff - d ) , ( 3 -ff - b ) 1

— 1( 3 ff - b ) , sj - s- j( 3 -ff- b ) , b l

^ ff^ , 3 s ff— ^ 1 3 , b 1 ff- 1b , b 1^
13, 1 ff — 2 1 3 , b 1 ff — ! b ff

11 . Das Quadrat über der Differenz 3— d zweier Strecken

g, und b ist gleich der Differenz zwischen der Summe der
Quadrate über beiden Strecken und dem doppelten Rechteck
aus ihnen. Aus Fr . 167III . und IV . nebst 20 XI . folgt ja :

— >0 — b) , (3 — b)13 — b

— 1( 3 —- b ) , 3j — ( 3 — b ) , b l

— ff 3 , 3 1 — 1b , 3 >j — n 3 , 171 — mn
— m ff - m — 2 ! 3 , b !.

III . Die Differenz zweier Quadrate ist gleich dem Rechteck
aus der Summe und der Differenz ihrer Seiten **

) . Denn

wegen Fr . 20 XI . und nach Fr . 167III . und IV . ergiebt sich :

1( 3 ff - d ) , ( 3 — bp j(3Vffb ) ff3j — I(3ff^d)ffbj
! i»! ff^ >Ht >1^ ^ laffb l ff- lffffbl ^

3 > — I b ff

170. Welche Sätze gelten von den Quadraten über den Seiten
eines Dreiecks und über der Projizierenden?

I . Im rechtwinkeligen Dreieck ist das Quadrat über der

Hypotenuse Xk — ü gleich der Summe der Quadrate über
den beiden Katheten XO — 3 und L6 — b (vergl . Fr . 160III ) .

*) Die drei Sätze I . bis III . . welche sich mit einer Fig . 14g ähnelnden
Figur auch leicht rein geometrisch beweisen lassen , sind die Seitenstiicke zu den
drei arithmetischen Sätzen : (a -p b)? — »e 2ai>ff- d-',

(a — i>)2 — a- — 2ab ff- de und
a- — de — (a -s- d) (a — d) .

Ähnliches gilt von den Sätzen in Fr . 170 in Bezug aus die Sätze in Fr . ISS.
Vergl. auch Fr . 177 V.

**) Der Satz läßt sich auch unmittelbar beweisen , durch Jncinanderlcgen
der Quadrate .
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Beschreibt man überall das Quadrat )I666 (Fig . 153 ) ,
fällt man von 6 und 6 Senkrechte 6L und IW auf die
verlängerte 66 , darauf von ^
und 6 Senkrechte und 66
auf 66 , so sind die Winkel v,
ll>,u und n gleich (Fr . 71VI . ) ,
weil ihre Schenkel der Reihe
nach auf einander senkrecht
stehen. Die rechtwinkeligen
QQ ^ 60 , L.6N , 666 und
666 , welche außerdem noch
in den Hypotenusen ^ ,6 — ^,6
— 66 — 66 übereinstimmen
(Fr . 108 VII . ) , sind deshalb kongruent (Fr . 81 II .) ; daher
ist DI — VO und 66 - ^ 66 ^ 60 ( Fr . 67 II . ) , oder es
sind MILO und 666L die Quadrate über ^ 6 und 66 ^ 60
(Fr . 108 VII . ) . Schneiden wir nun die beiden Dreiecke
lt,6N und 666 Von L.666
ab und setzen sie als ^ 60
und 666 an den Rest
^ LI666 wiederan , so wird :
ll666 ^ N60 > 66OL
(Fr . 20 II . ) , oder

ich) — ^ - f- m .
Dieser Satz heißt der Ng. is4.

PythagoräischeLehrsatz .

II . Im rechtwinkeligenDreieck ist das Quadrat über der

Projizierenden (M — p (vergl . Fig . 154 ) gleich dem Recht¬
ecke aus den Projektionen — x und >' 6 — v der
Katheten :

!—! — ^ ^ (8v - 1691 .)

^ ^ 1̂ ! ^ ! n,! -i- !-v ! ! ^ !Ä ) ( i -)
ch > — I_^ > — ^ l P-! (Fr . 20 VIII. ) .

Zetzsche , Geometrie. 3 . Slufl . 13
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III . Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat über
einer Kathete ^ 0 — a (Mg - 154) gleich dem Rechtecke aus
ihrer Projektion iVX — x und der Hypotenuse ^V8 — g . —
Vergl . auch IX.

^g.) — m -j- ^ — jx . zrj - j- >X,x !
— ^ LH (l -> n - ; Fr . 16 ? n .) .

IV. Liegt die Dreiecksseite 6 einem spitzen Winkel 6
gegenüber, so ist das Quadrat über ihr gleich der Differenz
zwischen der Summe der Quadrate über den beiden anderen
Seiten a. und b und dem doppelten Rechteck aus der zweiten
Seite n und der Projektion 08 — g der dritten Seite b ans
die zweite n.

^ X ' <7

Ng . iss. Fig . ne .

Die Projizierende ^.8 — p trifft die Seite 08 — a in 8
und zwar liegt 8 zwischen 0 und 8 , wenn /^ 8 << 90°

(Fig. 155) , dagegen außerhalb 80 (Fig . 156) , wenn > 6
> > 90° ist (Fr . 71 V.) ; im elfteren Falle ist 88 — a — g,
im anderen 88 — y — a .
_ Nun ist nach I . und Fr. 169 II. :

— HI -f- HI — .
j o j --- IM -l- I.P.I

^ j Î I-f- Io .!- 2 ^ 1j j HI- Iü.!j
— !_̂ I ^ sb.! — 2 a . gl .

^ Bei > 8 — 90°
endlich ist <1 — a , also 88 — 0 und

1̂ ,1 ^ Î I ^ HI — 2 m jaj , wie es I .
verlangt.

V . Liegt die Dreiecksseite b ( Fig. 156 ) einem stumpfen
Winkel 8 gegenüber, so ist das Quadrat über ihr gleich der
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Summe der Quadrate über den beiden anderen Seiten und
dem doppelten Rechteck aus der zweiten Seite a und der
Projektion 66 — k der dritten Seite e auf die zweite a .

Die Projizierende 1e6 — p trifft 06 in 6 außerhalb 06
(Fr . 71V. ) ; daher ist 06 — Ir - st g, und nach I . und Fr. 1691 . :

— ^ - st ^ - ststkst - st2 ^ ,kst
— ^ -st A -st 2 ! u , lr I.

Ist — lp ü -j- kl

VI . In I . , IV . und V . liegt eine weitere Entwickelung
von Fr . 78 II.

VII . Ist das Quadrat der Seite ü eines Dreiecks gleich
der Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten o, und b,
so ist der ü gegenüberliegendeWinkel 0 ein rechter, weil sonst
nach IV-, oder nach V . sstj ^ sstj -j- sst sein müßte.

VIII . Aus I . findet sich in Berücksichtigung der An¬
merkungen zu 159 I . und 169 I . eine weitere Lösung der
Aufgabe in Fr. 143 . Fällt man von ^ und 6 , Fig . 128,
die Senkrechten ^,1 — p» und 62 — p,, auf 6 und stehen
deren Fußpunkte um 21 — A von einander ab , während U
von p^ um IN— x , von pb um 2N — ^ — § — x entfernt
ist , dann hat man

XU
' ^ g? — pst -stx ^ und

ZU — I? — ss—ust ^ pst -st / — pst -st jss —xjst
l» - j/llst ^st^ I^ ^ ^

woraus sich x durch Rechnung finden läßt.
IX. Wie III . mit Fr . 160 IV . bezügl. der Werte ^

und l? übereinstimmt , so folgt aus III . auch ferner , daß in
Übereinstimmung mit Fr . 160 V. (vergl . auch Fr. 161VIII . ) :

8 _ fü , x j — b , (k — >UNd
H ! ^ Ib ! — I ü , (b — x) I .

Ebenso findet sich aus I . und Fr . 169 III . noch :
I N ^ ^p I ^6 I I kl —j- b , II — b I ,

Was schon in Fr. 160 IV . liegt und in Fr. 16^ IX . benutzt
worden ist.

IS '
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X . In jedem Dreieck 460 , Fig . 126 S . 142 , ist die
Summe A - s- HI der Quadrate über zwei Seiten gleich
der Summe aus dem halben Quadrate der dritten Seite

und aus dem doppelten Quadrate der zu o gehörigen
Mittellinie OL — w .

Wäre KO (wie in Mg . 126 S . 142 ) , so wäre / . 6
< ^/4 (Fr . 73 III . ) , somit / /6 < 90 °

(Fr . 71 I .).
Deshalb liegt der zufolge Fr . 71V . von 6 aus nach 4 hin
fallende Fußpunkt I » der Höhe b, — 00 von 8 aus noch
jenseits der Mitte L der Seite o , weil doch nach Fr . 112X .
1)4 0 V6 , also 1)4 O 146 sein muß . Mag daher 64
von 06 aus jenseits OL liegen, oder zwischen 06 und 06 ,
immer ist / . 6LO > 90 °

(Fr . 69 VII . ) und / /460090 °

(Fr . 39IV . ) . Für die Projektion VL — s der Mittellinie w,
die Seiten o und s und die Strecke w des Dreiecks 660
besteht daher nach V . die Gleichung :

Ol > I -s- 2 ;
ebenso für die Seiten des Dreiecks4L0 nach IV . die Gleichung :

— j zo )
- s- > — 2 L0,6 I .

I. s
b

Deshalb ist nach Fr . 20 Vlll . , und weil ^ e

!o ! ^ HI ^ 2 ^ .
Wäre dagegen h — u , so fiele L auf O , und es wäre

VL — s — o , 0L — OL und in Übereinstimmung mit I.
immer wieder :

lol >H ^ zo - j- m
XI . Sind in X . die Punkte 4 und 6 und somit auch

46 — o gegeben und liegt 0 auf einem um L mit dem Halb¬
messer in geschlagenen Kreise/so ist die rechte Seite der in
X . gefundenen Gleichung bekannt und demnach die Summe
o - s- sb) unveränderlich , wenn 0 auf dem Kreise fortrückt .

Nach I . darf diese Summe — t gesetzt werden. Dem¬
nach muß

der geometrische Ort (Fr . 74 XVII . ) eines Punktes,
für welchen die Summe der Quadrate der Abstände a und b
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von zwei gegebenen Punkten ^ und 8 einem gegebenen
Quadrate ^ gleicht , ein Kreis sein , welcher um die Mitte
8 von V8 — e mit dem Halbmesser m zu schlagen ist , für
welchen U sein müßte .

Nach Fr. 20 VI. und nach Berücksichtigungvon Fr . 177 V.
ließe sich der Halbmesser m aus

ausrechnen .
Wäre in einem besonderen Falle iii — ^e , so erhielte man

man m — !H — 8 -ch- !H und käme somit auf I . zurück .

171. Wie verwandelt man eine Figur in eine inhaltsgleiche ?
I. Zieht man in einem ebenen Vieleck V86V8 (Fig. 157 )

eine Diagonale VO und zu dieser durch 8 eine Parallele 88 „
bis sie die verlängerte 1)0 in 8,
schneidet , dann ist / X ^ 8rO —
7XV86 (Fr . 166 IV . ) , daher
auch V8,V8 ^ L.60V8 , ^.8,V8
hat jedoch eine Seite weniger
als L8008 .

II . Durch Wiederholung des
in l . beschriebenen Verfahrens läßt
sich jedes Vieleck endlich in ein in¬
haltsgleiches Dreieck verwandeln .

Ftg. iss

/> /

III. Will man ein Dreieck L88 (Fig . 158) in ein flächen¬
gleiches Parallelogramm verwandeln , so halbiere man
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eine Dreiecksseite LL in II und ziehe LO//LL , L () //ssiu
Dann ist nach Fr . 108 1 . und 166 IV . :

LtzLU — 2 / XLLU — / X LLL .
IV . Um ein Parallelogramm LL6U (Fig . 158 ) in ein

anderes flächengleiches zu verwandeln , welches einen vor¬
geschriebenen Winkel v enthält , ziehe man durch I? und 0
die Geraden LL und 6V, , so daß ^ 6LL ^ / . L (L
— wird , und verlängere LU , bis sie LU und 6U in X
und U schneidet . Dann ist LL6U — LL6U (Fr . 16 61 . u . III .) .

In ähnlicher Weise läßt sich die Aufgabe bei einem
Dreieck lösen .

V . Ein Parallelogramm ULLO (Fig . 159 ) verwandelt
man in ein anderes flächengleiches mit einer vorgeschriebenen

SeiteLU , indem man
^ ^ LU als Verlängerung

von UL anträgt , durch
u zu LL eine Parallele
LUV zieht , bis diese
die verlängerte OL in v
schneidet , darauf OU
verlängert , bis sie die
verlängerte DL in L.
schneidet , und endlich

durch ^ zu OL eine Parallele legt , welche die verlängerten
LL und DU in 8 und U schneidet . Dann ist ULLO — 8LM
(Fr . 166 VI . ) .

VI . Will man ein Vieleck in ein flächengleiches Quadrat
verwandeln , so verwandle man es zunächst nach II ., III . und
IV . in ein Dreieck , Parallelogramm und Rechteck, indem man
in IV . — 90 °

wählt ; konstruiert man dann zu den
Seiten x und ^ dieses Rechtecks die mittlere Proportionale p
(Fr . 164 III . ) , so ist nach Fr . 170 II . jZ — ! x . v .

172 . Wie addiert und subtrahiert man Vielecke ?
I . Verwandelt man die Vielecke nach Fr . 171 II . bis V .

in Parallelogramme von derselben Seite a und demselben
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Winkel so lassen sie sich nach Fr . 167 I . addieren und

subtrahieren .
II . Soll die Summe , oder die Differenz der Vielecke ein

Quadrat sein, so muß man die Vielecke nach Fr . 171 VI . in

Quadrate verwandeln .
Trägt man dann die Seiten 0 ^ . — n und 06 — b

Mg . 154 S . 193 ) zweier Quadrate auf den Schenkeln
eines rechten Winkels vom Scheitel 0 aus auf , so erhält man

eine Hypotenuse ^ .6 — 1», für welche nach Fr . 170 I .

^ ^ ^ - s- m ist .

Zu ' b addiert man in gleicher Weise das dritte Quadrat j es ic .

Schlägt man dagegen über der Seite ^ 6 — ll des ersten

Quadrats als Durchmesser einen Halbkreis und schneidet

denselben in 0 mit einem aus X mit dem der Seite L .6 — n

des zweiten Quadrates gleichenden Halbmesser geschlagenen

Kreise , so ist (Fr . 170 I .) ^ ^
!ch_!

" !ch_!
—

Zu demselben Ziele würde es (nach Fr . 169 III .) führen ,

wenn man zunächst ein Rechteck mit den Seiten n — (b - stn )

und v — (ü — a ) bildete und dieses noch in ein Quadrat j bs

(Fr . 171 VI . ) verwandelte . — Vergl . Fr . 170 IX .

173 . Wie verhalten sich die Flächeninhalte zweier Parallelo¬

gramme ?
I . Teilt man die Grundseite VO eines Parallelogramms

( Fig . 160 ) in n gleiche Teile — M — - - -,

und zieht man durch die Teil¬
punkte Parallelen zu X6 , so
zerfällt6 in n kongruente
Parallelogramme X68X —

(Fr . 108
XIII . und 109 I . ) . Es ist
also :

k — nx oder p — 6 : n .
II . Teilt man die Höhe

XX eines Parallelogramms Mg , ig„ .

iV § IV

XvV x v XL
'

!

v x x
X X
X X X x ^ I' ^

V ' ' -
V X
V X '

X X
X V
X X
X X
X V

- !

!

V X
V X

X X >
X X

r !
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? — ^860 (Ng - 160) in n gleiche Teile XV — V2 — . .,
und zieht durch die Teilpunkte Parallelen zur Grundseite

so zerfällt k in u kongruente Parallelogramme llllOll
^ LLllk' - - - - ^ x ' (Fr . 111VI . , 109 I . ) . Es ist also
k — ux ' oder p ' — ? : n.

III . Zwei Parallelogramme k , und ?z von gleicher Höhe Ii
verhalten sich wie ihre Grundseiten A, und §2-

Sind die Grundseiten kommensurabel (Fr . 144 II .) , ist
z . B . A, — xiu und Az ^ im, so kann man nach I. k , in x
Parallelogramme p, von der Höhe ll und der Grundseite w,
? 2 aber in i Parallelogramme pz von der Höhe ll und der

Grundseite m zerlegen ; daher ist p, — pz (Fr . 166III . ) und
V- : IV m xp> : )'p2 ^ xm - illl ^ A, : Az .

Sind die Grundseiteninkommensurabel und etwa A, —xw,
dann ist imO A (i -^ 1 ) m, aber wegen Fr. 166 III.
auch k . ^ xp und (l -^ 1 ) l>, also :

,1 ^
X X

und
X X

d . h . Az -. A, und IV : ? , haben immer dieselben Grenzverhält¬
nisse ; daher ist (ähnlich wie in Fr . 148 I .) auch hier k, : ?z
^ L. - A .

IV . Zwei Parallelogramme k, und IV von gleicher Grund¬
linie A Verhalten sich wie ihre Höhen ll , und llz.

Der Beweis ist genau so wie in III . zu führen , nur hat
man anstatt I . den Satz in II . zu benutzen.

V . Zwei Parallelogramme k , und IV verhalten sich wie
die Produkte aus ihren Grundlinien A , und Az und ihren
Höhen ll, und llz.

Konstruiert man noch ein drittes Parallelogramm IV mit
der Höhe dz — ll, und der Grundlinie Az — Az , so ist nach
III . und IV . :

und r . , ».
1 -- A IV llz

^4 — s - . dz §-d,
lv IV gz llz Azllz

daher
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/ _ / /

VI. Zwei Parallelogramme^ !^ '!' undLLXI ) (Fig . 161) ,
welche in einem Winkeln übereinstimmen , verhalten sich wie
Produkte aus den diesen Winkel
einschließenden Seiten. Legt man
nämlich die Parallelogramme so
an einander , daß die
Scheitelwinkel werden , und ver¬
längert b"! und OX , bis sie sich ^
in 6 schneiden , so ist nach III . :

vv -vr — 1^ 1^X6
I' .VXO

"
,VX

' X .4XI)
folglich wegen Fr . 20 VIII . :

k'DL .D — I.L 'IVV ^ V.4 . VV
Iv .VXI)

"
.VX älv

^
.4X . VX

Fig. 16 t .

'IW
" Ix '

174. Wie verhalten sich die Flächeninhalte zweier Dreiecke ?
Da jedes Dreieck die Hälfte eines Parallelogramms ist

(Fr . 108 II . ) , so Verhalten sich zwei Dreiecke :
I . bei gleicher Höhe wie ihre Grundlinien (Fr. 173 III . ) ;

II . bei gleicher Grundlinie wie ihre Höhen (Fr. 173 IV . ) ;
III . bei verschiedenen Höhen und Grundlinien wie die Pro¬

dukte aus den Höhen und Grundlinien (Fr. 173 V. ) ;
IV. bei Übereinstimmung in einem Winkel wie die

Produkte aus den diesen Winkel einschließenden Seiten
(Fr. 173 VI .) .

175. Wie verhalten sich die Flächeninhalte ähnlicher Figuren?
I. Ähnliche Dreiecke v und IV Verhalten sich wie die

Quadrate (vergl . Fr . 19 V.) ähnlich liegender Seiten b und
b ' (e und e') , oder ähnlich liegender Strecken s und V .

Weil WW — und b : b ' — o : v' — 8 : 8 ' (Fr . 1531 . ,
154 II . ) , so ist nach Fr . 174 IV . :

v — d Z — b
.

b / s V
v ' ^ b '

'
e ' ^ b '

'
b ' ^

V b' / ^
V s ' / ^

(b')^ (s')° '
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II . Ähnliche Vielecke V, und Vz (und ebenso krummlinige
sowie gemischtlinige Figuren , Fr . 153 II . ) Verhalten sich wie
die Quadrate ähnlichliegender Seiten und Lz, oder ähnlich¬
liegender Strecken 8 , und s, .

Zerlegt man die beiden u -ecke von zwei ähnlichliegenden
Punkten aus in je u Dreiecke Ich, vz , vz . . . v ^ und Ich '

, Ich',
vz ' . . . Ich' über den Vielecksseiten b„ e, rc . und u, , b >, vz rc.,
so ist nach I . und Fr . 153 I . :

V. — Ich -j- Ich - j- vz - s- " ' Ich

Vz — o, ' vz' 4 - v -
' ^- >- v.'

Nun ist : bz : b , — uz : u , (Fr . 153 I .)
dz _ - ^ _ / Az ^ 2

_ Nz (Fv. 19 V. UNd
b?

^ l. ch -
^ "

n? 20 VIII . )
k? : I)/ — vz vz'

, o, : v .
' ^ u? : w? (I .)

vz - vz ' ^ - v . : v . ' (Fr . 20 IV .)
vz : v . ^ vz' : v, ' (Fr . 147 V . ) .

Ebenso ist : vz : Ich — vz ' : v, ' rc .,
daher nach Fr . 20 VIII . auch

Vz 0 ? u? s?
'

III . Werden über den Seiten u, d , ü eines rechtwinkeligen
Dreiecks ähnliche Figuren Ich , Ich und V,, beschrieben , so ist
die über der Hypotenuse Ir beschriebene Ich gleich der Summe
der Figuren Ich und Ich über den Katheten u und b.

Ich : Ich ^ : !? , Ich - Ich ^ : I? ( II . )
( I '. v, ) - Ich — (u- - j- 1? ) : I? - - 1 (Fr . 160III . )

Ich ^ Ich — Ich.
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IV . Um sowohl, wie in einen Kreis beschriebene ähnliche
Figuren verhalten sich wie die Quadrate der Halbmesser
ihrer Kreise (II . ) , weil diese Halbmesser ähnlichliegende
Strecken sind .

V . Regelmäßige Figuren von gleicher Seitenzahl
(Fr . 154 IV . ) Verhalten sich wie die Quadrate der (ähnlich¬
liegenden) Halbmesser der eingeschriebenen oder umgeschrie¬
benen Kreise .

VI . Für das demselben Kreise eingeschriebene und
umgeschriebene u - eck und 1̂ hat man nach II . und
Fr. 163 III . :

176 . Welche Figur benutzt man als Maß für die Figuren?
I . Als Flächeneinheit , d . h . als Maß für die Figuren ,

wählt man das Quadrat über der Längeneinheit ( 1 Meter
oder Stab , Fr . 146III . ) und nennt dasselbe ein Quadrat¬
meter oder einen Quadratstab ( IsU" — 1 ^ ) -

II . Die Zahl, welche angiebt , wie viel Quadratmeter eine
Figur enthält , heißt die Flächenzahl derselben.

Damit die nachfolgenden Formeln den Flächeninhalt in
Quadratmetern liefern , sind die in ihnen Vorkommmenden
Maße in Metern einzusetzen .

III. Wollte man nicht das Meter als Längeneinheit
benutzen, sondern z . B . das Centimeter , so würde die Flächen¬
zahl auch den Inhalt in Quadratcentimetern (vergl . die
Tabellen I und II im Anhänge) angeben.

Stets aber müssen die in Fr . 177 bis 179 für die Aus¬
messung verwerteten Strecken in einer und derselbenLängen¬
einheit ausgedrückt sein , dürfen also nie mehrfach benannte
Zahlen sein.
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177. Wie findet man den Flächeninhalt eines Dreiecks und
eines Vierecks*).

I . Die Flächenzahl eines Quadrates ist das Quadrat
(vergl . Fr . 19 V .) der Längenzahl a seiner Seite a , weil nach
Fr . 175 II . 1̂ : 1HÜ" a' : 1? — a' ist , also :'

— cst . IsU " — a' lü " .
II . Ist die Seite des Quadrates IO"'

, 100 " re . , so ent¬
hält das Quadrat (10 ' --- ) 100ID "

, (100 ' ---- ) lOOOOd) re.
III . Ist die Seite des Quadrates 0,1 "

, 0,01 " rc . , so ent¬
hält das Quadrat (0,1 ' - --) 0,01lD "

, ( 0 .01 ' ^ ) OchOOlsHrc .
IV . Die Flächenzahl eines Rechtecks ist das Produkt

aus den Längenzahlen a und b von zwei nicht- parallelen
Seiten a und b ; weil nach Fr . 173 VI . H/b >: 1H)" —
ab : 1 . 1 — ab ist, so wird :

IHH — ablD " .
V. Kürzer sagt man : der Flächeninhalt eines Recht¬

ecks ist dasProdukt aus dessenbeidenSeitenaundb .
In ähnlicher Weise Pflegt man auch die Sätze über den

Inhalt des Quadrates (I . ) und anderer Figuren (VI . bis IX .,
Fr . 178 und 179 ) kurz
auszusprechen. Vergl. die
Anm . zu Fr . 159 II . und
zu Fr . 169 I.

VI . Die Flächenzahl
eines Parallelogramms
NMH , Fig . 162 , ist das
Produkt gh aus denLängen -

zahlen g und h der Grundseite NH — g und der Höhe ü
(IV .) ; denn das Parallelogramm gleicht dem Rechteck ^
(Fr . 166 III . ) .

VII . Die Flächenzahl D des Dreiecks NM --- 0 ,
Fig . 162 , ist das halbe Produkt aus den Längenzahlen g

*) Weiteres hierüber und Beispiele hierzu enthält der „Katechismus der
Raumbcrcchnung" ls . Aufl. Leipzig IMS , Fr . 61 bis 12S) und der „Katechismusder Feldmeßkunst" lö . Aufl . Leipzig isgl , Fr . 108 bis lL » .

Fig . I 6S.
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und h der Grundseite XE — A und Höhe It (VI . ) . Da
nämlich I) die Hälfte eines Parallelogramms von gleicher
Grundseite und Höhe ist (Fr. 108 II . ) , so ist :

VIII . Das Dreieck v mit den drei Seiten a , b , o läßt
sich aber auch vom Mittelpunkte N„ (vergl . Fig. 102 auf
S . 108) des eingeschriebenen Kreises in drei Dreiecke zerlegen,
deren gemeinschaftliche Höhe der Halbmesser i-o jenes Kreises
ist , deren Grundlinien aber a , b , a sind ; daher findet man
mit Fr . 159 XVII . , wenn a , b , c , s und r, die Längenzahlen
von a, b , e , s und i-o bedeuten :
v ^ zar, -s- zbr -fi z cr^ ^ r, (a - s- b - s- c)

^ s/s(s^ - a) (s — b) (s — c)
^ s/(a^ b -> c) (b> c- a) (a- b-j-c) (a-fib - c) Pfi"' .

IX. Die Flächenzahl T des Trapezes D — XXDLI,
Fig . 162 , ist das halbe Produkt aus den Längenzahlen p
und h der mittleren Parallelen x — 8V — V (Xll - fiXlX)
und der Höhe K .

Man kann nämlich das Trapez durch eine Diagonale in
zwei Dreiecke von der Höhe ll und den GrundlinienIvll — a'"
und XII — b" zerlegen ; daher ist nach VII. :

zha ^ hb ^ a
^ h ^ pM " .

X. Die Flächenzahl Z des Trapezoids 2 (vergl.
Fr. 106 V . und Fig. 165 in Fr . 180) ist das Produkt aus
der Längenzahl d einer Diagonale ä und dem arith¬
metischenMittel der Längenzahlen hl und Hz der Entfernungen
k, und llz jener Diagonale ä von den beiden anderen , auf
verschiedenen Seiten von ä liegenden Eckpunkten Vund V,
bezw. V und 8.
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Tenn diese Diagonale ä teilt 2 in zwei Dreiecke von der
Grundlinie ä und den Höhen I>, und K2 ; daher ist nach VII . :

2 ^ -z dh . ^ - z dH - - d ^ hod

wenn ho — i sh , -j- H2) dem arithmetischen Mittel aus H,
und h , ist . Vergl . Fr . 180 VI .

178. Wie findet man den Flächeninhalt *) eines Vielecks ?

I . Das Vieleck läßt sich behufs seiner Ausmessung oder
der Berechnung seines Flächeninhaltes auf verschiedene Weise
in Dreiecke , Trapeze , Trapezoide zerlegen. (Vergl . Katech .
der Raumberechnung , 3 . Ausl . Fr . 78 bis 81 und Katech .
der Feldmeßkunst, 5 . Aust . Fr . 122 bis 131 .)

II . Für die Inhalte ist und Ist der demselben Kreise vom
Halbmesser r eingeschriebenen und umgeschriebenen
regelmäßigen n - ecke findet man wegen Fr . 113 IV . nach
Fr . 177 VII . , 163 VI . und VII . :

t'„ — s 68 . n — und bst — Hrt . n — ^ Istr .

Während also bei demselbenKreise das Verhältnis Ist : Ist
von a unabhängig und unveränderlich — Hr ist , wird das
Verhältnis ß, : u-> — ^ e um so größer , je größer o, d . h . je
größer n wird , doch bleibt ist : stets kleiner als I, r , weil

>/ ? — z »' (Fr . 163 1 .) .

III . Dividiert man die nach II . bestimmten beiden Inhalte
ist und bst mit ? , so erhält man die beiden Quotienten
Iw : r^ — : 2r ) (e'

: r ) und 1?^ : ? — : 2r , worin 6<den
Abstand der Seite des m- ecks vom Mittelpunkte bedeutet .

Ferner würde man aus II . nach Fr . 163IV . , I . und VI .
finden :

' ) Will man in Fr . 178 und 17g die Flächenzahlen , so muß man anstatt
der in den Formeln Vorkommenten Strecken deren Längenzahlcn einsctzen, wie
in Fr . 177 .



Fr. 17S. Flächeninhalt ebener Figuren. 207

k^ — ^ t>2n . 62 -— ^ . 8262 — ll (/ 2r (r tz) . r (r -s^6)
— nr s/ (r— 6 ) (r-s- s) — ^ urs — ^ ru ^ , und
: ? — Un : 2r.
Aus den beiden letzten Gleichungen und , ^ — s 1II 2,,

erkennt man , daß sich die beiden Verhältnisse und
derselben Grenze (Fr . 163 XI . ) nähern , wie die

Verhältnisse u„ : 2 e und >72,. : 2r .

IV . Bei Aufsuchung der in III . erwähnten Grenze kann
man davon ausgehen, daß beim regelmäßigen Sechseck s — r
ist (Fr . 132 II . ) ; mit Benutzung von Fr . 163 I . bis XII .
findet man daraus :

Seiten¬
zahl Un - 2r v . - 2r Ü. : ? ?

n — 6 3 3,464 1016 2,598 0762 3,464 1016
12 3,105 8285 3,215 3903 3 3,215 3903
24 3,132 6286 3,159 6599 3,105 8285 3,159 6599
48 !3,139 3502 3,146 0862 rc- A
96 '3,141 0319 3,142 7146

192 3,141 4524 3,141 8730
384 3,141 5576 3,141 6627
768 !3,141 5838 3,141 6101

1536 3 . 141 5904 3,141 5970

V . Nach Fr . 163 XII . ist die in III . erwähnte Grenze
die Zahl N — 3,141 592 65 . . . ;
angenähert darf für 7r die Zahl

22
7

' oder
311
99 ' oder

333
106 ' oder

355
113

gesetzt werden. Aus dem genauen Werte von 7r ergiebt sich
weiter : 1 : ^ ^ ^ 0,318 31 . . .

s/7r — 1,772 45 . . . und 1 : (/7r — 0,564 19 . . .
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179. Welche Formeln findet man fiir den Umfang und Inhalt
des Kreises *) und seiner Teile ?

I . Die Kreisfläche 14 liegt stets zwischen fl und sfl
(Fr . 113 VIII . ) , oder es ist

Ir. < L < kfl.
II . Je mehr mit Wachsendemir sich flund Ineinander nähern

( Fr . 178 III . ) , desto mehr nähern sie sich auch dem stets
zwischen ihnen liegenden L ; daher ist nach Fr . 178 V . auch
L : 1-

2 — 7r, oder :
14 — nr -2 —

III . Rückwärts wäre _ ^
s/L -

also : i- 0,564 19 s/L .

IV . Betrachtet man den Kreis 14 als ein regelmäßiges
Vieleck von unzählig viel Seiten (Fr . 113 VIII . ) , so muß
sich aus Fr . 163 XII . auch für den Kreisumfang u ergeben

u : 2r — 7r — 14 : ;
daher ist nicht nur L — ^ ur , sondern auch :
u — 2nr — 7rä und ck— 2r — u : — 0,318 31 u .

V . Gehört in einem Kreise vom Halbmesser r zu einem
Centriwinkel von v Graden der Bogen b , so hat man
(Fr . 54 V.) :

b : 2r7r — vv
°

: 360 °
; b — 7rmv °

: 180 ° .
VI . Beim Kreise vom Halbmesser r — 1 läßt sich der

zu einem Centriwinkel gehörige Bogen >v leicht finden ;
nach V . ist bei

V errrr 1 ° der Bogen ? — 77 : 180 ° ^ 0,017 453 2925 ;
v ^ l ' - - lH ? - 60 ^ 0,0002908882 ;

- - 1" — ? : 60 ^ 0,0000048481 .

' ) V -rgl . Anm . zu Fr . 17S . — Beispiele hierzu enthüll der Katech. der
Raumberechmmg Fr . S2 bis Ilg .



Fr . 1?S. Flächeninhalt ebener Figuren . 209

VII . Der dem Halbmesser r gleiche Bogen gehört zu
einem Centriwinkeliv° — 57 ° 17 '

44,806 " — 206264,806 ".
VIII . Der Kreisausschnitt 8 — 0 )11) 120 , Fig . 163

(vergl . Fr . 87 I .) , wächst ebenfalls proportional dem Bogen
0121) — I> und dem Centri -
winkel 0 )11) — iv°

. Daher
verhält sich 8 : L — rv°

: 360 °
— b : u , und es ist :

8 — rri-̂ v°
: 360 ° — 4 rb .

Der Ausschnitt 8 läßt sich
wie ein Dreieck (Fr . 177 VII .)
berechnen; ebenso wegen IV.
der Kreis . Die Höhe ist in
beiden Fällen — r , die Grund¬
seite gleicht im erstern Falle

dem Bogen b , im andern dem Umfange u.

IX . Die Kreisabschnitte 7) — OVUO und L., — OVUO
(Fig . 163 ) werden erhalten , wenn man das ^XOV)I vom
Ausschnitt 8 — 0 )10120 subtrahiert , bezieh , zum Ausschnitt
8, — 0)IVU0 addiert . Ihre Inhalte sind demnach :

A — 4 (br — ss) und X, — 4 (dir - s- 8k) ,
Wobei b OÜO

'
, d . — OÜv , s ^ AX , 8 ^ ÖÖ.

Eine Tabelle zur Berechnung der Abschnitte enthält der
Katechismus der Raumberechnuug . 3 . Aust . S - 52 .

Wäre bloß die Sehne 00 — 8 und die Pfeilhöhe XI2 —
d — r — s des Abschnittes .4 gegeben , so hätte man
(Fr . 163 I . ) :

^ — 4 (r— 8)(r - s- e) — 4K ( 2r — k) — 8 kr — 4K^
,

also 8Kr — 8^ -s- 4K^
, woraus sich r — (8

^ -s- 4K"
) : 8K

berechnen läßt . — Ähnlich ist es beim größeren Ab¬
schnitt H, .

Zetzsche , Geometrie. 3. Aufl. 14
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X . Ein zwischen zwei parallelen Sehnen LU und X8
(Fig . 164 ) gelegenes Stück L.88LX der Kreisfläche heißt
eine Kreiszone und läßt sich
als Differenz der beiden Ab¬
schnitte und XWL be¬
rechnen.

XI . Die Fläche eines Kreis -

ringes bleibt übrig , wenn
aus einem Kreise X , vom Halb¬
messer r , ein anderer Lz vom
Halbmesserr, herausgeschnitten
wird , wie in Fig . 92 , 98 und 100 (S . 100,104 und 105 ) .
Daher ist die Fläche 6 eines solchen Ringes :

L — er (r? — r/ ) — er (1-, - st 1-2) (i'i — ir ) — Noi ,
wenn i — r , — r .2 die Breite eines gleichgroßen concentrischen
Kreisringes und vg — st (u , -st U2) — 2^ den mittleren
Umfang bedeutet , d . h . den durch die Mitte von 1 gehenden
Kreis vom Halbmesser — 4 (r , - st n ) — n - st 1 i .

XII . Für einen concentrischen Ringausschnitt , dessen
Centriwinkel cv

°
, dessen Halbmesser r , und r, und dessen

Bögen d , und l>2 sind, hätte man nach VIII . und V . :
8» — st (d .r . — d^ ) — (r ? — 02

° ) : 360 °

— i (r , — i'2) ( rl - st r2) -'rv "
: 180 °

— stilb . - stdr ) ^ ibo,
wenn wieder i — (r, — i-z) die Breite und b„ — ^ (b, -stdz)
— I'o r̂vv

°
: 180 ° den mittleren Bogen bedeutet .

XIII . Wenn zwei Kreise vom Halbmesser r , und r, , und
der Centralen N,Ll 2 — e sich schneiden , wie in Fig . 93 bis 95,
so teilen sie sich in drei Teile : eine (konvex - konvexe) Linse
4> — HXkBtz und zwei Monde X , — v ? Xtzv und
Xz — OkL (jO (konvex -konkave Linsen) . Die Linse läßt sich
als Summe , jeder Mond als Differenz zweier Kreisabschnitte
ansehen.

Setzt man nun die Bögen ? ?>() — d , und kotz — dz,
rxci 1,2 und 1-0' si» b„ ferner U,kLl 2tzN , ---
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— 2 /XLl, ? LI ., ^ v , im U ,? ^ 2 aber s ^
-sfr . -st ^ - ste ) , so ist nach Fr . 1 77 VIII .

v ^ 2 / s ( s — r >) ( s — r -Xs — s)
b >- st dz — 2 7ii-„ und b2 - st b, — 2 711-2 ;

deshalb nach IX . weiter :
X , — H (bzri — b,^ ) - st v I . — z (b,r , - st b^ ) — v
X2 — ^ ( bji-2 — b,r, ) - st v 2 ? - st X , - st X 2 X , - ^^ X>

Die Abschnitte , in welche 6 durch die gemeinschaftliche
Sehne ? tz geteilt wird , lassen sich nach Fr . 170 IV . bequem
finden , weil im einer der Winkel LI , und Llz spitz
sein muß.

Bei i-, — 1-2 wird X , — X2.
180. Wie läßt sich der Flächeninhalt bei Aufstellung der Data

für das Dreieck und die Vierecke verwerten ?
I . Da nach Fr . 177 VIII . für den Inhalt des Dreiecks 0

die Gleichungen
v — r„8 und
? ^ s/sa - stl, —stv )(— a —stb —ste ) (a —b—ste ) (a —stb — e)
gelten, so lassen sich auch noch

v , 1-0 , 8 — 4 (a - s b - st 0) und v , a. , b , o
als Data für das Dreieck den in Fr . 137 aufgeführten
anreihen .

II . Ebenso bilden wegen Fr . 177 VII . die drei Größen
v , x und b ein Datum für das Dreieck .

III . Nach 174 IV . Verhalten sich die Inhalte zweier
Dreiecke , welche einen Winkel ^ gemein haben, wie die Pro¬
dukte aus ihren diesen Winkel einschließenden Seiten Kunde .
Deshalb müssen für zwei in einem Winkel L. überein¬
stimmende flächengleiche Dreiecke die Produkte b,e , und Ichos
gleich groß sein . Man kann daher , wenn von den drei Stücken
O , X und Ko zwei gegeben sind , durch Verwandelung des
Dreiecks das dritte finden.

IV. Für das Parallelogramm (vergl. Fr . 138II . und III . )
bilden wegen Fr . 177 VI . auch noch der Inhalt ? , die Grund¬
seite A und die Höhe ll ein Datum .
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V . Für das Trapez ( vergl . Fr . 138 IV . bis VII .)
markiert die in Fr . 177 IX . gegebene Gleichung noch den

' Inhalt '! '
, die Höhe b und die mittlere Parallele p —

als drei zu einem Datum zusammengehörige Größen .

VI . Für das Trapezoid würde Fr . 177 X . als ein
Datum 2 , ä und die Summe ( ll, - j- 1i2) der Höhen liefern .
Außerdem besitzt man in den beiden Diagonalen <1 , und ch ,
dem von diesen eingeschlossenen Winkel rv und dem Flächen¬
inhalte 2 ein Datum .

Zeichnet man nämlich in Fig . 165 über XV — ä , mit
dem Winkel v und der zweiten Seite XX — ix — 62 das
Parallelogramm X — IXXV (Fr . 109 I . ) und zieht XX ,
sowie IX , so ist

XX G IX G VI (n . d . Konstr .)
ix L XX >
DV ^ XI > (Fr . 108 V . und III . )
UV — XI I
rX vrv ^ / X IXX (Fr . 80 I . )
IXXV ^ IXXXDV (Fr . 20 VIII . )

X -- IXllV - j- XXXV (Fr . 20 II . )
^ 2 ( /XVXI ' - j- /X 'I 'XII (Fr . 108 II .)
— 2 ( VXX 'I ') 2
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Aus dreien der oben genannten Stücke kann man daher
das Vierte finden . Indessen ist natürlich (vergl . Fr . 136
II . und III .) durch drei dieser Stücke das Trapezoid VXVN
nicht bestimmt , da ja z. B . nur die Neigung der beiden

Diagonalen gegen einander durch rv gegeben ist , nicht aber

ihr Schnittpunkt ; es läßt sich somit nicht nur der Anfangs¬
punkt N mit NX selber auf NX verschieben , wobei N auch
(wie in Fig . 113 S . 117 ) über ä , hinüber auf die Seite
von X rücken kann , sondern es läßt sich auch äs parallel zu
IX auf ä , verschieben .

X und ? sind übrigens — ähnlich wie in Fr . 177 X . —

proportional dem Produkte ä,äs aus den beiden Diagonalen ;
denn entspricht im rechtwinkeligen Dreieck mit dem vv der

Hypotenuse 1 die rv gegenüberliegende Kathete k , so gehört
zu der Hypotenuse äs die Kathete lll - f- lls — 2llo > und es ist
1 : k — äs : 2bo und X — dock, — ^ kä,äs - Man könnte

also mit X und rv auch (ä,äs ) , oder (lloä, ) mit v , ä , und äs
zu einem Datum Vereinen .

VII . Im Tangentenviereck X86V , Fig . 103 (S . 109 ) ,
gehören als Datum zusammen : der Flächeninhalt N , der

Umfang II (oder wegen Fr . 133 V . die Summe zweier
gegenüberliegenden Seiten ) und der Halbmesser r des ein¬

geschriebenen Kreises .
Da man sich das Viereck in die vier Dreiecke LOLI ,

6Ml und I) XN von der Höhe r (Fr . 83 X .) zerlegen kann ,
von denen jedes eine Seite des Viereckes als Grundseite hat ,
so ist nach Fr . 177 VII . auch N — 4IIr — - f- 6v ) r .

VIII . Es mag hier noch hervorgehoben werden , daß in

Fr . 141 und 142 , bezw . Fr . 161 IX . und X . nebenbei die

Aufgabe : „ ein Quadrat ( oder auch ein Rechteck) in ein Rechteck
zu verwandeln , dessen Seiten einen gegebenen Längen¬
unterschied besitzen " auf Grund von Fr . 161 II . , IV . , V . ,
Fr . 160 IV . und Fr . 170 IX . mit gelöst worden ist .
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