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§r. 143—144,  Cechstes Sapitel, Die Ahnlichleit chener Figuren. 149
jneiden fid) K, und K, in B und B, (Fr. 102 L), K,
md K, in Y und X (Fv. 102 VIL und Fr. 76), weil
AN > AU — NU > AU — NB, und AN<ZAU--NU
< AU-4NB, (Jr. 91 XIIL). BB, und XY jdyneiden jich
in einem Punfte Q, und s muf die nacd) dem Berithrungsd=
puntte U zwifden K, und K, geyogene Strecke QU Dbie beiden
Rreife K, und K, jugleid) beriifren.

Qifung. Man made BZ_L G und B,Z = BZ, {flage
aud A den Sreid K, mit dem Halbmefjer AU=-s (oder d),
au einem Puntte N in G den Kreid K, durd) B und B,
weldjer K, in Y und X {chueidet, und 3iehe bom Sdnitt=
punfte Q 3wifhen BB, und YX die Langente QU an K,
(§r. 108 L); dann jdneidet UA die Gerade G in M. —
Nach Fr. 103 I1. giebt e3 zwei Tangenten QU an Ko, swei
Berithrungspuntte U und gwei Punite M in G.

Der Beweid folgt in Fr. 161 XI.

Diicfen A und B auf verjdjiedenen Seiten von G liegen?
Darf G burd) A, durd) B, ober durd) beide gehen? Lie
geftaftet fic) Dann bie Lofung?

1. Wie liefe i) die Aufgabe mittel3 eined biegfamen
Fabens bon Der Qiinge s (oder d) [Den, befjen Enden in A
und B feftaumachen wiren?

1L, il0er eine dritte Lojung vergl. 170 VIIL

Secjafes Sapibel
Die Ahnlichkeit ebener Fignren.

144, Wenn find jwei Streden fommenjurabel? wemn infoms
menfurabel ?

L St eine Strede CD TR e
F—

" : fah
a (Fig. 129) genau ' 5 fl
2, 8, 4....x mal {o groB e DA Tk P e

al3 eine andere Strede AB

m, fo heifita ein ganyed S 120,




150 Sedidtes Rapitel. o gt 144,

Bielfached von m, wihrend m ein W af bon a genannt
i, BVergl. Fr. 23 IIL

Dabet ijt a==xm, oder a:m=x, und m geht aljo ina
auf. Die gamge Jabl x, welde angiebt, wieviel mal m in a
enthalten ift, Deifit die Wafzahl von a,

II. ®eht diefelbe Strede AB=m fowol! in ber Strede
CD = a, al3 in der Strede EF = b auf, fo ift m ein
gemeinjdajtlihed Mafy von a und b, und die beiden
Strecfen a und b HeiRen dann fommenjurvabel

Bwei Strecen, welde fein gemeinjdaftliched Map Haben,
mwerben infommenjurabel genannt,

TII. &ind u und v gange Sahlen, afljo na und vh gange
Bielfache bon aund b, dann geht ba3 gemeinjdhajtliche Veaf m
bon a und b aud) in der Summe und dem Unter{dhiede von
ua und vh auf. Jft ndmlich a=xm und b=ym, twobei
x unbd y ganze Bahlen find, jo ijt (Fr. 20 XML.):

ua tvb = uzm & vym = (ux Tvy)m,
und Bier ijt (ux = vy) ebenfall eine ganze Jafhl.

IV. Mimmt man die fleinere a bon zwei Strecen a und b
jo oft ald mbglid) (z, mal) von der grofieven b himveg, jo
bleibt, wenn a nicht in b aufgeht, ein Rejt r,, welder Heiner
al3 a ift; es ift dann b = za | 1,.

Nimmt man nun v, jo oft ald moglid) (z, mal) bon a
weg und bleibt dabei ein weitever Nejt ry, fo ift diefer leiner
alg r,, und ed ift a=uzyx, -+ r,. Bei Fortfepung diefed
Berfahrend erbhalte man der Reihe nad) die ferneren Nejte

TRird dabei endlich einmal ein Rejt = 0, dann find a
und b fommenjurabel.

Man exhilt ndmlicd) dann gu:

A ﬂ T,
a = zr, 1
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feiter : I, = Zo¥y—Ts
Iy Zsl 1
s == ZJTs— 1y
Tho = Bl g Ta
B M

Demnad) ift alfo sunddit r,_, ein Bielfadjed von r,;

®leidyes qilt wegen IIT. aud) von r, ., und allen borher=
gebenden Rejten, und endlic) ebenfo von a und b.

V. ©ind die Strecten a und b fommenfurabel, ift 3. B.
a=xm und b = ym, fo geht m nad) IIL oud) in r, =
b — z.a auf, daber ferner nod) in r, a — Z,T,, dami in
p, =1, — 7, und in allen folgenden Reften r,, 1, 2.

Da ferner nad) IV. jeder folgende Reft Hleiner ift als der
porfhergehende, fo werden aud) die Mafzahlen de it

1n

Refte immer Heiner und Hleiner; zudem find alle W ¢
X,y....ganze 3afhlen (L), daher muf, wenn man dad
in IV. befchriebene Verfahren lange genug fortjept, enbdlid)
eine Mafzahl = 0, alfo der zugehirige Rejt ebenfalls = 0
fuexden.

L)L

VI Aud IV. und V. folgt fofort, Dafs fein Heft = 0
erden famn, fall3 die Streden a und b infommenjurabel
find, und daf lefhtere

VIL infommenjurabel jind, jobald fein Reft verjchwindet.

VIIL. Gtwad umftandlicper (Gft fich nacheifen, daf in
IV. ber lebte nicht verfdhmwindende Jeft r, das griofte
gemeinfdaftlidge Maf™) fiir a und b ift.

145, Wie verhalten fidh swei Streden?

I. Dad (geometrijthe) Verhiltnid giweier Streden findet
man nad) Fr. 23 IV. burd Divifion der einen burd) bdie
andere. (Bergl. Rated. d. pratt. Avithmetif, ©. 135 bid 157 ;
de3gl. ebenba Fr. 45.)

*) Wevgl. Ratedhidmua dev praftijen Arithmetit. 3. Aufl. Leipzig 1889. ©.64.
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Der hierbei auftvetende Duotient ijt eine unbenannte
Bahl, und jenachdem diefe Jahl rational, oder irrational
ift (b. §. jenacdem diefe ahl gur Bahl 1 fmmneniumbd
ober mfummen}umbc[ ift), Deit bad BVerhiltnid felbft ein
rationaled, ober ein ivvationaled Verhdltnis.

Auf einfache rationale BVerhiltnifje in Dreiectent find wix
Dereitd in Fr. 111 VI Hig VIIL. gejtofsen.

II. Bwei fommenjurable Stvecten a und b verhalten fid)
wie ifre MaBzahlen und ftehen in einem rationalen
Berhdltnis zu einander; denn thre Mapzahlen find ganze
Bablen, weshalb ifhr Duotient vational fein muf. it nim-

lid) a=xm und b=ym, fo ift (nach Fr. 20 IV.):
a b X1 L X
B yim v y

III. &ind bie Stvecen a und b infommenfurabel, fo geht
eit Maf m von b = ym nicht in a auf, vielmehr nt jebes
Bielfache von m entiveder grifer, oder fleiner al3 a.

St mun xm bad grofite unter den BVielfacdien von m,
tweldhe fleiner al8 a {ind, {o wird bad nidjfte Bielfadje, nim=
lih) (x4 1)m, jdhon grofer fein af3 a; a liegt alfo 3wijdhen
oiefen beidben Vielfachen, oder e ift (mach) Fr. 20 VIIL
b IV.):

xm <7 a < (x+1)m

m. & _(x+1)m

b b

XM g fx-H1)m
T <

yi b yi

e x41
= =L

y 1) V

Alfo 1kt fich dad BVerhiltnia bder infommenfurabeln
Streden a und b wijden wei rationale Verhiltnifje

for und = +1
X Vi

einfchliefien. Der Unterjdyied diefer beiden
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il S X 1 ;
Berhiltnijje ift e S5l — und ird um fo
y Y 3
fleiner, je grifer der Menner y wird; y = b:m aber famn

man Dbelicbig grof machen, wenn man nur dad Ma m
immer tleiner unb fleiner wihlt. Wenn mun y widyit, fo
it sugleid) aud) x, jowohl xm, ald (x ~- 1) m nibert
fich a, und 3 riiden ]ul) bie beiden Grenzverhiltuifje einander
immer nifer und ndfer, denn der Unter] [uc‘v aivifchen beiden

Sz e 3 o 2m X . >
permindert {ich dadurd), dap s bei wad)jendem y
) y
g A =
x—1)m x—+ 1
nac) und nach) grofer, \ '1 Lo =" nad) und nach
) \.'

Heiner wird. e nidher aber bdiefe beiden (\mn,,ne rhiltniffe
an einanber geriict find, dejto gevinger ift dex Fehler, weldyen
man begeht, wenn man das wifdyen ifhnen liegende BVerhiiltnis

v ¢ 1 N X 8 L
ber einen, ober anberen Grenze, 3 . » gleichiept.
s

®enan jedod) (aft fich dad BVerhiltnigd dev beiden infom=
menjurabein Strecen a und b nie durd) dad Verhiltnis
jweier gangen Jafhlen auddriiden, wie grof man aud) y

wiflen mag; dad BVerhiltnis ]l ift bielmelr ivvational, und
b
al8 genaued Berhiltnis Hiitte die Jahl zu gelten, welder fid)

|
S : X s e [N
die beiden Grengenverfiiltnijje und = immer mebr
y y
und melr ndhern, je mehr fie fic) Dei “\ugw},mmu bon y
einanber felbjt ndfern, indem Da3 eine tmmer grifer, bad
anbere immer fleiner Wwird.
146, %afd verfteht moan unter Lingeneinbeit und Liingengahl?
I Da man nad) Fr. 145 II1. dad BVerhiltnid weiex
infunnncn']'umbdn Strecen mit beliebig grofer Genauigleit
bmc{) ein rationaled B ul)a[tmw exfeen fann, fo daxf man

eine Strecfe m ald Map fiir alle anderen Strecten wiihlen
und nennt diefes Mafi dann die Léngeneinheit (Mafftab).
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[I. Die Mafzahl x einer anderen Strede a — xm Heife
die Liangenzalhl diefer Strecte.

Bwei Streden verhalten fid) dann wie ifhre
Qingengahlen, Gebt ywar nidt die Langeneinheit, wohl
aber ein Teil Derfelben ineiner Strece auf, jo ift bie Lingen-
3afl ber lepteren ein Brud.

I Wegen feiner grofen BVerbreitung Denuben wir ald
Qingeneinfeit dad Neter oder den Stab (1™).

Tabellen itber bie ntevabteilungen und Bielfadhen desd
Meterd und fein BVerhiltnid zu anderen Lingeneinbeiten,
namentlich den ver{chiedenen FupmoBen und deren Unter-
abteilungen, folgen am &dluf diefed Katechidmus.

147, 2enn bilven vier Streden eine Proportion ?

1. Bier Strecen a, b, e und d jind einander proportio-
na{ ober bilden eine (geometrijche) Proportion

a:b=—c¢:d ober = -= 2 y
b d
wenit a und b dasdfelbe Bahlenverhiltnid haben, wie ¢ und d;
find bagegen a und b infommenjurabel, jo ftefen a, b, e
und d in Proportion, wenn a und b Dei jeder Deliebigen
Ynniferung immer bdiefelben Gremgverhiltnifle haben, wie
¢ und d.

[I. Sn jeder vidhtigen Proportion a:b = e:d gleidt
wegen Fr. 20 VIIL, dad Produft ad der duBern Glieber
Dem Produfte be der innern Glieder.

[II. Sn ber jtetigen Provortion a:b = b:d beipt
D= L/ad va3 geometrijhe Mittel ober bie mittlere
PBroportionale ju a und d.  BVergl. Fr. 19 V. und VL

IV. it eine Strece a in ftetiger Proportion (LII.), d. .
fo geteilt, dafp ihr grdfever AL{dmitt x bad geometrijche
Mittel 3wifchen a und ihrem Heinern Abjdnitte (a—x) ift,
fo Deift der x liefernde Schnitt der Strecte der golbene
Sdnitt. Bergl. Fr. 164 V.

Nusd a:x — x:(a—x) findet fidy: x =
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V. Jn jeder vidhtigen Proportion daxf man wegen IL
die immern ®lieder mit einanber vertaufchen und ebenfo die
dufern; denn dadburd) dndern fid) die Produtte nicht.

V1. Tiber die Priifung der Ridjtigteit einer Rroportion
und iiber dad NRechnen mit Proportionen vergl. Katedyidmusd
ber praft. Arithm. Fr. 129 bid 131 und Fv. 132 fj.

Die geometrifdhe Lofung der Proportiondaujgaben wird
in Jv. 164 gezeigt werden.

148, Wie erhilt man an einent Dreied, oder allgenteiner
swifden swei Geraden proportionale Streden ?

1. Bieht man in einem Dreiect ABC (Fig. 130) eine Pavallele
A.C, ju einer Seite AC, fo tverben bie Seiten AB und BC
purch die Parallele in je
awei Abjdynitte geteilt; da-
bei {ind bie oberen 2Ab-
{dnitte BA, und BC, den
@eiten BA und B(Q, Dbdie
Parvallefe A,C, aber Dder
britten &eite AC pro-
portional.

Bor. AC, /[[AC.

Beh. BA,: BA =

H{_" SR — Al(h tAC.

Bew., Sind BA, und BA fommenjurabel, wire alfo
ettoa BA, = xm, und BA = ym,, jo trage man dad gemein=
{haftliche Map m, auf ihnen ab und ziehe durc) die Teil-
punfte (deren einer mit A, jujammenfallt) Parallelen zu AC;
bann werden BC, und BC beziehungdmweife aud) in x und y
gleidje Teile m, geteilt (Fr. 111 VI.); dafer jteht:

BA,:BA—xm;: ym,=—x:y=xm,:ym, = BC,: BC.

Nady Fr. 111 VIL. verhilt fich ferner aud) A,C,: AC=
Xmo:ym, = x:y = BA,:BA. DBerbindet man aber bie
gleidgen BVerhiltnifjfe (nad) Fr. 20 V.), jo ergiebt fich (wie
aud) jchon in Fr. 111 VI, big VIL):

A A= BAj:BA = BC=BC:

/f{v
e

Stg, 180,
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Wiren dagegen BA, und BA infommenjurabel, fo
find audy BC, und BC infommenjurabel; jind m, und m,
twieder Pafe von BA, und BC,, fo fillt ywar ein Teilpuntt
auf A, und auj €,, nidht aber auf A und auf ¢, AC liegt
bielmehr zwifden der y™ und (y - 1)** Parallefen, wumbd
bedhalb liegt dad DBerhiltnid BC,: BC, ebenfalld nad
gr. 111 VI., zwifden denfelben Grengen (Fr. 145 IIL.),
wie a3 BVerhiltnid BA, : BA. Daber gilt (nach Fr. 147 1)
ver audgefprodhene Sap audy jebt nod).

II. Subfrabiert man bdie gleidhen BVexhiliniffe BA, : BA
und BC, : BC von 1 (Fr. 20 VIIL) und madjt die NRejte
gleihnamig, {o wird:

<0 BAow RBG W BA-RA . BO—BC,

IBAS BO Bk iesaion S B i
pber: AA,:BA = CC,:BC, wofiiv man bei Bertaujdjung
oer mittleren Glieder AA,:CC, = BA:BC = BA,: BC,
erhilt,

0. 0. e3 find auc) bie unteren Ab{dhnitte AA, und CC,
den oberen UAbjdhnitten BA, und BQ,, fowie ben ganzen
Seiten BA unb BC proportional.

III. Gang dbad Namliche tritt auf, wenn die Punfte A,
und C, nicht in den Sdjenfeln AB und CB, jondern auf
beven LVerlingerungen jenfeits B liegen.

Sig. 131,

IV. Die Halbierungslinie AD (Fig. 131) eines Winfels A
pe8 Dreiecd ABC teilt die Gegenfeite BC in et Abjchnitte
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A
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v, 148, S(hnlichteit ebener Figuren. 157

BD und DC, ieldje den anliegenden Seiten AB und AC
proportional find. Bergl. Fr. 73 V.

Bieht man durch B eine Parallele BE ju DA, big jie inE
boun der berlangerten CA gch‘uﬁcn wird, bann ift

=¥
L s (3-1 f;2 L) bn mum AD ben Wintel A
‘[}nl yerkcaljpl ox =14 ¥ = L/ BAC ift, jo muf nad
S 20 IV. auth Lu= L, ulﬁ weiter nad) Fr. 74 VL
not) AE=AB fein. Aud AD //EB folgt nun nady II., day

BD:DC = EA:AC mﬁ baber (wegen Fr. 20 IV, (111([
BD:DC = BA: AC ift.

V. Palbiert AF in Jig.131 den Aufeniintel BAX des
/A ABC und ift L(-,, AF, fo [a},t fidh gany jo twie in IV,
nachmeifen, dDaf Ln=Lq= _p — / s, alfo AG=AB
ift, woraud dann nad) IL 'futgt bag BF:CF = GA: CA,
oder BF: CF = AB: AC ift, baf aljo aud

pie Halbierungdlinie AF bed Aupenwinfeld BAX die
Gegenfeite BC ben beiden anderen Seiten proportional jdneidet.

VI, Weil in Fig. 131 nacd) Fr. 20 VIIL aud) £ q -}
Ly= Lp-+ Lxiit fo ftehen die beiden Halbierungs-
linien AD und AF auf cinanber fenfrecht (Fv. 34 IIL unbd
89 II.).

Dexr Scheitel A liegt demmady im Halbiveife {tber FD.

VII. Alfo ift Der geometrifde Ort (Fr. 74 XVIL)
eined Puntted A einer Ebene, defien Entfernungen AB und
AC von ywei gegebenen Punften B und ¢ diefer Ehene in
einem gegebenen Berhiltnifje ftehen (vergl. Fr. 144), ein
Qreid vom Halbmefjer r— § DF. Diefer freid Heipt dex
apollonifde Kreid.

Niir AB: AC = 1 fillt D in bie Mitte ber Seite BC
(Fr. 80 I1.), DA wird fenfrecht BC und I viickt unendlidh
weit fort, indem Lp=~LCund Lq+Ly=-LD=90°
werden, und r widjt ind Unendlide: der Kreid wird zur
®ervaden. Vergl. Fr. 86 V.

VIII. Aud) BG jteht auf BE fenfrecht (Fr. 71 II1.), da:

Lan+ Lu= Ls+ L.
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IX. Gine Griveiterung von I und von Fr. 111 VI. bis
VIIL Deyw. Fr. 108 IIL. Difdet der Safp: Werben Fwei
®yerade G, und G,, Fig- 132, von drei Pavallelen P,, P,
unbd P, gefdnitten, o verfalten fich die Abjdnitte H,J,, J,K,
und ILK, auf der einen zu einander, ivie die entjprechenden

Abjchnitte HoJ,, J.K, und H.K, auf der andern. m
L
& G :

&, \n, =

“ L
, S
£ K& Py
/ \ It
/ \ :
Gig. 132, s

Beweisd. Man ziehe H,K,, o ijt nad) I. und Fr. 20 V.

HJ,: J,K,: HK, = HN: NE,: H,K, = HJ,: LK, : H,K.. il
X. $iiv bie Abjdymnitte der Bavallelen gilt in Fig. 132 i
die Gleichung™): bt

T HE — HH, TK KK 1,
Beweis. Nad) I und Fr. 147 IL. ift:
K.K. . HJ,

N = und
9t LK, 0
s APl gy e oel Oy SEBRATE
N = — =~ = : s folglict
3 K.H, R, o

3.3, . BK, = (IN 4 LN) HE,
= Hl; . KKy + K0 . HiH:.
Bei H,J, = K,J,=1 H,K, wicd (wie in Fr. 111 IIL.):
3J, = 3 (KK, 4 HH,).

*) 1iber bie Bebeutung der Produlte in biefer Gleidhung vergl. die Anmerfung
Fu §r. 159 1.




Fr. 148—149. dpnltchleit ebener Figuren. 159
XI. Aud IV. und V. fliefit megen Fr. 20 V. aud) nody:

CD: ]J“ — B ]:l‘,
die Gegenfeite CB wird alfo von ben beiben Winfelhalbie=
‘. renden AD und AF tnnexlich und duferlic) in gleichem Bex-
l haltniffe (harmonifc)) gefchnitten.

149, Qajjen jidh oie Siise in Fr. 148 nmiehren?

1. ©dneivet die Strede A,C, (Fig. 133) bdie beiden
©eiten BA und BC be3 Dreiedtd ABC {o, daj bdie oberen
Abjchnitte BA, und BC,

| ben gamzen Seiten BA +4C
‘ und BC, oder den unteren
Abjdnitten A,A und C,C A A
proportional find, fo ijt G i¢ ){,-’
Die “m‘ch A,C, bex dritten ;./;‘/ fTi

©Seite AC parallel.

Cm‘\lh\lulﬁ BC, bent Vi U/
gamgen Seiten BAumd AC g 4 0 4
proportional, jo find fie
aud) den Abjdnitten A A
und C,C proportional (bergl. Fr. 148 1) und umgefehrt.
Beibe “\D raudjepungen fallen aljo wefentlid) ujammen und
der Gap Draudht blof nodh fiic die erjtere BVoraudjebung
(BA, : BC, = BA : BC) bewiejen zu twerden.

Bieht man nun dburd) A, eine Pavallele ju AC, {o muf
biefelbe bie Seite BC in einem 3iwijchen B und C gelegenen
Punfte C, {hneiden, und 8 wire dann:

Tig. 183,

 BO, = BC, (Jr. 20 VIIL).

B(,'q BA
= 14

B0 EEUACE BT
BA WD

ifl BA  BC Bre)

Al BC, BC, ;

= (&r. 20V,
TR el
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@s fillt alfo dex Puntt C, auf C,, d. §. bie Strecke A,C,
fallt mit A,C, sufammen, und 8 ijt demnad) A,C, // AC.

II. Berjudht man in gleider Weije wie in 1. den Paval
feligmud ywifhen A,C, und AC fitv den Fall nachzumweifen,
wo BA, : A,C; = BA : AC ift, fo findet man, bap Ddann
A0, = A,C, fein miiffe. Da e8 nun aber in BC (unbd feiner
Berlangerung) im allgemeinen 3iwei Punfte C, und C, giebt,
weldhe von A, um die Strede A,C, = A,C, entjernt find
(Fr. 74 XL und XII.), und ba biefe zwei Punfte in BC
bon B aud nady C Din liegen (Fr. 69 VIL), {obald ber
®egenmwintel B der Seite AC und der Schneidenden A,C,
fleiner ift, al8 die Gegenmwinfel C und C, der Seite BA
und ded Abjchnittd BA,, fo ift e in Ddiefem Falle nidyt
unbedingt notwendig, dafy C, mit C, sujammenfillt und
bemmach A,C, / AC ijt, jondern e8 fonnte C, aud) auf C;
fallen, alfo A;C, / AC fein. :

III. ©obald dagegen in II. /¢, < L B> £ C obder
BA, <7 A,0, und BA<TAC ift, fillt B 3wifdjen jene ztvei
Punfte C, und C,, und in der Seite BC felbjt liegt deshalb
nuy der eine diefer Punfte, namlich) C, (wihrend der andeve
C, in der Bexlingerung bon CB liegt).

Daher muf jept der ebenfalls wifden B und C liegende
PBunft ¢, mit C, sujammenfallen, oder @ muf A,C, //AC jein.

IV, Fallen die in IL und IIT. evwibnten beiden Punite
O, und C,, welche von A, um A,C, entfernt find, bon B aus
beide nad) C Bin, fo ift von den beiden Winfeln A,C,B und
A,C,B ber eine jpib, der andere ftumpf (Fr. 74 IIL).

Verfiilt fich daher die fchneidende Strede A,C, zur dritten
Seite AC wie der obere Abjdnitt BA, zu feiner Seite BA,
fo ift die Strede A,C, Der Seite AC parallel, jobald bie
®egeninfel ded AL{hnittd BA, und feiner Seite BA ent-
teder beide Jpif ober beide ftumpf find.

V. Feilt man eine Dreieckdjeite BC (Fig. 181) in D
proportional den Deiden anderen &eiten AB und AC, fo
Balbiert AD den Gegemwinfel A dev erfteren Seite BC.
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Fr. 149—151, S(hntichteit ebener Figuven. 161

Berldngert man némli) CA nad) E, jodafy AE = AB
wird, dann ijt (nad) dexr Bor.) AB:BD = AC: D

) g : 2, aljo
auth) EA:BD = AC:DC (Fr. 20 1V.), folglich AD /EB
(nad) 1), und Deghald L x — / v ud e 1
(8r. 62 L); da nun (nad) Fr. 74 1) Lv= / q ift, o

mug (nad) Jr. 20 IV.) aud) Lx = Ly fein.

150, Weldie Grundjase jolgen aus dem Begrifie der fu-
lidyfeit?

Da jivei ebene Figuven hnlic) genannt werden (Jr. 66

I11.), fobald fie gleiche Geftalt Haben, fo muf man:

I. dfnliche Figuren A,B,C,D, E, und A,B,C,D,E, (Fig. 184)
erhalten, wenn man dhnliche Figuven, 3. B. Dreiece, in gleicher
LWeife aneinanderfefst; und

IT. dhnlidje Figuren in gleicher Weife in dhnliche Teile,
3 B. in dhnliche Dreiecte, 3erlegen tonmen.

151, Wenn heifren wei Punite oder Streden dfulidilicgend ?

L Zaffen fid) ziei dhnliche Figuven, mwie A,B,C,DE,
und A,B,C,D.E, in Fig. 134, bon et Punften P, und P,
aus in dhnliche Figuren, 3. B. in Dreiecte, jerlegen, fo Deifien
jenie ziwet Puntte dhnlidhliegende (homologe).

Fig. 184,

II. Haben ywei hnliche Figuren, ie AB,C,D,E, und
AB,CsDE, in ig. 184, einen gemeinfdyaft(i den dhnlidy-
liegenden Punft P,, fo Heift diefer, menn die entfprechenden

Seiten paarieid pavallel find, 9 hulichfeitdpuntt, (Bexgf.
&r. 105 IV.)

Bepide, Geometrie. 3. ufl.
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1L hulichliegende Streden verbinden hnlid-
liegende Punfte.

152, ovon hingt dic Gejtalt cined Dreieds ab?

I Au3 Fr. 78 1L und V. (vergl. Fig. 66) folgt: dap
bie Unbderung eine Wintel A in einem Dreied ABC aud
die Ymberung der Gegenfeite CB nady fid) zieht, aljo aud)
dbie ber Geftalt.

II. Bergrofert man eine Seite BC (vergl. Fig. 66) eined
Dreiedd ABC, ofne die beiden andeven Seiten u dndern,
fo tmbert fidh) nac) Fr. 78 UL aud) ber Gegenmintel A dex
erfteven Seite, mithin aud) die Gejtalt.

TII. BWergrofert man (vergl. Fig. 69) eine Seite, obue
bie anliegende Seite und den wijdyen Ddiefen Deiden ©eiten
(iegenden Winfel ded Dreiectd gu dndern, jo dndert fid) ebens
fall3 die Geftalt.

V. ©oll i) aljo die Geftalt eined Dreiectd nicht dndern,
jo Daxf weber bie Grdfe eined Winfels, nod) das Berhiltnid
sieier Seiten gelinbert werden. Die Geftalt eined Dreiectd
wird demnad) durd) die Grife feiner drei Winfel und durd
903 Berhiltnid feiner drei Seiten bebingt.

153, Wenn find jwei chene Figuren ahnlic)?

1. Da dfhnliche Figuren gleiche Gejtalt haben (Fv. 66 I1L.),
jo fimnen zwei Dreiecte und diberhaupt ebene geradlinige
Siguren (welde fich) ja, wenn fie dhnlic) find, nad) Fr. 150
aud dfnlichen Dreiecten ufammeniehen und in jie zerlegen
{afjen), nur dhnlich fein, wenn ihre Winfel der Neihe nady
einander gleid) unb ifre Seiten Dder Jeihe nach einandex
proportional find, aljo in demfelben geometrijchen Ler-
biltnifje 3u einanber ftehen.

1. Bwei frummiinige begww. gemijdtlinige ebene
Figuren find dhnlich, wenn fid) in feber bon einent Punite
aus nad) allen Punften proportionale Strecten jiehen {affen.

R ——




3L, 154, S(hnlidleit ebener Figuren, 163

154, elde Siie iiber die Jhulidyfeit folgen weiter hicraus?

I. Bwei ebene Figuven, welde einer dritten dfulic) find,
find fetbjt dhnlic), weil ihre Wintel dex Reibe nad) den
Winteln ber dritten Figur (Jr. 1563 L) und dedhalb unter
jiy gleich) jind (Jr. 20 V.), und weil die Seiten beider
Siguven der Reibe nad in DLIII'[L[ULH Lerhiltnig zu umm‘m
fteben (Fr. 20 V.), namlid) in demijelben ‘Ml[)nltmm
weldhem die Seiten der Dritten Figur ju einander ftehen.

. Jn dhnliden L‘Dum‘u Siguren verhalten jid) dhnlid)-
liegende Strecten (Fv. 151 IIL., I.) mie gwei dhnlidyliegende
Seiten.

1. Jn dbhuliden Figuren verhalten fich die Umfinge
wie e dhnlichliegende Seiten oder Streden.

Sind u, und u, die Umfinge der beiden Figuren, a,, by,
¢y . - . Die Seiten der einen, a,, bs, ¢, ... die Seiten dex
andeven, jo ift nad) Fr. 153 L und 20 VIIL)

a4 a b, b, Cy Cs
— 3 it —— — 2
2, As %) 2, ¥ R
M ]:J‘.__P"_L_. Ay _‘_|J)_I_ BRL
[ 1 = .
U TR Ry g gy
atbite+t - st bite+
a, Ay
u, 1y
a, s

IV. Jegelmifige Figuren (Fr. 113 1.) bon gleicher
\,ntcudﬂ[)l find dhnlidy, und ihre llmmuga Uczl;alten fich
wie die Halbmefjer der eingefchriebenen und wie jene der um-
gefdriebenen Kreife.

V. Alle Kreisflichen, alle Ausidnitte und Ab{dhnitte von
gleidjen Centriminfeln find unter {id) dhnlich (Fr. 153 IL.),
und ihre Mittelpuntte find Ghnlichliegende Punite, ’
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155, Wie Tann man von cinem Dreied ABC cin dicjem fhu-
lidhed Dreiect abjdyneiden?

I. Da in Jr. 148 L, wo A,C,/AC tar, nidht blof;
LA =ZAud LC=LC (Fr. 62 1), jondern audy
BA,: BA = B(C, : BC = AC,: AC mar, {o ift bdort
A ABC, ~ AABC (r. 158 L).

1. Jede Strede A C, alfo, weldhe einer Seite ACQ ded
A ABC parvallel ift, jcneidet von diejem Dreiece ein ihm
ifnliched /\ A,BC, ab.

111, Berbindet man die Mitten der drei Seiten eines
Dreiedd ABC gerablinig unter einanber, fo find die drei
Lerbindungslinien den drei Seiten Ded Dreiectd ABC parallel
(Fr. 149 L) und zerlegen dad DreiecE ABC in bier untex
jich fongruente (Fr. 108 1) und bem ganzen A ABC ifn-
[iche Dreiece (IL.).

IV. erbinbet man bie bier Seitenmitten eined Bierects
geradlinig, fo begrengen bie vier Yerbindungslinien ein
Parvallelogramm (Fr. 59 I1.), tweil je 3twet derfelben einer
Diagonale pavallel find (Fr. 149 I1.). It dad BViered ein
NRechted, oder ein Rhombus, fo erhilt man einen Rhombus
(Fr. 81 L), oder ein Rechtedt (Fr. 110 VIIL).

156, MWenn find jwei Dreiede dhnlid)?

Um nadjzutveifen, daf tvei Dreiecke dhnlic) find, braudht
man nidyt davzuthun, dafp die drei Winfel der Reihe nad
einander gleic) und die drei Seiten einander proportional
jind; bielmehr find ziwei Dreiede®) AiB,C, und A,B,C, jhon
dfmlid :

I. tenn fie in 3wet Winfeln {ibereinftimmen;

IL. wenn fie in einem Winfel und bem Verhaltnis
ber biefen Wintel einfdhlicFenden Seiten iiberein-
ftimmen ;

*) Unch bei gwei dhnlicden Dreieden verjithrt man, wie in Fr. 67 VIL*)
angegebent wutde; ijt A.-\LBJ(,} ~ /\ AgB,Cs, fo it bann aud:

AqB; : ByCy : CiA; = AgB,;: ByC 3

oder Hivier: B f B r by o= g tomy

St 168
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I wenn fie im BVerhiltnis zweier Seiten und
in dem Gegenwintel Der griferen diefer Seiten fiber-
einftimmen ;

IV. wemn fie im Berhaltnis zweier Seiten iibevein-
ftimmen, und tenn auferdem Hasd eine PBaar der Gegen-
winfel gleid) ift und die beiben Winfel ded anbeven LBaares
gugleid) {pis, oder sugleid) ftumpf find;

V. fvenn fie in jiwei Seitenverhiiltnifjen iibereinftimmen,
ober wenn die drei Seiten Ded einen der Jeibe nach den
drei Geiten des andeven proportional find.

Veweis zu I Legt man die beiden Dreiecte mit den
gleichen Winfeln B, = B, auf einandex (&r. 31), o folgt aus
ver in L. boraudgejepten Gleihheit der Wintel A=A, daj
A,C, // AC, (. 62 IL.) ift; besfhalb ift:

MBI ARG, (Fr. 1565 IL.).

Beweis ju 1L Legt man die beiden Dreiecte mit den
beiden gleidyen Winfeln B,=B, auf einander (Fr. 81), 1o
oaf die proportionalen Seiten BiA;=c¢, und B,A,=g¢,,
fowie B,y =a, und B,C, = a, auf einander zu [liegen
tommen, dann ift A,C, / A:C, (Fr. 149 1); Deghalb ift

AABC ~ A ABC, (Fr. 155 I1.).

Beweis yu IIL und IV. Legt man die beiden Dreiecte
mit den gleichen Winteln B, und B, (vergl Fig. 133) wnd
Den einanber proportionalen anliegenden Seiten B,A, und
B,A, auf einander (Fr. 31 und 22 V.), fo werden bie
Gegenfeiten A,C, und A,C, parallel (Br.149 IIL, oder1V.)
und dedhalb wiederum A AB,C, ~, A A,B,C, (Br. 15511.).

Beweid u V. Diefer Fall, in weldhem a,: b, 1¢, =
a,: by ¢y ift, gebt in I diber, fobald ein Wintelpaar gleidy-
auog ift, 3. B. A, —A,.

Beichnete man nmun ein Dreieck A4B;Cy, in weldem /A,
== £ Ay, by==b, und ¢;== ¢, wiive, alfo (wegen der Bor.)
aud) by:cy = by: e, = by:e,; Dann mwire A AsBy QAL
A A3ByCy (IL) und by:a, = b,:a, (Br. 153 1.); da aber
aud) by:a, = b,: a, vovausgefebt wurde, fo miifte aud
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by 2 = by :a, unbd meil by =", gemadjt wurbde, jo miifte
Yoeitet b,:as = by:a,, 0. §. as =2, fein. Damn Miren
aber die in allen Drei Eeiten iibeveinjtimmenden Dreiecte
A,B,C, und AB.C; fongruent (Fr. 80 1) unbd Ddemgemdp
£ Ay= £ A, (Fr.671L). Da nun L A= 7 A, gemadyt
wrebe, jo ift oud) LA, = Z A, (Fr.20V.) und A AB,C
~o N ASBLCs (TL.).

VI. Bum Sdlufy mége auf die grofie Vermandtjdait
swifchen Den porjtefenden Abnlichfeitsiigen und den Kor-
gruenzjien (Jr. 80) aufmertjam gemadyt werden.

157. Wi findet man in dhnliden Figuren ahulichliegende
Punfte?

St A,BCDE; ~ A B.CoD:Ee (Fig. 185) mund will man
in feterer den Punkt Py fuchen, tweldyer Py in erftever ihn=
iy liegt, fo 3iehe man PA, und P,E, und macge £ E,A.P,

— / BAP, und £ AEP, = £ AEP,; dann ift ber
Clrer— o
C: st e 7 S M i
/* i =l fe?r"\ Py —— B3 /
D 1 = o ettt [
= N & ~ f
_E'r)v Az ]}-] 3 \\.\‘. ‘\"43 /
NN
L ~Aa
a1

Sdnittpuntt Py snijchen AP, und E,Ps ber gefuchte Punit,
weil aumidft A APE, ~ A APE, (Fr. 156 1.), damn
abet /. PyABs = £ PyAB, und PyA,: PiA = AuEs: AT
— A.B. = AB; (B 153 L), baher aud:
A\ AP:Bs ~ /A AP B, (. 156 I1.) 2c.
158, WWie jeichuet man iiber eciner gegebenen Strede AsBe
¢ine Figur, welde einer gegebenen gevadlinigen Fiaur dhnlid ijt?

1. Man lege B.A; (Fig- 1835) parallel ju der ihr dhnlich-
fegenden Seite B, A, Der gegebenen Figur A,B,C,D,Ey, jetlege
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{etere (Durd) Diagonalen, u\u jonftivte) in Dreiecte A,B, Py,
B,C,P, 2c. und 3iehe AP,/ APy, BoPy// BPy, C.Ps// CPy,
B.C, // BiC, 1c.; Dann ut (nacy . 1)() L) _\.\ l’ B,

N APB, ABP.C, ~n ABPC 0, alj muI) A.B.CsDs lu
~5 A B C,DEs (Fr. 160 LY

IL Nod) einfacger fird die Lofung, wern man Py ju
einem Yfnlichfeit3puntte (Fr. 151 11.) der Deiden Figuven
madht; fo witd A ByCaDyll; ~ A(B,C,DE,, wenn mai
awifden den Geraden PA,, PyB, 2. bic"’trcrfnt AsB;// AiBy,
B4Cs ; B,C; 2¢. 3ieht und ‘m[uumqt D AsB,=—A,B, vitd.

Db dabei P, innexhalb A,B,C,D,E,, ober in einer Seite,
in einem Ecfpuntte, ober am,uin[b diefer Figur liegt, it
gans gleidhgiiltig. Man fonnte Dafer aud) A,By=A,B, auj
einer .]éﬂlﬂ[[k[tll 3ut B,A, aujtvagen und P, al3 Scdnittpuntt
jwifen BB, und A, A, beftimmen.

[11. ©oll von einem mit der Sette, ober Dem Mefitifche
permejjenen Felbftiicf nady einem verjiingten (Trans:
verfal:) Mafftabe eine Karte angefertigt werden, fo ijt
eine Dem Feldititct dhnliche Figur u zeichnen. Bevgl. daviiber
Ratedh. d. Feldmeffunit (fiinjte Aufl. Leipzig 1891) Fr.97
big 107.

159, Meldhe proportionale Streden in Dreieden {ind nod
!lcrnur;nbtbtn 2

1. Stach Fr. 108 XIII. und Fr. 64 11, Beipt in einem
Bara Idvqmmm und Trapey die Entfernung der Eparn[[c[-
feiten bon cinander, im Dreiect die Entfernung einer Spibe
bont deren Gegenfeite bie Hiohe.

Die auf der Hihe fentredyte Seite ded Dreiectd und ded
Parallelogramms feit Grundjeite.

1I. Das ‘Brubuft"”} stoeier Seiten AC="h und BC=a
(Fig. 136 ©. 168) eined A ABC ijt gleih) dem Produft

*) Da mant wu Stredent ebenforenig ie zwet benannte Bablen mit
citanber muftiplizieren famt, o denfe man fich unter dieferr Produlten bie
Trodbufte der (unbenannten) Langenzahlen (Fr. 146 I1.), Eine andere Deuhmtg
biefer Trodufte witd fich, inm UAnfdluf an Fr, 169 und 170, fpiter (Fr. 177 V.)
finbeit.




168 Cedstes Kapitel. Sr. 159,
aud der Hishe CE = h, fiir die dritte Seite AB = ¢ und
dem Durdymefjer DA =2r bed umgefdhriebenen Kreifes.
Bieht man nimlid) DC, jo ift
ZB= /D (Fr. 96 1L)
e i S AGDI 096 )
_ABEC ~ ADCA (r. 156 1.)
BC:CE = DA:AC (3t 163 1)
BO.AG = CE.DA (&t 147 I11.).

1. Dad Probuft der drei Seiten eined Dreiectd dividiext
burd) den Durchmeffer ded umgefchrieberen Kreifes ift gleidh
bem Probuft aud Grundieite und Hihe.

Da niimlid) (nad) I.) ab = 2rh. war, fo Wird nad

2r = hee.

&r. 20 VIIL tveiter abe = 2rh.c, oder abe: 2r

¥/ %
b
o 5 At N4
ot Sig. 187,

[V. Bwei Hohen AD und BE (Fig. 187) eined Dretects
ABC verfalten i) umgetehrt wie die jugehorigen Grund:
Weil nimli) L C= L Cud LB

feiten BC und ACQ. i
.156 1.), aljo:
«)

— R — /D, {oift AADC~~/ABEG (Ft
AD:AC = BE:BC (3. 153
AD: BE — AC:BC (3r. 147 V.).
V. Gleiched gilt von ben wei Hihen eined Pavallelo-
gramms3.
VL Bieht ntan durc) die drei Spihen eined Dreiects ABC
(Fig. 138) drei Geradbe parallel yu den drei Seiten, bi3 fie
fidh in A,, B, und C, {dmeiden, jo exhilt ntan drei Varallelo-

g‘[i"ﬂ.'."l“"'

A=

oo |
(b 4

=

o

i
ffuen

&
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gramme ABCB,, AC,BC und ABA,C; daber ijt AB, =
AC, = BC, BC,=BA, = AC und (A, = (OB, =— AB
(Fr. 108 1IL.).

Die auj ben Seiten ded A A,B,C, in deven Mitten A, Bund ¢
ervichteten Senfredjten AA,, BB, und CC,, weldje fih) nach
Fr. 88 V. in einem Punfte H
{chneiden, find jugleid) (wegen A

gr. 62 V.) die brei Hihen Rty

pe3 /A ABC und Dbemnad i BNl
jthneiden fich die drei Hihen A s
jeded Dreiectd in einem Puntte B// NG g

H. Diefer Punft fann inner- S

Dalb, odev auferhalb des Drei- | G

ectd, ober in einer ©piBe ded- 5

jelben fiegen. ;
VII. DBerbindet man bie C;

drei Hihen-Fufpunite A,, B, Fig. 138.

unbd C, geradlinig, {o halbieven

die drei Hohen AA,, BB, und CC, die drei Winkel ded Fuf-

punftendreiects A,B.C..

y

Danimlid) £ HC.B= Z HA,B="%R, fo [dft fih durd
bie bier Puntte B, C,, H, A, und in gleidher Weife aud
burd) bie bier Punfte C, B,, H, A, ein Rreis legen (Fr. 97 11L.):
vafher ift £ HA.C,— Z HBC, und / HA.B, = £ HCB,
(Br. 96 11.).  Fun ijt aber £ BHC, = £ CHB, (Ft. 4211,
oder 20 L) und £ BC,H = R = CB,H, daher weiter
Z HBC, = £ HCB, (Fr. 69 1.). Deshalb ijt endlich
L HAC, = L HAB, (Fr. 20 1V.). Ebenjo findet man,
vafy £ HBsA, = £ HB,C, und /L HC,A, — 2 HESBiifs

VIIL Der Hohenjdnittpuntt I ift daber, jenachdem er
innerfalb, oder aufterhalb ded Dreiectd ABC liegt, der Mittel-
punft des cingejdjriebenen, ober bed einen Der drei duferen
Beriihrungstreife ded Fuppunftendreieds A,B,C,, und die
drei Gclpuntte A, B, C find bie IMittelpuntte der drei anbderen
Diefer Rreife. — Bergl. aud) Fig. 102 auf &. 108.
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IX. Qerbindet man Den Hofenjdinittpuntt H (Fig. 139)
mit den Gndpunften Bund C dex einen &eite BC, ben Mittel-
punft M bed umgefdycicbenen Rreifed (Fr. 88 IV.) mit den
Mitten N, und Ny der beiben anberen &eitenn AC und AB,
fo exfiilt man zwei Dreiecfe BHC und N,MN,, deren Seiten
paarmeife pavallel {ind (Fr. 57 IL., 149 1.). Da diefe Drei-
ecte dhnlich find (Fr. 63 1, 156 L), fo verhilt fich
HB:MN, = BC:NoN; = 2:1 (§r. 148 1), b. §.

Flg. 139,

per Hihenjdnittpuntt H ijt von einem Getpuntte B boppelt
fo eit entfernt, ald jemer Mittelpuntt M von? bev Gegen:
feite AC.

X. Bieht man in einem A ABC (Fig. 140) eine @ djer=
punfts - Trandverjale, 0. §. eine Strede AN bon eince
©pite A nad) Der Mitte N der Gegenjeite BC (bie

Mittellinie m,, Jr. 64

R B [1L.), fo balbievt dieje
s T \D jebe Parvallele DE zuv
; Wik Gegenjeite.
L, Nady Fr. 148 L. ver=
-\ E/ \ o (3] :
. T A Bilt jid) namlidy:
g 140, DE . AF FE

BN AN N0’
und tweil BN = NC ijt, jo muf aeud) DF = FE fein
(r. 20 VIIL). Bergl. Fr. 111 IX.
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XI. Sebe Diagonale AK (Fig. 140) eined Pavallelo:
gramm8 ABKC Dalbiert jebe zur andeven Diagonale BC
parallele Strecte DE (X.); denn im A ABC ift BN = NC
($r.110 TI1.), und zugleich foll DE // BC fein.

XTI Yud X. ergiebt jic) leicht, bafs die durch die Mitten
F und N der Bavalleljeiten DE und BC eined Trapezes EDBC
gelegte ®erabe durd) den Sdnittpuntt A der nicht=parallelen
Seiten BD und CE geht (vergl. Fr. 111 X.) und alle
Barallelen 3u den Pavalleljeiten halbiext.

Denn verbindet man A mit N, fo jdneidet AN die Seite
DE in ifrer Mitte F.

XIIT. Die drei Mittellinien oder Schwerpunttd=Trans-
perfalen ded A ABC jdmeiden fid) in einem Punite S (dem
Sdmwerpunite ded A ABC).

Tig. 141,

Jieht man duvd) die Spiten ded Dreieds ABC je el
Pavallelen UL und CV, UC und LV (Tig. 141), 31 dben
(bid T und X bverldngerten) Trandverjalen AN, und BN,,
1o ift nach Fr. 148 1I. CT = TU und CX = XV, weil
ja bez. CN, = N,B und CN,=2N,A it (X.). Dafer ift ber
Schnittpuntt S 3wijgen AN, und BN, zugleid) der Scnitt
punft der Diagonalen VU und CL (Fv. 110 IV.), und e ijt
08 = SL (Fr. 110 II1.). Da nun weitec AS /LB und
AL //SB (nady dex Ronjteuftion), fo it der Punft Ny, worin
AB bon Der Diagonale CL gefchnitten wird, die Mitte bon
AB (Fr. 110 1IL), d. §. bie dritte Transverjale CN, geht
ebenfalld durdy S.
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XIV. ©a ferner in Fig. 141 im Pavallelogramm ASBL
wegen Fr. 110 TIL nod) SN; = N;L fein muf}, jo ift N,S
= 418 =180, aljp SC=2N,8 und N,C=38 N8, b.}.

die dret Mittellinien ober Sdywerpunttd-Trandverfalen
{dneiben fid) gegenfeitig im Verhiltnis 1: 2,

XV. DBon ben vier®) merfwiirdigen Punften des
Dreiectd (XIIL, VL, Fr. 88 V., Fr. 104 I1.) liegen der
Sdywerpuntt 5, der Hihenjdynittpuntt H und der Mittel-
puntt M ded umgejdyriebenen freifed in einer Geraden HSM,
und e3 berhalt fich MS:SH = 1: 2.

Jn Den beiben A A BHS und NoMS (Fig. 139) ijt nim-
lih £ HBS = £ MN,S (Fr.62L) und BH: N.M =2:1
= BS: N,S (IX. unb XIV.), alfo A BHS ~. A N.MS
(Fr. 156 IL.), und dedhalb nad) Fv. 153 I HS : MS =
BH: NM = 2:1 und /£ HSB = / MSN,, aljo aud
HSM eine Gerabe (Fr. 43).

XVI. Begeidmet man in Fr. 105 XI. in Beug auf
$ig. 102 auf &. 108 bie Halbmejjer der vier Beriihrungs-
freife um M,, M,, M, und M, ber Reile nach mit vy, r,, 1.
und 1y, fo findet fich aud den nad) Fr. 156 1. dhnlidhen
AN AMU, und AM,L, bie Proportion MU, : ML, =

AU, : Al,; da aber AU,=— AN, N,C - ClU,=—a,—¢,
—+c¢ = ¢ i :x‘_,—:-—h‘. = 1 (a—+b-e)=s ift, {0 Wwird:
I'y 2Ty = B: A, Iyt Xop = 8: Do, Ta:iTp = 8:iCo.

Daber verhilt jicd
i 1 1
I ilyily — — & . .
8y by e
*) ud) dbie dret bon den Gpihen A, B und C nach den Berithrungdpuntten

eife
gejogenen brei Trandverfalen fhneiden fih in einmem Punlte P. Diejer fiinfte
mertwiirdige Pnnit ded Dreteds lHegt mit My und dem Sdwerpunite S
bed Dreiects in einer Geraben, wobei lepterer die Strede PM, aud) im Vers
haltnis 1: 2 teilt,

(Ny, Ny und N in §ig. 102 auf &, 108) der drei duferen Beriihrungs
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udy it

Ty I I'y Iy dg _=_ hfl + Go BLYS 1
i 1 p = )
Iy I's I's 8
pber 1 A 1 2t 1 B 1 .
T I'y 1‘3 lil

XVIL. eil aber in Fig. 102 M,C_L CM, md ML, L
CB _L NM;, jo find die nadh) Fv. 71 VI. gleidywinteligen
Dreiecte M,L,C und CN,M, dhnliy (Fr. 156 1.), und o3
berhilt fich) rp:co = e;:r. Da mun nad) XVL rs=a,r,
und nach) Fr. 105 XL ¢, =Mh, ift, o ergiebt fich weiter :

Iy == €¢6; == Cpby UMD 1., 1,8 = cgh, . 2or;
odey ros = aghge, = (8—a) (5—b) (s3—e¢).

Ebenfo it v, = age,

Ti¥s — byde,

baher I Ty == 8Dy — (18) =18’
Tty = Iy’s’ = 8 (8—a) (s—b) (s—c).
Enbdlid) findet {ich tweiter ror,. (r,:1) = coby. (s:2)
und Hieraud 1" = ghye,: a,.

Cbenfo  r® = sea,:h, wnd 1 = sab,:e,

160. Weldye Streden in einent redytwinteligen Dreiede fiud
proportional ?

I. Die von ber Spibe C (Fig. 142) des vechten Winfels
eines vedhtwinteligen Dreiectd ABC auf die Hypotenufe AB
=" gefillte Sentredhte CN

= p twerde entfprecdend Q’f.--f—i-\\
gr. 112 ain :oic Proji= /,ffi\.\ 3
yierende,die Hypotenufen- (7 - \
abjdynitte AN=x und BN / P e 4

L o . 5 B & e x 4
=yaldbieProjeftionen £ & 7o
ver Satheten AC = a unbd \
BC = b bezeidhnet. g, 142.

Nun ftimmen die A/
ANC 1mb CNB mit bem A ACBin je 3tvei Winfeln iibevein,
find alfo nad) Fr. 156 L. unter{id) und mit bem A ACBdhnlid).
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ud ben Proportionen x:p = p:y, x:a = a:h und
y:b="D:h (gr. 153 L) finbet jich Daber (unter Beviic:
fichtigung dev Anmerfung ju Fr. 159 IL) weiter :
o = as—oxh = A

b. . bie Projizierende p ift die mittlere Proportionale
3u den beiden Hypotenufenabjdjuitten x und vy,

jebe Kathete aber ijt die mittleve Proportionale u ihrer
Projeftion und der Hypotenufe h. Vergl. Br. 147.

II. TWeiter folgt hievausd ab = ph (Fv. 19 VL). MNad)
Sv. 159 1. wiive ab=2rp; aljoifth=2r. Bergl.Fr.96V.

111, Durd) Addition ergiedt fid) weiter :

al b =—zxh | yh=@--ylh=hh= 1%

b. §. bas Quadrat der Hypotenuie ift gleic) dev Summe
ber Quiadrate dex beiden Satheten. Bergl. Fr. 19 V.

IV. Dah=x-}y, fo fann man nad) L. aud jdyreiben :

al=x(y-+x) ud b=y {Fy+x):
Triigt man nun quj CB bon C aud dad StidCU=1}y
auf, jo ift nad) 1L und Fr. 20 V.
y; U= ;\Uw ""'T CU = a° + Gy Ye=x(y+x) 1+ y)
=x*- 2z (3y) + Gy = &1 1y)
AU =x 1 17.
PDean fann bemnad) aud a und y jowohl AN = x =

AU — 1y, wie AB=x-}-y==nh finben, inbemt man bon
AU die Hilfte von y jubtrabiert, beyw. fte zu ihm abdiert.
Bur Qonjtruttion ded /A ABC au a und y bieten fid)
nun verjdyiedene Wege:
1. Man jdlage itber AC=a einen Halblveid, tvage in
ihn die Selhne AN =x ein und verlingere jie um NB=1y;
9. man berlingere BN = y um AN =X, {dhlage iiber
AB einen Dalbfveis und trage in ihn oie Sefne AC ein;
)

3. man madje von A aud AN =x, NC L AN umw
jchneide NC mit einem Rreife aus A vom Halbmefjer a.
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V. Sn gleidjer Weife Hitte man nad) L. aud)
a = h (h—y) und b* = h (h—x),
und fHnnte b (und x) aud a und y durd) Vermittelung bon
AU = h— %y gang wie in IV, finden.

161, Welde Proportionen bejtehen swijdjen dew Schuen und
e Tangenten eined Kreifed ?

Unter Vezugnahme auf die Anmerfung u Fv. 159 11,
{offen jid) folgenbe Sitige audjpredyen :

I. Die Produfte qud den ADLjchnitten zweier fich tmmer-
halb ded Kreifed in K, oder auferhalb des Kreifes in F

(Big. 143) jchneidenden Sefhnen degfelben Kreifes find gleid).

=

Bew. 1. /L B= /K (v 42 11.)
L KAR = Z.CDE (&r. 96 II.)
A KAE ~ A CDE (§r.156 L)
KE: AE = CE:DE (3r.153 L)
KE.DE = AE. CE. )
Bew. 2. A= BN 200
/. FAK = /. FDB (Jr. 96 1L)
A FAK ~ AFDB (r.156 1)
KF: AF = BF:DF (8r.153 1)
KF.DF = AF.BF.
Das Produft FA.FB (beg. EA. EC) beifst bie Poteny
Ded Punftes F (bey. E) in Bezug auf den Kreis.
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II. Da nad) Fr 94 IIL in Fig. 144 bie durd) E gelegte,
auf ME fenfrechte Sehne BA die fleinfte Sebne ift, welde
fidh ourd) E ziehen [ifit, und
y7] pa mach Pr. 81 I. jugleid

i EB=TEA ift, jo
gleicht die Poteny bed Punttes
\ E in Bezug auf ben Kreid dem
Quabrate der Hilfte ber Heinjten
N durd) E geflenden Selhne. Obder :
\ r\y / Die Hiiljte BE = BA (Fig.
4 144) einer bom einer weiten
7 Sehne LQ bhalbierten (alfo aud
o F jeber auf einem Durdhmefjer CD
Sig. 144, jenfrechten, Fr. 90 VIIL.) Selhne
AB ift da8d geometrijhe IMittel
aud den Ubjdynitten jener Yalbievenden Selhne LQ (oder

jened Durdymefjerd CD).

M )

Nad L ijt jo BE = BE.AE = LE.EQ = CE.ED.

giir CD folgt ber Sah aud) {hon aud Fr. 160 I und
gr. 96 1II.  Dabei jind CE und DE der fleinfte und Dber
gropte ver bem Sape BE = CE.ED geniigenben 2b{dnitte,
toelche Der freid yu liefern vermag. Werlangt man den einen
Faftor nody grofer ald ED, fo muf man einen Kreid von
groferem Halbmejjer nehmen, oder i) auf IV. einlofjen.

I[1I. ©dyneiden fid) in Fig. 144 die Strecen LQ und FK
in B o, daf FE. EK =LE.EQ, dbann liegen die vier Enbd-
punfte L, F, @ und K auf demjelben Greife.

Bezeidhnet man nimlic) ben Puntt, wovin der durd) L,
F und Q gelegte Kreid FK zum jweiten Male jchmeidet
(Br. 83 VIIL) mit K, fo ift (nach) 1) FE. EK,=LE. EQ,
pafer nad) unferer Vovaudfepung (FE.EK = LE.EQ)
und Fr. 20 V. audh FE. EK, —=FE. EK, ober EK, =EK,
b. 5. K, fallt mit K ujammen.

Uhnliches gilt fitr B, A, D, K (Fig. 143) in Bezug auf F.
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IV. ©dneiden fich eine Tangente FT (Fig. 145) und
eine Sefue AB Ddesfelben 2
Rreifes, jo ijt die Strecfe FN G \/TJ. )

|
|

wifchen dem Sdynittpumfte 7

R : S el e
F und Ddem Beriifrungs- \.\\ A
punfte N bie mittleve Pro= 77 N1 =7 &

portionale ywijdhen den Ab= JV 73 F
jdnitten Dex Secante. Big. 146
Bemw. A F= A1 (Jr. 20°L)

L FBN = £ FNA ($r. 100 1)

A FNB ~ AFAN (Fr. 156 1.)
FN:FB = FA:FN (3r. 153 L)
FN =— FA.FB.

Denft man fich) in Fig. 143 die Secante FD fo weit ver-
jhoben, bi3 die beiden Scfhnittpunite D und K in einen (N)
sufammenfallen (Fr. 851IV.), jo finbet man au3 L, ebenfall3:

FN.FN = FA.FB.

V. BWicd bie Sefne zum Durdhmefjer UV =2r, {o wird
FN =FU.FV = (FM — 1) (FM -} 1) = FM — 7,
wad man aud) aud Fr. 160 IIL. Hitte finden fonmen, weil
wegen Fr. 83 X. dbod) r = MN_L TF ift.

VI Jjt umgefehrt FN = FA.FB, jo beriihrt FN in
N den Sreis durd) A, B umd N.

Trifit ndmlic) eine bon F an diefen & S“reié gelegte Tan-
gente (. 103 I L) ben §1ez§ in N, fo ijt F '—=TFA.FB
(IV.), bafier FN = FN, (Bor. und Fr. ‘30 V.), obex
FN = FN,; de30alb muf nac) Fv. 91 XVIL entiveder N
auf N, fallen, ober FN, ift die zweite Tangente, welde fid)
bon F an den §reid 510[)911 Lt (Fr. 103 1L, V.).

VIL it ferner FN = FA.FB und FN Langente des
um M gejdhlagenen Kreifed in N, fo liegen B und A entiweder
auf dem Sreife um M, oder auf einem anberen Rrveife,
weldher FT in N beriifrt. Denn weil FN: FB = FA: FN,

Bepjde, Geometrie. 3. Aufl, 12
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ud L F = ALF, it AFNB ~ AFAN und £ FBN =
Z_FNA, a8 wegen Fr. 100 L. und Fr, 97 I und I nur
miglich ift, wenn A und B auf einem bon FT in N Derithrten
Rreife liegen.

St bie Qage von B gegen F'T gegeben, jo mufy A auf dem
FT it N beriihrenden, durd) B gefdhlagenen Kreife liegen.

VIII. Aus IV. folgt aucd) der Vetveisd fiiv die Ridtigleit
ber Lijung der in Fr. 141 geftellten Wujgabe. Jn Fig. 127
foll nach der dort angeftellten Betradjtung

AJJA ~ AJTAC (Fr. 156 L)
JJ:JA=JA:JC (§r. 1531)
] A = ] g Ju(} = (]aC'—-CJ) oc—' —— (J C—WUJJUU.
fein ; nad) der gegebenen Lijung und IV. ift aber:
JUA“ = JoLy . JoLs = (JoLa—w.) JoLy = (J,C — w.) JoC.

IX. Die in VIIL gegebene Weiterbildbung der in Fr. 141
angefangenen Betradhtung liefert nod) eine anbere Ljung
fiiv bie in Fr. 142 geftellte Aufgabe.

Madyt man in Fig. 127 £ BAJ,— 1 C und J,'J,_LBA
in Deren Mitte, jo ift twieder (und zivar fiir jeden Puntt ¢
ped Rreifed K): AJJA ~ AJAC (Tr. 156 1.)

Joh = JJ.3,0 = JJ (JJ-IC).

Die Lojung dex in Fr. 142 geftellten Aufgabe fordert aber,
Do JC=w._fei, und bmnu [mttc man nody JoJ 3u finben ausd
ber G udjlmq JA = JJ (1.J- L w.).

Auch Hier liefert der ;,muh ﬂ:lmtt in 1:\_ weldjer diefer
®leichung geniigt (Fr. 74 XIIL), nid)ts Neues.

Man fonnte mum die Aufgabe fo bjen, Dof man an
BA=c in A und in B den Winlel BAJ,— ABJ,=1C
anfrigt und fo undadft mitteld des gleichchenteligen /A ABJ,
ven Punit J,und die Strece J,A beftimmt, ofme den Kreisd K
au jhlagen, baf man bann AN | J,A und AN =1w, mady,
bon N aud auf J)N die Streden NL, = = 1w, ab-
fchneidet, BA in J mit einem Rreife um J, vom @ni[mlcﬁcr
JoJ = JoLy jdjneidet und J,J um JO=w, Dmangm Nad
Br.160 IV. (ober Fr. 161 IV.) ift bann J,A = JL; (J.Ly
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4 LL)=JL L+ w) =JJ 3+ w) =JJ. JC.
Der gefunbene Punft C liegt demnad) auf dem Rreife K
pucd) B, J, und A und L BCA = 180° — L BJA
(Fr. 96 VIIL) = 2 £ BAJ, hat die borgejdriebene Gridhe
¢, wird aud) von JC Halbiert.

X. Gine anbere Sifung fitx die in Fr. 141 geftellte Auf-
gabe (und eine dritte Lbjung fiir dbie Aufgabe in Fr. 142)
gtebt Fr. 161 II. an bie Hand. Nad) Veftimmung der
Gehne AJ, madje man AJ, = 2 AJ,, {dloge iiber AJ, aud
M, einen Rreid K, von audveichend grofiem Halbmefjer wund
siehe in leptevem eine Sefhne HIH,, deren Mitte um $w,
von J, abfteht (Fr. 90 V., 96 VIL.); bann ijt nad) Fr. 161 II.
AJ, = JH.JH,, ferner JH = JH,—~ w, und deshalb
JH, = JJ, jowie JH = J,C. — UAm einjachiten macht
mant J M, = 1w,

XI. Aud IV. in Verbindung mit I. folgt fermer Der
Beteid fiir die Richtigleit der in Fr. 143 gegebenen Lojung
per dort vorgefithrten Aufjgabe. JIn Fig. 128 waven B, B,,
X und Y Puntte ded Kreifed K., und dedhalb ift

BQ.B.Q@— YQ.XQ (L);
sugleih) war QU Tangente ded Kreifed K,, ouj weldjem
ebenfalld X und Y liegen, und demnad ijt aud)
QU = Y0, XQ (IN:;

dafer ift aud) QU = BQ.B,Q (Fr. 20 V.) und QU ZTan=
gente an den nac) Fr. 88 durd) B, B, und U Fu jchlagenden
Qreid K, (VL.). Der Mittelpunft von K, mufy aber M fein,
denn Der Mittelpuntt von K, muf in UA liegen (wegen
Fr. 83 X.) unb gugleid) auf & (Fr. 74 XVIL.), weil ja BB, _L G
und B,Z = BZ gemadjt wurbde.

Pan fonnte Den BVeweid aud) mit VIL. fiihren; denn QU
mwar ja Tangente an K,, alfo QU _L UA, und dedhalb miifjen,
weil QU =BQ.BQ, feinjoll, B aber nidht auf K, liegen fann
(Fr.76 1), B und B, auf einem andernt QU in U bevithrenden
Rueife liegen, nach der BVeftimmung de3 Punfted B, Tann aber
oer Mittelpuntt diefed Qreifed nuv in G, aljo in M liegen.

12*
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162. MWie lantet der Ptolemiijdhe Lehrjat itber dad Sehuen-
viered ?

Macht man in dem Sehnenvieredte ABCZ, Fig. 146
(vergl. 96 VIIL und 97 IIL), den L ZCY = /£ ACB und
jchneidet CY die Dingonale AZ in Q, fo folgt aud der Gleid)
feit der Winfel ACQ und BCZ (Fv. 20 VIIL), CAZ und
OBZ, CBA und CZA, ABC und AZC (Fr. 96 1L.), daf
AACQ ~ ABCZ umd AACB ~ AQCZ (OL 156 1)

AQ:AC=BZ:BC CB:AB =CZ: QZ(§r.1531.)
AC.BZ Al (M
AQ= Bc)' —AZ—QZ Q=" (Fr.147 11)

BC.AZ = BZ.AC - b\ /L
D. 1. in jedem Selhnenvievece ift bag Z].wbuft der Diagonalen
gleid) bex Summe bex Produfte aud ben beiden Gegenjeitens
paaver.

e e
i
f
[
\ == 3 il
N ~ /
o'c R i
o~ 4 /
; T A
< P
"; S =
=l
Fig. 147. Tig. 146.

163. PWie findet man aud der Seite cined eingejdyricbenen
regelmipigen Vieleds die Seite 1uud denllmfang ded umgejdyrichenen
pon chen fo viel, jowic ded ein= nnd umgejdhricbenen von doppelt
fo viel Seiten ?

I. Bwifden der Sefne BA = s (Fig. 147), beven Ab-
jftand MD = e bom Mittelpunfte M, und dem Halbmefjer
MC = r Deftehen, nac) Fv. 160 IIL und Fv. 161 IL, die
gleid) chulteubcn ®leichungen :

r'=¢" | (18) =¢' -} 1&*
und 18 = CD.DL = (r—e) (re).
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I Berlingert man die nacd) den Endpuntten der Sebhne
BA = s gejogenen Halbmeffer MA = MB =1, Di3 fie Die
per Selne BA parallele Tangente FE in E und F jdneiden,
fo beftefen nach Fr. 148 1. ywifdhen den Cntfernungen diejer
Punfte von einander (FE = t) und vom Mittelpuntte
(EM=r,), dem Halbmejjer r, der Sebhne s unbd ibrer Cnt-
fermung e pom Mittelpuntte die drei Gleidungen:

fit=—1rn
gt = @ar
@iIT=T:T

III. St die Selhne s bie Seite eined in den Kreid bom
$Halbmeffer r eingejdhriebenen regelmdpigen Bieledd (n-ecs),
fo 1ft t bie Seite des Demfelben Rreife umgefdyricbenen Vieleds
pon gleidher Seitengahl; wegen IL. ijt aud) da t :1::11“5-

IV. Aud der Seite BA = s, Jig. 147, eined eins
gejdriebenen regelmipigen WBieledd (n-edd) fann man
(Fr. 113 VIIL) die Seite AC = s, Ded in benfelben Rreid
eingefdhrichenen Bielectd bon doppelt fo viel (2n) Seiten
(Fr. 90 VIIL.) und beven Entfermung e, bonm Mittelpunite
finden, weil nac) Fr. 160 L., 96 IIL und nac) Fv. 163 L:

87 = AC = CL.DC = 2r(r—e),
ot =1 — i =1 — ir(x—e)

=1 — i’ ire = ir(r-}e).

V. 2ud der Seite EF —t, Fig. 147, eined ums-
qefchriehenen regelmifigen Bielectd (n-ectd) laft fih die
Geite QK == t, Ded demfelben Rreife umgefdyriebenen vegel-
miiBigen Bieledd von doppelt fo viel (2n) Seiten finden.
Macht man ndmlich AQ_L EM und BK_LFM, fo ijt nad)
$r. 90 VIIL, 103 IV. QK eine gange, AQ und BE aber
swet halbe Seitent e 2n-ects.

Da nun AEAQ ~ AECM ~ AADM (Fr. 156 L),
fo jteht:
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AQ:EA = CM:EC = DM:AD
AQ:EQ = CM:EM,
ober o:(ry—r) =r:dt==¢e:14s
dr (oy—1) 4o (r,—1)
t =3 8 3
Da nun nad) IL r, = r*:e und demnad) eben jowofhl
e(r—-r,) =r(er), ald aud) 4e (r,—r) = 4(r*—re)
= 4r(r—e) = [4r(r—e) (1—]—6)] (r—e) ift, jo wicd
wegen I.: 4o (1, —1) = s’ —{— e)

s te tr
unbd fy—= —— =

r|e —+e r —|—711
VI. Die Umfiinge.u, unb s, Ded in einen Hreid vom
Halbmeffer r eingefdhriebenen regelmifiigen n-ectd und 2n-ects
finb (wegen I. und 1V.)

u, = ns = 2n |/1~—-e:’11[/(1 J(T <)
s — 2nfs— 2n [/31 (r—e).

VII. Die Umfinge U, und U, Ded einem Rreife bom
Halbmejjer r umge{dyriebenen regelmiFigen n-ectd oder 2n-ect3
jind (wegen IIL. und V.):

nrs T
U,—nt = — = —u,,
e
U, it __2nte 2e U
P =
T -J,— e r-}e

VIIL Weil nun 2r > r—-e, fo ijt us, >u,, d. §. dex
Umfang einesd cingLfr[)nchumt regelmifigen Bieleds ijt Heiner
alg der Umfang eined demjelben Kreife eingejdyriebenen Biel-
ecfd von Doppelt, biermal, adytmal 2¢. jo viel Seiten;

un<um| < nin < o o I i

IX. BWeil ferner 2e < r—-e, fo ift U, > Uy, d. § ber
Umfang eined umgejchriebenen regelmifigen Vieleds ift grofer
als ber Umfang ded demjelben freife umgefchriebenen Vielects
bon doppelt, biernal, adjtmal 2c. fo viel Seiten;

Uﬂ > U2n > I-Tmn > el

tar—

a2
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X. Weil endlidh r e, fo ijt
L BES

b. . der Wmjang bes eingejdriebenen vegelmiipigen Bieleds
ift fleiner, a3 Der Umfang de3 bdemfelben Rretfe ums
gefdhriebenen BVielectd von ebenjoviel Seiten.

XI. Da nun aber e = [/1-'“'~—} g” ift, und ba s um jo
fleiner wird, je griper die Seitengahl n wird (Fr. 91 VL),
fo nifert fich e um jo mehr dem Halbmefjer r, je grbfer n
wicd. Dafer wird dad Verhiilinid U, : u, (VIL ) jugleid mif
bem BVerhiltnid r: e um fo mehr = 1 (0. . die beiden llm=
finge U, unb u, untexjdeiden fid) um jo weniger von einander),
je grofer die Seitenzahl n wird.

Dbwohl affo bei wiederfholter Verdoppelung der Seiten=
3aB! der Mmfang U immter fleiner, dev Umjang u abev imer
grofer wird, Jo geht dod) jene BVevtleinerung und bdiefe Ber=
griferung nicht iiber alle Grengen hinaud fort, vielmehr
nifern fih (weil jo nad) X. ftetd U, > u, ift) fiecbet U
wnd u einem gemeinfdhaftlichen Grenzwerte W, e3 ift alfo:

N> U lais WP iy, i i
XII. Die gemeinjhaftliche Grenge, der fid) die beiden
Berhiltnifieu, : 2 und U, : 2r niihern, ijt (vergl. r.178 IV.):
7= 3,14159265 ... .;
Anndherungdioecte von 7, ferner die faufig gebraudhten
Bahlenmwerte bon 1 : 7, ijunb i Vn folgen in Fr. 178 V.,

164, Wie B8t man bdie Aujgaben der Broportiondlehre
geonetrijc) ?

1. Die vierte Proportionale BC, (vergl. Fig. 130)
su Drei gegebenen BA, BC und BA, finbet man, indem man
BA und BC auf den Scenteln eined beliebigen Winfel3 ABC
auftriigt, auf BA nod) BA, abjdneidet und A,C, / AC madyt.
Dann it nad) Fr. 148 L:

I};\ : BU — BA: . BUP
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II. Madht man in I. BA, = BC, fo findet man Fu 3wei o
Gtrecien BA und BC bie britte Proportionale BC,, da 2z
dann BA : BC = BC: BC, ijt.

III. Bu zwei gegebenen Strecfen AN — x und NB—y
(vergl. Fig. 142) findet man die mittlere Proportionale,
mdem man iiber AB—x -y ald Durdymefier einen Kreid
fhliigt und diejen durd) eine in N auf AB ervidytete Sent-
redjte NC=p in C {dyneidet. LWeil damn L ACB—90°
(Br. 96 1IL), fo ift x:p =— p:y (Br. 160 L).

Cine anbere Lofung mit Hilfe von Fr. 103 II. giebt
Fr. 161 IV. (oder V.) an bie Hand.

IV. ®a in [II. p*=xy, aljop L/ xy, fo liege fich
diefes Verfahren aud) zum Wusziehen dber Quadrat:
wurzel benuben.

Su dhnlicher Weife fonnte man die Aujfindung der Strece
BC, nad) I, bej. nach II. al3 die geometrijhe Kon-
ftruftion desd avithmetifden (algebraifcdhen) Aus-

BC. BA, BC

Y und oL betrachten.

V. Bill man eine Strece PN =—a (bergl. Fig. 145)
nad) jtetiger Proportion jdneiden (goldener Sdynitt,
bergl. Fr. 147 1V.), 0. §. fo, bafs der grifere Abjdhnitt
FU, = x die mittlere Proportionale jiwijdhen ber Strede FN*
und dem fleineven Abjdnitt NU, ijt, jo ervidhte man in N
eine Genfredhte NM — JFN, {dhlage augd M einen Kveid mit
dem Halbmejjer MN, ziehe aud F ben Durchmefier FUMV
und madje FU, — FU.

Denn dannt ift UV=—=2MN—FN und nad) Fr. 161 V,

FN — FV.FU (FU + UV) FU
(FU 4 FN) FU — FU" 4 FN.FU,

I

bruds

aljo weiter:
FU, — FU — FN — FN.FU FN (FN — FU)
— FN (FN —FU,) — FN. NU;,,
ober : EN:FU, FU;:NU,.
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Man fomnte aber im Eintlang mit Fr. 147 IV. aud)
die Grofe von FU —— x nad) JFr. 160 IIL. finden:

e S 2 o & ; r:l
MF = FN -- MN = '+ (:) el

x = MF — MU = ; T ; =
VI Sit in §ig. 125 DMU eined ber zefn fongruenten
gleichichenteligen Dreiecte eined vegelmafigen Sebneds (Fr. 113
IV.), jo it £ DMU &R = 2R (Fr. 84 IV.);
paber Z DUM = £ UDM = } (2R — £ DMD)
— 38R — 4% — 2/ DMU
(Fv. 68 IL.).

Halbiect mm UF den Winfel DUM, fo wird L DUF

DMU, bafjer A DUF ~ /\ DMU (Fr. 156 L), folglich
DF:DU — DU:DM und DU : UF — DM: MU =—1, . .
DU — UF (. 153 L.).

Lieil aber aud) L FUM — + L DUM — £ DMU ift,
fo jolgt aud UF — FM (Fr. 74 VL) meiter:

DU — FM (r. 20 V.),
und endlid) wird aué DF: DU — DU:DM nad) Fr. 20 IV.
jebt DF: FM — FM: DM.

@Gdyneidet man aljo Den Halbmefjer DM eined Kreifed
nad) jtetiger Proportion (V.), fo gleidht dex grifere AL-
fchnitt FM ber Geite DU ded eingefdyriebenen regelmifigen
Behnects. Die Seite DC ded regelmiigen Fiinfes evhialt
man, wenn mant UC = UD madyt.

165, Wic findet man cinen Kreid, vou weldem jwei Punite
witd eine Tangente, oder cin Pauukt nud swei Tangenten gegeben find?

I. ©inb jwei Tangenten T,S und ToS und ein im L T,ST,
gelegener Puntt P, gegeben, jo mufy der Mittelpuntt M bes
aefuchten Kreifed (wegen Fr. 103 VIL.) auf der Geraden SX
Tiegen, weldje den £ T,ST, Halbiext.

Qiegt mun P, auferhalb SX, fo fille man bon P, eine
Gentredhte PB auf SX hevab und verlingere diefelbe jenfeitd
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SX um da3 Stiit EP, = P,E; dbann ift P, aud) ein Punft
bes gefuchten Rrveifed (Fr. 74 XI.), und fomit wire die
jmeite Aufgabe auf die exte juviidgefiihrt.

Qiegt dagegen P, in SX, fo tangiert aud) die in P, aujSX
ervichtete Senfredyte den gejuchten Rreid (Fr. 83 IL), und
bie Aufgabe ijt nad) Fr. 104 IL. und IV. Fu (Bfen.

1. Gind zwei Punfte P, und P, und eine Tangente T
gegeben und wirh fehtere von der verlingerten Sefhue P,P,
in F, bon der auf P,P, in deren Mitte E evvidyteten (durd)
pen Mittelpuntt M gehenden) Senfredhten XES aber in §
gefdnitten, fo ift die Cntfermmg FN ded3 Beriihrungs-
punfted N Deg gefuchten Sreijed von dem Sdnittpuntte F
nad) Fr. 161 IV. 3u finden aud FN = FP,.FP,. Zrigt
man die nady Fr. 164 III. fonjiruierte Strede FN bon F
aud in TS auf, jo hat man jebt dbrei Punfte: P, P, und N
ped Rreifes und fann diefen nad) Fr. 89 IL zeidynen.

Da man aber FN auf ST von F ebenforwofhl nach) S
hin ald nadh der entgegengejeten Seite hin aujtragen fann,
fo giebt e8 im allgemeinen zwet Lojungen.

Snm. S it ber dufeve Shntichleitdpunit (Fr. 106 IV.) nidt blof fitr die
peibent bel Rifung der geftellten Aufgabe fich ergebenden Kreife K; und K, um
M, und M., foubern aud) flic alle freije K;, welde aud einem Puntte M, in
SEX al3 i nft gejchlagen werdben und TS bexithren,
wirdvon PyS in jivei abet it ftets P/M, // PyM,
unb P“M, /f PyM, (Fr. 15 nb 156 IV.). Diefe Bemertung fthrt ju einer
anderit fehr Bequemen Lojung fiir I. uub IL. durd) Biehen jziweier Parallelen
urdy Py,

1. QJjt in 1L P,P, /ST, jo wird EMS | ST, und meil
aud) MN _L ST, fo viicft der Beriihrungdpunft N nad §;
e3 giebt aljo jept DloB eine Lijung. Der Sdnittpuntt F
ift jest unendlic) weit von N entfernt (Fr. 77 IV. Unm.).

IV. Wenn P, (odex Py) in ST liegt, d. . mit N jufammen=
fallt, haben I. und II. ebenfall3 blof eine wfung. NF it
pabei = 0.

V. Siegen P, und P, in I auf verjdyiedenen Seiten bon
ST, fo giebt e3 feine Lojung (Fr. 83 VL).

Seder diefer Kreife

jdhnitten unt

0l
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Qft inI. £ T,8T, = 180°, fo giebt e3 unzifhlige
Ququuqcn luml die Qage von S und von SE nidyt be-
ftimmt ijt.

Bergl. Fr. 88 IV. und Fr. 104 I bid IV.

Diebenfes Stapifel.

Gleidyheit, Proportionalitit nud Ansmeflung des
Flidgeninhaltes ebener Figuren.

166, Wenn find Parallclogramme uud Dreiede inhaltsgleidy?

. Dreiecfe EFK und HGK (Fig. 148), ebenjo Parallelo-
gramme BFGH und KGNL, welde otmid)ut Parallefen AB
und CD liegen, haben g feidje Hdbe (Fr. 159 L, 108 XIIL).

N G F' e
_zf*
/ ,f \
j) e \r _C
1[ E
Fig. 148,

1I. Dreiecfe und Parallefogramme bon gleidher Hohe
faffent fich awijchen Pavallelen legen (Fr. 108 XIIL).

I11. Parallefogramme EFGH und KGNL (Fig 143) iiber
gleichen Grundieiten (GF =NG) und von gleidyer Hihe jind
inhaltdgleid) (vergl. Fr. 66 IV.).

Bew. Legt man die Parallelogramme gwifden Pavallellinien
AB und CD fo, baf GF an NG ftoft und bie
Parallelogramme anfier einander liegen, {o ijt:
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