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ist ; nach VII . ist aber auch :
I. i ^ — I <1aber Oo - Oi bg I bt
l âVg — l^iVi 3g <l2 — 6g "st 62
I ^liv 1- 1. 2^ 2 bg bz 3 g " st Uz.

Addiert man nun je eine dieser drei letzteren Gleichungen
zu je einer der drei vorhergehenden , so erhält man nach
Fr . 20 VIII . :

6-> — b , — 3,2
«lg — 62 — bg
bg - 3g Oi .

Da endlich bg — 0, , so liegen die Berührungspunkte b>,
und X , des eingeschriebenen und des umschriebenen
Berührungskreises in -gleicher Entfernung von der Mitte
der Seite 3 . Ähnlich ists bei b und 0 . — Bergt . Fr . 159 XVI .
und XVII .

XII . Für den Punkt 0 in Fig . 102 ist nach Fr . 104 VIII .

0 ^ , ^ OIV^ W - stLIV . ^ nst- bg ^ n - st ^ - ^
^ ^

- st b -st 0
8 .

Ebenso ist
und

LV , LVg ^ s
^ Ü2 ^ vvg ^ 8 .

V'

> ' Viertes Hapitet.

Vier Gerade i» derselben Ebene . Das Viereck . Die

Projektion einer Strecke . Die regelmäßigen Vielecke.

106 . Wie viel Fälle lassen sich in Bezug auf die Richtung
von vier Geraden in einer Ebene unterscheiden?

Bezüglich der Richtung der vier Geraden 6st , 62, Og und 6 ,
in derselben Ebene sind fünf Fälle möglich :

I . Alle vier Gerade haben dieselbe Richtung (Fig . 105 ) ;
dann giebt es keinen Schnittpunkt (Fr . 66 II . ) .
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II . Drei Gerade 6H, 62 und 63 (Fig . 106 ) haben gleiche
Richtung , die vierte 6 . eine andere ; dann giebt es drei

Schnittpunkte L, , L , 6 (Fr . 56 III . ) .

Fig . 10S . Fig . 106 .

YÄ_

III . Zwei Gerade 6 , und 62 (Fig . 107 ) haben gleiche
Richtung , die dritte und vierte 6 z und 6 , haben ebenfalls
gleiche, aber eine andere Richtung , als die beiden ersten .

Fig . 108 .Fig . 107 .

Dann giebt es vier Schnittpunkte 0 , v , L und 8
(Fr . 56III . ) , und das zwischen ihnen liegende Viereck OVM
(Fr . 65 II . und I . ) , in welchem je zwei gegenüberliegende
Seiten parallel sind , heißt ein Parallelogramm .

IV . Zwei Gerade 0 , und 6H (Fig . 108 bis 110 ) haben
gleiche Richtung , die dritte 63 und die vierte 0 » andere und
zwar unter sich verschiedene Richtungen . Dann giebt es
fünf Schnittpunkte 8 , D , L , 8 und 8 , und vier davon
liegen in (I , und 62 .



116 Viertes Kapitel . Fr . 10s .

Wenn der fünfte L , wie in Ng . 108 , zwischen Ol und 82
liegt und wenn er mit den beiden in 6i (Fig . 109 ) , oder
in 62 zusammenfällt , so entsteht kein neues oder besonderes
geometrisches Gebilde *) .

Os ^

Fig . lio .Fig . 10S.

Liegt dagegen L außerhalb 6 , und 62 (Fig . 110 ) , so
entsteht zwischen den Schnittpunkten 8 , 8 , U und ein
Trapez 888T , d . h . ein Viereck , in dem zwei Seiten parallel
sind , die anderen zwei sich schneiden .

V . Jede der vier Geraden hat eine andere Richtung ;
dann giebt es sechs Schnittpunkte .

6s 6 >
Ng . ill . Ng . ns .

Fallen sämtliche Schnittpunkte in einen I ' zusammen ,
(Fig . 111 ) , oder fallen deren drei in einen Punkt H zu¬
sammen , wie in Fig . 112 , so entsteht kein neues geometrisches
Gebilde .

*1 Das Gebilde NlHIIHl ist ja nach Fr . 65 I . und IV . keine ebene
Figur . Die Sätze »der solche Figuren lassen sich entsprechend den Sätzen in
Fr . 10S bis 111 leicht aufstellen.
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Fällt dagegen kein Schnitt mit dem andern zusammen ,
so liegen zwischen den sechs Schnittpunkten zwei Trape -
zoide XVDV und X8DII
(Fig . 113 ) , d . h . zwei
Vierecke , in denen keine
Seite der andern paral¬
lel ist.

VI . Es giebt also
rücksichtlich des Paralle¬
lismus der Seiten bloß
drei Arten Von Vier¬
ecken : Parallelogramme ,
Trapeze und Trapezoide
(III . bis V . ) .

Anm . Den Namen „Trapezoid " hat man eigentlich nur zu benutzen , wenn
man ausdrücklich hervorheben will , ein Viereck sei kein Parallelogramm und
kein Trapez . Sonst könnte man sagen : Unter den Vierecken giebt es zwei
besondere Arten : Parallelogramme und Trapeze .

VII . In jedem Viereck beträgt die Winkelsumme vier
rechte (Fr . 72 III .) und lassen sich nur zwei Diagonalen
ziehen (Fr . 65 VI . ) .

Die in Fr . 96 VIII . , 97 III . und I V . sowie die in Fr . 1041 . ,
IX . bis XII . erwähnten Eigenschaften kommen nicht allen
Vierecken zu , sondern nur den Sehnen - und den Tangenten¬
vierecken.

107. Wie sind die Winkel der Parallelogramme beschaffen ?

I . Die Summe von je zwei benachbarten Winkeln 0
und I? (Fig . 114 S . 118 ) des Parallelogramms beträgt 180 °

(Fr . 62 I . 3 .) .

II . Je zwei Gegenwinkel des Parallelogramms sind gleich .
Da in Fig . 114 0 - j- b' - -- 180 ° und X) x - j-
L ^ 180 ° ist ( I . ) , somuß/j . O - s- Xd ' ^ /j . I ' - j-

^ Ich d . h . 0 ^ L sein (Fr . 20 V . und VIII . ) .
III . Ist in einem Viereck jeder Winkel seinem Gegen¬

winkel gleich, so ist es ein Parallelogramm .

Fig . ns .
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Ist nämlich in Fig . 114
/ st6 — /st6 und / st6 — st(. 6 , so ist :

/ st 6 - st / st6 - st/st6 - st/st6 ^ 4R (Fr . 106VII .)
2 ( /st OH 6 ) — 2 ( /st 6 - st/st 6 ) ^ 4 R (Fr . 2 0IV . )

^ 6 - st/st6 ^ 2R1 ^ .
^ 0 st- ^ 0 ^ 2

V1II-) ,

60 // 66 und 66 st 1)6 (Fr ) 62 II . 3 .) .
IV . Ist ein Winkel eines Parallelogramms ein rechter ,

so sind alle rechte ; ist einer
schief, so sind alle schiefe.

Ist in Fig . 114 / I . 6
spitz, so ist es auch / st 6 ( 16 ) ,
während / st 6 und / st 6
stumpf sind (I . ) .

Wäre dagegen / st 6 ein
rechter , so müßten auch

/ st 6 (II . ) und ebenso /st 6 und st). 6 (I . ) rechte sein .
V . Rücksichtlich der Winkel giebt es also nur zwei

Arten Parallelogramme (IV . ) :
Ein Parallelogramm mit lauter rechten Winkeln heißt

ein rechtwinkeliges , eins mit vier schiefen Winkeln heißt
ein schiefwinkeliges .

108 . Welche Sätze handeln von den Seiten des Parallelo¬
gramms?

I . Jede Diagonale teilt das Parallelogramm in zwei
kongruente Hälften .

In Fig . 114 ist nämlich
66 // 60 (Vor . u . Fr . 106 III . )

/ st u / stp ( Fr . 62 I . 2 .)

/ st 6 ^ / st 6 ( Fr . 107 II . )
66 » ^ 66 (Fr . 20 I . )_

/ st 66 »6 ^ / st 1 ) 66 ( Fr . 80 V . ) .

II . Daher läßt sich jedes Dreieck 666 (Fig . 114 ) als
die Hälfte eines Parallelogramms 6666 betrachten, welches
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man erhält , wenn man durch die Endpunkte derselben

Dreiecksseite Ov die Parallelen 00 und VO zu den beiden

anderen Seiten zieht .

III . Im Parallelogramm sind je zwei Gegenseiten gleich .

Weil nämlich / x OVO ^ / X VOO (I . ) , ist auch VO ^ 00

und 00 1) 0 (Fr . 67 II . ) .
Dieser Satz läßt sich auch so aussprechen : Parallele

Strecken zwischen Parallelen sind gleichlang .

IV . Sind in einem ebenen Viereck OVOO (Fig . 114 ) je

zwei Gegenseiten gleich ( 00 — Ov und 00 — 00 ) , so ist

es ein Parallelogramm . Vergl . VIII .

Da nämlich die beiden / X / X OVO und MO nach Fr . 801 .

kongruent sind , so ist nach Fr . 67 II . :

w — cj und ii — x ,
00 // 01) und 00//Ov (Fr . 6210 2 .) .

V . Ein ebenes Viereck 01) 00 (Fig . 114 ) , in dem ein

Paar Gegenseiten 00 und 00 Parallel und gleich (H - ) sind ,
ist ein Parallelogramm (vergl . Fr . 65 und Anmerkung zu
Fr . 106 IV . ) .

Bew . 00 // VO (Vor .)
^ m ^ ^ (Fr . 62 I . 2 .)

00 — 00 (Vor .)
OO ^ VO (Fr . 20 I .)

/ X. oov v ; / X ovo ( Fr . 80 II . ,

ii (Fr . 67 II .)
"

00 // Ov (Fr . 62 II . 2 .) .

VI . Wegen III . kann es auch rücksichtlich der Größe der

Seiten nur zwei Arten Parallelogramme geben , nämlich
gleichseitige , in denen alle vier Seiten gleichgroß sind ,
und ungleichseitige , in denen bloß die Gegenseiten paar¬
weise gleich sind .

VII . Daher giebt es (wegen VI . und Fr . 107 V . ) über¬

haupt nur vier Arten von Parallelogrammen ; nämlich :
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das Quadrat LNLll ? (Fig . 115 ) ist rechtwinkelig und
gleichseitig ;

das Rechteck 8MV (Fig . 116 ) ist rechtwinkelig und un¬
gleichseitig ;

die Raute oder der Rhombus ^ LXV (Fig . 117 ) ist
schiefwinkelig und gleichseitig ;

das Rhomboid VOVL (Fig . 118 ) ist schiefwinkelig und
ungleichseitig .

Anm . Der Name „Rhomboid" wird entbehrlich , wenn man sich nicht die
Möglichkeit erhalten will , ein Parallelogramm kurz zu nennen , das weder
Quadrat , noch Rechteck, noch Rhombus ist .

Fig . llö . Fig . llö .

Ng . ttö . Fig . 117 .

VIII . Ein Viereck mit vier gleichen Seiten ist (nach IV . )
ein Parallelogramm und zwar entweder ein Quadrat , oder
ein Rhombus (VII . ) .

IX . Schneidet man in einem Parallelogramm 61 ) IX
(Fig . 119 ) , von derselben Seite XL her , ans zwei Gegenseiten
gleiche Strecken QI ' und QX ab , so ist die Verbindungsgerade
H den Seiten XL und OL Parallel (V . ) , weil QI ' H

X . Verbindet man die Mitten X und X (Fig . 118 )
zweier Gegenseiten , so ist die Verbindungsgerade IX den
anderen Seiten XO und DL parallel ( III . und V .) .
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XI . Zieht man in einem Parallelogramm HOVIl
(Fig . 119 ) eine Parallele DX zu einer Seite HL , so ist
IX — LL ( III . ) .

XII . Fällt man von zwei Punkten II und (), (Fig. 120)
einer Geraden I1 «2 Senkrechte UV und <28 auf eine zu 11 (1
parallele Gerade V8 , so ist auch UV // <28 (Fr . 57 II . ) .

Macht man dagegen von <2 und V aus <28 -i. V8 und
VIHIIH , so ist wiederum IIV// <28 (Fr . 62V . und II . 3 .) .

Fig . IlS . Fig . 1S0 .

XIII. Da demnach (in beiden Fällen in XII. ) alle Senk¬
rechten zwischen zwei Parallelen parallel sind , so sind alle
Senkrechten zwischen zwei Parallelen auch gleichlang (III . ;
vergl . auch Fr . 72 VI . ) .

WegenFr . 7 4IX . sind also alle Punkte der einenParallelen
von der anderen gleichweit entfernt , oder noch kürzer : zwei
Parallele haben überall gleichen Abstand von
einander.

Den Abstand zweier Parallelen darf man daher im
Parallelogramm und im Trapez als Höhe in Bezug auf
diese Parallelen bezeichnen . Vergl . Fr . 64 III .

Die Parallele kz zu 0 , ist der geometrische Ort
(vergl. Fr . 74 XVII . ) eines in einem vorgeschriebenenAb¬
stande von 0 , liegenden Punktes .

XIV . Zwei Punkte <2, und II , einer Geraden <2,11,,
Fig . 120, liegen in ungleicher Entfernung von einer zu tz,ll,
nicht parallelen und <2,11 , nicht in der Mitte von <2,11)
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schneidenden Geraden V8 . Zieht man nämlich durch einen

PunküX in (Pv , die Gerade M//V8 , so ist nach Xll . und

Fr . 20 III . :
17.8 ^ V8 > H,V .

XV . Zwei Gerade vtz und V8 sind parallel , wenn sich
zwischen ihnen zwei gleiche Senkrechte ziehen lassen (XIII .
und XIV .) .

XVI . Mit Fr . 81 läßt sich leicht beweisen , daß in XIII .
bis XV . anstatt „ Senkrechte " und „ Entfernung " gesetztwerden

darf „ Parallele Strecken " . Vergl . übrigens III . bis V.
XVII . Auch abweichend von III . kann ein Viereck zwei

Paar gleiche Seiten besitzen , nämlich wenn die Seitenpaare
gleich sind , welche in den Endpunkten einer Diagonale zu¬
sammenstoßen , wie z . B . in Fig . 91 im Viereck NOLO , in

Fig . 93 (und 95 ) im Viereck U, ? L1z(j , in Fig . 104 in den
Vierecken IlkVH und IILN ^ .

Die Eigenschaften solcher Vierecke , welche man gleich -

schenkelige Vierecke nennt , sind in Fr . 102 und 105 schon
mit erörtert worden .

Ein solches Viereck würde nach Fr . 106 VI . zu den

Trapezoiden zu rechnen sein , sofern die Seiten des einen

Paares größer sind , als die des andern ; sind dagegen alle
vier Seiten unter sich gleich , so ist das Viereck ein Quadrat ,
oder ein Rhombus (vergl . VI . und VII . ) .

Anm . Hätte man den Namen „Rhomdoid " noch frei (vergl . VII . Anm .) ,
so könnte man ein Viereck, in welchem die an den Enden der einen Diagonale
an einander stoßenden Seiten gleich, die an denen der andern Diagonale sich
treffenden ungleich sind , ein Rhomdoid nennen .

109. Welche Stücke bestimmen ein Parallelogramm ?

I . Aus Fr . 106 III . in Verbindung mit Fr . 57 I . und

Fr . 26 folgt , daßeinParallelogramm durch einen Winkel
und die zwei denselben einschließenden Seiten bestimmt ist .

II . Zur Bestimmung des Rechtecks und der Raute

reichen zwei Stücke aus ( I . und Fr . 108 VII .) ; bei ersterem
die beiden Seiten , bei letzterem eine Seite und ein Winkel .

III . Das Quadrat ist bereits durch eine Seite bestimmt .
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110. Was gilt von den Diagonalen des Parallelogramms ?

I . Wird ein Winkel IZ eines Parallelogramms XIIXV

(Fig . 117 ) durch die Diagonale LX halbiert , so werden auch
die drei anderen Winkel durch die Diagonalen IZX und XX

halbiert , und zugleich ist das Parallelogramm gleichseitig .

Ist X/u — so muß zunächst auch — < ( r

sein (Fr . 20 IV . ) , weil ja / Xs — / Xv und / . r — / Xu

ist (Fr . 62 1 . ) . Dann ist aber sofort auch — / Xr

und / Xu — / Xs (Fr . 20 V . ) , und deswegen weiter :

LX --- XX XL --- XX (Fr . 74 VI . , 108 III .)
/ Xm — / Xp / . u — / X <1 (Fr . 74 I . , 62 I . ) .

II . In jedem gleichseitigen Parallelogramm (Quadrat

und Rhombus ) halbieren die Diagonalen die Winkel (Fr . 741 .
und 62 1 . ) .

111 . Die Diagonalen eines Parallelogramms 8088

(Fig . 118 ) halbieren sich gegenseitig in II (Fr . 67 II .) ,
weil / X 088 ^ / X888 (Fr . 80 V . ) .

IV . Jede durch den Diagonalenschnittpunkt 8 , Fig . 118 ,
gelegte Strecke XX ist in 8 halbiert und schneidet von den

Seiten 68 und 88 nach 0 und 8 hin gleiche Stücke XO

und 88 ab (Fr . 67 II . ) , da/X08X ^ /X888 (Fr . 80 V .) .

Natürlich ist auch X8 — 8 ^

Ist dabei 8X // 80 , so wird 88 88 ^ ^ 88

(Fr . 108 III . und Fr . 20 V . ) .

V . Ein Viereck , dessen Diagonalen 08 und 88 , Fig . 118 ,
sich gegenseitig halbieren , ist ein Parallelogramm . Aus

/ X 088 SL / X 888 (Fr . 80 II . , Fr . 42 II .) folgt ja
/ Xx - -- / Xjp (Fr . 67II .) und endlich 08//88 (Fr . 628 .) ,
sowie aus der Kongruenz der / X/X 088 und 888 in gleicher
Weise 08 // 88 .

VI . In jedemrechtwinkeligenParallelogramm (im Quadrat

XLNL und im Rechteck 8HIIV , Mg - 116 und 116 ) sind die

Diagonalen gleichgroß, weil (nach Fr . 81 8 ) :

/XIM ^ /XIE und ^ tz8V ^ /X8V8 .
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VII. Ein Parallelogramm mit gleichen Diagonalen HV
— 118 , Fig . 116 , ist rechtwinkelig ; denn dann ist noch
V8 ^ 8V , ^8 ^ UV (Fr . 108 III . ) , deshalb /X HV8 ^
/ XK8V (Fr . 80 I .) , dann XXH8V ^ /X. VV8 (Fr. 67 II .),
oder wegen Fr . 1071 . ^ tz8V^ 90° --^ XXlIV8 (Fr . 20VIII .) .

VIII. In jedem gleichseitigen Parallelogramm (Quadrat
und Rhombus) stehen die Diagonalen auf einander senkrecht
(Fr . 75 V . und VI . ) ; denn jede Diagonale , z. B . LV in
Fig . 117 , halbiert in dem von der anderen Diagonale ^X
abgeschnittenen gleichschenkligen XX V8X den Winkel an der
Spitze 8 (II. ) .

IX . Ein Parallelogramm , dessen Diagonalen senkrecht
auf einander stehen, ist gleichseitig . In Fig . 117 ist ja dann
^H ^ XH (III . ) und (Fr . 20 I.) , deshalb
XX ^ L ^ ^ Xtzll (Fr . 811. ) und ^ L ^ LX (Fr . 67 II . ) .

111 . Welche Sätze über das Trapez sind zu erwähnen ?
I. Die Verbindungsgerade 8V (Fig . 121 ) der Mitten

8 und V der nicht - parallelen Seiten Lk und MI eines
TrapezesXLKN istParallel

^ ^_ ^ zu den Parallelseiten Lk
/ °

X ^1 V ^ und XL! und heißt daher
L-/ ._ _ i_ die mittlere Parallele .
/ X ! / V Zieht man durch V eine

^ ^ Gerade ?tz//LX , bis sie
Ng . i 2 i . die beiden Parallelseiten in

k und schneidet, so ist nach
Fr . 62 I . xXx — /X ^ und / Xx, — g , ferner KV — VN
(Vor .) , folglich / XKVk ^ XX NVL ( Fr. 80 V . ) und ?V^ Vtz
(Fr . 67 II .) . Nun ist aber nach der Voraussetzung auch
X8 ^ 8L , folglich :

8V//XH (Fr . 108 X . ) .
II. Zieht man durch die Mitte 8 (Fig . 121 ) der einen

nicht -parallelen Seite XL eine Parallele 8V zu den Parallel¬
seiten MI und LK , so halbiert dieselbe die andere nicht¬
parallele Seite KN.
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Denn ginge 8V nicht durch die Mitte von HU , so müßte
sich (wegen I . ) durch 8 noch eine zweite Parallele zu NU
ziehen lassen , was nach Fr . 57 I . unmöglich ist .

III . Die mittlere Parallele 8V (Fig . 121) ist das arith¬
metische Mittel (vergl . Fr . 19 III . ) aus den beiden Parallel¬
seiten LH und NU.

Aus der in I . nachgewiesenenKongruenz der Dreiecke HVk
und UVH folgt auch , daß H? — HU (Fr. 67 II . ) ; nach
Fr. 108 III . ist ferner Lk ^ 8V - XH , folglich :

2 8V L? - NH ^ (LH - st ( NU— HU)

IV . Die mittlere Parallele 8V (Fig . 121) halbiert auch
jede durch den Endpunkt L der einen nicht-parallelen Seite
LN zu der anderen LU parallel gezogene Strecke LH , weil
nach Fr . 108 III . LX --- HV und XH ^ VU , und nach I.
LV ^ VU ist , daher auch LX --- XI7 (Fr . 20 IV. ) .

V . Wäre in Fig. 121 ^ X— / (.zr , machen also die zwischen
den Parallelen LH und NU gezogenen Strecken LN und HU
nach entgegengesetzten
Seiten gleiche Winkel
mit NU, so muß LH
— NU sein .

Denn dann ist auch
^ L ^ / ^H (Fr . 62 I .)
und die aus L und H
auf NU gefällten Senkrechtenschneiden von NLHU kongruente
Dreiecke ab (Fr. 108 XIII. und 80 V,) .

Anm . Dieser Satz läßt sich als ein Seitenstück neben Fr. 108 IV. stellen
und bildet auch eine Ergänzung zu Fr. 108 III . Anderseits könnten in einem
Viereck auch ein Paar benachbarte Seiten gleich sein lbergl. Fr. 108 XVII.) .

VI. Teilt man eine Seite LX (Fig. 122) eines Dreiecks
XLH, oder die eine nicht -parallele Seite LX eines Trapezes
XLHU in n gleiche Teile und zieht durch die Teilpunkte
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Parallelen zu der Dreiecksseite XX , bezw . zu den Parallel¬
seiten XX und ULI , so teilen diese Parallelen auch die dritte
DreiecksseiteXX und die andere nicht - parallele Seite XL! in
n gleiche Teile.

Da X8 --- 8X und 8V//XX , so ist zunächst XX - - XL
(IV . ) . In den Trapezen 68XX, 6XLX re . mit den mittleren
Parallelen XL , XL re . ist dann nach II . weiter XL — LX ,
LL^ LL re. , daher nach Fr . 20 V . XX —XL — LL^- LII re.
Die durch die Parallelen in LLI erzeugten Teile LV re . sind
aber je einem Teil in XII gleich (Fr. 108 III . ) , daher auch
unter sich selbst (Fr . 20 V . ) .

VII . Die zwischen XX und XX liegenden Abschnitte
8X , HL , XL, OX re . der Parallelen wachsen wie die ganzen
Zahlen ; denn jede derselben besteht aus einem Stück, welches
nach Fr . 108 III . dem vorhergehenden Abschnitte gleich ist
(VL — 8X , 6L — XL re .) , und einem zweiten Stück von
unveränderlicher Größe (Xv , 66 ) . Aus der durch Fr. 80 V.
bedingten Kongruenz der Dreiecke XX8 , 8VX , X66 rc . folgt
nämlich nach Fr . 67 II . , daß 8X — Xv — 66 rc . Daher
ist XL — 28X , 6L — 38X rc.

VIII. Zieht man im Dreieck XXX eine Strecke X? von
X nach einem Punkte X in XX , so teilt XX die Abschnitte
8X , XL , 6L rc . der sämtlichen Parallelen in dem nämlichen
Verhältnisse (vergl . Fr. 145 I.) , wie die Seite XX , weil
nach VII. die zu beiden Seiten von XX liegenden Abschnitte
dieser Parallelen wie die ganzen Zahlen wachsen .

IX . Ist daher in VIII . XX — XX , so halbiert XX auch
die sämtlichenzu XX parallelen Strecken zwischen XX und XX .

X . Wie weist man aus IX . nach , daß der Schnittpunkt
der nicht-parallelen Seiten eines Trapezes in der die beiden
Parallelseiten halbierenden Geraden liegt ? Vergl . auch
Fr . 159 XII.

112. Wie Projiziert man eine Strecke auf eine Gerade?
I. Projektion einer Strecke X6 (Fig . 123 ) auf eine

Gerade 6 heißt die StreckeX,6„ welche zwischen den Fuß-
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punkten X , und L , der von den Endpunkten X und L auf die
Gerade 6 herabgefällten Senkrechten X^ i und LL , enthalten ist .

Macht XL mit 6 (oder
mit einer zu 0 parallelen
Geraden) den spitzen Win¬
kel v , so bildet X,Li die
unter dem Winkel v
projizierte Streckern.

II . Die Projektionen
derselben Strecke auf pa¬
rallele Gerade oder unter
demselben Winkel cv sind
gleichgroß.

In Fig . 123 ist ja X6 X,6 , ( Fr. 108 XIII. ) .
III . Projiziert man XL (Fig. 123) auf mehrere durch X

gehende Gerade 6X , 0,X rc . , so liegen die Fußpunkte 6,
0 , rc . auf einem über XL als Durchmesser geschlagenen Kreise
(Fr. 96 VII.) ; dabei ist (wegen Fr . 91 VI . ) die Projektion
X6 > X0„ sobald ^ . LXO < /^ LX6, . Ganz das Näm¬
liche gilt , wenn XL auf eine nicht durch X gehende Gerade
projiziert wird ( II . ) .

Die Projektion einer Strecke XL wird demnach um so
kleiner , unter einem je größeren (spitzen) Winkel man XL
projiziert .

IV . Umgekehrt : Eine je größere Projektion man bei
Projizierung einer und derselben Strecke XL unter einem
spitzen Winkel erhält, unter einem um so kleineren Winkel hat
man die Strecke projiziert .

V . Bei XL // 6 , also bei w — 0 , wird die Projektion
X,6 , der projizierten Strecke XL gleich ( Fr. 108 XII. ) .

VI . Wird der Projektionswinkel — 90 °
, so schrumpft

die Projektion der Strecke XL zu einem Punkte X zusammen,
wird also ^ 0 (Fr . 57 III . ) .

VII . Wollte man die Strecke XL unter einem stumpfen
Winkel v , projizieren , so fiele die Projektion X,L , nicht mehr
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(wie bei der Projektion unter dem spitzen Winkelv ) auf einen
Schenkel VL des Projektionswinkels , sondern auf dessen
Verlängerung 1)L . Faßt man in diesem Falle (ähnlich wie
in Fr. 44 V. ) die Projektion wegen ihrer entgegengesetzten
Lage gegen den Schenkel VL (Fr . 24 II . ) als negativ auf,
die Projektion unter einem spitzen Winkel aber als positiv ,
dann gilt das Gesetz in III . auch noch für stumpfe Winkel ,
und bei v — 180 ° würde die Projektion X,6 , — — X6
werden . Wie aber bei Projektionen unter Winkeln über 180°
bis 360 ° ?

VIII. Projiziert man eine Strecke X6 unter zwei Winkeln
v und v, , die sich zu 180°

ergänzen, so erhält man gleich¬
große Projektionen , von denen aber die eine als positiv und
die andere als negativ zu gelten hat (VII. ) .

IX . Projiziert man eine bereits unter dem spitzen Winkel
6X0 — v projizierte Strecke X6 noch unter dem spitzen
Winkel OXO , — u , so ist letztere Projektion XL größer als
die Projektion XO , derselben Strecke X6 unter der Winkel¬
summe 6X0, ^- v Pu ; denn es ist ja 60 , //OL (Fr . 57II. ) ,
60i aber fällt von 60 aus nach X hin (Fr. 71 II . ) .

Bei Berücksichtigung von VII. gilt der vorstehende, bis
jetzt nur für vv -s- n <^ 90 °

bewiesene Satz auch noch , wenn
v - -̂ u — 90 ° oder v - j- nj^ OO " ist .

X . Über das Wachsen der Projektionen der von einem
Punkte 6 nach einer Geraden 0 gezogenen und auf eben
diese Gerade 0 Projizierten Strecken giebt Fr . 74 X . Auf¬
schluß . Vergl . Fr . 78 V.

113. Welche Eigenschaften haben die regelmäßigen Vielecke ?
I . Ein ebenes geradliniges Vieleck (vergl . Fr. 651 . ) heißt

regelmäßig , wenn alle seine Winkel und alle seine Seiten
unter einander gleich sind , wie beim gleichseitigen Dreieck
(vergl . Fr. 64III . und 74 V. ) und beim Quadrat (Fr.108VII.) .

II . Die Winkel jeder regelmäßigen Figur sind hohl
(Fr . 35) ; denn beim regelmäßigen n - eck beträgt die Summe der
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ii Winkel (n — 2) 2R (Fr . 72 III.) , weshalb jeder einzelne
Winkel — 2 R ^ ( l — ^ 2 R < 2 Rist.

III . Jeder Winkel einer regelmäßigen Figur wird um so
2

größer , je größerdie Seitenzahl n ist (II. ) , weil abnimmt,
wenn ii wächst .

"
IV . Halbiert man in einem regelmäßigenVieleck X80D80

(Fig . 124) zwei benachbarte Winkel V und 8 , so ist
Z- 2 R (II.) ; deshalb
schneiden sich (Fr . 62 IV . 3 .)
die Halbierungslinien in einem
Punkte N , welcher nach dem
Innern der Figur hin liegen
muß (Fr. 69 IX .) . Aus der
Gleichheit der beiden Winkel¬
hälften 2 und ^ folgt sofort, daß
XN ---- 8N (Fr . 74 VI . ) . Zieht
man ferner von N eine Strecke NO
nach dem nächsten Eckpunkte 6,
so ist /XVN8 ^ / X0N6 (Fr . 80 II. ) , weil ja nach I. auch
XL — 80 und ^ 8 — ist. Deshalb muß aber
weiter NV— NO (Fr . 67 II . ) , also NX — N8 — NO sein
und NO den 0 halbieren .

Geht man nun zu den folgenden Eckpunkten v , L rc . fort,
so findet sich , daß die Halbierungslinien der Winkel eines
regelmäßigen Vielecks sich in einem Punkte N schneiden und
das Vieleck in so viel kongruente gleichschenklige Dreiecke
teilen , als das Vieleck Seiten hat .

In diesen Dreiecken ist jeder Winkel an der Spitze N
gleichgroß , nämlich :

^ XN8 ^ 8N0 ^ . . . ^ 4R : n (Fr. 34 IV. ) .
Daher ist ^ VN6 - s- / H80 -- 2R (II. ) .
V . Die aus dem Punkte N auf die Seiten X8, 80 rc.

gefällten Senkrechten halbieren die Seiten und sind unter- sich
gleich (Fr . 75V . und VI. , Fr . 81 ) .

Zetzsche , Geometrie. 3 . Aufl. g

Fig . 124 .
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VI . Aus dem Punkte U läßt sich also nach IV . ein Kreis

durch die Eckpunkte und nach V . ein Kreis durch die Seiten¬
mitten (vergl . Fig . 125 ) schlagen ; ersterer ist dem Vieleck

umgeschrieben , letzterer eingeschrieben .

VII . Teilt man einen Kreis in n gleiche Teile und legt
durch die Teilpunkte V , ö , 0 rc . (Fig . 125 ) Sehnen oder

Tangenten , so erhält man ein ( eingeschriebenes oder

umgeschriebenes ) regelmäßiges n - eck.

/

Bei dem eingeschriebenen zunächst sind die Seiten nach
Fr . 91 II . unter sich gleich , weil die zwischen je zwei Teil¬

punkten liegenden Bögen gleich sind ; die Winkel aber sind
gleich (Fr . 96 II . ) , weil jeder als Peripheriewinkel über

(n — 2 ) solchen gleichen Kreisteilen , z . B . VIlO über dem

Bogen VblvO , angesehen werden kann .

Zieht man ferner beim umgeschriebenen Vieleck diOl?H8
vom Mittelpunkte II aus Halbmesser UV , W , UO rc. nach
allen Teilpunkten , so zerfällt das n - eck in n Vierecke, und

zieht man dann noch von U Strecken nach allen den Punkten
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l>s, 0 , 8 rc . , in denen sich je zwei benachbarte Tangenten
schneiden , so zerfällt jedes Viereck in zwei kongruente (Fr . 811 . )
rechtwinkelige Dreiecke . Die 2 u Winkel um N sind daher
sämtlich gleich , weil die Strecken NO re . die nach
Fr . 54 IV . gleichen Centriwinkel MI 8 , MIO re . halbieren .
Da deshalb die 2 n rechtwinkeligen Dreiecke unter sich kon¬
gruentsind (Fr . 81II . ) , so folgert man daraus nach Fr . 6711 .
leicht die Gleichheit sämtlicher (halben und ganzen ) Seiten
und Winkel des umgeschriebenen Vielecks .

VIII . Werden durch dieselben n Teilpunkte .4 , 8 , 6 re.
(Fig . 125 ) eines Kreises ein eingeschriebenes und ein um¬
geschriebenes regelmäßiges Vieleck von n Seiten gezeichnet ,
so halbieren die Strecken LM , NO rc . die Bögen r18 , 80 re.

Der Kreis ist daher nunmehr in 2u gleiche Bögen
L8 ^ 80 rc . geteilt .

Zeichnet man jetzt die beiden 2n - ecke , so zeigt sich das
eingeschriebene größer , das umgeschriebene kleiner als das
eingeschriebene , beziehentlich das umgeschriebene u -eck. Durch
fortgesetzte Verdoppelung der Seitenzahlen erhält man dann
Vielecke von 4n , 8 n rc . Seiten , und da sich diese Vielecke
immer inniger an den Kreis anschmiegen , je größer ihre
Seitenzahl wird , so pflegt man den Kreis als ein regelmäßiges
Vieleck von unzählig vielen Seiten zu betrachten .

Fünftes Hupftet .

Einige Aufgaben und Äbungssätze .

114. Wie zeichnet man ein gleichseitiges Dreieck ?

Schlägt man aus den Endpunkten V und 8 der (gegebenen
oder willkürlich gewählten ) Strecke r18 zwei Kreise mit H.8
als Halbmesser , so schneidensich die Kreise , da diein Fr . 102 VII .
gestellten Bedingungen erfüllt sind , in zwei Punkten 0 , und O2.
Die beiden (kongruenten , Fr . 80 I . ) Dreiecke L.80 , und 4 .6 O2
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