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beide stumpf , oder beide spitz sind , oder während die
Summe der letzteren beiden Gegenwinkel von 180 ° ver¬

schieden ist (Fr . 79 VIII . 5 .) ;
V . in einer Seite und zwei Winkeln (Fr . 79 VII .) .

81. Wenn sind zwei rechtwinkclige Dreiecke kongruent?

Zwei rechtwinkelige Dreiecke sind kongruent , wenn sie

(außer im rechten Winkel ; Fr . 39III . ) noch übereinstimmen >'

I . in zwei Seiten (Fr . 80 II . , oder III . ) ;
II . in einem Winkel und einer Seite (Fr . 80 V . ) .

Drittes Hapilel.

Der Kreis und die Gerade . Zwei Kreise .

82 . Welche Lagen kann ein Punkt gegen einen Kreis haben ?

Ein Punkt in der Ebene eines Kreises liegt entweder auf
dem Kreise , oder innerhalb , oder außerhalb des Kreises ,
jenachdem seine Entfernung vom Mittelpunkte gleich , kleiner ,
oder größer ist , als der Halbmesser des Kreises (Fr . 47 bis 49 ) .

83 . Wie viel Punkte hat ein Kreis mit einer in seiner Ebene
liegenden Geraden gemein?

I . Liegt der Fußpunkt X , (Fig . 74 ) der vom Mittel¬

punkte LI eines Kreises
vom Halbmesser r auf die
Gerades , gefällten Senk¬

rechten LN , außerhalb
dieses Kreises , ist also
LN , > r , so liegen
alle anderen Punkte der
Geraden 6 , ebenfalls
außerhalb des Kreises
(Fr . 74 IX . ) .

Fig . 74 .

0 , hat also keinen Punkt mit dem Kreise gemein .
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II . Liegt der Fußpunkt X . (Ng . 74 ) der von LI auf die
Gerade 6 » gefällten Senkrechten LlXg auf dem Kreise , ist !

also NX2 — r , so liegen alle anderen Punkte der Geraden 62
außerhalb des Kreises (Fr . 74 IX . ) .

6ghat dann mit dem Kreise nur einenPunkt gemein.

III . Liegt der Fußpunkt Xg (Fig . 74 ) der von LI auf die
Gerade 6g gefällten Senkrechten NXz i n n e r h a l b des Kreises,
ist also LIXgO , so kann man in 6g von Xgaus nach beiden
Seiten hin XzX — Xgll — r austragen , und dann ist (wegen
Fr . 74 VIII .) NX sowohl als Nil größer als r ; X und 8

liegen außerhalb , Xg innerhalb des Kreises , und deshalb muß
6g den Kreis wenigstens zweimal schneiden (Fr . 28 IV . ) .
Da sich aber nach Fr . 74 XIII . von N aus höchstens zwei
Strecken von der Länge r nach 6g ziehen lassen , so hat auch

6g jetzt mit dem Kreis nur zwei Punkte 6 und v
gemein und kann überhaupt eine Gerade auch mit einem

Kreise nie mehr als zwei Punkte gemein haben .
IV . Eine Gerade 62 , welche mit dem Kreise nur einen

Punkt gemein hat ( II . ) , heißt eine Berührungslinie oder

Tangente des Kreises .
V . Die Senkrechte 62 auf einem Halbmesser NXg berührt

in Xz den Kreis um LI ( II . ) .
VI. Jenseits 62 , nach 6 , hin , giebt es keinen Punkt,

welcher von LI um r entfernt ist ( II . und Fr . 20 III .) ; also
geht der Kreis nicht von der einen Seite von 62 auf die
andere .

VII . Eine Gerade , welche wie 6z zwei Punkte mit dem
Kreise gemein hat ( III . ) , schneidet den Kreis , heißt eine

Schneidende oder Secante ; die innerhalb des Kreises

gelegene Strecke Ov der Secante heißt eine Sehne .
VIII . Jede Gerade 6z , welche durch einen Punkt ? inner¬

halb des Kreises geht , schneidet den Kreis zweimal . Fällt
man nämlich von LI eine Senkrechte auf 6z , so ist entweder
k selbst , oder Xz deren Fußpunkt ; da aber im letzteren Falle
NX ' noch kürzer als LI ? sein muß (Fr . 74 IX . ) , so liegt Xg
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ebensowohl als ? innerhalb des Kreises , und dieser wird

(nach III . ) von 6g geschnitten .
IX . Jede Gerade 6z , welche durch einen Punkt v des

Kreises geht , ohne auf dem nach diesem Punkte gezogenen
Halbmesser LID senkrecht zu stehen , schneidet den Kreis (nach
III .) , weil der Fußpunkt Xz der von U auf 6g gefällten
Senkrechten UXg innerhalb des Kreises liegt , da (nach
Fr . 74 IX . ) UXg kleiner als der Halbmesser UV ist .

X . Jede Tangente 6g steht daher (wegen II . und IX . )
senkrecht auf dem nach dem Berührungspunkte Xz gezogenen
Halbmesser UXz in dessen Endpunkte Xz .

XI . Durch jeden Punkt Xz eines Kreises läßt sich dem¬

nach ( wegen X . und Fr . 57 III .) nur eine Tangente
ziehen .

XII . Alle Punkte einer Tangente , den Berührungspunkt
ausgenommen , liegen außerhalb des Kreises (X . und II . ) .

XIII . Liegen der Mittelpunkt U eines Kreises und ein

Punkt zu verschiedenen Seiten einer Geraden 6g , so
schneiden sich Gerade und Kreis (VIII . ) . Denn steht in

Fig . 74 UX , in Xg auf 6z senkrecht , so wird eine durch H
gehende Parallele zu 6z NXz entweder in Xz , oder zwischen
Xz und Xg schneiden , und Xz liegt demnach innerhalb des

Kreises (Fr . 82 ) .
XIV . Nach X . lassen sich nicht drei unter einander

parallele Tangenten an denselben Kreis legen .

84 . Ist der Kreis krumm?

I . Da nach Fr . 74 XII . sich von jedem Punkte Hs in X ? ,
Fig . 64 auf S . 65 , ein Kreis durch die beiden Punkte 0
und v schlagen läßt , diese Kreise aber sich beim Aufeinander -

legen mit ihren Mittelpunkten nicht decken , vielmehr ungleich
sind (Fr . 49 IV . ) , so ist der Kreis und jeder Kreisbogen
krumm (Fr . 10 II . und IV . ) . Vergl . Fr . 88 und 102 .

II . Kein Kreisbogen VLO (Fig . 7 5 S . 82 ) kann mit seiner

Sehne VO zusammenfallen (I ; oder Fr . 83 III . und VII .) .

Zetzsche , Geometrie. 3 . Aust . 6

st
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III . Der Kreisbogen VLO ist auch nicht auf beiden
Seiten gleich beschaffen ; erweichet der Sehne V6 seine hohle
oder konkave , der Tangente IL seine erhabene oder kon¬
vexe Seite zu , er ist nach der Sehne hin konkav , nach der
Tangente hin konvex gekrümmt .

85 . Wie bestimmt man die Richtung des Kreises?

I . Zwischen dem Kreise und der Tangente H Mg . 75 )
läßt sich durch den Berührungspunkt L keine Gerade ziehen ,
weil ja nach Fr . 83 IX . jede andere durch L gezogene Gerade
den Kreis schneidet . Demnach giebt die Tangente H die
Richtung des Kreises im Berührungspunkte L .

Es steht somit der Kreis in jedem Punkte L senkrecht auf
dem nach diesem Punkte gezogenen Halbmesser iM .

Mg. 76 .Mg . 7S .

II . Der Kreis ändert also seine Richtung von Punkt zu
Punkt .

III . Der Winkel n , welchen eine den Kreis schneidende
Gerade VL mit der Tangente ÜL im Punkte L macht , hat
zugleich als der Winkel zu gelten , unter dem sich in L der
Kreis und vüi schneiden .

IV . Die Tangente Lü , (Fig . 76 ) läßt sich als die Lage
auffassen , der sich die Secante W um so mehr nähert , je
näher deren Schnittpunkt 8 an ihren zweiten Schnittpunkt L
heranrückt . Die Secante würde in dem Augenblicke , in

welchem ihre beiden Schnittpunkte zu einem verschmelzen,
zur Tangente werden .
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Ein ähnlicher Übergang der Sehne in die Tangente liegt
schon in Fr . 83 III . und II . angedeutet , insofern die Secante ,
je mehr ihre Entfernung vom Mittelpunkte dem Halbmesser
gleich wird , um so näher an die Tangente heranrückt .

Anm . Die in IV . gegebene allgemeinere Erklärung des Begriffs „ Berüh¬
rung " ivergl . Fr . 83 IV .) läßt sich sür alle krummen Linien beibchalten .

Die so bestimmte Tangente kann aber , wie Ftg . 77 zeigt , die Krumme unter
Umständen an einem anderen Punkte , oder auch an ihrem Berührungspunkte II
selbst schneiden ; im Berührungspunkte L nur , wenn die Krumme in diesem
Berührungspunkte von der konkaven zur konvexen Krümmung gegen dieselbe
Seite der Geraden übergeht , wenn der Berührungspunkt zugleich ein Wende¬
punkt ist . Vergl . Fr . 27 III .

86 . Wovon hängt die Krümmung des Kreises ab ?

I . Durch denselben Punkt k einer Geraden 0 (Fig . 78
S . 84 ) lassen sich beliebig viel Kreise legen , welche diese Gerade
berühren . Die Mittelpunkte dieser Kreise liegen auf der im
Punkte ? errichteten Senkrechten IIV zu 0 (Fr . 83 X . ) .

II . Zieht man zwei solche Berührungskreise von ver¬
schiedenem Halbmesser , deren Mittelpunkte N , und Lch auf
derselben Seite von 0 liegen , so liegt jeder Punkt des
Kreises vom kleineren Halbmesser U .sl? — ^ innerhalb des
Kreises mit größerem Halbmesserlch ? — i-, (Fr . 82 ) , weil ja

kchtz < LI,N 2 - j- Lchtz (Fr - 76 I . )
< LI .Lch -ch- Ll-k ( Fr . 48III . und 20IV . )

LI,tz < LI,? (Fr . 20 11. ) .
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III. Es liegt also in der Nähe des Berührungspunktes ?
( Fig . 78 ) der größere Kreis zwischen der Tangente 6 und
dem kleineren Kreise , der kleinere Kreis entfernt sich rascher
von der Tangente ; deshalb ist der Kreis mit kleinerem Halb¬
messer stärker gekrümmt , als der Kreis mit größerem
Halbmesser.

Fig . 78 .

IV . Derselbe Kreis hat an allen Stellen gleich starke
Krümmung ; man kann ihn in seiner Ebene um seinen
Mittelpunkt drehen . Vergl. Fr . 47 VI.

V . Je größer der Halbmesser wird, desto enger schmiegt
sich der Kreis zwar an die Gerade (I an , dennoch kann er
nie mit der Geraden zusammenfallen ; dazu müßte der Halb¬
messer über alle Grenzen hinaus wachsen , er müßte unend¬
lich groß werden . Vergl . Fr . 148 VII.
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87. Was ist cin Sektor und ein Segment des Kreises ?

I . Zieht man nach den Endpunkten einer Sehne OO

( Fig . 79 ) die Halbmesser NI ) und NO , so entstehen außer
dem gleichschenkligen Dreieck ONO noch zwei Figuren : der

Ausschnitt oder Sektor ONOOO zwischen dem Bogen

OÖO und den Halbmessern , und der Abschnitt oder das

Segment DOLO zwischen dem Bogen VOO und der

Sehne OO .

II . Jede Sehne teilt den Kreis in zwei Abschnitte , von
denen derjenige 1) 001 ) Mg . 79 ) , welcher den Mittelpunkt N

enthält , einen größeren Bogen 1) 00 und eine größere Fläche
hat als der Halbkreis und als der andere VOOO . Elfterer

heißt ein größerer , letzterer ein kleinerer Abschnitt ; beide

ergänzen sich zur ganzen Kreisfläche .

III . Je zwei Halbmesser NO und NO (Fig . 79 ) teilen
den Kreis in zwei Ausschnitte ; der größere derselben

ONOOV und sein Bogen VOO ist größer als der Halbkreis .

IV . Auch die zu Bögen von 90 °
, 60 ° und 45 °

gehörigen
Kreisausschnitte nennt man Quadrant , Sextant , Oktant .

Vergl . Fr . 50 III .
88 . Durch wie viel Punkte ist ein Kreis bestimmt?

I . Denkt man sich die drei nicht in einer Geraden liegenden
Punkte L , 0 (Fig . 80 ) durch zwei Strecken und ^ 0
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Verbunden und errichtet man auf diesen in deren Mitten X
und V die Senkrechten XX und VV , so schneiden sich dieselben
in einem Punkte LI ( Fr . 71 VI . ) ; zugleich ist Ml — LLl
und OLI — ULI (Fr . 74 XI . ) , daher auch 6LI — ^LLI — OLl
(Fr . 20 V . ) . Durch II, 0 läßt sich also ein Kreis legen
(Fr . 47 II . ) .

II . XX und VV schneiden sich aber nur in einem Punkte
( Fr . 26 ) ; daher giebt es (wegen Fr . 74 XVI . ) auch nur
einen Kreis , welcher durch V , II und 0 geht .

Anm . Durch vicr Punkte läßt sich nicht immer ein Kreis legen . Vergl .
Fr . !»7 III . und 16t III .

III . Der Kreis ist also durch drei Punkte bestimmt ,
wenn diese nicht in einer Geraden liegen . Vergl . Fr . 104XIII .

IV . Um jedes Dreieck VLO (Fig . 80 ) läßt sich demnach
e i n Kreis beschreiben . — Der Mittelpunkt U dieses Kreises
liegt indessen nicht immer innerhalb des Dreiecks , wie in Fig . 8 0 .

V . Die drei Senkrechten XX , VV und 112, Fig . 80 , auf
den drei Seiten eines / x VUO in deren Mitten X , V , II
schneiden sich in einem und dem selben Punkte LI . Denn aus
LIL — LIO ( I . > folgt , daß LI zugleich in II >Ü liegt (Fr .74 XVII . ) .

In I . hätte man also auch die Senkrechte llül auf LO in
deren Mitte II benutzen können und würde doch nur den einen
Kreis gefunden haben .

89 . Wie findet man den Mittelpunkt eines Kreises?
I . Macht man LL (Fig . 81 ) senkrecht auf der Sehne 1) 0

in deren Mitte X , so geht LII durch den Mittelpunkt LI
( Fr . 48 I . und 74 XVII . ) .

Der Mittelpunkt LI liegt also in der Mitte des Durch¬
messers LO (Fr . 48 II . ) .

II . Ein anderes Verfahren ergiebt sich aus Fr . 88 I .
III . Ein drittes Verfahren wird in Fr . 102 XVIII . an¬

gegeben werden .
IV . Eine vierte Lösung kann Fr . 123 bieten .
V . Auch schneidet sich im Mittelpunkte LI die Normale LL

auf der Tangente H und die Senkrechte auf der Sehne LI )
in deren Mitte X .
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90 . Was macht die Halbierungslinie eines Zentriwinkels ?

I . Halbiert man den Centriwinkel DLIO (Fig . 81 ) eines

Ausschnittes , so schneidet die Halbierungslinie LID sowohl

den Bogen DO in D , als die

Sehne DO in X (Fr . 22 IV .
und 52 II . ) .

II . Jeder Sektor DLIODD
ist symmetrisch gegen die Hal¬
bierungslinie i ÎD seinesCentri -
winkels DLIO (Fr . 31 , 48 I . ,
64 IV . ) .

III . Die Halbierungslinie ^
LID halbiert daher nicht bloß
die Sehne DO in X und den Bogen ODD in D , sondern auch

den Bogen DDO in D . Vergl . Fr . 54 III .
IV . Zugleich ist die Halbierungslinie LID -V DO .
V . Ebenso halbiert die Verbindungslinie L1X des Mittel¬

punktes LI und der Sehnenmitte X den Centriwinkel DLIO

und in D den Bogen DO ; auch ist LIX -V DO . Vergl .

Fr . 75 VI .
VI . Daher halbiert die Verbindungslinie LID des Mittel¬

punktes LI und der Bogenmitte D den Centriwinkel DLIO

und die Sehne DO winkelrecht in X (Fr . 57 III . ) .
VII . Eben deshalb geht auch die Verbindungslinie XD

der Sehnenmitte X und der Bogenmitte D durch den Mittel¬

punkt LI ; halbiert den Winkel DLIO und steht senkrecht

auf DO.
VIII . Die Senkrechte LIX ferner vom Mittelpunkte Ll

auf die Sehne DO halbiert diese in X , den Bogen DO in D
und den Centriwinkel DLIO . Vergl . Fr . 7 5 VI .

IX . Auch die Senkrechte DX von der Bogenmitte D auf
die Sehne DO halbiert daher DO in X , geht durch den

Mittelpunkt LI und halbiert den Winkel DLIO.
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X . Die in der Mitte X der Sehne VO errichtete Senk¬
rechte X6 geht durch den Mittelpunkt LI , halbiert den Winkel
OL10 und die Bögen DLO und O60 in 6 und 6 . Vergl .
Fr . 75 VI .

91. In welchen Beziehungen stehen die Sehnen desselben
Kreises zu ihren Bögen und Ccntriwinkeln ?

I . Zu gleichen Centriwinkeln gehören nicht nur gleiche
Bögen (Fr . 54 III . ) , sondern auch gleiche Sehnen desselben
Kreises .

Bringt man nämlich die Centriwinkel zum Decken (Fr . 31 ) ,
so fallen die in den Schenkeln und zugleich auf dem Kreise
liegenden Sehnenendpunkte auf einander , und die Sehnen
decken sich (Fr . 22 III . ) .

II . Zu gleichen Bögen desselben Kreises gehören daher
nicht nur gleiche Centriwinkel (Fr . 54 III .) , sondern auch
gleiche Sehnen .

III . Legt man zwei gleiche Sehnen 116 (Fig . 81 ) des¬
selben Kreises so auf einander (Fr . 22 V . ) , daß die Mittel¬
punkte LI von den Sehnen OO aus nach derselben Seite hin
liegen , so fallen die Mittelpunkte nicht bloß beide in die auf
der Sehne 1) 0 in deren Mitte X errichtete Senkrechte 66
(Fr . 90 X . ) , sondern die Mittelpunkte müssen nach Fr . 74X .
(oder wegen Fr . 77 IX . ) auch auf einander fallen .
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IV . Daher sind die zu gleichen Sehnen desselben Kreises
gehörigen Bögen , Segmente , Sectoren und Centriwinkel
entweder gleich , oder sie ergänzen sich zum ganzen Kreis

( 360 °
) , wie VM und ökO .

V . Die zu gleichen Sehnen desselben Kreises gehörenden
hohlen Centriwinkel sind stets gleich ( IV . ) .

VI . Zieht man von einem Punkte L (Fig . 82 ) des Kreises
zwei Sehnen LO und L0 nach zwei Punkten 6 und 0 , welche
auf derselben Seite des Durchmessers LL liegen , so ist die¬

jenige Sehne LI ) die größere , welche zum größern Bogen LI ) ,
zum größern Centriwinkel IML gehört , mit der Verlängerung
L ^ des Durchmessers LL den größern Winkel VLIL einschließt .

Ist nämlich / L DLL / . OLL , so liegt v zwischen 0

undL , es ist also LI ) )> L0 und deshalb / LlML )> / (. (ML .

Daher muß aber in den beiden Dreiecken DAL und (ML
(nach Fr . 78 II ) I) L OL sein.

VII . Macht man auf der andern Seite des Durchmessers

LL den Bogen LO , — LO , oder Ll_ OML — / ( OLIL , oder
0,LL ^ Ls. 0L2 , so ist/XOML ^ /XONL ( Fr . 80II .)

und daher auch die Sehne LO , — LO (Fr . 67 ll . ) .
VIII . Also wachsen die von demselben Punkte L des

Kreises auslaufenden Sehnen mit den Bögen und Centri -
winkeln , bis diese 180 °

betragen ; während dann die Bögen
und Centriwinkel von 180 ° bis 360 °

wachsen , nehmen die
Sehnen in derselben Weise wieder ab . Demnach

IX . lassen sich von einem Punkte L des Kreises aus
nicht mehr als zwei unter sich gleiche Sehnen ziehen ,
und diese liegen auf verschiedenen Seiten des Durchmessers LL .
Vergl . XII .

X . Jede Sehne ist kleiner als der Durchmesser (VIII . ) .
XI . Der zu einer Sehne desselben Kreises gehörige ,

180 °
nicht übertreffende Bogen und Centriwinkel ist um so

größer , je größer die Sehne ist.
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XU . Ist dagegen der Bogen oder Centriwinkel größer
als 180 °

, so ist er um so kleiner, je größer die Sehne ist.
XIII . Zieht man von einem in einem Halbmesser XLI,oder in dessen Verlängerung X7i gelegenen Punkte D (Fig . 82)

zwei Strecken DO und DI) nach zwei auf derselben Seite des
Durchmessers XL liegendenPunkten 0 und I) , so ist wiederum
(VI . ) nach Fr . 78 II . diejenige Strecke IM die größere ,
welche zu dem großem Bogen XI) , der größern Sehne XD ,dem größern Centriwinkel VLID gehört .

DI) wächst für den innerhalb liegenden Punkt D auch
mit dem ^ DDL , für den außerhalb liegenden Punkt D
dagegen nicht schon von X aus , sondern erst von derjenigen
Lage ab , in welcher I) D den Kreis berührt .

XIV . Macht man auf der andern Seite des Durchmessers
XII den Bogen XO , — XO , oder die Sehne XÖ. — XO, oder

O .NX ^ / I . 6NX , oder ^ 0 >D2 / X. ODL , so ist
/ X 6,LID ^ / X (MD (Fr . 80 ID) , und daher auch die
Strecke DO , ^ DO (Fr . 67 II .) .

XV . Auch die von einem Punkte D ( innerhalb , oder
außerhalb des Kreises) nach Kreispunkten gezogenen Strecken
wachsen erst und nehmen dann wieder ab , wenn der Kreis¬
punkt von X aus den ganzen Kreis durchläuft .

XVI . Dabei ist DX die kleinste und DII die größte
Strecke für jeden Punkt D ; beide Strecken liegen in dem
durch D gehenden Durchmesser XII.

XVII . Auch von D (Fig . 82 ) aus lassen sich nicht
mehr als zwei gleiche Strecken an den Kreis ziehen .

XVIII . Umgekehrt ist in Fig . 82 Xv )> X6 , XI) )> XO,
XXlMD > / X OND und / X VD2 > / X 0D2 , sobald Dv
XX> DO , Wobei jedoch I) und 0 auf derselben Seite des
Durchmessers XU liegen müssen und , falls D außerhalb liegt ,
zwischen II und dem Berührungspunkte der von D aus¬
gezogenen Tangente .
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XIX . Von keinem Punkte in der Ebene eines Kreises ,
außer vom Mittelpunkte , lassen sich daher (wegen IX . und
XVII . ) mehr als zwei gleichlange Strecken nach dem
Kreise ziehen .

92 . Wie hängt die Größe der Sehnen desselben Kreises von
deren Entfernung vom Mittelpunkte ab?

I . Gleichweit vom Mittelpunkte abstehende Sehnen
sind gleich .

Denn wenn man die durch ihre Mitten gelegten Halb¬
messer aufeinanderlegt ( Fr . 22 V . ) , so fallen die Mitten auf
einander (Fr . 22 V .) , und die Sehnen selbst decken sich
( Fr . 57 III . ) .

II . Die dem Mittelpunkte nähere Sehne eines Kreises
ist größer als die entferntere .

Legt man die beiden Sehnen
VII und Iv8 (Fig . 83 ) mit ihren
Mitten X und V auf denselben
Halbmesser Nil , so werden die ^

Sehnen beide auf LIL senkrecht
( Fr . 90 V . ) , demnach parallel
(Fr . 57 II .) . Daher liegen die
Endpunkte L und V der näheren
Sehne von L aus jenseit der
Endpunkte L und 8 der entfernteren Sehne ( Fr . 26 ) , so daß

/ stIMV > / i. 8NX (Fr . 20 III . )
und LV > - 8L (Fr . 91 VI . ) .

III . Auch hier erscheint wieder (vergl . Fr . 91 X . ) der
Durchmesser , dessen Entfernung vom Mittelpunkt ja — 0 ist ,
als die größte Sehne .

IV . Gleiche Sehnen find gleichweit vom Mittelpunkte
entfernt ; denn sonst müßten sie nach II . ungleich sein.

V . Die größere Sehne eines Kreises ist dem Mittel¬
punkte näher als die kleinere . Denn wegen II . kann die
entferntere nicht größer und wegen IV . nicht eben so groß
fein wie die nähere .

Fig . SS.
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93. Wenn halbieren sich zwei Sehnen desselben Kreises?
Nie ; denn zieht man durch die Mitte 0 ( Fig . 84) einer

Sehne L6 den Durchmesser 00 und eine Sehne OH , so ist
OL > 00 ; OH > 08 (Fr. 20 III . )
ox > 00 ; OH > 08 (Fr . 91 XIII .)

OL ^ 08 Konstr.
OH > 08 > 00 ( Fr. 20 IV. und VIO) .

Wohl aber halbieren sich alle Durchmesser (Fr. 48 II .).
94. Wie wachsen die durch denselben Punkt gehenden Sehnen

desselben Kreises ?
0 Fällt man vom Mittelpunkte LI (Fig . 84) auf zwei

durch den Schnittpunkt 0 einer Sehne 8L. und des auf 8L.
senkrechten Durchmessers Ov gelegte Sehnen HO und ILO die
Senkrechten NV und NO , und ist dabei VOIL VOH
-< R, so ist :

NOV > VNO ^ ^ NOII -s- ONO (Fr. 711I.)
^ NOV > 0) NOO (Fr. 20 III .)

VNO < ONO (Fr. 20 IX . ) .
Da somit OIL Von NV in

einem zwischen 0 und O ge¬
legenen Punkte geschnitten
wird , ist das Dreieck NOV bei
0 stumpfwinkelig (Fr. 37 IO ) ,
daher

NV > NO (Fr. 7 4 VIII. )
und OIL > OH (Fr. 92II . ) .

II . Die durch 0 gezogenen
Sehnen werden um so größer ,
je mehr sie sich von der zum
Durchmesser senkrechten Lage
L8 der Lage des Durchmessers
Ov nähern (0 ) .

III . Der Durchmesser Ov ist die größte , 8L die kleinste
Sehne , welche sich durch 0 ziehen läßt ( IO ) . Vergl .
Fr. 92 III .



Fr . 91—96. Kreis und Gerade . Zwei Kreise . 93

IV . Rückt II nach 6 , so führt II . auf Fr . 91 VI .
zurück.

V . Daß der Satz II . auch noch gilt , wenn II außer¬
halb des Kreises rückt , läßt sich entweder auf dieselbe
Weise , oder auch aus Fr . 91 XIII . beweisen , da ja in

Fig . 82 XI ) ^ DD — DX > 1. 0 — DU ^ UO ist
(Fr . 20 X . ) .

95. Was ist ein Peripherie-, Sehnen- und Secantcnwinkcl ?
I . Umfangswinkel oder Peripheriewinkel heißt

ein Winkel OXU (Fig . 85 ) , dessen Scheitel X im Umfange
liegt und dessen Schenkel OX und UX Sehnen sind .

II . Die Schenkel XU und DU eines Sehnenwinkels
XDD sind Teile von Sehnen , die Schenkel XU und DU eines
Secantenwinkels XUD sind Secanten , und zwar liegt
der Scheitel U des letztem außerhalb , dagegen der Scheitel U
des erstem innerhalb des Kreises .

Ug . 86.

96 . Nach welchen Gesetzen hängt die Größe eines Peripherie¬
winkels von dem zu ihm gehörigen Zentriwinkel und Bogen ab ?

I . Jeder Peripheriewinkel ist halb so groß , als der
über demselben Bogen stehende Centriwinkel .

1 . Ist zunächst der Centriwinkel XLIA , Fig . 86 , ein
flacher , so ist :
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ML . --- 2i, NL.8
^ NW ^ ^ N26 ^ (Fr . 48 III. , 74 I . )
/ I. L07i ^ .2). NW - s- ^ NL2

^ 2^ NM - j- / I. N20 (Fr . 20 II., VIII .)
. WW 90 " ^ ) .

'
. .VN/. (Fr . 71 III . , 39 II . ).

2 . Ist ferner der CentriwinkelONO — w -s- n über¬
stumpf , so zerlegt der Durchmesser L.N2 (Fig . 86 ) ihn
und den Peripheriewinkel WO in zwei Teile, und aus :

2i^ w — 2^ r - j- 2^ NW — 2 2 .̂ r
2) u — 8 - j- 2 ) NOL. — 2 2^ 8̂ (Fr . 69 VI . , 74 I .)

erhält man dann durch Addition nach Fr . 20 VIII.
2^ (m -s- u ) — 2 2 . (r - s- s) .

3 . Ist endlich der Centriwinkel ONO (Fig . 87 ) ein
hohler , so kann der Mittelpunkt N entweder auf einem
Schenkel des Peripheriewinkels , oder zwischen dessen
Schenkeln , oder außerhalb derselben liegen .

Mg . 87 . Fig. 88.

n) Im erster« Falle ist 2 ONO ^ 2 N 26 -s- 2 El
(Fr . 69 VI . ) ; nun ist 2 NL.,0^ 2 NOL ., (Fr. 48III. , 741.)
und demnach 2 ONO — 2/1 . N2,0.

b) Zieht man ferner im zweitenFalle den Durchmesser^ !),
so ist ( wie eben bewiesen wurde ) 2 LN0 — 2 262 !) und
2 0N11 — 22 0^ 1) , woraus man durch Addition nach
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Fr . 20 VIII . erhält : IE — 2 / . WVO - j- 2 / .
2 ( II ^ V - j- 0^2v) ^ 2 / (. n^ O .

o ) Im dritten Falle ziehe man den Durchmesser ^ zl' und
findet dann aus Ja ) : / . UNO — IVill' — / . IE
— 2 ^ W ^ — 2 ^ ^ 0 ^ 2 ^ ( L^ I' — I 'E )
-- - 2

II . Alle Peripheriewinkel in demselben Kreisabschnitt ,
oder über gleichen Bögen desselben Kreises sind gleich ;
denn jeder gleicht ja der Hälfte des zugehörigen Centri -
winkels .

III . Jeder Peripheriewinkel über oder in dem Halbkreise
ist — 90 °

, da der zugehörige Centriwinkel ein flacher ist.
IV . Jeder Peripheriewinkel im größer » Abschnitte ist

kleiner , jeder im kleinern Abschnitte größer als 90 °
, weil der

zugehörige Centriwinkel im erster » Falle hohl , im andern
überstumpf ist .

V . Deshalb steht jeder Peripheriewinkel von 90 °
auf einem

Halbkreise ( III . undIV . ) oder über einem Durchmesser ; ferner
VI . muß der Mittelpunkt VI eines durch den Scheitel II

(Fig . 88 ) eines rechten Winkels gelegten , die Schenkel
dieses Winkels in V. und 2 schneidenden Kreises in der Mitte
der Strecke VL liegen und ebenso

VII . muß ein über der Hypotenuse ^ eines rechtwinkligen
Dreiecks aus der Hypotenusenmitte VI geschlagener
Kreis durch den Scheitel L des rechten Winkels gehen . Denn
läge L nicht auf dem Kreise , so müßte (wegen Fr . 77 IV .
und 96 IV . , aber im Widerspruch mit Fr . 96 III . ) der
Winkel im Halbkreise über von 90 °

verschieden sein.
VIII . Zwei Peripheriewinkel WO und WO (Fig . 88 )

über derselben Sehne LO in entgegengesetzten Abschnitten
desselben Kreises (oder zwei Gegenwinkel in einem
Kreis - oder Sehnenviereck ^ WO ) geben nach I . als
Summe 180 °

, weil die Summe der zugehörigen Centri¬
winkel 360 °

beträgt . Vergl . Fr . 133 IV .
Anm . Man lönntc zuerst auch den Satz VIII . mit Hilft von Fig . 88 aus

Fr . 74 I . und 72 III . beweise» und daraus dann die Sätze II ., III . und I .
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IX . Nach III . bis IV . läßt sich der Kreis als der
geometrische Ort (vergl. Fr . 74 XVII . ) des Scheitels
eines über der Strecke XL zu zeichnenden rechten Winkels
auffassen . Vergl . auch Fr . 98 III.

97. Welche Beziehungen bestehen zwischen den Sehnen- und
Secantcnwmkeln und den Peripheriewinkeln ?

I . Jeder Sehnenwinkel x, Fig . 89 , ist größer als der
über seinem Bogen OL stehende Peripheriewinkel und
zwar gleich der Summe - j- 2 ) der beiden Peripherie¬
winkel ^ und 2 , welche über den zu ihm und zu seinem
Scheitelwinkelgehörigen Bögen OL und DX stehen (Fr. 69 VI.
und 96 II ) .

II. Jeder Sec antenwinkel I? ist kleiner als der über
seinem Bogen VX stehende Peripheriewinkel p , und zwar
(nach Fr . 69 VI. und 96 II . ) gleich der Differenz sp —g)
der Peripheriewinkelp und g , welche über den zwischen seinen
Schenkeln liegenden Bögen 1)X und HL stehen . Nach
Fr . 69 VI . ist nämlich I' - s- g — p , und dies geht in
I? — p — g über , wenn man (nach Fr. 20 VIII. ) beiderseits

subtrahiert .
III . Beträgt in einem Viereck XLLO (Fig . 88 ) die Summe

zweier Gegenwinkel X und
L 180 , so läßt sich um
das Viereck ein Kreis be-

^4. schreiben. Ginge nämlich

L als Sehnenwinkel ,
oder als Secantenwinkel

als 180 ° — X sein müssen .Fig . ss .
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IV . Wie beweist man ans Fr . 91 II . , daß in jedem
Sehnentrapez die nicht parallelen Seiten gleich sein müssen ?

98. Wie wachsen die Peripheriewinkcl mit ihren Sehnen ?

I . Ein spitzer Peripheriewinkel in demselben Kreise
ist ( wegen Fr . 96 I . ) um so größer , ein stumpfer aber um

so kleiner , je größer die zugehörige Sehne ist , weil ja nach
Fr . 91XI . und XII . der zugehörige Centriwinkel im elfteren
Falle mit der Sehne wächst , im zweiten abnimmt .

II . Aus Fr . 91V . folgt , daß zwei zu gleichen Sehnen
desselben Kreises gehörende spitze Peripheriewinkel unter sich
gleich sind , und ebenso zwei stumpfe .

III . Die Scheitel gleicher Winkel über derselben Strecke 66

(Fig . 87 ) und auf derselben Seite dieser Strecke liegen auf
einem durch die Endpunkte der Strecke gehenden Kreise
(Fr . 96 I . , 97 I . und II . ) . Vergl . Fr . 96 VIII . und IX .

IV . Zu gleichen PeripheriewinkelndesselbenKreises
gehören (wegen I . ) gleiche Sehnen .

V . Sind zwei Peripheriewinkel desselben Kreises
ungleich , so gehört zu dem größeren eine größere Sehne ,
falls die beiden Winkel spitz sind , dagegen eine kleinere Sehne ,
falls die beiden Winkel stumpf sind (II . und I . ) .

VI . Ein spitzer und ein stumpfer Peripheriewinkel des¬

selben Kreises besitzen nach IV . gleiche Sehnen , wenn sie sich
zu 180 °

ergänzen . Denn nach Fr . 96 VIII . ist ja der über
der Sehne des spitzen Winkels v im kleineren Kreisabschnitte
liegende Peripheriewinkel vv — 180 ° — v .

VII . Will man über einer Strecke 06 , Fig . 87 S . 94 ,
einen Kreis beschreiben , in welchem der Peripheriewinkel
über 66 eine bestimmte Größe X besitzt , so kann man zu¬
nächst für Fr . 89 II . einen dritten Punkt X des Kreises
bestimmen ( Fr . 62 IV . ) , indem man an 06 zwei Winkel
60X und 06X anträgt , deren Summe — 180 ° — X ist.

Auch würde die auf 06 in deren Mitte errichtete Senk¬
rechte durch den Mittelpunkt U des gesuchten Kreises gehen

Zetzsche , Geometrie. 3. Aufl. 7
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(Fr . 90 X . ) und in N geschnitten werden von einer Geraden
LH „ welche mit OL einen / ^ OL^ , — 90 ° — /Lv macht ;
denn dann ist ja 4 ^ ONL — 9 0 °— / . OL^ ., ^ /L

99. Welche Sätze gellen über parallele Sehnen ?
I . Verbindet man die Endpunkte der beiden parallelen

Sehnen VO und LL (Fig . 90 ) durch die vier Sehnen LO,
Lv , VL und OL , so folgt aus der Gleichheit der Winkel u
und v <Fr . 62 I . 2 .) , daß zunächst OL — OL (Fr . 98 IV.) ,
und deshalb auch OL ^ VL ist (Fr . 91 IV . ) , weil die
Summe dieser Bögen O 360 ° ist.

Dann ist aber weiter auch OLL — DLL (Fr . 20 VIII .)
und OL ---- OIL (Fr . 91 IL) .

II . Die zwischen zwei parallelen Sehnen 00 und LL
liegenden Bögen sind also gleichgroß ; ebenso paarweise die

Ng. sa .

Vier ihre vier Endpunkte ver¬
bindenden Sehnen .

III . In Fig . 90 ist aber
nicht bloß u — m und

s — ^ v (Fr . 96 II . ) ,
sondern auch u — Xj v
und s — / Lw (Fr . 621 . 2 .) ,
und demnach wegen Fr . 20 V . :

X^ u — / Lm — / . s
und

/ L w — 8 — / L v.
Da aber weiter vund x — (Fr . 96II . ),

so ist nach Fr . 20 VIII . auch :
/ j, (r - j- s) — <Vv - j- u) und

(x - j- v) — /L (^ - s- m) .

IV . Jede der parallelen Sehnen VO und LL macht also
mit den von ihren beiden Endpunkten auslaufenden Sehnen
OL und VL , OL und VL paarweise gleiche Winkel (III . ) .
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V . Sind umgelehrt die beiden sich innerhalb des Kreises
nicht schneidenden Sehnen OL und VO (Fig . 90) und des¬
halb (nach Fr . 91 IV . ) auch die zu denselben gehörigen ,
180 ° nicht erreichenden Bögen OL und VO gleichgroß , so
ist /Os — /On (Fr. 98 II . ) ; da aber auch /Os — /Ov
(Fr . 96 II .) , so ist nach Fr . 20 V . auch /Ou — /Ov , und
daraus folgt , daß VO//OL ist (Fr . 62 II.) .

Anm . Sind die innerhalb des Kreises sich schneidenden Sehnen VN
und V6 gleich , so ist nicht immer 06 ^ VN, sondern nur , wenn VL und V6

sich im Mittelpunkte schneiden , oder wenn VL ^ VL . Nach Fr . S1 VII . lassen
sich ja , sofern VL nicht ein Durchmesser ist , von V aus zwei Sehnen V6, und V«V

ziehen , welche — VN sind .

VI . Der Satz II . hört nicht auf zu gelten , wenn die eine
Sehne OL zur Tangente wird (Fig . 91 ) .

Dann steht der Halbmesser LIL nach dem Berührungs¬
punkte L sowohl auf der TangenteOL (Fr . 83 X . ) , als auf
der Sehne 1 ) 0 (Fr . 62V . ) senkrecht ; deshalb ist /O ;>— /Og
(Fr . 90 VII . ) und wegen Fr. 54 III. und 911 . auch:

OL — VL und OL ^ VL.
VII . Wäre in Fig . 90 auch noch VO // OL , so wäre

auch /O rv — .<0 x — /O ^ — /O r ( III . ) . Das Viereck
DOLO besäße dann vier rechte Winkel (Fr . 71III . ) , es wäre
auch VO — OL und die beiden Diagonalen VL und 00
schnitten sich im Mittelpunkte des Kreises .

100. Welche Neigung hat eine
Tangente IX gegen eine durch den
Berührungspunkt!?! gehendeSehneW ?

I . Zieht man in Fig . 91 durch
den Endpunkt v der Sehne LV
die Sehne VO//OL , so wird

n — /O n (Fr . 62 0 ) ; weil
aber nach Fr . 99 VT. OL — LV,
so ist auch /Ou — /Os (Fr. 740 ),
und nun weiter /On — /Os, d . h . Fig . SI .
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der spitze Winkel n zwischen Tangente Lkill und Sehne III )
gleicht dem über der Sehne stehenden spitzen Peripherie¬
winkel 8.

II . Dasselbe gilt auch von den beiden stumpfen Winkeln ,
weil / I. LIM — 180 ° — n (Fr. 39 IV . ) , der stumpfe
Peripheriewinkel im kleineren Abschnitte über Lv aber 180 °
— 8 ist (Fr- 96 VIII. ) .

101. Wenn find Kreise concentrisch nnd wenn excentrisch ?
I . Haben zwei Kreise L , und IV (Fig . 92) in derselben

Ebene einen gemeinschaftlichen Mittelpunkt LI , so heißen sie
concentrische Kreise.

II . Zwei concentrische Kreise haben entweder alle , oder
keinen Punkt gemein , jenachdem
sie gleiche , oder ungleiche Halb¬
messer haben (Fr . 491 . und III . ) .
Vergl . auch Fr . 82.

III . Zwei Kreise in derselben
Ebene, deren Mittelpunkte LI , und
LV nicht zusammenfallen , heißen
excentrische Kreise ; die durch
die Mittelpunkte gehende Gerade
heißt die Centrale , die Verbin¬
dungsstrecke LI .LV — v der Mittel¬
punkte die Centralstrecke .

IV. Die Centrale schneidet jedenKreis in einem Durchmesser.
V . Haben zwei Kreise zwei Punkte ihrer Centralen gemein ,

so sind sie concentrisch und auch gleich . Denn die ihnen gemein¬
schaftliche Strecke zwischen diesen beiden Punkten wäre ein
gemeinschaftlicherDurchmesser (IV . ) , ihre Mittelpunkte fielen
also auf einander (Fr . 48 II .) und die Kreise müßten sich
decken (Fr . 101 II . ) .

Ng . 92 .

102. Wieviel Punkte haben zwei excentrische Kreise gemein?
I . Zwei verschiedene Kreise können nicht mehr als

zwei Punkte gemein haben, da sich nach Fr. 88 III . durch
drei Punkte nur ein Kreis legen läßt. Vergl . auch Fr. 91 XIX.
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Fig . SS.

II . Zwei excentrische Kreise können nicht zwei Punkte

ihrer Centralen gemein haben (Fr . 101 V . ) .

III . Haben zwei excentrische Kreise einen Punkt 1'

(Fig . 93 ) außerhalb der Centralen gemein , so haben sie

auch noch einen

Punkt (x gemein ,
welcher auf der
anderen Seite der
Centralen so
liegt , daß die Strecke

durch die Cen¬
trale in L senkrecht
halbiert wird . Ist
nämlich ? H 11.
undLH - - L ? , so ist
nach Fr . 7 4 XI . auch
U .H- ^ U .LUndNrH
— N »? , d . h . H liegt
auf beiden Kreisen (Fr . 82 ).

IV . Haben zwei excentrische Kreise zwei Punkte gemein ,

so liegen diese Punkte außerhalb der Centralen (II .) und zu
beiden Seiten derselben (III .) .

V . Haben zwei excenlrische Kreise einen Punkt der

Centralen gemein , so haben sie überhaupt bloß einen

Punkt gemein ( I . bis IV .) .
VI . Haben zwei Kreise in derselben Ebene bloß einen

Punkt gemein , so muß dieser (wegen III . ) in der Centralen

liegen .
Dann ist die in jenem Punkte auf der Centralen errichtete

Normale eine gemeinschaftliche Tangente beider Kreise

(Fr . 83 V .) ; die Kreise haben in jenem Punkte gleiche Rich¬
tung (Fr . 85 I . ) , und man sagt : sie berühren sich .

VII . Ist die Centralstrecke U .A ? — e größer als die

Differenz i-,— !'2, aber kleiner als die Summe r , - j- r ? der
beiden Halbmesser LI,? — r , und iil»? — r », so schneiden
sich die Kreise in zwei Punkten .
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Da r , i'z v> i-, — i-2 sein soll , wobei r, > iz voraus¬
gesetzt werde, so erhält man durch Addition und durch Sub¬
traktion von es nach Fr . 20IX . v - s- r? r , und r , — n
Trägt man nun in der Centralen von (Fig . 93 S . 101 )
aus nach beiden Seiten hin Ll^ — AX6 — r? auf , so fällt
0 sicher in die Verlängerung von V , FV , und es ist auch
Ll,6 — o -f- n r>. Der Punkt .-1 dagegen kann dabei
entweder zwischen U , und LX , oder auf LI„ oder jenseits A,
fallen . Im ersteren Falle ist N ,V — o — i>2 -< r, ; im zweiten
Falle ist (wie in Fig . 94 ) — 0 ; im dritten Falle ist
(wie in Fig . 95 ) N,V — — oO ?, und da so ist
umsomehr Ll,V r , (Fr . 20 VII . ).

Ng . 94 . Fig . SS.

Somit liegt von den beiden Punkten V und 6 , welche
X 2 mit der Centralen gemein hat , stets der eine V innerhalb,
der andere 0 außerhalb X, (Fr . 82 ).

Daher muß X ? den Kreis X , in zwei Punkten ? und
schneiden (Fr . 28 IV . , 102 I .) .

VIII . In VII . wird (wie in III . ) die gemeinschaft¬
liche Sehne VH, Fig . 93 bis 95 , der beiden sich schneidenden
Kreise von der Centralstrecke U .A? in X senkrecht halbiert
(Fr . 74 XVII . ) .

IX . Die Centrale halbiert daher auch die beiden Winkel
I 'V >( ' und I>VV) ( Fr . 90 V . ) .
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X . Die Sätze VIII . und IX . ließen sich auch aus der
Kongruenz der Dreiecke U .kLIr und N .tMi , VIi?L und

und VI,(IV. herleiten.
XI. Sind (wie in Fig . 96) in VII. die beiden Halbmesser

gleich , r , — r>2 , so lassen sich auch aus ? und H Kreise durch
N, und VI 2 legen (Fr. 82) , und deshalb wird dann auch
U,(l, in V von der gemeinschaftlichen Sehne V(I halbiert.

XII . Läßt man in Fig . 93 bis 95 den Mittelpunkt .V,
des Kreises X, auf den Punkt
werden >1,1 und Sehnen
zeigt dann die Lösung der
Aufgabe : eine Sehne von
bestimmter Länge in einen
Kreis einzutragen . Vergl. IX.

XIII . Istdie Centralstrecke
0 gleich der Summe

r, - st- r, der Halbmesser , so
haben die excentrischen Kreise
bloß einenPunkt X , Fig .97 ,
gemein . Vergl. V.

L des Kreises 1i , rücken , so
des Kreises L, . Die Figur

Fig . S7.
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Machtman auf der Centralenvon LI, nach LXhin LI,X— r„
fo tv !rd .V1!^ — LI,LX — 11 14 — (r, n ) — r,
X liegt also aus beiden Kreisen . Da nun aber o —
ist (Vor .) und deshalbU, außerhalb L. liegt (Fr . 82) , so ist nach
Fr . 91 XV . und XVI . jeder Punkt 8 des Kreises IV weiter,

als X , von LI, entfernt und
liegt demnach außerhalb X,
(Fr. 82) , da jaU,X — i-, war.

XIV. Ist die Centralstrecke
LI, — LX — e gleich der Diffe¬
renz i-, — i> der ungleichen
Halbmesser , so haben die ex¬
centrischen Kreise bloß einen
Punkt 8 , Fig . 98 , gemein.
Vergl. V.

Weil LI,Ll2 — r, — r2< r ,
ist , so liegt LX innerhalb X,
(Fr . 82) . Macht man nun in
der Centralen von LI, nach LI
hin LI,8 — r , und dann von 8
aus rückwärts MX — rz , so
liegt 8 auf den beiden , aus

LI, und LI. mit den Halbmessern r , und ^ geschlagenen Kreisen.
Unter allen Punkten in X, liegt aber 8 am nächsten an LI
(Fr . 91XV. und XVI .) ; weil nun 8 auf X, liegt, so müssen
alle anderen Punkte (z. B. X) des Kreises X , außerhalb IX
liegen .

XV . In XIII . (Fig . 97 ) berühren sich die Kreise X,und X, von außen , in XIV . (Fig . 98 ) von innen.
XVI . Ist die Centralstrecke o größer als die Summe der

Halbmesser , so haben die Kreise X, und X- keinen Punkt
gemein , vielmehr liegt jeder Kreis ganz außerhalb des
anderen .

Trägt man nämlich in Fig . 99 auf LI.LX die Strecke LXL.
— is von LI 2 aus und die Strecke LI,8— r, von LI , aus auf ,
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so liegt der Punkt v von V aus nach LI , hin um das Stück V6
entfernt, um welches LI, LI , — e die Summe r , - j- i-I über¬
trifft . -V liegt also außerhalb Iv, ; jeder andere Punkt ? von
Iv, ist aber noch weiter von LI , entfernt , wie /I (Fr . 91 XV .
und XVI .) , liegt also ebenfalls außer X, .

XVII . Ist die Centralstrecke 0 kleiner als die Differenz
der ungleichenHalbmesser r,0 - 1-2, so haben die Kreise keinen
Punkt gemein , vielmehr liegt der eine Kreis IV ganz inner¬
halb des anderen Li, .

Da e — LI,LI , — 1-2 und des¬
halb V,V2 - 0 -2 < i-, (Fr . 20 IX .) ist ,
so liegt LI, innerhalb Iv , (Fr . 82 ) .
Verlängert man nun in Fig . 100
LI,L1,um LI ',0 — 1->, so liegt 0 auf Iv>;
da Ll,6 LI,LI, - - 1-2 -< r„ liegt auch
0 innerhalb Iv, ; alle anderen Punkte
(z . B . X) des Kreises Iv , liegen aber
wegen Fr . 91XV . und XVI . noch näher
an LI, , als 6 , und liegen deshalb eben¬
falls innerhalb Iv, . Ob IV die Centrale
zum zweiten Male zwischen LI,und LI „
oder jenseits LI , schneidet , ist dabei gleichgültig.

XVIII . Aus XI . gelangt man zu noch einer Lösung der in
Fr . 89 gestellten Aufgabe. Schlägt man nämlich aus zwei



Drittes Kapitel . ; Fr . 102—ivz .loch
beliebigen Punkten VI, und LX des Kreises X , Fig . 96 , mit
demselben Halbmesser r, — LI,tz — r'2 zwei Kreise X ,
und X - , welche sich in zwei Punkten ? und H schneiden ( VII .) ,
dann halbiert I? ( s die Sehne >1 , A . von X senkrecht in X ( XI .) ;
deshalb geht I ' t) durch den Mittelpunkt N von X (Fr . 90 X .)
und A liegt in der Mitte des Durchmessers ? X (Fr . 48II .) .

103 . Wie zieht man eine Tangente an einen Kreis li, von
einem Punkte t! außerhalb desselben?

I . Liegt bei Fr . 102 VII . der Mittelpunkt II , (Fig . 94
und 101 ) auf dem Kreise Xz , so stehen die von den End¬

punkten 11, und 0 des
Durchmessers nach
? , oder nach (z gezogenen
Sehnen auf einander senk¬
recht (Fr . 96 III . ) ; daher
sind 6 ? und 0 () Tangenten
(Fr . 83 V .) an den Kreis
X , in den Endpunkten ?
und der den beiden
Kreisen gemeinschaftlichen
Sehne ? H.

II . Von jedem Punkte
0 außerhalb eines

Kreises X , lassen sich daher stets zwei , aber nur zwei
Tangenten an diesen Kreis ziehen ( I .) . Die Berührungs¬
punkte ? und liegen auf dem über ( VI , als Durchmesser
beschriebenen Kreise Xs -

III . DaN, ? ^ LI,tz (Fr . 48III . ) , U,6 ^ ÄI,6 (Fr . 201 . )
und ^ ? LI,6 ^ M .O (Fr . 102 IX . ) , so ist / X ? N,6
^ (Fr . 80II . ) , und nach Fr . 54 III . und 67 II . sind
daher nicht nur :

IV . die Bögen ? L und () !t , sowie
V . die Strecken 6 ? und (X) der beiden Tangenten gleich¬

groß , sondern letztere machen
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VI . auch gleiche Winkel ? OLI , und HOLI, mit der Cen¬
tralen (MM, . Daher

VII . liegt der Mittelpunkt LI , eines Kreises I0 „ welcher
zwei sich unter dem hohlen / X kOH schneidende Gerade ? 0
und HO berührt , in der den / _ OOH halbierenden Geraden
OO , und

VIII . aus jedem Punkte LI , in 00 läßt sich ein Kreis

ziehen , welcher 0 ? und OH berührt (Fr . 74 sXVIII . und
83 V . ) .

IX . Wegen Fr . 71 VI . machen die beiden Tangenten 0 ?
und OH denselben spitzen Winkel mit einander , wie die beiden

Halbmesser LI,k und U,H ; oder es ist / ^ VOH - s- / XkLl,H
— 180 °

(Fr . 72 III . , oder 96 VIII . ) .

1V4. Welche Sätze gelten von dem Tangentendreieck und dem
Tangentenviereck?

I . Tan gentendreieckundTan genten Viereck (Dreieck
und Viereck um den Kreis ) heißt ein Dreieck , bezw . ein
Viereck, dessen Seiten Tangenten desselben Kreises sind .

II . Wegen Fr . 103 VI . und VIII . müssen sich die drei

Halbierungslinien XLfi , Mo , OLI » (Ng - 102 S . 108 ) der
Winkel eines Dreiecks XLO in dem Mittelpunkte LI« des dem
Dreieck L60 eingeschriebenen Kreises IH schneiden .

III . Es giebt daher zu jedem /X X80 einen inneren
Berührungskreis IO«, welchem das Dreieck umschrieben
ist . Vergl . XIII .

IV . Es giebt aber zu jedem Dreieck auch noch drei
äußere Berührungskreise , welche je eine Seite des¬
selben und die Verlängerungen der beiden anderen Seiten
berühren . Die Mittelpunkte LI, , Ll, und LIz dieser drei
äußeren Berührungskreise L, , und IH (Fig . 102
S . 108 ) des Dreiecks X80 findet man durch Halbieren der
Außenwinkel desselben (Fr . 103 VII . ) .

V . Die Centrale von je zwei äußeren Berührungskreisen
läuft deshalb durch einen Eckpunkt des Dreiecks (Fr . 43 ) .
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VI . Jeder Eckpunkt des Dreiecks V60 liegt in der Ver¬
längerung einer durch den Mittelpunkt ich des eingeschriebenen

und den Mittelpunkt eines äußeren Berührungskreises gelegten
Geraden (Fr . 103 VII ) ; denn es liegt z. B . sowohl ich, als
Ich auf der den ^ VUO halbierenden Geraden .

VII . Die Seiten des Mittelpunktsdreiecks ich ich Uz (V .)
stehen auf den Halbierungslinien der Winkel des Dreiecks V60
senkrecht ; denn es ist z . B . in Fig . 102 :
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XloVL ^ / XXLV0 (II .)
^ LlzVL — z ^ iVzVL ^ ^ ^ . VzVo
_ / . U2VO ( IV . und Fr . 42 II.)
/ . LIzVLIz — XIzVL- s- / ) NzVII X) LlzVO-!- X) ^ 6

^ / . LIoVVIz (Fr . 20 VIII .)

2, Vg , Hz der Seiten L und o mit den vier Berührungs -

Ll »V _1. )IzN 2 ( Fr . 37 I . und IV .)
VIII. Mit Hilfe von Fr . 103 V . läßt sich leicht heraus¬

bringen, daß der Eckpunkt 6 des /X VIIO mit den drei Seiten
a, d , o von den BerührungspunktenL„ bl) , V) , V?) und Lz,
I.
kreisen absteht um

LL , l>0 V (a — d v) II1-3 !
LX , b . — z (a -s- b — e) -- LIIz ;
IIV , — dz — ^ (a -s- d -s- v) — UV z ;

IX. Im Tangentenviereck VLOV (Fig . 103) schneiden sich
wegen Fr . 103 VIII. die vier
Halbierungsliniender Winkel
in dem MittelpunkteU des
Kreises , um den es beschrie¬
ben ist.

X . Im Tangentenviereck
VLOV (Fig . 103) ist die
Summe zweier Gegenseiten
gleich der Summe der beiden
anderen . Vergl. Fr . 133 V.

Sind nämlich II ,V , Xu . 1 die
vier Berührungspunkte , so ist :

VII -- VI
06 --- LV
X6 V6
Xv ^ Iv

XO -i- Xv ^ V6

(Fr . 103 V.)

VII - j- 116
VI - j- Iv - j- LV - s- VO ^ VI) 20 II .)
VL - j- Ov ^ Vv - s- L0 (Fr . 20 VIII. und IV . ) .
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XI . Zieht man im Tangentenvierecke XLOV (Fig . 103 )
von einem Eckpunkte X die Strecken XL , und XL nach einem
Punkte L , und 1>2 in einer Gegenseite LO und in deren Ver¬
längerung , so ist :

XL , > XL — LL , (Fr . 76 II . )
XL , - s- VO > XL -s VO — LL , (Fr . 20IX . )

> XV -s- OL — LL , ( X . )
> XI ) - st OL .

'
XL ^ < XL - st LL 2

XL, - st 1) 0 < XL 1)0 ^ LL ,
< Xv - st OL - st LL 2
< XI ) OL 2.

Die Tangente XL des Xv , VO und OL berührenden
Kreises ist also die einzige Gerade , welche sich von X nach
einem Punkte in OL ziehen läßt und welche zugleich mit Xv ,
VO , 08 ein Viereck liefert , worin die Summen der Gegen¬
seiten gleichgroß sind .

XII . Sind daher in einem Viereck die Summen der Gegen¬
seiten gleich , so läßt sich in dasselbe ein Kreis beschreiben .

XIII . Der Satz in III . läßt sich (als Seitenstück zu
Fr . 88 III . ) auch so aussprechen : Der Kreis ist durch drei
sich schneidende Tangenten bestimmt .

Dieser Satz hört nicht auf zu gelten , wenn zwei von den
drei Tangenten parallel werden .

XIV . Warum muß im Tangententrapez die Höhe stets
dem Durchmesser des (eingeschriebenen ) Kreises gleichen ?

105 . Wieviel gemeinschaftliche Tangenten besitze» zwei Kreise?
I . Liegen zwei gleiche Kreise außer einander (Fr . 102 XVI . ) ,

so berühren die zu beiden Seiten der Centralen durch einen
im Abstande eines Halbmessers r von der Centralen liegenden
Punkt gezogenen Parallelen der Centralen beide Kreise
(Fr . 74 IX . , 72 VII . , 83 V . ) .

II . Liegen zwei ungleiche Kreise außer einander (Fr . 102
XVI . ) , so berühren bei r,st > i-2 die beiden Parallelen zu den im
Abstande r, — nvonVidurch V , gezogenen GeradenbeideKreise .
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Jst
'
nämlich in Fig . 104 U,X ^ r , — iz und / . U .XX

— / (. U . b'Uz 90 °
(Fr . 96 III . , Fr . 83 X .) , so wird die

in Uz errichtete Senkrechte auf Uzl? auch XX in 2 senkrecht
schneiden (Fr . 7 2 III . > und U .,2 ^ XX ^ ^ sein (Fr . 7 2 VI .) ,
XX also in 2 auch den Kreis um Uz berühren (Fr . 83 V . ) .

Fig . ia -t .

III . Liegen zwei gleiche oder ungleiche Kreise außer einander
(Fr . 102 XVI .) , so berühren die beiden Parallelen zu den
im Abstande r , - l- i-z von U , durch U, gezogenen Geraden
beide Kreise .

Ist in Fig . 104 U,8 ^ r , - s- rz und /X LX8U , ^ 90 °
— <2XU „ so wird ganz wie in II . X«) auch in IV den Kreis
um U, berühren (Fr . 83 V . ) .

IV . Bei zwei Kreisen X , und Xz (Fig . 104 ) , welche
außer einander liegen, giebt es zwei Paar gemeinschaft¬
liche Tangenten .
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Bei ungleichen Halbmessern schneidet sich jedes Paar in
einem Punkte der Centralen ; der eine Schnittpunkt V heißt
der innere , der andere 11 der äußere Ähnlichkeitspunkt
der beiden Kreise (vergl . Fr . 151 ) ; der kleine Kreis liegt
zwischen 11 und dem großen . Bei gleichen Halbmessern rückt
11 in unendliche Entfernung .

V . Die inneren und äußeren gemeinschaftlichen Tangenten
sind in II . und III . parallel zu den Tangenten 11 .8 und 11. 1'

(Fig . 104 ) , welche man aus dem Mittelpunkte LI? des
kleineren Kreises L ? an einen um den Mittelpunkt LI , des
größeren Kreises L , geschlagenen Kreis ziehen kann , dessen
Halbmesser der Summe LI,8 — r , - j- r ->, oder der Differenz
LI,! ' — r , — - >'. der Halbmesser r , und r ? der beiden ge¬
gebenen Kreise gleicht . In I . ist r , — i-? — 0 und die äußere
Tangente parallel zur Centralen .

VI . Wenn die beiden Kreise sich von außen berühren , wie
in Fig . 97 , so fallen die beiden inneren Tangenten in eine
zusammen , und es giebt dann nur noch drei gemeinschaft¬
liche Tangenten .

Wenn sich die Kreise schneiden , wie in Fig . 93 bis 95 ,
so giebt es nur zwei (äußere ) Tangenten .

Wenn sich die Kreise von innen , wie in Fig . 98 , berühren ,
so giebt es nur eine gemeinschaftliche Tangente .

Liegt endlich der eine Kreis innerhalb des andern , wie in
Fig . 92 und 100 , so giebt es gar keine gemeinschaft¬
liche Tangente .

VII . Zieht man die vier gemeinschaftlichen Tangenten ,
so sind die zwischen den Berührungspunkten gelegenen Ab¬
schnitte HL und 2L der äußeren , und ebenso TV und 1VX
der inneren Tangenten einander gleich . Denn wegen
Fr . 103 V . und 20 VIII . ist :

III — I1L ^ I1L — 112, d . h . LI — 21.
und VT ^ - VV ^ VVV - s- VX , d . h . TV ^ LVX.

VIII . Ebenso sind die zwischen den äußeren Tangenten
gelegenen Stücke LX und (ZI der inneren Tangenten gleich.
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Es ist ja

und
/X vv? ^ ^ LVC
/ X IIVX ^ / X LVIIj ^ . 80 V . , Fr . 103VI . ) ,

und daraus ergiebt sich :
LV - j- VX — HV - s- VII (Fr . 67 II . und 20 VIII .) .

LX ^ (AI (Fr . 20 II.) .
IX. Weiter ist nach Fr . 103 V. :

X? --- XD ik XX -j- L?
X? ^ XV - j- Vk XL - j- xg

2XL ^ XL - j- LI ^ 221. ( Fr . 20 VIII .)
M ^ LX ^ XI, ^ LI .

X . Endlich ist nach Fr . 103 V . noch NI — NX oder :
xn — kl ^ XI, — LN (Fr . 20 II . )

xN ^ XL (VI . )
xx ^ ? i ^ LN ^ NV

xvx IV rm LU ^ ^ (Fr . 20 VIIL ) .

XI . Eine wiederholte Anwendung der vorstehenden Sätze
gestatten die vier Berührungskreise des Dreiecks XLO in
Fig . 102 . Berühren der eingeschriebene Kreis um XL und
die drei äußeren Berührungskreise um U „ XL und Uz die
nach Bedarf verlängerten Seiten L6 — u , OX — b und
XL — v des XX XLL in L„ Lz und Lz , in N„ 17z und IL ,
in V „ X, und XL, in XV„ XV , und XL , ist ferner die Länge
der Strecken :

XLz - XLz — No
LL , LLz — bg
6L2 OL, 6z ,

.X X2 — X lL — ü ,
LXz ^ 8XV, ^ bz
OX, ^ 6L2 n e, ,

und setzt man s — a» - s- L
findet man leicht , daß :

L — bo o» — b , o, ;
b — 6y Uo — 62 ^2 :
6 U-i, bo - Uz bg :

Zetzscha , Geometrie. 3 . Ausl .

XXz XVL ^ Lz
LX , ^ LLz --- b,
0X2 ^ 6 V . — 02 ,

Co — ^ o -j- k - j- 0) , so

u — Uo
l> — bo
6 - 60
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ist ; nach VII . ist aber auch :
I. i ^ — I <1aber Oo - Oi bg I bt
l âVg — l^iVi 3g <l2 — 6g "st 62
I ^liv 1- 1. 2^ 2 bg bz 3 g " st Uz.

Addiert man nun je eine dieser drei letzteren Gleichungen
zu je einer der drei vorhergehenden , so erhält man nach
Fr . 20 VIII . :

6-> — b , — 3,2
«lg — 62 — bg
bg - 3g Oi .

Da endlich bg — 0, , so liegen die Berührungspunkte b>,
und X , des eingeschriebenen und des umschriebenen
Berührungskreises in -gleicher Entfernung von der Mitte
der Seite 3 . Ähnlich ists bei b und 0 . — Bergt . Fr . 159 XVI .
und XVII .

XII . Für den Punkt 0 in Fig . 102 ist nach Fr . 104 VIII .

0 ^ , ^ OIV^ W - stLIV . ^ nst- bg ^ n - st ^ - ^
^ ^

- st b -st 0
8 .

Ebenso ist
und

LV , LVg ^ s
^ Ü2 ^ vvg ^ 8 .

V'

> ' Viertes Hapitet.

Vier Gerade i» derselben Ebene . Das Viereck . Die

Projektion einer Strecke . Die regelmäßigen Vielecke.

106 . Wie viel Fälle lassen sich in Bezug auf die Richtung
von vier Geraden in einer Ebene unterscheiden?

Bezüglich der Richtung der vier Geraden 6st , 62, Og und 6 ,
in derselben Ebene sind fünf Fälle möglich :

I . Alle vier Gerade haben dieselbe Richtung (Fig . 105 ) ;
dann giebt es keinen Schnittpunkt (Fr . 66 II . ) .
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