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beide ftumpj, ober beide jpis find, ober mwihrend bdie
Summe der lepteren beiden Gegemwintel von 180° ber-
jchieben ift (Jr. 79 VIIL 5.);

V. in einer ©eite und ywei Winteln (Fr. 79 VIL).

81, Wenn jind jwei redptwintelige Dreiede fongruent?

Bwei vedytwinfelige Dreiece find fongruent, wenn fie
(auper im vechten Winfel; Fr. 39 I11.) nod) {ibereinftimmen :

I. in 3twei Seiten (Fr. 80 IL., oder 1IL.);

I1. in einem Winfel und einer Seite (Fr. 80 V.).

Dritfes Sapifel.
Der fireis und die Gerade. Bwei Kreife.

82, Welde Lagen faun ein Punft gegen eimen Kreid haben?
Ein Puntt in der Chene eined Kreifed liegt entwedber auf
bem Rreife, oder innevhalb, oder auferhalb desd Kreifed,
jenachdem feine Cntfernung vom Mittelpunite gleid), Heiner,
ober grofer ift, ald der Halbmefjer des Kreifesd (Fr. 47 big 49).

83, Wie vicl Punite hat ein Sreid mit ciner in jeince Ehene
fiegenden Gevaden gemein?

I. Qiegt der Fuppunft N, (Fig. 74) der vom Mittel-
punfte M eined Sreifed
pom L\;a[[\nmﬁcr 1 auf bie
®erabeG, gefillten Sent=
vecdyten MN, augerhalb
biefes Rreifed, ijt alfo
MN, > r, jo liegen
alle anbeven Punfte der
Glexaben G, ebenfall3
auferhald ded RKreifed
(e 74 IX.).

&, Dat alfo feinen Puntt mit bem RKreife gemein.
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I1. Qegt der Fuppunit N, (Fig. 74) ber von M auf bie
®erabe G. gefillten Senfredyten MN, auf dem Rreife, it
alfo MN,=r, fo liegen alle anberen Puntte der Gevaden G,
auferhalb bc'w RQveifed (Fr. 74 IX.)

G hat dann mit dem Kreife nur cmen‘buuh gemein.

TIL Qiegt der Fufpunft N, (Fig. 74) der von M auf die
Gerade G gefdllten Senfredyt en MN;innerhalb des Rreijes,
ift aljo MN;<Zr, jo famn man in G;bon Nyaud nacd) beiden
Seiten hin NsA = NyB=r auftragen, und dann ijt (wegen
Fr. 74 VIIL) MA fowolhl ol MB grdfier ald r; A und B
tiegen auferhalb, N, mnmf)nlh Ded freifed, und dedhalb muf
G, Den Sreid wenigjtend zweimal fdueiden (Fr. 28 1v.),
Da fidy aber nad) Fv. 74 MH. bort M aud hodyjtens jwei
@treden bon der Linge r nad) Gy jiehen lajjen, fo Hat aud)

Gy jebt mit Dem Rretd nux jwei Punfte ¢ und D
gemein und fann iiberhoupt eine Gevade auc) mit einem
Rreife nie mefhr al8 zwei Puntte gemein Haben.

1V. Gine erabe G,, welde mit dem Rreife nur einen
Puntt gemein fat (IL.), beift eine Beriihrungslinie oder
Ennqunh ded Rreifes.

V. Die Senfrechte G, auj einem Halbmejjer MN, beviihxt
in N, Hm Qreid um M nll.).

VI Senfeitd G,, nad) G, hin, giebt e feinen Punft,
tweldher bon M um v entfernt ijt (LI und Fr. 20 IIL); aljo
geht Der Rveid nicht bon der einen ©eite bon G, auf die
andere.

VII. Gine ®erade, tveldhe wie G, 3wet Punfte mit dem
Rretfe gemein hat (I11.), fdyneidet den Rreid, Deift eine
Sdneidende oder Secante; die innerhalb Ded RKreifes
gelegene Strecfe CD ber Secante Heikt eine Selhue.

VIIL SYede Gerade G, weldhe duvd) einen Puntt P inner
halb ded Kreifes gebt, fdneidet dDen Kreid weimal. Fiallt
man namlid) bon M eine Senfredite auj G4, fo it entweder
P felbit, ober N, beven I;uﬂpltltl't' Da aber im lefiteren Falle
MN? nody tiivzer ald@ MP fein muf (. 74 IX.) , fo liegt N,
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ebenfowohl ald P innerfalb Ded Rreifed, und diefer mwird
(nady 111.) von G, gefdhnitten.

IX. Sedbe Gevade G, welde durd) eimen Punit D Ded
freifes geht, ofne auf bem nach diejem Punite gejogenen
Halbmefier MD fentredht gu ftehen, jdyneidet den Kreis (nad
[11.), weil der Fuppunit N, der von M auf G, gefillten
Genfredhten MN, innerhalb bes Rreijed liegt, Dda (nad)
Fr. T4 IX.) MN, Heiner alg der Halbmefjer MD it.

X. Sebe Tangente G, fteht dafer (wegen IL und IX.)
fentrecht auf dem nad) bem Beriihrungdpunite N, gezogenen
Halbmejfer MN, in defjen Endpunite N..

X1, Durd) jeden Punft N, eined Rreifed [dft fid) dem-
nac) (wegen X. und Fr. 57 IIL) nur eine Tangente
aiehen.

XII. Alle Punfte einer Tangente, den Verithrungspuntt
audgenommen, liegen auferhald ded Kreifed (X. und IL.).

XIIT. Qiegen der Mittelpunft M eined RKreifed und ein
Punft  zu verjdjicdenen Seiten einer Geraden G;, jo
jchneiden fich Gevabe und RKreid (VIIL). Demn fteht in
Sig. 74 MN, in N, auf G jenfrecyt, jo wird eine durd) Q
gehende Parallele zu G, MN, entweder in N,, ober jwijden
N, und N, jdneiden, und N, liegt Demmnad) innerfalb Des
Qreifed (Jr. 82).

XIV. RNad) X. loffen fich nidht drei unter einander
parallele Tangenten an denfelben Kreid legen.

84, Jijt der Kreid frumm?

1. Da nady Fr. 74 XII. i) von jedem Punite Q in NP,
Fig. 54 auf &. 65, ein freid burd) die beiden Punfte C
und D fdhlagen [ift, diefe Kreife aber fic) beim Wnfeinander-
fegen mit ifren Mittelpuntten nicht decten, bielmehr wngleidh
find (Fr. 49 IV.), fo ift der Sreid8 und jeder freidbogen
foumm (Fr. 10 11, und IV.). Bergl. Fr. 88 und 102.

.75 €. 82) fann mit feinex
oer Fr. 83 IIL und VIL).

II. Rein Qreidbogen DEC (i
Gebne DC gufjammenfallen (I; o

Bepide, Geometrie. 3. Aufl
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I

111, Der Kreidbogen DEC it aud) nicht auf beiden
Seiten gleid) befhaffen; ev wendet der Selne DC feine hofhie
pber fonfabe, der Tangente LK feine exhabene ober foy-
vere Geite zu, er ift nad) dev Sehne hin fontad, nad) der
Fangente hin fonvey gefriimmt.

85, Wie beftimumt man die Nidtung ded Kreijed?

I. Bwifdhen dem Rreife und der Tangente LK (Fig. 75)
{afst fich durd) Den Veriihrungdpuntt E feine Gerabde 3iehen,
weif jo nach Fr. 83 IX. jede andere durd) E gejogene Gerade
den Rreid fhneivet. PVenmmad) giebt die Tangente LK die
Ridhtung ded Kreifesd im Beriihrungdpunite B.

©5 fteht Jomit der Kreid in jebem Punfte B fenfredt auf
pem nac) diefem Puntte gezogenen Halbmefjer ME,
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II. Der Kretd dndert alfo feine Ridhtung bon Punit u
Punft.

111, Der Wintel n, welden eine den Kreid {dneidende
®eradbe DE mit der Tangente LK im Punfte B madyt, hat
sugleid) af3 ber Wintel yu gelten, unter dem fich in E der
Kreid und DE {dyneiden,

IV. Die Tangente BL (Fig. 76) lift fid) al3 die Lage
auffaffen, der fich bie Secante ES um fo mehr ndbert, je
niber beren ©dynittpuntt 3 an thren ziweiten Schnittpuntt B
hevanriicft. Die Secante iwiixde in dem ugenblide, in
weldem ihre beidben Schnittpuntte zu einem verjcymelzen,
jur Tangente werder.
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Ein dhnlicher Ubergang ber Selfne in die Tangente liegt

fdyon in Fr. 83 IIL. und IL. angedeutef, infofern die Secante,

je mehr ihre Entfernung vom Mittelpunite dem Halbmejjer

gleich wird, um jo nifer an die Tangente Heranviictt.

Anm. Die in

‘ (vergl,

Big. 7.

86, Wobon hingt die Kriimmung ded Kreijed ab?

[. Durd) denfelben Punft P einer Geraden G (Fig. 78
©. 84) laffen fid) beliebig biel Kreife legen, weld)e diefe Gerabde
beriihren. Die Mittelpuntte diefer Kreife liegen auf ber im
PBunfte P evridhteten Senfrechten HY 3u G (Fr. 83 X.).

(1. Bieht man zwei jolde Verithrungstreife bon ber=
jhiedenem Halbmeffer, deven Mittelpuntte M, und M, auf
derfelben Seite von G liegen, fo liegt jeder Punft Q bdesd
Rreifes bom eineven Halbmefjer M,P = r, innehalb bes
RQreifed mit griferem Halbmeffer M,P =1, (Fr. 82), weil ia

MQ<MM, -}- M,Q (Fr. 76 1)
M,Q <7 MM, - M;P (Fr. 48 IIL und 201V.)
M. Q<" MP (%1 20 IL).




84 Dritted Kapitel, Jr. S,

111. @8 liegt alfo in der Niihe ded Veriihrungdpunttes p
(Fig. 78) ber grifere freid zwijdjen der Tangente G wnd
oent fleineren Sreife, Der Heinere Sreid entfernt ficdh) vajder
pon ber Tangente; dedhalb ift der Kreid mit Heinerem Halb-
meffer ftarfer gefriimmt, al8 der Sreid mit griif{erem
Halbmejjer.

H|

Sig. 78.

V. Derfelbe Kreid hHat an allen Stellen gleid) ftarke
Qriimmung; mon fann ihn in jeiner Ebeme um feinen
Mittelpuntt drehen. BVergl. Fr. 47 VL

V. Se qrifer der Halbmefjer wird, defto enger jdymicgt
fich der Rreid zwar an die Gerabe G an, dennod) fann ev
nie mit dex Geraden zujammenfallen; dagu miifte dex Halb-
meffer itber alle ®renzen Hinaud wadyfen, er miifite nend=
lid) grofy toerden. Bergl. Fr. 148 VIL
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87, ad ift cin Seftor und cin Seqment ded Kreijes?

I. Bieht man nac) Den Enbpuniten einer Sehune DC
(Fig. 79) die Halbmeffer MD und MC, fo entjtehen aufper
pem gleidyjchenteligen Dreiet DMC nod) jwei Figuren: der
Yusjdnitt ober Seftor DMCED awifden dem Dogen
DEC und den Halbmefjern, und Dex “.’lh]'u't)ngt ober Dad
Segment DCED jwifdhen bem Bogen DEC und ber

&efne DC.
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[I. yebe Sebne teilt den Kreid in ywei Abjdynitte, von
denen dexjenige DCFD (Fig. 79), weldjer den Mittelpuntt M
enthilt, einen griferen Bogen DFC und eine grifere Flddhe
fat al8 der Halbfreid und ald bder andere DCED. Eriterer
beifit ein grdferer, lepterer ein fleinever Abjdnitt; beide
ergiingen fid) sur gangen Sreisflice.

L e zwet Halbmeffer MD und MC (Fig. 79) teilen
ben Rueis in wei Uud{dynitte; der grifeve berfelben
DMCED unb fein Bogen DFC ift grifer als der Halbireis.

[V. Uudh die 3u Bogen bon 90°, 60° und 45° gehdrigen
Rreidaud|dnitte nennt man Quadrant, Sextant, Dftant.
Bergl. Fr. 50 IIL.

88, Durd) wie viel Punfte ijt cin Kveid bejtimmt?

I. Denft man fich die drei nicht in einer Geraden liegenden
Punfte A, B, € (Fig. 80) durd) ywei Streden AB und AC
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berbunbert und ervidhtet man auf diefen i deven Mitten N
und V die Senfrechten NX und VY, jo fdhneiden jich dicjelben
in einem Punfte M (Fr. 71 VL); jugleid) ift BM = AM
und CM=AM (Jr.74 XI.), baher aud) BM = AM = (M
(Fr. 20 V.). Durdy A, B, C laft fid alfo ein Kreis legen
(Br. 47 IL).

II. NX und VY {dhneiden jid) aber nur in einem Punfte
(Jr. 26); paber giebt e (wegen Fr. 74 XVL) audy nuy
einen freid, welder durd) A, B und C geht.

Ynm. Durch vier Punfte AHL ficy ntdhe immer ein Sreid legen, Bergl,
ar. 97 1IL und 161 IIL.

[II. Der Kreid ijt aljo durd) drei Punfte beftimmt,
tvenn diefe nicht ineiner Geraben liegen. Vergl. Fr. 104 X111,

IV. llm jeded Dreiet ABC (Fig. 80) dft fich bemnady
ein freid bejdyreiben. — Der Mittelpuntt M diejed Rreifes
liegt indejjen nidht immer innerhalb ded Dreiects, wic in Fig. 80.

V. Die drei Senfredjten NX, VY und UZ, Fig. 80, auf
ben drei Geiten eined ABC in deren Mitten N, V, U
{chnetden fich ineinemund demfelben Punfte M. Dern aus
MB=MC (1.) folgt, dafs M zugleich in UZ liegt (Fr.74 XVIL.).

~n I, hitte man alfo aud) bdie Genfredhte UZ auf BC in
peven Mitte U benupen fonnen und witcbe dod) nur den einen
freid gefunden Haben.

8. Wie finoet man den Mittelpunit eined Sreijed?

I. Madht man EF (Fig.81) fentrecht auf der Sehne DC
in beren Mitte N, fo geht EF durd) den Mittelpuntt M
(Sr. 48 I. und 74 XVIL).

Der Mittelpuntt M liegt alfo in der Mitte ded Duvdy-
mejjerd EF (Fr. 48 I1.).

IL. @in andered Verfahren ergiebt fich) aud Fr. 88 I

I Ein dritted Vexrfabren wird in Fr. 102 XVIIL an-
gegeben toerden.

IV. Cine viecte Lbfung fann Fr. 123 bieten.

V. Audh fdyneidet fich) im Mittelpuntte M die Normale EF
auf der Tangente LK und die Senfrechte auf der Sefne ED
in deren Mitte N.




00, 988 madit die Halbierungslinic cued Centriwinfeld

I. Halbiert man den Centriwinfel DMC (Fig. 81) einesd
Yusfdhnitted, jo fcneidet bie Halbierungsdlinie ME jowohl
ven Bogen DC in E, ald die

7 iy
@ebne DC in N (Fr. 22 1IV. T
uno 52 I1.). i
1L Seber Seftor DMCED [ M
e 'r v - { A
it fymmetrifd) gegen die Hal \

bierung&linie M jein
winfel8 DMC (. 31
64 1V.).

L. Die Halbierung
ME Balbiert dafer nic
Die Ct‘fm"i C m N 1 {
den Bogen DFC m "vm[ 5r. 54 III.

IV. Bugleid) ift die H albierungslinie ME _L DC.

V. Goenjo halbiert die BVerbindungsdlinie MN des Mittel:
punfted M und der Selnenmitte N Den Centriwinfel DMC
und in B
&t. 75 VL

VI. Daber halbiert die Verbindungslinie ME ded Mittel=
pumfted M und der Bogenmitte B den Centriwinkel DMC
und bie Sefme DC winkelredt in N (Fr. 57 IIL).

VII. Goen dedfald geht auch die Verbindungslinie NE
der Selfjnenmitte N und der Bogenmitte I duvd) den Mittel-
puntt M: falbiert Den Winfel DMC und fteht fenfrecht
auf DC.

VIII. Die Senfrechte MN ferner bom it c[pnmfte M
auf die Selhne DC halbiert diefe in N, den Bogen DC in B
und den Centriwinfel DMC. Bergl. Fr. 75 VL.

[X. Aud) die Sentrechte EN von ber Bogenmitte E auf
bie Sefine DC Halbiert Daher DC in N, geht durd) ben
Mittelpuntt M und Halbiert den Winfel DMC.

ben Bogen DC; audy ift MN L DC. Bergl.
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X. Die in der Mitte N der Sehne DC ervidjtete Sent-
rechte NF gefjt durd) ben E?JuitcluunftM halbiert Hen TWintel
1)\1@ und die Bigen DEC und DFC in E und F. Bergl.

Y. 75 VL

91, Qn welden Vezichungen flehen die Sehnen dedjelben
Qreijed su ihren Bigen und Centriwinteln?

L Bu gleiden Centriminfeln gehbren nidht nur gleidye
Bigen (Fr. 54 111.), jondern auch gleiche Sehnen desjelben
Qreifes.

Bringt man niamlid) die Centrimwintel jum Decten (Fr. 31),
jo fallen die in ben ©Schenfeln und 3ugleich) auf dem RKreife
liegenben Celnmt‘nhpunfn‘ auf einander, und bie Selnen
veden fid) (Fr. 22 1I1.).

IL Bu gleidjen Bisgen besfelben Kreifed gehiven dafhex
nidht nur gleide Centrimintel (Frv. 54 11L), fondern audy
gleidje Selhnen.

[I. Regt man zwei gleiche Se }mn lu (Hig. 81) des-
jelben Rreifes fo auf einander ( (Fr. 22 V.), dafs die Mittel-
puntte M bon den Seljnen DC aud nm[) \LL]LIbcn Seite f)m
liegen, o fallen die Mittelpuntte nicht blofy beide in die auf
der Gelne DO in deven IMitte N erridjtete @enfredyte EF
(&r. 90 X.), fonbdern die Mitt telpunfte miifjen nod) Fr. 74 X.
(ober wegen Fr. 77 IX.) aud) auf vhmnbur fallen.
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IV. Daber find die yu gleichen Selnen desfelben Kreifes
gehirigen Bigen, Segmente, Sectoven und Centriwinkel
entweder gleich, oder jie ergingen fid) zum gangen Rreid
(860°), wie DEC und DFC

V. Die 3u gleihen Selhnen dedjelben Kreifed gehivenden
hohlen Centriminfel find ftets gleid) (1V.).

VI. Bieht man von einem Punfte A (Fig. 82) ded Kreifed
et Sebhnenn ACund AD nad) ywei Puntten C und D, welde
auf dexfelben Seite Ded Durchmefjerd AB liegen, jo ijt die
jenige ©ebne AD ‘m qu‘um 10¢ la[:‘ aum grofpern Bogen AD,
qum grofern Centriwintel DMA gebi et , mit ber Vexlingerung
AZ ded Durchmeijerd BA den gy \f i“:«int:i DAY einjdlieft

St namlid) £ DAZ = £ CAZ, fo liegt D 3wijdjen C
und B, ed ijt alfo AD > AC und bedhalb /. DMA > / CMA.

Daher muf aber in den beiden Dreiecen DMA und CMA
(nady Fr. 78 11.) DA > CA jein.

VIL. IMadht man uu] per anbern Seite Ded Durdymefjerd

| A}. ben B L‘qm AC, = AC, oder /. CMA= 2 CMA, ober
VAR BN i (,J\L, fo it A CMA = A CMA (Fr. 8011)
und daher audy vie Sehne AC, = AC (Fr. 67 1L.).
VI  Aljo wadyfen die von demfjelben Puntte A bed
Sreifed audlaufenden "”a[}um mit ben Vigen und Centri
winteln, bid biefe 180° [H:naqm, wifrend dann die Bgen
und Centriwinfel von 180° 0i8 360° wad)jen, nehmen bdie
Sebnen in derfelben Weije wieder ab. Demnad)
IX. laffen fic) von einem Punfte A ded Freifed aud
2 nicht mehr ald ywei unter jid) gleiche Sehnen ziehen,
und diefe liegen auf verjdyiebenen Seiten ded Durchmefiers AB.
Bergl. XIT,
X. Jede Selne it Heiner al8 der Durdymeffer (VIIL).
XI. Der zu einer Sefne Ddesfelben Rfreifes gehirige,
180° nidht iibertreffende Bogen und Centviwintel ift wm fo
grifer, fe grifer die Selne ift.
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XII. Jjt bagegen ber Bogen oder Centriwinkel griifer
alg 180°, fo ift ex um fo Heiner, je grifer die Selhne ijt

XIIL  Bieht man bon einem in einem Halbmefjer AN,
ober in Deflen Lerlingerung AZ qdu]mun‘}muth Lumg 82)
aivei Streden LO wd LD nad) 3wei auf dexfelben Seite \cd
f;;u“fﬁm‘ evd AB liegenden Punften Cund D, fo ift wiedevum
(VL) nad) Jv. 78 II. Dbiejenige Strece LD bie grifere,
weldje 3u dem griiern Bogen J\IJ Der grifern Sehue AD,
pem grofern Centritinfel DML gelort.

LD wid)at fiiv den innerfalb liegenben Punft 1, aud)
mit dem /. DLZ, fiic den auferhalb liegenden Puntt [,
nchn nicyt fchon von A aud, fondern erft bon berjenigen
Lage ab, in welder DL den Mu & Deriifrt.

XIV. Mac)t man auf dev andern Seite des Durdymefiers

AB ben B uqr‘n \l — A, obexr ‘sw Sehn \(‘I— AC, nbn
O MA-— /1 M.-\, ober 2 QLA — 7 OL7 5 o' ift
A GML 22 A CML (Fr. 80 I1.), und bdafer aud) bie
Strede LC, = LC (3r. 67 IL).

XV. UAud) die von einem Punfte I (innerhald, ober
aufierhaflb ded Kreifed) nad) Kreidpuntten gezogenen Streden
wachfen erft und nehmen dann wieder ab, wenn der Freid:
punft von A aud ben ganzen Kreid durdylduit.

X VI. k.\hm ift LA bie fleinjte und LB die grifite
©trede fiir jeben Punft L; Deide Strecten liegen in dem
durd) L gehenden Durdymefjer AB.

XVIL ud) von L [nq 82) aug Ilafjen fidh) nidht
mehr als zwei gleicdhe Strecden an den Hreis lL[]RH

XVIIL Umgefehrt ijt in Fig. 82 AD = > AC, ‘\11
_DML> /£ CMLwmd Z DLZ > /. CLZ whm 1

o ]K,, wobei jebod) D und ¢ auf derfelben Seite ded
Durdymefier8 AB liegen miifjen wund, falls L, aufzerhalb liegt,
awifden B und dem Beviihrungspuntte der von L aus-
geaogenen Tangente.

i
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}

XIX. Qon feinem Punfte in ber Chene eined Kreifes,
aufer bom Mittelpuntte, laffen fich daber (wegen IX. und
XVIL) mebhr al8 3wet gleichlange Streden nad) dem
Kereije ziehen.

J92. Wice hiingt die Grife der Sehuen dedjelben Kreijed von
oeren Cntfermung bom Mittelpantte ab?

I. OGleichweit vom Niittelpunfte abjtehende Sehnen
jind gleich.

Dennt wenn man dig durd) ihre Mitten gelegten $Halb-
mefjer aufeinanderfegt (Fr. 22 V.), fo fallen die Mitten auf
einander (Fv. 22 V.), und die Sehnen jelbft decen fich
(Fr. 57 IIL.).

IT. Die dem Mittelpuntte nihere Selhne eined Kreifesd
ift grofer ald bie entferntere.

“ifcqt man die beiden Sefhnen /
AB und IS (Fig. 83) mit ihren w
Mitten N unbd V nn} denfelben l

m[huunu ME, foseben die =\ = ml
Gehnen beide auf ME fenfredit N | &
(Fr. 90 V.), demnady parallel Xl o
(Fr. 57 11.). Daber liegen die E,L’/
Enbpuntte B und A der niiheren Sig. 83

Sebne bon I aud jenfeit dex
Endpunite K und S dey cntfcrntcrcn Sebne (Fr. 26), o daf
3 7 SME (Br. 20 I11.)

> h}\ (§r. 91 VL.).

1. Auch hier mdunt ieder (nmq{ 918 X ) ber

Durd) mc]]u deffen Cntfernung vom § Jurtc[pl uft ja=20 ijt,
ald die grifte Selne.

IV. ®leide Selhnen jind gleidhiveit vom Mittelpuntte
entfernt; denn fonjt miiften fie nady I1. ungleich fein.

V. Die grifiere Selhne eined Kreifed ift dem Mittel-
punfte ndber al8 bie fleinere. Demn wegen II. fann bdie
entjernteve nicht grifer und wegen IV. nicht eben fo grof
fein mie die nébere.

unbd




92 Dritted SKapitel. Jt. 93—04.

93, Wenn halbicren fid) zwei Sehnen dedjelben Kreifed?
Nie; Denn ieht man duvd) die Mitte B (Fig. 84) cinex
©elne AB ben Durchmefjer DC und eine Sehne LQ, fo ift
CA>CL; (©Q > CB (Br. 201IL)
EA > EL; EQ > EB (§r. 91 XIIL)
EA = EB Ronijtr.
EQ > EB > EL (Jr. 20 1V. und VIL).
Wolhl aber Halbieven fich) alle Durdymefjer (Fr. 48 IL).

94, MWie wadjen die durd) denjelden Puntt gehenden Sehuen
dedjellen Sreifes?

I. allt man vom IMittelpunfte M (Fig. 84) auj zwei
burd) den Sdynittpuntt £ einer Selue BA und ded auf BA
fenfredhten Durdhmefierd CD gelegte Sehnen QL und KI bie
@enfredhten MV und MU, unb ift dabei /- DEK <~ /. DEQ
< R, jo ift:
£ MEV ~+ £ VME = / MEU -+ £ UME (Fr. 71 IL.)

£ MEV > /£ MEU ($r. 20 IIL)
Z VME < / UME (§r. 20 IX.).
Da fomit EK von MV in

A
\ b.-‘ /‘Tﬁf
N\ # /

N

o zZ

JF

Gig. 54,

7

einem zwijden E und U ge
fegenen  Puntte  gejchnitten
wird, ift bad Dretec MUV bei
U ftumpjwintelig (Fv. 87 IL.),
bafer

MV —> MU ($r. 74 VIIL)
und FK > LQ (Fr. 92 I1.).

[I. Die durd) B gejogenen
©ehren werden wm o grifer,
je mebr jie fid) von ber zum
Durdymeffer fenfredhten Lage
AB der Qage ded Durchmejjers

CD ndbern (L).

HI. Der Durdhmeffer CD ift diegrifte, BA die fleinfte

Gelne, welde fih durd) E jiehen [Gft (1L).

&r. 92 IIL

Bergl.
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IV. Riidt Enadhy C, fo fithet I auf Fr. 91 VI
auriic.

V. Daf der Sab IL aud) nody gilt, wenn B aufper-
halb Ded Sreifed viicdt, [apt fic) entweder auf biefelbe
Weife, oder auch aud Fr. 91 XTIII. Deweijen, bda ja n
Fig. 82 ND = LD — LN > LC — LK = KC ift
(Fr. 20 X.).

95, Wad it cin Peripherics, Sehnen= und Secantenwinfel?

. Wmfangémwintel oder Perivheriewintel Heift
ein Winfel CAB (Fig. 85), dejfen Sdjeitel A im Umfange
(iegt und befien Schenfel CA und BA Sebnen find,

II. Die jenfel AE mund DE eined ©ebhnenwinfels
AED find Teife von Selynen, die Schentel AF

"und DI eined
Secantenwinfeld AFD {ind Secanten, und zwar liegt
der Edjeitel F ded lehtern auferhalb, dagegen der Scheitel I
bed erftern innechalb ded RKreifes.

Nig. 86.

96, Madh) welden Gefesen hingt die Groge cined Peripherie-
winfeld vou dent ju ihm gehivigen Centriwintel und Bogen ab?

I. J[eber Peripheriewintel ift halb fo grof, ald der
iiber demjelben Bogen jtehende Centrimintel.

1. Jjt aumidhit der Centriwinlel AMZ, Fig. 86, ein
fladyer, fo ijt:
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_ MBA = /. MAB]

(Fr. 48 IIL, 74 L)

/£ MBZ = / MZB|
37 = £ MBA -|- £ MBZ
= / MAB -} / MZB ($r. 20 1L, VIIL)
£ ABZ = 90°= | / AMZ (3. 71 1IL,, 39 IL).

2. 3t ferner der Centriminfel BMC = m — n iifer-
ftumpf, fo zerlegt ber ~1I1ff)11[(‘]]CL AMZ (ig. 86) ifn
mﬁ Den ‘Jpelmf)mnmntt[ BAC in 3wei Zeile, und aus:

Lm=Lr+/MBA=2/Lr

4 Clias T , o
Ln =L+ LMCA=2 As} (Br. 69 V1, 74 1)

erhilt man Dann dburd) Abbdition nady Fr. 20 VIIL
L (m—4n)=2 2L (r-+ 8.

8. Jft endli) der Centriwinfel BMC (Fig. 87) ein
hohler, fo fanm der Mittelpunft M entweder auf einem
©djenfel  bes Peripheriewinfeld, ober jwijden Defjen
Sdhenteln, oder auferhalb devfelben liegen.

S \;.;
e
1 / e \Z
\l. - : ."‘I
oF 7 |
A= A

a) Jm erftern Falle ift £ BMC = £ M A,C - £ M(A,
(Fr.69VL); nunlpr /7 MA,C k/_j\]( A, (Fr. leI AT
mlb Wmmmd) BV =21 7] "MA G

) Bieht man ferner im stveiten Falle den Durchmeffer A.D,
fo i\"r' (wie eben bewiefen wurbe) /. BMD==2 2 BA,D und
£ CMD = 2 £ CA,D, woraus man durd) Adbdition nad



Br. 96. Sreld und Gerabe, Bwel & 95
&t 20 VIII. exhilt: BMC = 2 £ BA,D + 2 £ CA,D
=2 £ (BA;D - CA,D) = 2 £ BAC.

¢) Jm britten Falle ziehe man den Durvchmeijer A,F und
findet banm aud 3a): L BMC = /£ BMF — /2 FMC
= 24 BAH 2 L FAL — 2/ (BAF FA.C)
=B AL

[I. Alle Peripherviewinfel in demfelben KreiZabichnitt,
ober iiber gleidyen Bogen dedfelben Kreifed jind gleidy;
pennt jeder gleidht ja ber Hiljte ded zugehvrigen Centri
winfels.

ITL. T\'L‘\u lwu”muwm (el iiber ober in Dem $Halbfreife
ift = 90°, dba der zugehivige Centriwintel ein flacher ijt.

IV. \mu qun_.m.x.t vinfel im ¢ 1 Abjdhnitte ift
fleinex, jeder im fleinern Ubjdnitte groper alg 90°, weil ber
sugehorige Centrimwinfel im erftern Fal lmlI im andern
tibexjtumpf ijt.

\ o

Dedhalh fteht jeder Peripheriewintel bon 90° auf einem
Halbtreije (IIL.umdIV.) obder itber einem Durchmejjer; ferner

VL muf der Mittelpuntt M eined durd) den Scheitel B
(Big. 88) eined vedyten Winteld ABZ gelegten, die Schentel
dicjes Winte(s in A und Z jehneidenden Kreijes in der Mitte
der Strede AZ liegen und ebenfo

VIL muf ein itber der Hypotenuje AZ eines vechtwintligen
Dreiectd ABZ aud ber Hypotenufenmitte M gejchlagener
freid durd) den Schjeitel B ded vechten Winfel8 gehen. Denn
{ge B nidht auf bem Qreife, fo miifite (wegen Fr. 77 IV,
und 96 IV., aber im Widerfprud) mit Fr. 96 IIL.) der
LWintel im HalbEreife itber AZ bon 90° verjdhieden fein.

VIIL Bwei Peripheviewinfel BAC und BZC (Fig. 88)
itber derfelben Sefne BC in entgegengefetsten Ubjdymitten
pedfelben Sreifed (oder zwei Gegenmwinfel in einem
freid= oder Selhnenbieved ABZC) geben nac) I, al3
Summe 180°, mweil die Summe dex sugehorigen Centri=
winfel 360° betriigt. Bergl, Fr. 133 IV.
Anm. Man Linnte suerit aud) den Sayp VIIL. mit Hilfe von Sig. 88 aud

St 74 I und 72 IIL beweifen und davaus bann dle Sige I, III, und I.
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IX. Nad) III. bis IV. Tab fih der Rreid ald Her
geometrijdhe Ot (vergl. Fr. 74 XVIL) bed Sdhpeitels
eined iiber der Ctrede \/ it eichnenden vedyten Winfelz
auffajfen. Bergl. aud) Fr. 98 1L

97. ﬂ'ﬁt{m_c Begichungen bejtehen wijden den Sehnen= wnd
@ecantenwinfeln und den Perivheriewinteln ?

I. Syeder Ce[)mnnnu‘fc[ X, &ig. 89, it grofer ald der

itber fjeimem b‘uqcn CK fte umc Peripheriewintel v, wmd
awoar gleid) dex Summe (y —+ z) der beidben Periphevie-
infel y und z, welde iiber Dcu 3u Il)lh und zu feinem

rTmh‘lmm{’c[gvlmuqm Sigen C K mh])\}tc[)cn (Br. 69 VI
und 96 IT ).

II. Jeder @ecantenwinfel F ift Heiner alsd der fiber

feinem Bogen DA ftehende Peripheriemintel p, und zwar
(nach Fr. 69 VI, und 96 I1.) gleich ber Amncm f}?_‘l)
per Peripheriewintel pund q, mc che itbey Dcn jtoifchen jeinen

Sdjenteln liegenben Bijgen .11;\ und l!\ jteben.  Nadh
gr. 69 VL ift nimlih F 4 q = p, und died qeht in
F =p—q iiber, wenn man (nac) Fr. 20 VIIL) beiderjeitd
q jubtraliert.

ITT, Betrdgt in einem BVieved ABZC (Fig. 88) die Summe
sweter Gegenwinfel A und
——— Z 180° fo laft fid) um
Das Wiered cin Kreid be-

e e _,___,?rfﬁ_,f-j~_l fchretben. ®inge ndmlid)
sl o) : / \  Dbexr nadh) Fr. 88 I. durdh A,
ﬁ‘ 3 /1 B amd O gelegte $reid
e B % / nidt durd) 7, fo wiirde

“ N J L 7 ald Sehnenwintel,
S xﬁ‘;}, oder ald ecantenmintel
g nad) §r. 97 L., bezw. IL. ent=

weber grifier, oder ffeiner

¥ig. 89. al 180° — A fein miifjen.
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V. TWie Deweilt man aud Fr. 91 IL, daf in jedem
Sehnentrapey die nidht pavallelen Seiten gleid) jein miifjen?
98, 0ic wadjen die Peripheriewinfel mit ihren Sehnen?

[. Ein jpiter Pervipheriewinfel in demfelben Kreife
ift (megen Fr. 96 L) um fo grofer, ein jtumpfer aber um
fo feinex, fe griBer die ugehivige Sehne ift, weil ja nad
Jt. 91 XL und XIL der jugehorige Centviwinfel im exjteren
Falle mit der Sehne wiidhit, im zweiten abnimmt.

1. 2Aud Fr.91V. folgt, daf zwei zu gleidhen Sehuen
eafelben Rreifed gehivende fpite Peripheriewintel unter jich
gleich {ind, und ebenfo zwei ftumpfe.

[1I. Die Scheitel gleicher Wintel {iber derjelben Strede CB
(Fig. 87) und auf derfelben Seite diefer Strecke liegen auf
einem durd) die Endpunfte der Stvede gehenden RKreife
(K. 96 L., 97 1. und IL.). DBergl. Fr. 96 VIIL und IX.

1V. Bu gleichen Peripheriewinfeln dedjelben Kreifes
gehioven (wegen 1.) gleidhe Selhuen.

V. Sind zwei Peripheviewintel dedfelben Kreifes
ungleid), fo gehiet u dem grifeven eine grigere Selne,
fal(8 die beiden Wintel jpifs find, Dagegen eine Heineve Sehue,
fall3 die beiden Winfel ftumpf find (I und L)

VI @in fpiter und ein frumpfer Peripheriewintel bes-
felben Sreifed bejien nadh IV. gleidje Selnen, wemn fie fic
su 180° ergingen. Denn nach Fv. 96 VIIL ift ja dev diber
ber Selhne e fpiten Winfeld w im fleineren Kreidabjdynitte
(iegende Revipheriewintel w' = 180° — w.

VIL Z8ill man iiber einer Strede CB, Fig. 87 &. 94,
einen §treid Defchreiben, in twelchem der Peripheriewintel
iiber CB eine Dejtimmte ®rdfie A befigt, jo fanm man u-
nichft fiiv §v. 89 11 einen britten Punft A bded freifes
Deftimmen (Fr. 62 1V.), indem man an CB zwei Winkel
BCA und CBA antriigt, deren Summe — 180° — A ijt.

udh toiirde die auf CB in deven Mitte ervichtete Sent=
rechte Durc) den Mittelpuntt M de3 gefucten Kreijes gehen

Behide, Geometrie. 3, Mufl, 7
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(r. 90 X.) und in M gefchnitten werden bon eiuer ®eraben
BA,, weldje mit CB einen £ CBA, = 90°— /A mnd}t
denn dann ift ja LA, = 1/;(J\IB-_QO — £ CBA, =/ A.

99, Weldie Siie gelten itber parallele Sehuen?

I. Werbinbet man die Enbpunfte der bGeiben pavallelen
Gelnen DC und LK (Fig. 90) durd) die bier Sehnen LQ,
LD, DK und CK, fo folgt aus der ®leid)heit der Winkel 4
und v (Fr.62 L 2) bafs 51111{1:[)& CK = DL (3. 98 1)),
und dedhalb aud (lx — I)L iit (Jr. 91 IV.), weil die
Summe diefer Bigen < 860 ° m

Dann ift aber eiter aqud CKL = DLK (§ or. 20 VIIL)
und CL = DK (Pr. 91 IL).

1. Die zwijden zwei parallelen Selnen DC und LK
liegenden Bigen find alfo gleidgrof; ebenfo paariveife die
bier ifre bier Endpunite ver-

T ng binbenden Sehuen.
\ L5 Sn otg 90 1]t aber
I ‘/r"\c

7] mc[]t b[ﬂf, AL
P — A R (R Il
jonbern aucI) Sink—1 A
umd L s— ___m(m 621.2)),
und bcnumd) Wegen 3r.20V.:
.711 = __Il'l — .-_r-‘
e uno
wig. 90. £ 5
L. M=— L_ R = Z_Y.
Da aber weiter L r=/ wund /L x= Ly (gr.961L),
fo ift nady Fr. 20 VIIL audy:
L@a-+s)=2L(w4u) mbd

_ x4v) = £ (y 4+ m).

IV. Sede ber pavallelen Sebhnen DC und LK madit alfo
mit Den von ihren beiden Endpuntten auslaufenden Sehren
CL und DK, CK und DL paariveife gleiche TWinkel (I11.).
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V. ©ind umgetefrt die beiden fich innerfhalb bed Kreifes
nidht id)mmrmm Gebnen CK und DL (Fig. 90) und des-
halb (nach Fr. 91 IV.) aud) Du‘ au D \uiid[wu gehirigen,

180° nicht exveichenden Bigen C K und DI, gleichgrofs, fo

i L= Zu (Fr. 98 H ); da aber aud) L s G
(Fr. 96 I1.), fo it nad m 20 V. aud) L u = £ v, und
daraus folgt, dafy DC n (Fr. 62 IL.).

Halb bed Sreifed fih jdneidenden SGehnen DK
tmer DC -;, LK, jondern mur, wemt DK und LC
ober wenn DC "’1 K., Stad) Fr. 91 VIL [affen

et ift, ot L ausd joet &Sel)

Anm. Sind die in
und LC gleid), fo ijt
i im Mittelpuntte
fid) {a, jofern DK ni
yiehen, weldje DE 1

nen LC, und LG,

VI. Dex Sap 1L Hort nicht auf zu gelten, wenn die eine
Sefne LK zur Tangente wird (Fig. 91).

T.'mm {teht tm Halbmejjer ME md} dem Beriihrungs:
puntte & fomwohl auf der Tangente LK (Fr. 83 X.), alg auf
ber \_.Ll)HL DC (Fr. 62 V.) fenfrecht; deshalb 111_ p=/
(Fr. 90 VIL) und wegen Fr. 54 IIL 1mb 911 aud:

CE=DE und CE=DE.

Y

\H Wire in ng DH aud) nod) DL // CK, fo toiire
au) L w=Lx=Ly= L1 (1[1) Dad Bieved
DCKL bejé Be ‘Dmm bier vechte Winfel (Fr.711IL.), €% mwire

aud)y DC = LK und die beiden Diagonalen DK und CL
fchmitten j ltf) im Mittelpunfte ded Rreijes.

100, Weldye Neigung hat ewme F

Taugente LK gegen eine dued) den ST
Beriihrungdpuntt B gehende SehucED? / !
I Bieht man in Fig. 91 durd ‘:

pen Endpunft D der Selne ED \ 4

die Sehne DC / LK, fo witd 7 7|7
Low= Lin (@68 L) weibs S XS :73 L
aber nad) Jr. 99 VL. CE = ED, TN

jo ift awch £ U_-f_._ﬁ(()l T41.), L4 ,..E A
und nun weiter £ n= s, h.f). T

T*
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ber fpie Winfel n gwifhen Tangente KEL und Selne ED
gleicht Dem diber Der Sefme {tehenden fpiben Peripherie:
winfel s.

1. Dasfelbe gilt and) von den beiden ftumpfen Winfeln,
weil £ KED = 180° — n (Jr. 39 IV.), der fumpfe
Peripheriewinfel im Heineren Abjd)nitte itber ED aber 180°
— it (Sr 96 VIII.).

101, Wenn find Kreife concentrifd) und wemn excentrijch ?

I. Haben zwei Kreife K, und K, (Fig. 92) in derfelben
Ebene einen gemeinjdajtlichen Mittelpuntt M, fo Heiften e
concentrifde Rreife

II. Bwei concentrijche Kreife haben entweder alle, obey

feinen Punft gemein, jenadybem
fie gleiche, odber umgleihe Halb-

i‘\\ mefjer haben (Fr.49 L. und IIL).
\\ N\ Bergl. aud) Fr. 82.

an Ao III. Piei Kreife in derfelben
Ky ! K‘_)_? | Ebene, deven Mittelpuntte M, und
% /") M, nidt sufommenfallen, Geifien
s ~ /  excentrifde Rreife; die burd
o bie Mittelpuntte gehende Gerade
fbeift die Centrale, die Verbin-
dungsftrece M,M, = ¢ ber Mittel

puntte die Centralftrede.
IV. Die Centrale jhneidet jeden Sreid in einem Durdymejjer.
V. Haben ywei Kreife et Puntte ihrer Centralen gemein,
jo find fie concentrijd) und aud) gleich. Denn die ihnen gemein-
{dajtlide Strede zwijdhen Diefen beiden Puntten wére ein
gemeinjdaftlicher Durdhmeffer (1V.), ifre Mittelpuntte fielen
alfo auf einander (Fr. 48 I1.) und die Kreife miifiten fid)

pecfen (Fr. 101 IL.).

102, PWicviel Puntte haben wei cxcentrifde Kreife gemein ?
I Bwei verfdhiebene Rreife formmen nidyt mehr als
jwei Puntte gemein Haben, da fich nach) Fr. 88 1L durd)
Drei Punfte nuv ein Kreisd legen [dft. BVergl aud) Fv.91 XIX.

N\
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[I. Bwei excentrifche Kreife fommen nidht jwei Puntte
ihrer Centralen gemein haben (Fr. 101 V.).

[II. Haben wei excentrijhe Kreife einen Punft P
(Fig. 93) aufperhalb dexr Centralen gemein, jo haben fie
aud) nod) einen
Punft Q gerein,

weldjer auf Dder 5 B e

anberen Seite der / e Tl
Centralen M, M. fo AN\ \\_

liegt, Dafs die Strede D B £
PQ durd) die Cen: 35,‘;Li|‘. £ B)  Pa 9——\
trale in B fenfredt ot ‘ A Vi
Dalbiert wird. it Vot

nimlich PQ_LMM, | g, I‘«_/// <
ud EQ=EP, foift ™\ ol e T

nad) Fr. 74 X1, aud) Bt
M,Q=NM,PundM;Q
= M,P, D.9. Qliegt atg. 9.

auj beiden Kreifen (Fr. 82).

IV. $Haben zwei excentrijhe Kreife sweiPuntte gemein,
fo liegen diefe Pumfte auperhalb der Eentralen (IL.) und Fu
beiden Seiten derjelben (11L.).

V. $aben gwei egcentrijhe Rreife einen Puntt dev
Gentralen gemein, jo Haben fie fiberfaupt blof einen
Punft gemein (L. bis IV.).

V1 $aben zwei Kreife in derfelben Ehene blof einen
Puntt gemein, jo muf diejer (wegen IIL.) in ber Centralen
{iegen.

Dann ift die in jenem Punfte auf der Centralen evvidytete
Normale eine gemeinjdaftlihe Tangente Dbeider Kreife
(Fr. 83 V.); bdie Rreife haben in jenem Punite gleiche Ridy-
tung (Fr. 85 1.), und man fagt: fie beriihren fid.

VIL St bie Centrafjtrede M,M, = ¢ griper al3 bie
Diffeveny r,—r,, aber Heiner ald die Summe r, 4 r, ber
Beiden Halbmefjer M,P = r, und M,P = r,, {0 {)neiden
fich bie Kreije in ywei Puniten.
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Da 1y 1, > ¢_>r,—r, fein foll, wobei v, > r, boraus-
gefetst werde, fo erhilt man durc) Addition und durd) Sub-
trattion bon rynad) Fv. 20 IX. o1, >r,und r, >e—r,,
Zriigt man mm in der Centralen bon M, (Fig. 93 S. 101)
aud nad) beiden Seiten hin M, A = M,C =1, auf, fo fallt
C ficher in die DBerlingerung von M,M,, und 8 it audy
MC=c¢ -+ 1, > 1. Der Punft A dagegen fann dabei
entwebder iwifden M, und M., ober auf M,, oder jenfeits M,
fallen. Jm exfteren Falle ift M, A = ¢ — r, <7 r,; im 3iveiten
Foalle ijt (wie in Fig. 94) M, A = 0; im dritten Falle ijt
(wie i Fig. 95) MA =r1,— ¢ <1, und Da r,< 1y, o ift
umfomehr M,A <7 1, (Fr. 20 VIL).

g, 04, g, 95,

©omit liegt bon Den beiden Puntten A und €, welde
K, mit dev Centralen gemein hat, ftetd der eine A inmexrfalb,
Der anbeve C auferhald K, (Fr. 82).

Daber muf K, den freid K, in jwei Punften P umd Q
fdhneiben (Fr. 28 IV., 102 1.).

VIL Jn VIL tird (wie in IIL) die gemeinjdaft-
lidje GehnePQ, Fig. 93 bi8 95, ber beiden fich jdhmeidenden
Rreife von der Centralftvede MM, in E jenfred)t Halbiext
(§r. 74 XVIL).

IX. Die Centrale halbiert daher aud) die beiden Wintel
PM,Q und PM,Q (Fr. 90 V.).
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X. Die Sie VIL und IX. lefen fi) aud) oud Der
Rongruens der Dreiecte M, PM, und M,QMy, M,PE und M,QE,
M,PE 1nd M.QE fexleiten.

XI. ©ind (wie in Fig. 96) in VIL die beiden Halbmefjer
gleidh, r, =1, fo laffen fid) aud) qud P und @ RKreife durd)
M, und M, fegen (Fv. 82), und 9e8halb wird dann aud
MM, in E von der gemeinjdaftlichen Selme PQ falbiert.

Fig. 96.

X1 Qaft man in Fig. 93 bi3 95 den Mittelpuntt M,

9e8 Qreifes K. auj den Punft B ded RKreifes K, viicten, fo

! yerden M,P und M,Q Selhnen ded Rreifed K, Die Figur
jeigt Damn die Sofjung bev
Aufgabe: eine Sehne bon

| Deftimmter Qinge in einen
RQreid einzutragen. Vergl.IX.

X111, Xt die Centralftrecte

i M,M.==c gleid) dexr Summe

it - 1, der Halbmefier, fo
Haben die excentrifdhen Kreife 2
blofeinenPuntt A, Fig.97, &= T

e :
gemein. Bergl. V. Sig. 97.
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Madyt man auf dev Centralen von M, nach) M, hin M, A — ,

fo wird AM, = MM, — MA = (ry - 1,) — 1, —1,
A liegt alfo auf beiden Qveifen. Da nun aber ¢ — rr,
ift (Bor.) und deshalb M, aufzerfhalb K, liegt (Fr. 82), fo ift nad
&t 91 XV. und XVI. jeder Punft P ded Kreifes K, teiter,
al8 A, von M, entfernt und

| liegt demnad) auferhalb K,
(3. 82), ba jaM,A =r, war,

g T XIV. it die Centraljtrede
/i, — | M= ity ber Difie
o \\‘ reny r, —r, Der ungleidyen
it R Halbmefier, jo haben die er-
—G+—=2 < 2 p centrijdjen Qreife blof einen

\ .'Hz % 7 4 gl '
9 / ‘Lun[ft B, #ig. 98, gemein.

Pe / Lergl. V.

\\ e BWeil MM, =1,— r, <,

1{—// iflt, fo liegt M, innerfalb K,

(Br. 82). Madht man nun in

der Centraler von M, nad) M,

hin M,B =r, und dann vor B

ig. 98, auf viidmwirtd BM, =r,, {o

fiegt B auf ben Deiden, aus

M, und M, mit den Halbmejjern v, und r, gefchlagenen Kreijen.

Unter allen Punften in K, liegt aber B am nédyjten an M,

(&r. 91 XV. und XVL.); weil nun B auf K, liegt, fo miifjen

alle andeven Puntte (3. B. N) des Kreifes K, auferhald K,
liegen.

XV. Jn XIIL (Fig. 97) beriihren fid) die Kreife K,
und K, von aufen, in XIV. (Fig. 98) bon innen.

XVI. Jijt die Centraljtvece ¢ grifer als die Summe ber
Halbmefjer, o haben die Kreife K, wnd K, feinen Punft
gemein, bielmefr liegt jeber Rreis gamz auferfalb des
anberen.

Zriigt man nimlid) in Fig. 99 auf M,M, die Strede M, A
=1, bon M, aus und bie Strede M,B=r, bon M, aud auf,
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fo liegt dex Puntt B von A aud nad) M, hin um dad Stk AB
entfernt, um weldyes M, M, ¢ Die Summe v, 1, itbexr=
trifft. A liegt alfo auferhald K,; jeber andere Puntt P von
K, ift aber nod) weiter von M, entfernt, wie A (Jr. 91 XV.
und XVI.), liegt aljo ebenfalld aufer KK,.

P \\“
/ -\
r ‘\‘ F s ‘l\l
F \ g 2
e e
M vy i." \A Mz fJ
/ /
v R \ /
/ ¥l b 4
e S

XVIL St die Centralftvede ¢ Heiner al8 die Differeny
ber ungleidhen Halbmefjer r, >>r,, fo haben die Kreife feinen
PBuntt gemein, bielmehr liegt der eine Kreid K, gany inner=
balb bed anderen K,.

Da ¢ =MM, < 1, — 1, und de-
Halb MM, -1, <1, (§r. 20 IX.) it,
fo liegt M, inmerhald K, (Jr. 82).
Berfdngert man mun in Fig. 100
M, M, um M,C =1,, fo liegt C auf K,;
ba M,C = M,M,—+1,<_r,, liegt aud
¢ innerhalb K,; alle anbeven Puntte
(3 B. N) bed Rreifed K., liegen aber
wegen Fr. 91 XV, und XVI. nod) nibhex
an M,, al3 O, und liegen desfalb eben-
falld innerfholb K,. Ob K, die Centrale
sum 3tveiten Male swijchen M,und M,,
odex jenfeitd M, fdyneidet, ift dabei gleichgiiltig.

XVIIL Aus XT. gelangt man zu nod) einer Lojung der in
Br. 89 geftellten Aufgabe. Scdldgt man nimlid) ausd jwei

&ig. 100,
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beliebigen Puntten M, und M, bed Kreifed K, Fig. 96, mit
pemfelben Halbmefier r,= M,Q=D»M.Q=r, 3wei Kreife K,
und K,, welde fid) in zwei Puntten P und Q fdneiden (VIL),
pamm Halbiert PQ die Selfme M, M, bon K fenfredyt in F (X1.):
bedhalb geht PQ durd) den Mittelpuntt M von K (Fr. 90 X.)
unb M fiegt in der Mitte dbed Durchmeffers UN (Fv. 48 11.).

103. Wie zieht man eine Tangente an einen Kreid K, von
einemt Punfie ¢ auferhald dedjelben?

I. &iegt bei Fr. 102 VIL der Mittelpunft M, (Fig. 94
und 101) auf dem Kreife K,, jo ftehen die von den End-

punften M, und C be3

Durcymefjers M,M,C nad

P, ober nad) Q gejogenen

©Sehnen auf einanber fent:

vecht (Fr. 96 II1.); daber
¢ TmdCP und CQ Tangenten

(r.83 V.) an den freid

K, in den Cubpunften P

ud Q ber Den Dbeiden

freifen gemeinjdajtlichen

Sehne PQ.

Big. 101. 11. Bon jedem Puntte

C auperfhalb eines

Qreifed K, lofjen fid) daler ftetd 3wei, aber nux jimei

Tangenten an diefen Kreid ziehen (I.). Die Beriihrungs-

punfte P und Q liegen auf dem diber CM, ald Durdjmefjer
befdjriebenen Rreife K,.

1. DaM,P=M,Q (Fr.48 I11.), M,C=M,C (Fr.201.)
umbd £ PM,C = £ QM,C (Fr. 102 IX.), fo ift A PM,C
2 QM,C (Fv. 80 11.), und nad) Fr. 54 IIL. und 67 IL. jind
paber nicht nur :

IV. die Bigen PB und QB, jomwie

V. bie Streden CP und CQ der beiden Tangenten gleidh-
grof, {onbern lehtere madjen
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VI. aud) gleiche LWinfel PCM, und QCM, mit der Cen-
tralen OM.M,. Daber

VI liegt ber Mittelpunft M, eined Kreifed K,, welder
swei fid) unter dem hohlen L PCQ jdneidende Gerade PC
und QC Deviihrt, in ber ben L PCQ Dhalbierenben Geraben
CD, und

VIIL. aud jedem Punfte M, in CD [ift fih ein RKreid
siehen, weldher CP und CQ Devithrt (Fr. 74 XVIIL und
83 V.).

[X. Wegen Fr. 71 VI machen die beiden Tangenten CP
b CQ denjelben jpiten LWinkel mit einanber, wie bie beiben
Dalbmefjer MP und M,Q; oder e8 ijt £ PCQ - £LPM,Q

= 180° (Jr. 72 II1., odex 96 VIIL).

104, Welde Siite gelten von dem Tangentendreied nnd dem
Tangentenvicred ?

L ZangentendreiedundTangentenviered(Dreied
und Vieved uia den Kreid) Heift ein Dretet, beziv. ein
Bieve, deffen Seiten Tangenten dedfelben Kreifed find.

II. Wegen Fr. 103 VI und VIIL miiffen fich die Dret
Halbierungslinien AM,, BM,, CM, (Fig. 102 &. 108) der
Winfel eined Dretectd ABC in dem Mittelpuntte M, bed dem
Dreiet ABC eingefdyriebenen Qreifed K, {dneiden.

I1I. €3 giebt baher zu jebem A ABC einen inneren
Beriihrungdtreisd K,, weldem dad Dreied umidhrieben
ift. Bergl. XIII.

IV. €38 giebt aber zu jedem Dreied aud) nod) dret
dufere Vevithrungdfreije, welde je eine Seite Ded-
felben und die Verlingerungen der beiden andeven Seiten
beviifren. Die Mittelpuntte M,, M, umd M, biefer brei
duferen Berithrungdtreife K, K, und K, (Fig. 102
@. 108) bed Dreiectd ABC finbet man durc) Halbieven der
Uufentointel desfelben (Fr. 103 VIL).

V. Die Centrale von je ziei duferen Beriihrungsiveifen
(iuft beshalb burd) einen Ecpuntt bes Dreiects (Fr, 43).
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VI. Seber Ecpuntt ded Dretedd ABC liegt in der Ver-
ed : g
lingerung einer durch den Mittelpuntt M, des eingejdyricbenen

e e !
f N
\ ‘

AN i 7
BT S

2
MV

Big. 102,

und ben Mittelpuntt einesd dupeven Veriihrungsfreifes gelegten
Gevaden (Fr. 103 VIL); denn e3 liegt 3. B. fowohl M, als
M, auf der den £ ABC Dalbierenden Geraben.

VII. Die Seiten bed Mittelpunttddreiedts M, M, M, (V.)
ftehen auf ben Halbierungsdlinien der Winfel e Dreiectd ABC
fenfrecht; benn e8 ift 3. B. in Fig. 102:




¥t, 104, fireis und Gerabe. Biwel Hreife. 109

: ZAMAB = ZMAC (L)
! ZAMAB =13 AW AR =1 £ V,AC

= /_ M,AC (IV. und gr. 42 IL.)
LMAM, = £ MAB+ L MAB= /£ M, AC+ £ M;AC

= / MAM, (Fr. 20 VIIL)

M,A _| MM, (Fr. 87 1. und IV.)

VIL Mt Hilfe bon Fr. 103 V. lift fid) leicht Herauss
bringen, daf der Ecfpuntt B bed /A ABC mit den drei Seiten
a, b, ¢ bon den Veriihrungdpumtten L,, N,, V,, W, und Ly,

L Uy, Vs, N, Dex Seiten a und ¢ mit den bier Berithrungs-
freifen abjteft um:
BL, = b, — % (a—b-¢) = BLy;
BN, = b; = } (a——b—z¢) = BUy;
BVit=—ih: L (a+b-}e¢) =BVy;

BW,= by =1 (—a--b-}¢)=BN.
IX. Im Tangentenvievedt ABCD (Fig. 108) jdymeiden fich
toegen Fr.103 VIIL die bier z.

f Halbiexungslinien der Wintel ,1} 2

\G | in dem Mittelpuntte M Ded /N T— T~

\ Sreifed, um Den ed bejdjrie- /_’ ety
ben ift.

X. Qm Tangentenbieveck &

ABCD (Big. 103) ijt bdie S
Summe 3tweier Gegenjeiten PR
gleid) der Summe dev Deiben X

anderen. Vergl. Fr. 133 V.
Sind ndmlic) U,V, X . J bie
bier Beriihrungdpunite, joift:
UB=BV|{ .
X = v ( @ 108 V)
XD=JD

S

Big. 108,

AU+ UB -} XC -} XD = AB - CD

H;ﬁ“ AJ -+ JD - BV -- VO = AD 4 BU} \g. 20 41,)

AB -+ CD = AD - BC ($r. 20 VIIL und 1V.).
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XI. Bieht man im Tangentenvierede ABCD (Fig. 103)
bon einent (chpunfte A bie Strecten AB, und AB, nad) etnem
PBuntte B, und B, in einer Gegenjeite BC und in deren Ver-
lingerung, jo ijt:

AB, > AB — BB, (&r. 76 1L.)
AB, -}— DC > AB - DC — BB, (gr.201IX.)
—AD —+ CB — BB, (X.)
— AD + (B,

AB, <Z AB -+ BB,
AB.+ DC <Z AB -+ DC -
<~ AD 4 OB - BB
< AD |- CB..

Die Tangente AB ded AD, DC und CB Dberiifrenden
Sreifes ift alfo die einzige Gerade, welde fid) von A nad |
einem Puntte in CB iehen laft und welde jugleich) mit AD, |
DC, CB ein Bieved liefert, wovin die Summen dexr Gegen-
feiten gleichgrofs find.

XII. &ind daber in einem Bieved die Summen der Gegen- [
jeiten gleich, fo lifit fich in Dasdfelbe ein Kreid bejdhreiben. |

XIII. Dexr Sap tn IIL [Gft fid) (als Seitenftitt zu
Br. 88 111.) aud) fo audfprechen: Der Rreid ift durc) dre
fid) {dhneidende Tangenten beftimmt.

Diefer ©ap hort nidht auf u gelten, tvenn ziwei von den
bret Tangenten pavallel werden.

XIV. Warum muf im Tangententrapey die Hihe {tetd
dem Duvchmeffer ded (eingefdyriebenen) Kreifes gleichen ?

105. Wieviel gemeinidyajtlidye Tangenten Defilsen swei Kreije?

L. Liegen giwei gleiche Rreife aufer einander (Fr. 102 XVL),
fo beriifren die zu beiden Geiten ber Centralen durd) einen
im Abjtanbde eined Halbmefjerd r bon der Centralen liegenden
Puntt geogenen Pavallelen der Centralen beide Kreife
(Fr. 74 IX., 72 VIL., 83 V.).

IT. SLiegen zvei nngIeicI)c Sreife aufer einander (Fr. 102
XVL.), {o beriifren bei r, > r, die beiden Pavallelen 3u den im
Ab{tande r,—ur, bon M bmdj M. gezogenen Gerabenbeide fretfe.

und;
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it ndmlich in Fig. 104 MF = r, —r, und L M,LU
— / M,FM, = 90° (Fr. 96 III., Fr. 83 X.), fo wirb bie
in M, ervidhtete Senfrechte auf M,F aud) LU in Z fenfrecht
fdhneiden (Fr. 72 [IL.) und M.Z = FL =1, fein (. 72 VL),
LU alfo in Z aud) den Rreid um M, berithren (Fr. 83 V.).

Sig. 104.

I11. Qiegen 3ivei gleicdje odex ungleiche Kreife aufer einandex
(Br. 102 XVL), fo Dberithren die beidben Pavallelen zu ben
im Abftande v, - v, von M, durd) M, gezogenen Geraden
Deide Rreife.

It in Fig. 104 M,S =1y -+ r. und 2 MSM, = 90°
= QXNM,, fo witd gang wie in IL. XQ aud) in W ben Kreis
um M, berithren (Fr. 83 V.).

IV. Bei zwei Kreifen K, und K, (Fig. 104), weldhe
aufer einander liegen, giebt e8 3iwei Paar gemeinfdaft-
lidje Tangenten
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Bet ungleichen Halbmejjern jdhueidet jich jebed Paar in
einem Punfte der Centralen; der eine Schnittpuntt V Beifit
ber innere, Der andere Uber GuBere Ahnlidhteitdpuntt
ber beiben Rreife (vergl. Fv. 151); der Heine Kreid (tegt
ywijdgen U und dem grofen. Bei gleichen Halbmefjern viickt
U in unendlidhe Entfermumng.

V. Die inneven und dufeven gemeinjdjaftlichen Tangenten
find in IT, und TIL. pavallel zu ben Tangenten M,S und M.F
(Fig. 104), welde man aud bdem INMittelpuntte M, ded
fleineren Rreife8 K, an eimen um bden Mittelpuntt M, Ded
groperen Rreifed K, gejdhlagenen Kreid ziehen fann, defjen
Halbmejier der SGumme M,S = r, -1, ober der Differeny
MF =1, — r, Dex Halbnteffer r, und r, ber beiden ge-
gebenen freife gleidht. Jn L it r, — r,==0 und die dufkere
Tangente pavallel ur Centralen.

VI. Wenn die beiden Kreife fich von aufen beviihren, wie
in Fig. 97, fo fallen bie beiden inneren Tangenten in eine
jujammen, und e3 giebt dann nur nod) drei gemeinjdjaft-
lidhe Tangenten.

Wenn ficd) die Kreife jdhneiven, wie in Fig. 93 bid 95,
{0 giebt €8 nur 3wet (duBere) Tangenten.

LWenn fid) die Kreife bon innen, tie in Fig. 98, bevithren,
jo giebt e3 nur eine gemeinjdyaftlidhe Tangente.

Liegt endlid) der eine Kreid innerhalb ded anbern, wie in
Big. 92 und 100, fo giebt e3 gar feine gemeinjdajt=
lidhe Tangente.

VII. Bieht man bie vier gemeinjdjajtlichen Tangenten,
jo find bie zwifchen ben BVerithrungpuniten gelegenen Ab-
jchnitte EK und ZL der duperen, und ebenfo TY und WX
der inneren Tangenten einanber gleid). Denn wegen
$r. 103 V. und 20 VIIL. ift:

U —UE=UL—UZ 0.0 EJ=IZL
unb VD4 VY =VW-- VX, 5.5 TY= WX

VIIL. Gbenfo find bie zwifchen ben duferen Tangenten
gelegenen Stiicte PN und QH der inneven Tangenten gleich.
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5 ijt ia
S UVP 2 AT
und LFUVN =
und baraud exgiebt jich:
PV 4 VN = QV -} VH (§r. 67 IL. und 20 VIIL).
PN — QH (%r. 20 IL.).
IX, PWeiter ift nach Fr. 103 V.:
NP =NT'-— TP = NZ : - EP
NP = NY | YP = NL -} PJ
2NP — ZL —}— EJ = 2ZL ($r. 20 VIIL)
O — ENI==ZT=—aF
X. Cnolidhy ift nadh Fr. 103 V. nod) NT = NZ ober:
PN — PT = ZL — LN (gr. 20 II.)
EN = 71 (VL)
PE = PT = LN = NY| (o
WE =Ty —PH— n\J
. Cine wiederfolte “hnmn*mnq der borftehenden Siie
gumttuz bie bier “htuhnng»:fu‘l]e bes Dreiectd8 ABC in
$ig. 102. Beriihren der eingejdhriebene Kreid um M, und
bie brei duBeven Beriihrungsveife um M,, M, und M, Ddie
nad) Bedarf verlingerten Seiten BC = a, CA = b und
AB — = bed A ABC in L, L, und L,, in N,, U, und U,
in V,, N, und V,, in W,, W, unb N, ut ferner bie Linge
Der Strecen :

(Fr.80V., Fr.103 VL),

v. 20 VIII.

.E\Lg = ALZ = A,

Blig= Bl ==

L — U=}
AN; = AV, — 1, AN =

= AW,= a,
BN, = BW, = b, BN, = BU, = b,
CN, = CU, = ¢,, CN, = CV, = ¢,

und fept man s = a, b, | e, =% (a -+ b+ e), fo
findet man leidgt, daf3:

a:hu--f—n- :11,+c1: 8§ —a=a,
b= ¢, - a, = ¢ + a,; s —b=h,
{z:m.«kl)ﬂ:‘;ffh;:: =

Bebide, Geometrie. 3. Aufl 8
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ift; nach VIL ift aber auch:

LU, = LsUs oder ¢, "!\_ e; = by *}‘ by

LsVs = LV, 8+ 2% =1c,  C

L Wi— L. Wa be = bs = 80 - 2s.
9(bbiert man nun je eine diefer drei lehteven Gleidjungen
su je einer Der drei borhevgehenden, jo erhilt man nad
K. 20 VIIL:

Cy — bl = a
%o—=00, —=1h3
Doi=——ifla — Ci:

Da endlich by = ¢,, fo legen die Beriihrungspunite L,
und N, Ded eingejdjricbenen und Dbed umfjdjriebenen
PBeritfrungsfreijed in -gleicher Cntfernung von dev Mitte
der Seite a. Abnlich ft3 bei bund c. — Bexgl. Fr. 159 XVIL.
und XVIL

XIL. Fiic den Puntt C in Fig. 102 ijt nad) Fr. 104 VIIL

: . —a-t+b-te
OW,— CW,=CB-BW,=a-}b,—a—— ebyos

2
a7 +b+4e
=== 5 = 8.

Ebenfo ijt BV, = BV, =&
und Ale=—All; = s,

PBiertes Sapilel.

Yier Gerade in derfelben Ebene. Das Vierek. Die
Projektion ciner Strecke.  Die reqelmafigen Vieledke.

106, Wie viel Fille Tafjen fidh in Begug anf die Ridtuug
pon bier Geraden in ciner Gbene unferjdeidben?

DBeytiglich ber Richtung dex bier Gevaden Gy, Gy, Gs und G,
in dexfelben Ebene find fiinf Fiille mdglich:

I. Alle bier Gerade Haben diefelbe Richtung (Fig. 105);
bann giebt e3 feinen Sdnittpuntt (Fr. 56 II.).
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