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54 Zweites Kapitel . Fr . öS—67.

VI . Für die u - Eckpunkte des n - ecks würden daher n - mal
(n — 3 ) Diagonalen möglich sein , wenn dabei nicht jede
zweimal vorkäme . Deshalb hat das n - eck nur ^ n (n— 3 )
Diagonalen .

Das Viereck hat somit ^ . 4 . 1 — 2 Diagonalen ,
„ Fünfeck „ „ ^ . 5 . 2 — 5

„ Sechseck „ „ ^ . 6 . 3 — 9 „ u . s . ly .

Zweites Hapitet.

Das Dreieck .
66. Worin können zwei Figuren iibereinstimmen?
I . Zwei Figuren können nicht bloß in Bezug auf ihre

Größe , sondern auch rücksichtlich ihrer Gestalt überein¬
stimmen , oder verschieden sein.

II . Zwei Dreiecke und überhaupt zwei Figuren , bezw .
Körper sind an Gestalt und Größe gleich ( kongruent ^ ) ,
wenn sie sich decken , bezw . zum Decken bringen lassen . —

Vergl . 21 I . und III .
III . Haben zwei Figuren oder Körper bloß gleiche Gestalt ,

so nennt man sie ähnlich iVvZ ;
IV . haben sie bloß gleiche Größe , so heißen sie inhalts¬

gleich , oder kurzweg gleich (— ) .
67. Was gilt von kongruenten Figuren ?
I . In zwei kongruenten Vielecken , also namentlich auch

in zwei kongruenten Dreiecken , müssen alle Stücke ( d . s.
Seiten und Winkel ) der Reihe nach sich decken und demnach
gleich sein .

II . Daher sind in kongruenten Dreiecken die Gegen¬
seiten gleicher Winkel unddieGegenwinkel gleicher Seiten
gleich , d . h . diejenigen Seiten und Winkel , welche beziehungs¬
weise gleichen Winkeln und gleichen Seiten gegenüberliegen .

III . Kongruente Figuren , z. B . Dreiecke , in gleicher Weise
aneinandergesetzt , geben kongruente Figuren .
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IV . Umgekehrt lassen sich kongruente Figuren in gleicher
Weise in kongruente Teile zerlegen .

V . Es ist daher nicht notwendig , die Kongruenz von

mehr als dreiseitigen Figuren eingehend zu untersuchen , da

sich dieselbe auf die Kongruenz der Dreiecke zurückführen läßt .
VI . Um die Kongruenz zweier Figuren (oder Körper )

darzuthun , braucht man nicht immer die Gleichheit aller

Winkel und Seiten nachzuweisen . Etwas Ähnliches zeigte
sich schon in Fr . 21 I . und III . , Fr . 31 und 52 .

VII . Zwei Dreiecke *) z . B . müssen schon kongruent sein,
wenn sie in zwei Seiten und dem von diesen ein¬

geschlossenen Winkel übereinstimmen .
Bringt man die beiden übereinstimmenden Winkel zum

Decken (Fr . 31 ) und sorgt man dafür , daß die paarweise

gleichen Seiten auf denselben Schenkel fallen , so müssen diese

zwei Seitenpaare (Fr . 22 V . ) sich decken und wegen Fr . 22III .

auch das dritte Seitenpaar ; demnach müssen die Dreiecke

kongruent sein (Fr . 66 II .) .
VIII . Ebenso sind (nach Fr . 66 II . ) zwei Dreiecke kon¬

gruent , wenn sie in einer Seite und den beiden Winkeln

übereinstimmen , welche an dieser Seite liegen .
Legt man nämlich die Dreiecke mit den beiden überein¬

stimmenden Seiten auf einander (Fr . 22 V .) , und zwar so,
daß die Scheitel der Paarweise gleichen Winkel auf den näm¬

lichen Endpunkt zu liegen kommen , so decken sich diese beiden

Winkelpaare (Fr . 31 ) , ihre anderen Schenkel müssen sich
daher paarweise decken und in demselben Punkte schneiden
(Fr . 26 ) ; dieser Punkt ist der dritte Eckpunkt beider Dreiecke
und letztere decken sich also .

»1 Zwei kongruenteDreiecke pflegt NIM so zu benennen, daß die Buchstaben
an den gleichen Winkeln sich in gleicher Weise folgen ; ist z. B . 4 i — / (, 42 ,
/ (. 81 — // - 82 , ^ (- 61 — / (,62,so schreibt man .-I26262
und weiß dann zugleich , daß 4 i 8t — ^ 262 re.

Zweckmäßig bezeichnet man ferner die Setten der Dreiecke mit kleinen Buch¬
staben und die Winkel mit denselben großen Buchstaben , so daß z. B . die Seite
u — 86 dem / (. .4 — / (. 8 .46 gegenuberlicgt. Vcrgl. Fr . 64 U .
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68 . Wie groß ist die Summe der drei Winkel eines Dreiecks ?
I . Verlängert man zwei Seiten 66 und -46 eines Drei¬

ecks L.60 (Fig . 44) über ihren Schnittpunkt 6 hinaus nach
6 und I) und zieht man durch 6 eine Gerade IW so , daß
sie mit IW einen eben so großen Winkel einschließt , wie OL
mit L6 , daß also v — / ( L ist , dann sind IW und OL
parallel (Fr. 61 I . 1 .) . Nun kann aber die Gerade kM

zunächst weder mit 60 , noch
mit 6L zusammenfallen,
weil sie dabei (gegen Fr. 26 )
die ihr parallele LO schnei¬
den müßte . Träte ferner
die unbegrenzteGerade IW
bei 6 in das Dreieck L60
hinein , so müßte sie auch
irgendwo wieder aus dem¬
selben herauskommen (Fr.

28 IV.) ; nun kann aber IW weder die ihr parallele Seite
LO schneiden (Fr. 26 ) , noch zum zweiten Male die von ihr
schon in 6 geschnittenen Seiten L6 und 60 (Fr . 21 II . ) .
Demnach kann IW nicht in das Dreieck laufen , auch kann
deshalb weder IW , noch deren Verlängerung 6V in den v
eintreten (Fr. 27 II . ) , sondern sie muß innerhalb der beiden
Winkel L60 und V6L liegen, wie es Fig. 44 zeigt. Weil
nun aber IW und OL. parallel sind , muß u — 6 sein ;
da ferner auch 6 (Fr . 42 II . ) ist und v —

L gemacht wurde , so ist die Summe der drei Winkel ,4,
6 und 0 so groß wie die Summe der drei Winkelu , v und v,
d . h . ^ 2 R (Fr . 34 III .) .

II . Es beträgt also die Summe der drei Winkel eines
Dreiecks stets 180 ° oder 2 R.

69. Welche Folgerungen ergeben sich aus Fr. 68 ?
I . Ist in einem Dreiecke die Summe zweier Winkel so

groß wie die Summe zweier Winkel eines zweiten Dreiecks,
so sind die drittenWinkelder beidenDreiecke gleich (Fr . 20VIII. ) .
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II . Stimmen zwei Dreiecke in einem Winkel überein , so
ist die Summe der beiden anderen Winkel in beiden Dreiecken
-gleich groß (Fr . 20 Vlll . ) .

III . Jeder Winkel eines Dreiecks ist hohl (Fr . 35 I . ) .
IV . Die Summe zweier ( inneren ) Winkel eines Dreiecks

ist kleiner als 180 °
( Fr . 20 III . ) .

V . Verlängert man eine Seite ^ .6 (Fig . 44 ) eines Drei¬
ecks mo nach Ich so entsteht zwischen der Verlängerung W
und der anderen durch denselben Endpunkt L gehenden Seite
LO der Außenwinkel LIIO .

Da nun dieser Außenwinkel LIIO mit dem innern Winkel
06 ^ , zusammen ebenfalls 180 °

ausmacht ( Fr . 39 IV . ) , so
muß V , WO — ^ ch- V!, 0 sein (Fr . 20 V . ) , oder :

VI . Jeder Außenwinkel gleicht der Summe der beiden
inneren Gegenwinkel .

VII . Daher ist jeder Außenwinkel größer , als jeder seiner
inneren Gegenwinkel .

VIII . Sind die drei Winkel eines Dreiecks unter sich
gleich , so ist jeder — 60 ° — -K R .

IX . Zu Fr . 62 IV . 3 . läßt sich jetzt noch ergänzend
bemerken : wenn zwei Gerade von einer dritten so geschnitten
werden , daß die Summe der inneren Winkel von 180 °

abweicht , dann liegt der Schnittpunkt jener beiden Geraden
auf derjenigen Seite der dritten , wo die Summe der inneren
Winkel kleiner als 180 °

ist .
70. Wieviel Arten Dreiecke gicbt es rücksichtlich der Winkel ?
I . In einem Dreiecke kann nicht mehr als ein Winkel

ein rechter , bezw . ein stumpfer sein , und ebensowenig kann in
einem Dreiecke ein rechter und ein stumpfer zugleich Vor¬
kommen (Fr . 69IV . ) , vielmehr müssen stets wenigstens zwei
Winkel eines Dreiecks spitz sein.

II . Daher giebt es rücksichtlich der Winkel nur drei Arten
Dreiecke :
das rechtwinkelige Dreieck mit einem rechten Winkel ,
das stumpfwinkelige Dreieck mit einem stumpfen Winkel ,
das spitzwinkelige Dreieck mit drei spitzen Winkeln .
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III . Im rechtwinkeligenDreieck nennt man die dem rechten
Winkel gegenüberliegendeSeite die Hypotenuse , die beiden
den rechten Winkel einschließenden Seiten die Katheten.

71. Was ist noch über die Winkel der rechtwinkligen nnd der
stumpfwinkeligen Dreiecke zu bemerken?

I . Im rechtwinkeligen oder stumpfwinkeligen Dreieck ist
der rechte oder stumpfe Winkel der größte ( Fr. 37 III .) .

II . Im rechtwinkeligenDreieck ist der rechte Winkel gleich
der (nach Fr. 68 II . 90° betragenden) Summe der beiden
spitzen.

III . Ein Dreieck ist rechtwinkelig, wenn der eine Winkel
desselben gleich der Summe der beiden anderen ist ; denn dann
ist jener Winkel die Hälfte von 2 R (Fr. 68 II . ) .

IV . Sind in einem rechtwinkeligen Dreieck die beiden
spitzen Winkel gleich , so ist jeder — 45° — 4 R.

V. Machen zwei Gerade 8X und XX (Fig . 45) schiefe
Winkel, so kann die von einem Punkte k der einen 8X auf die
andere XL herabgelassene Senkrechte ? () nur auf die Seite
des spitzen Winkels .MX fallen , weil sonst das Dreieck XX
einen stumpfen und einen rechten Winkel haben müßte , was
aber Fr. 70 I . widerspräche.

Fig . 45 . Fig . 46 .

VI. Die Normalen auf den Schenkeln eines hohlen Winkels
schneiden sich stets (Fr. 62IV. ) , und zwar unter einem ebenso
großen Winkel als die Schenkel selbst .

Ist nämlich der hohle Winkel ein rechter , wie H8V in
Fig. 46 , und ist Xtz M 8tz , XV M 8V , so ist Xtz // 8V
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(Fr. 62 II. 3 .) , und deshalb schneiden sich VII und IIH
(Fr . 60 II .) , und zwar unter einem rechten Winkel HIIV
(Fr. 62 V.) .

Wäre dagegen der hohle Winkel ein schiefer , so ist ent¬
weder er selbst , oder sein Nebenwinkel ein spitzer , z . B . v in
Fig . 47 ; errichtet man nun im Punkte 8 des Schenkels 80
eine Senkrechte82 . so muß diese die Gerade V6X, in welcher
der andere Schenkel (entweder 8V , oder 8X) des hohlen
Winkels liegt , in einem von 8 aus nach 8 hin liegenden
Punkte 8 schneiden (Fr . 69 IX . ) , und dabei ist / I 886 —
88V spitz ; errichtet man daher in einem von V aus nach 8 ,

S 767

Fig . 47 .

oder nach X hin liegendenPunkte oder 8 der Geraden 8X
eine Senkrechte .-IV oder 88 , so muß diese die auf 80 senk¬
rechte 80 in V, oder in 8 schneiden (Fr. 62 IV . 3 .) , und
dabei stimmen die Dreiecke ViI8 und 888 mit dem /X 888
in dem Winkel bei 8 und in dem rechten Winkel (bei 8,8 )
überein, weshalb die spitzen Winkel v, n und -lv (Fr. 69 I . )
und auch deren stumpfe Nebenwinkel (Fr. 39 I . ) unter sich
gleiche Größe haben.

Liegt der Schnittpunkt der Normalen 88 mit 82 im
Winkelraume von rv , so ist der gegen v hin gekehrte Schnitt-
Winkel (wie in Fig . 47 der / X882 ) --- 180°— rv (Fr. 39IV. ) .

Aiun . Ein kürzerer Beweis ließe sich aus Fr . 72 III . herleiten.

/
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72. Wie groß ist die Winkelsumme des Vielecks ?

Fig . 4S>

I . Das II - eck 4O0VOO
läßt sich nach Fig . 48 aus
ii— 2 von außen , oder innen
aneinandergelegten Dreiecken ,
die paarweise eine ganze
Seite gemein haben , zu¬
sammensetzen und auch wie¬
der in n — 2 solche Dreiecke
zerlegen .

II . Fügt man an die Seite 40 oder 00 eines Vielecks
400v0 ^ (Fig . 49 ) nach innen , oder außen ein Dreieck .480 ,
oder Otzv an , dessen Seiten weiter keine u -ecksseite schneiden ,

auch nicht die Verlänge¬
rung einer solchen bilden ,
oder zum Teil auf ihr
liegen , und nimmt man
die Seiten 4 .0 , bezw . 00
dann hinweg , so wächst
die Seitenzahl um 1 .

Beim Anfügen nach
außen wächst die Winkel¬

summe des Vielecks um

180 °
(Fr . 68 II . ) .

Im andern Falle vermindert sich die Winkelsumme um
^ u - / i. v und vermehrt sich gleichzeitig um den über¬
stumpfen Winkel (360 ° — v ) bei 8 , wächst also überhaupt
um (360 °— >v) — u — v — 360 ° — (iv - s- u - j- v ) — 360 °

— 180 ° ^ 180 ° .

In jedem der beiden Fälle wächst also die Winkelsumme
um 2 R , wenn die Seitenzahl um 1 wächst .

III . Daher beträgt in Fortsetzung von Fr . 68 II . die

Winkelsumme :

Fig . 4g .
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im Viereck 2 . 2 R — 4 R,
- Fünfeck 3 . 2R -^ 6R,
- Sechseck 4 . 2R — 8R,

- n -eck (n—2) 2R — (2n —4) R.
IV . Das n-eck kann höchstens n— 3 überstumpfe Winkel

oder einspringende Ecken haben (Fr. 72 III . ) ; denn n—2
überstumpfe Winkel würden ja schon mehr als (n—2) 2 R
betragen (Fr . 35 I .) .

V . Stehen zwei Seiten VV und H8 , Fig . 50 , eines
Vierecks VV8H auf der dritten Seite V8 senkrecht, so beträgt
die Summe der beiden Winkel II und 1)
an der vierten Seite VH 2 R (III .) .
Legt man nun das Viereck auf V8 um,
so fällt 8H auf VV (Fr . 39 III . , 31 ) .

Ist dann noch H — R , so ist auch
V — R , und beim Umlegen muß H auf
v fallen ; denn fiele H nachH, , so müßte

v -- - R (Fr. 72III .) und VH,X
R (Fr. 37 I . ) sein , was Fr. 70 I .

widerspricht. Daher :
VI . sind in einem Viereck mit drei rechten Winkeln V, 8

und H je zwei einander gegenüberliegendeSeiten nicht bloß
parallel (Fr. 62 II . 3 .) , sondern auch gleich (V . ) .

VII. Ist umgekehrt bei / ). V — R — 8 auch VV
— H8, so decken sich v und 1) beim Umlegen auf V8 , und
es ist nicht nur / ^ V — H — R ( III .) , sondern es sind
weiter nach VI. auch die Gegenseiten paarweise parallel und
gleich.

73. Ist durch die Gleichheit, oder Ungleichheit zweier Winkel,
dezw. Seiten eines Dreiecks auch die Gleichheit, oder Ungleichheit
- er Gegenseiten, dezw. der Gegenwinkel derselben bedingt?

I. Halbiert man in dem/X 466 (Fig . 51 S . 62) , in welchem
4 — 0 sei , den Winkel an der Spitze II , macht man

§
S -

Fig . so .
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also / . m — / l. n , so ist auch x — g (Fr . 69 I . ) ;
demnach stimmen die beiden Dreiecke ^ l >!) und OLV in der
Seite LO (Fr . 20 I . ) und den beiden anliegenden Winkeln
überein , sind also kongruent (Fr . 67 VIII . ) , und deshalb ist
VL — OL (Fr . 67 II .) .

Die Gleichheit der Winkel ^ und 0 bedingt also die
Gleichheit ihrer Gegenseiten 06 und tl.6 .

II . Halbiert man in dem / X L.LO (Fig . 51 ) , in welchem
^ 6 — 06 sei , den Winkel an der Spitze 6 , so stimmen, weil
auch L0 — LI) ist (Fr . 20 I .) , die beiden Dreiecke ^ L0 und
OLD in den Winkeln ia und n und deren einschließenden
Seiten überein , sind also kongruent (Fr . 67 VII .) , und des¬
halb ist auch ^ 0 (Fr . 67 II . ) .

?r

/
Fig . SN Fig . bs .

Die Gleichheit der Seiten VL und OL zieht demnach die
Gleichheit ihrer Gegenwinkel 0 und nach sich .

III . Ist in Fig . 52 0L . )> 06 , so kann man von 0 aus
auf OV ein Stück OL abschneiden , welches 06 gleicht ; zieht
man dann die Strecke LL , so ist ./ x ^ 7 (II . ) . Weil
ferner OLV x ist (Fr . 20 III . ) , so muß auch
^ L > ^ sein , und da wieder ^ V ist
(Fr . 69 VII . ) , so ist um so mehr 6 V (Fr . 20 VII .) .
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' 'X t

Der größeren Seite XO — b eines Dreiecks steht also
auch der größere Winkel 8 gegenüber.

IV . Sind zwei Winkel 8 und 0 eines Dreiecks X80
ungleich , so ist die dem größeren .X, 8 gegenüberliegende
Seite X0 — b größer als die Gegenseite V8 — o des
kleineren Winkels 0.

Es muß offenbar entweder b — v , oder d e , oder
b < X o sein.

Wäre K — e , so müßte / X 8 — / X 0 sein (II . ) ; wäre
b < 1 o , so wäre auch / X 8 <X XX 0 (III . ) ; da aber beides
der Voraussetzung (/X 8 > - / X 0) widerspricht , so muß
d > - o sein .

V. Halbiert man den /X 8 (Fig - 53) eines /X X80 , in
welchem 86 )> 8X ist , durch die Gerade 8X , so schneidet
8X in X die Seite X0 so , daß XO X> XX ist . Vergl .
Fr. 148 IV.

Der Winkel 8X0 ist ein stumpfer (Fr . 39 VII. ) , weil
/ X 8XX > / X80X (III .) _

XX8XX - s- XXm > /X 86X - j- /Xn (Vor . u . Fr . 20IX.)
/ X 8X6 > - l .XX -ch- (Fr . 69 VI.) .

Errichtet man nun in X auf
8X eine Senkrechte 68 , so
schneidet dieselbedieStrahlen80
und 8X in V und IX so , daß I?
innerhalb 80 , X außerhalb 8V
liegt. Zieht man dann noch durch
6 und X zwei Parallelen VV
und X2 zu,8X , so schneiden
diese die Gerade OX in X
und V ; dabei liegt X inner¬
halb ox , V außerhalb XX ,
denn es sind ja / X XXV und
/X XXX rechte (nach Konstr . und Fr.

x

Wg . bS.

62 V . ) , dagegen

!
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/ X ov « stumpf (Fr . 69 VII . ) und / X6L17 spitz (Fr . 701 .) .
Deshalb ist weiter :

/ X MI ' ^ / X 6178 ( Fr . 67 VIII . )
V17 ^ xiv ( Fr . 67 II .)

/ X « 8V R ^ / X 1782 (Konstr . u . Fr . 62 V . )
/ Xk « 8 ^ -X 88V (Fr . 42 II . )
/ X 0X8 ^ / X 8XV (Fr . 67 VIII . )

1717 ^ 17V (Fr . 67 II .)
« 0 > « II (Fr . 20 III . ) ; XV > XX (Fr . 20 III . )

xo > XX (Fr. 20 IV . , VII ) .
VI . Halbiert man in dem / X X60 , Fig . 53 , in welchem

80 X> 8X ist , die Seite .40 , so kann nach V . die vom
Halbierungspunkte 8 nach 8 gezogene Gerade 88 den
Winkel 8 nicht halbieren , und kann ferner

VII . die Mitte einer zwischen 80 und 84 , normal zur
Winkelhalbierenden 8X gezogenen Strecke 08 nicht in der
Geraden 86 liegen ,

VIII . endlich aber kann die Gerade 88 nach VI . und
Fr . 31 die auf ihr zwischen 60 und 6X errichteten Nor¬
malen nicht halbieren ; es würde ja dies nach Fr . 67 VIII .
bedingen , daß / X 860 — / I 88X wäre .

74. Welche Folgerungen ergeben sich aus Fr. 73 ?
I . Im gleichschenkligen Dreieck (Fr . 64 III . ) sind die

Winkel an der Grundseite gleich (Fr . 73 II . ) .
II . Deshalb sind auch die Außenwinkel an der Grund¬

seite XO des gleichschenkligen Dreiecks .480 (Fig . 51 )
einander gleich (Fr . 391 .) ; / Xu — /Xv — /Xx — /X ^.

III . Wegen Fr . 69 IV . sind die beiden gleichen Winkl
an der Grundseite des gleichschenkligen Dreiecks spitz , die
Außenwinkel an der Grundseite aber stumpf (Fr . 39 IV . ) .

IV . Ist ein gleichschenkliges Dreieck rechtwinklig , so mißt
jeder Winkl an der Grundseite 45 °

(Fr . 68 ) . — Vergl .
Fr . 71 IV .
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V . Im gleichseitigen Dreieck (Fr . 64 III . ) folgt aus der
Gleichheit der Seiten n — b und b — o , daß Winkel V — L
und 6 - -- 6 ; daherist/l . V - ^ ^ 6 ^ - ^ . 6 (Fr . 20V .) ,
und jeder Winkel ist — 60 ° ^ § R (Fr . 69 VIII . )

VI . Die Gegenseiten zweier gleichen Winkel desselben
Dreiecks sind gleich ( Fr . 73 I . ) , das Dreieck also gleich¬
schenklig ; ist aber

VII . das Dreieck gleichwinkelig , so ist es wegen Fr . 73 I .
und Fr . 20 V . auch gleichseitig .

VIII . Aus Fr . 73 IV . folgt wegen Fr . 71 I . , daß im
rechtwinkeligen und im stumpfwinkeligen Dreieck die dem
rechten oder stumpfen Winkel gegenüberliegende Seite die
größte Seite des Dreiecks ist . Deshalb ist auch

IX . die von einem Punkte ? (Fig . 54 ) auf eine nicht
durch ? gehende Gerade 0 herabgefällte Senkrechte ? x kürzer
als jede von diesem Punkte ? nach einem beliebigen Punkte 0
in dieser Geraden 6 gezogene Strecke ? 0 .

Diese Senkrechte ? X heißt der Abstand oder die Ent¬
fernung des Punktes ? von der Geraden 6 .

X . Die von einem Punkte ? ( Fig . 54 ) nach verschiedenen ,in einer nicht durch ? gehenden Geraden 6 liegenden Punkten
6 , X , X rc. gezogenen Strecken ? 0 , ? ? , ? X rc . werden
(wegen VIII . ) um so länger , je weiter diese Punkte 0 , X,X rc. vom Fußpunkte X der von ? auf 0 herabgefällten
Senkrechten I 'X abstehen . Die Winkel ? 6X , ? ? X rc. sind
nämlich stumpf ( Fr . 69 VII . ) , da ja

? XX 90 °.
Zetzsche , Gcometrie . S. Aufl. ->
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