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Porwort.

a die dret in 1 TIL. aufgefithrten, in demjelben
men eine reichliche

Katechis

Rerlage erjchienenen
fuswabl von Dablenbeifpielen iiber niwendingen Ddex
®eometrie  darbieten o da Der Darunter befindliche

L Satedhismuz dev Rawmbervechnung” Higlich zugleich Ddie
io

evite Ginfithumg in die Geometrie vermitteln fann
fabe i aud) bei Vearbettung ber brittenn Auflage Ded
Qatechizmud dev Geometrie” den bereitd in der erjten
angelegten Plan betz

etinad ieiter
Sewan,

wijfenjchaftliche
Bugleich Hhabe ic) wiedex
1o

uflage verjolgten

befalten, fo wie dad {trenger
in welches Der Stoff gefleidet ijt.
ber Schirfe wund Vejtimmtheit in der Darjtellung




VI DBorivort.

Ausdructdelfe grofe Sorgfalt gewidmet und  mid)
bemiiht, ben zu behandelnden Stoff in voller Stetigleit

und flaver innever Gliedevung voryufiihrer.

Den Jnbalt Habe ich nur nach einer Richtung Hin

s evrveitern mid) gebrdngt gefehen, wnd Fwar Dduve

Cinfiiqung einer grofen Anzahl newer Aufgaben und
l"llllfli_l}»':«iiﬂ_w, bejonders in Dag fiinfte und jichente Kapitel.
Mit NRecht wird ja dieje ?\ugicifh anvegende und lefe-
reiche NRichtung jebt aud) beim Schuluntervichte gepflegt,
um ven Schitler thunlichjt su befibigen, dad Gelernte
aur Duvdhfithrung wnd Lojung von an ihn Hevantreten
oent Untevjuchungen amd Aujaaben 3u veviverten, ihn in

oer 3ur Anditbung , diejer Kunjt evforderlichen Techmit” 1

s unfertveijen.  Sum jelbjtthatigen Weiterarbeiten auf
oiejem Gebiete jei namentlich die , Anleitung ur Lojung
plantmetrifcher  Aufgaben  mit  Tlbung@beifpielen”  von
Profefijor Dr. G. Hofjmann. Tritte Auflage (Leipsig,
snes’ Verlag 1891) auch bier warm embiobhlen.  uch
bie , Theovetijeh-prattifche geometrijche Konjtruttionslehre

und algebraijche Geometrie” von W Adam  (Leipzig

&. . Brodhaus 1863) vermag dabei quie Dienfte zu




Borwort, V1I

feijten.  Lon der von mir bisher benupten Behandhmg
der , Parallelentheoric” (Fr. 55 VL) abzugehen fab ich
mich nicht veranlafst, da ja die Pavallelverjchiebungen aud
i andeven Biichern vevivertet werden. Ebenjo Hhabe id)

, Projeftionen” wegen ihrer gqrofen Wichtigleit fiiv
pas Verftindnis der verjchicdenen Avten ded geometrijchen

Seichnend abermald jehr eingehend behanbelt.

Wieder find ferner eimelne Stellen (3. B. Kap. 5
ud 7, jowte Fr. 155 w. o m) etwas fnabper gehalten ;
tvieder wurbe iviederfolt (3. V. Fr. 111 X, 161, 165,
175, 201 und 204) dem Lefer sugenuutet, jich die Fiquren
felbjt au entwerfen; Deided gejchal wie auch die jchon
erahnte Criveitering ded fiinften und jiebenten Kapitels —
in der Abficht, im Lefer das , Selbjt=Finden" angubahen
und Quit und Gejchmact davan u entwideln. Su einer
fuetteren HL\mm hievin bote 1. a. eine eingehendere ele-
mentare Vehandlung der Kegeljchnitte pajfende Gelegen-
Heit, wozi ich den Stoff (ohne beigegebene Figirren) bor
lingever Seit jchon in meinem , Leitfaden fiiv den Unters
vicht i ber ebenen und rdwmlichen Gepmetvie” (2. Aufl.

Chenmiy 1874) suvechtgelegt Datte.




VIII Lorivort.

uf eine Reihe von in demjelben Verlage evjchienenen
Qatechismen von teild ergingendem, teild iweiterbildendem
Snfalte fabe ich in Fr. 1 IIL und IV. wund 5. 18 L

hinzuiweifent Gelegenfett genommen.

Undb fo empfehle ich Demm den ,RKatechismus bdev
Geometric” auch in femer verjiingten Gejtalt eimer wohl=
wollendent Yufnabhme, in dev zuverfichtlichen Hofjnung,
bafy er fortfafren werde, der Geometrie neue Freunbe

au ermwerben.

Dresden, tm Oftober 1892,
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Einfithrung.

1. Womit und wic bejdyiiftint jid) die Gieometric?

I. Die Geometrie oder Raumlehre ift die Wifjen=
{chaft von den Raumgrifen oder riumliden ®ebilben,
0. . den Grofien oder Gebilden, teldhe eimen Raum ein-
nefhmen, im Raume vorfommen ober dod) darin gedadht
werDert.

II. Die Geometrie ift demnad) ein Bmweig der Mathes-
matif oder Griofenlehre und unterfheidet {id) von dem
anderen Bweige dex t‘Jmt{Jcnmttf — ber Arithmetif oder
Bahlengrofeniehre (vergl. aud) Fr. 181.) — daburd),
daf in leptevem bie Grofen einfad) ald abgejonbderte ober
pisfrete Grofen betrachtet werden, . B. ald jolde, mweldhe
aud Teilen beftehen ober bejtehend gebacht werden, mwihrend
die Geometrie ihre Unterfuchungen auf die riumlichen Eigen-
jhaften ber Raumgripen bejdhrintt.

[1I. (,nrwmd)uﬁ bem in I und IL Audgefprodjenen
tird {ic) in diefem & atcr)lémué bie llntut]uc[)uuq der Cigen-
{dhajten der Raum ]c[ulbu in erfter Linie auf dad Riumlidje
angemw rcmnd)ur auf ein Entiverfer und Darjtellen derfelben,
0. i. auf riumlicye ober geometrijche Konftruftionen.

Qe bag Redynevifche fpielt fid) die Unterfuchung Hiniiber,
wenn e8 {id) um die Vergleidjung, Audmefjung und Beved)-
mug de3 Jnhalted Hanbeln wivd. Bejonbere Abteilungen

1*




4 Einfiifrung. Fta 18,

bicfes Gebietes faben in den Ratedjidmen der Haum:
peredynung (3. Aujl. 1888), der Feldmeftunit (5. Anjl.
1891) md der Nivellierfunit (3. Aufl. 1887) nod)
getvennte Beriidtfichtigung gejunden.

IV. Gine eigenartige vecjnerijche Weiterbildung der Lehre
pom Dreiet und Dreifant bejiben wir in der Trigono-
metvie. Bergl. ,Katehidmus der ebenen und fphiivijden
Trigonometrie. Leipzig 1882.

V. Die in TIL gefenmzeicuete Geometrie bilegt man bie
fynthetijdhe su nenmen jur Untevjdeidung von der aia-
[ytijhen Geometrie (vergl. , Rated)idmus dex analytijchen
Geometvie”. Qeipyig 1884), welde in der BVehandlungs-
weife ded Stoffes einen wefentlid) anderen Weg einjdhligt,
indem fie ywar von Mefjungen und Konjtruftionen audgeht,
panm aber 3ur Redymung greift und jchlieflid) die Ergebnifje
der Nedhnung twieder in geometrijhe Stige, Angaben und
Qonjteuftionen iiberjebt.

2. Weldied find die Grundeigenjdhajten ded Raumes ?

Der Begriff , Raunt it ein einfadjer und uefpriinglider.

Man Bat fich aber 1. alle Teile ded Roumes ald voll=
ftindig gleidhartig vorzuftellen, fo baf ein Dlofer Orts-
unterjchied geometrijdher Gebilde nod) nid)t eine Verfdieden=
fieit berfelben bebingt.

Man fat fidy ferner 2. alle feine Zeile als un mittelbar
jujammenhingend yu denfen und wennt dabex die Maums=
qrifen ftetig auggedehnte over fontinuiexlidye Grigen.

Der Raum Defit endlich 3. eine unbegrenzte Aus-
defnung, d. §. e exftrect fid) von jeder Stelle, bon jedem
Orte aué nad) aflen Seiten hin in gany unmefbave Fernen.

3. J0ad ijt cin geometrijer Kovper?

Gin nad) allen Seiten hin Degrensted Stiid des unbe-
grenzten Jaumes heift ein geometvijdher Korper.

b in diefem ringdum begrenzten Rawum ein Stoff (Materie)
entfalten ift oder nicht, ift dem Geometer gleidgiltig; nidt
jo dem Phyfifer. Ein mit einem Stoffe exfitllter begrenater



Sy, 48, Ginfithrung. 5

Raum Heift ein phyiifder odex materieller Qdrper
und befist noch andere Eigenjdhaften (3. B. Shwere, Glang,
Hiirte 2c.), diber weldhe die POHy it Audtunjt giebt.

A, Teldje audere geometrijhe Gebilbe freten am Sorper ouf?

I Dic Grengen eined Kivpers nennt man Fladen.
Gin Qorper Yamn (wie 3. B. ein Ei von feiner Schale) von
einer einzigen, yujammenfingenden Fliche vingdum begrenjt
werden. Wird Dagegen ein Korper bon mehreven Flidjen
begrenst, jo begrengen fid) diefe Fltchen da, wo jie an einanber
ftofen, gegenieitig. Die Orengen der Flachen feien Linten.
bie Grenzen begrenzter Linien nennt man Puntte.

Punite, Linien und Flichen fonnen jedod) audy an fich
jelbit, ofme Riidjicht auj Kdrper, an Denen fie aufjtvetem,
jum Gegenfjtand einer geometrijden Unterfudjung gemadyt
fwerden.

I1. Punfte, Qinien ober Flichen diirfen aber durdhaus
nidt etroa afd Teile begiehungdmeife dev Linien, Flachen oder
Qérper aufgefapt werden, Die diinnjte Schale eines Apfeld
3. B. ift nod) feine Fliche, der feinfte Bleiftiftitrich ijt nod
feine Qinie, jondern beide jind Kdrper.

Dafer lafjen fid) aud) Linien, Fliaden oder Korper nidt
durd Neben-einander-legen oder Un=einander-reifen mehrerer
cingelner Punfte, Linien odev Fliicjen erzeugen oder aud thuen
sufammenfepen, weil dabei das Unitetige (Distontinuierlidye)
nidyt befeitigt mwird.

5. Weldhen Unteridied in Besug anf ihre Unddehming jeigen
pic Punfte, Linien, Fladen und Korper?

I, Die einen Kirper umgrengenden Flachen jcheiden die
aut Dem Rovper gehovigen, in dem Korper [tegenben Puntte
Ped3 Faumed von den auferhald ded Kbrperd gelegenen
Punfter. Beim Fortfdyreiten bon inmmen nad) aupen durd)-
jdhreitet man Die Begrengungsildache, allein man trifit dabet
in ber Begrenzungsflacie felbit nidht auf mefhreve Punlte
Dintereinander, und davin befteht eben Dad wefentliche Unter-
fdheidungdmertmal swifchen Fldche und Kovper. Bom Jrmern
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De3 Rirpers nad) aufen hin ijt aljo die Flade gar nidht
ausdgebefnt; fie Defibt demnad) eine usdbehmung weniger
a3 der firper.

Jn dhnlicdher Weife befit bdie Linie eine Auddehnung
weniger ald bie Flide, und der Punft wieder eine tweniger
af2 die Linde.

1. Sn einer inde {affen fidh vexfchiedene Punfte unter-
fcheiben; dody fteht Deven Jahl zu ber Linge oder Grife
ber Lnie in feiner Begiehung, jondern ed {afjen fid) audh in
perfdyieden grofien Linien gleichviel Punfte marfieren. [n
ber Linie Hat zugleid) jeder Punft nur zwei Henadhbarte
Puntte, einen bor fich) und einen hinter fi); in der Linie
fiegt Punft an Punft blof nach einer Raumgegend Hin, blof
in einer Reife neben einander; man fann innexhalb dex

B A ~ O

v
7 i

Qinie felbit nur auf einem Wege (vorivirts, ober ritdivirts)
pon einem Puntte A (Fig. 1) nad) einem andern Puntte B dex
Rinte gelangen. 2uch die LQinien, welhe (wie Fig. 2 bei C)
gejchlofjene Hitge bilben, madjen hiervon nur jdeinbar eine
Ausnafhme.

Daber hat bie Linie nur eine Augdehnung (odber
Dimenfjion).

III. Wenn aber bie Linie blof eine Ausdehnung befift,
fo fann Der Punft gar feine befiten; er bezeichnet vielmelhr
biof einen Ort im Raume, in einer Linie, einer Flide,
einem Kbrper.

Der Flide aber werden zivei (vergl Fr. 198 V.), dem
Korper dDrei Ausdehmmgen zugejdrieben.

IV. Joafit man bie Linie ald eine Puntte-Reihe, die
Slade ald Puntte-Sdyidyt auf, jo fonn man in der Flhde
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unb im Qbrper neben einander fiegende Puntteveihen und
Punttefdhichten in thnlicher TWeife unterfdheiden, fie man in
ber Qinie Punfte unterjdjeidet. Ein pafjended Bild hierfiir
bietet 1. a. ein Siegelhaufen, in efwad andever At eine Swiebel.

V. Der Umitand, dafy die Punite einer Qinde, einer Flide,
eined {brpers bon einem (inmerfhalb, oder aufierhalb dex Linie,
ber Tlide, ded RKirperd) beliebig gewiflten Punite aud
gefefen nad) den berfdjicdeniten Raumgegenoen fin vexteilt
{iegen fommen, widerjpridyt pem foeben Feftgefenten feined-
1eg8, tie fid) fpiter nod) deutlicher seigen Wird.

6. Qonmen Qnien, Hliden und Koryer purd) Beweguug
entjtehen ?

[ enn ein Buntt fich ftetig bewegt, fo gelangt ex bon
jeinem Yudganggorte A (Fig. 3), dem Anfangspunite,
an einen andern (oder aud) wieder an
en erften) Punft B, den Eundpunlt.
Die beiben Orte A und B find riiumlid)
getrennt (vexjchieven) und durd) Den

Jig. 8. Weg des fich beregenden YPunites mit
einanber verbunden. Diefer Weg ent=
Biitt die ftetige Aufeinanderfolge der Lrte, an welcen fich
ber fich bemwegende Punft wiihrend feiner Beegung vont
nfangdpunite yum Endpunite einmal befand. Durd) die
ftetige Aneinanderreifung der Punite wich Dei einer jolden
Bewegung nur eine Yusdehnung erjeugt, und  Dedhalb
bejchreibt ein ficd) ftetig Demegender Punft eine Linie,
fein Weq ift eine Linde.

Qifst man einen beweglichen Puntt eine Qinie bejdyreiben,

jo 3ieht man eine Linie.

N e

——

II. ®elangt bei der ftetigen Vewegung einer Qinie jeder
Punft der Linie immev wieder an einen Ort, wo aud) vorher
fchon ein Punft dex Linie lag, fo entjteht durch bie Bewegurg
nid)ts Teues.

®elangen Dagegen Dei Dev ftetigen Bewegung einer Linie
deven Punfte an Orte, wo vorher feine Punfte der Linie
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lagen, fo exgengt bie Bewequng der ftetigen Punttereife (im
Cinflange mit Fr. 5 IV.) noch eine Ausdehnung, die Linie
bejdreibdt alfo eine Flade Bergl. 3. B. Fr. 13.

II. Jn gleidjer Weife entjteht bei der ftetigen Bewegung
einer Fliche mur dann ein Korper, wemn die Punkte der
Slade dabei an Orte gelangen, wo voxfer feine Punfte diefer
Slade waren.

IV. Die BVewegung fonn in 1. 6i8 1L eine willfiirlide,
gejeplofe fein, fie fann aber aud) an ein bejtimmtes Gefeb
gebunben fein.

Audh i anderer BVeziehung fann die Zujammengehirigteit
bon Puntten und Punftgruppen durd) ein Gefeb, eine Formel
bedingt fein.

an beiden Fiillen aber muf e fich nicht unbedingt jeder-
geit um ftetig sujammenBéngende Punfte und Punttgrup
Dandeln, 8 fann bielmelhr die willfiicliche, odber gefepmiifsige
Bewegung unter Wmitdnden aud) eine fprungmweife fein wnd
¢% fonnen riumlid) getrennte Punktgruppen 3u einem Gangen
aufammengehdven. ©p Ionnte fich 3. B. in Fig. 2 dex
gejhlofiene Bug von der tibrigen Linie abtrennen und unter
Umftdnden ferner su einem Puntte (einem Einfiedler)

aujammenjdjrumpfen, tie died Fig. 4 bei Z und E zeigt.

7. Gicht & nudy halbbegrenzte und unbegrengte Linien, Fliden
und NRianre ?

L Un Kbrpern fommen nad) Fr. 4 L nur Degrenste
Sltden und Limien bov. Die ftetige Bewegung eined Punttes
fann aber von Heffen urfpriinglidem Ovte aud aud) ofne
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Aufhiven fortgehen und liefert dann eine halbbegrenste,
b. 1. nad) einer Seite hin begrengte, nad) dev anbern Seite
hin aber unbegrenste Linte.

[1. Beweat fich mun dex Puntt von jeinem urfpriinglien
Orte aud aud) nod) nad) der andern Seite hin ofne Cnbde
ftetig fort, fo entjteht dabet eine unbegrengte Linie.

uf einer in fid) suriictlaufenden Sinie fann fid) e Sunft
gwar geitlid) unaufhirlic) bewegen, er purchlauft jedod)
Dabei (wiederholt) nur eine vaumlidy begrengte Anzahl von
Puntten.

1. Gine vingdum begrenyte Fliche Heift eine Figur;
ifite Grengen bifben ijren Umfang (Perimeter). Befeitigt
man eine oder einige Grenzen der Figur, indem man die=
felben etwa in der Fliche ofme Ende fortbewegt, fo exhilt
man eine Halbbegrenzte Fladye; durd) die Befeitigung
aller Grengen aber erbilt man eine unbegrenjte Flade.

IV. Gbenjo find auc) halbbegrenzte undunbegrengte
Pdume dentbar.

8. uf weldhe Weije tamn dic Lage ciner Linie beftimutt werden?

Wegen der grofen Verfdhicdenheit Der Vimien unter
einander fordert eine jede bejondere Linie aud) eine bejondere
Weife der Beftimmung ihrer Lage im NRoume. Bet ben
nad) einem beftimmten Gefele, nad) einer bejtimmten Hegel
gebilbeten Qinien aber reichen eme gewiffe Anzahl bon
Punften (oder jonftigen Veftimmungsitiiden) jur Be-
ftimmung der Qage der gamjen Linie qud; ftetd find Dagu
minbeftend 3wei Stiicte notig.

9. Wenn uennt man cine Linie cine Gerabe, cine Strede,
cintenr. Strahl? und weldye Cigenjdpajten hat dic Gerade?

I Xt die Qage eimer Qinie Deveitd durd) jwei ihrer
Puntte (3. B. G durd) D und F in Fig. 5 @. 10) bejtimmt,
fo nennt man die Qinie gerade odex eine Gerade.

II. Die Gerade G, Fig. 5, dnbert ihre Lage nidyt, wenn
man 3wei ifrer Puntte, 3.B. D und F, sugleic) fefthalt imd
fie wm Diefe zwei Punfte dreht.

i
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III. Die Gevade G [kt fich auf fidh felbjt verjdyieben
und umlegen,” wobei man nur darauj ju jehen hat, daf fie
jtetd burc) die nimlidhen zwei Puntte

D und F gebt. Bergl. Fr. 15 V.
G\F IV. Seder Teil einer Geraben
~ ijt felbjtverjtinbdlid) auc) gerabe und
\ fiallt jeiner gangen Ausdehnung nach
mit Der Geraben zufammen, jobald
er an irgend einer Stelle jo auj die
®erabe gelegt wivb, daR er 3ivei

Puntte mit ihr gemein Hat.

V. Gin nad) Geiden Seiten fhin Degrengter Teil einer
Geraven heifit eine Strede.

VI. Cine Strece fann ebenfalld auf jich jelbit verjdyoben
werden und Dbleibt Ddabei Dejtindig in Dberjelben Gevaden
liegent, fofern man nuv dafiix fovgt, dafy jwei Punite von
ifr in jeder ifrer meuen Qagen mit jivei Deliebigen Punften
pon i in ihrver urfpriinglichen, beztv. in einev ihrver jdyon
dagemwefenen neuen Lagen ujammenfallen.

VII. Durd) eine joldhe Berjdhiebung einer Strede gelangt
man 3u einey Vevldngerung derfelben, wemt man die bon
ibr neu eingenommenen Punfte den vou ihr urfpriinglich
eingenommenen anfiigt.

Sig. 5.

VIII. Beclingert man {o bie Strece unaufhorlidy iiber
den einen ihrer Endpuntte Hinaus, fo erhalt man eine Halb-
begrenzte Gerade. Eine joldye nuy einjeitig begrenzte Gerabe
Deifpt ein Strahl.

IX. DBerlingert man eine Strecte unaufhorlid) itber ihre
beiden Endpuntte hinausd, jo wird fie jur unbegrenjten
Geraden.

Qedbe Gerabe an fid) ift alfo als unbegrenst zu denfen.

10. ad verjteht man unter einer gebrodyenen, ciner frmmmen
und ciner gemijdgten Linie?

I. Cine gebrodhene Linie befteht aud mehreven, an
cinander gelegten Teilen verfdiedener Geraden.
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II. Eine Linie hcif't frumm, wenn jur BVeftimmung
ifrer Qage mehr m«)mv Punfte exfordexlid) find. (Vergl. IV.)

1L Gine gemijdjte Linie befteht aus an Lmunbel
gelegtenr Teilen bon (%cmbcu und Reummen.  (BVergl. 1)

1V. Rein Teil einer Krummen fann gevade jein.

V. Qebe in fich zuviidlanfende Qinie ift frumm. Dreht
man fie ndmlich um wei ihrer Puntte, welche man fejthalt,
fo fommen bdicjenigen ifver Punfte, weldhe auferhald der
purd) jene Deiden Punfte bejtimmten Geraden liegen, in neue
Qagen und war an Orte, wo bidher feine Punite der Linie
fagen. Tiber den dabei von jenen Punften befdhrichenen Weg
bergl. Fr. 181 XIV.

1. 9elche Fladen heipen Negelfladen und welde nennt nean
Ebenenn? wad it eine cbene Figur?

I. Bemwegt fid) eine unbeqrenyte Gevade ftetig, ohne dabei
in ifrer urfpriinglichen Qage zu verhavven, jo befdjreibt jie
eine Regelflide cgcuﬂ[mige Flacdhe). Jnieber folchen
Fliche (aft fich durd) jeden Punit (wenigftend) eine mit bev
Jliche gang gujommenjallende, gang in der Fladye liegenne
Gsevabe ziehen, d. . eine joldje, deven Punfte jamtlich zu-
gleich Puntte dex Fldde find.

II. Unter den Negelflachen geichnet jich die Ebene da-
durdy aud, dafy je zwei ihrer Pumfte durch eine gany in der
Ebene {iegende Gerabe verbunden werden fonnen.

[11. Cin ringdum begrenzted Stiict von einer Ehene nermt
man nad) Fr. 7 1L eine ebene Figur.

12, 28elde Grundeigenjdajten bejibt die Ehene?

I. S jeder Ebene laffen fid) Daber von jedem Punfte
aué nach allen Seiten hin, aljo unzahlig viele, Strahlen
sieben.

1. Gine Gerade famn, wenn fie einmal zwei Pumfte mit
einer Ehene gcnwin hat, nac) Fr. 11 IL. nid)t sumteil aufier-

halb der Ehene liegen.

1. Dafer jolgt aud der Unbegrenztheit der Geraben
(Fr. 10 IX.), daf aud) bie Ebene unbegrenst ift.
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13, MWie fawn eine Ghene entitehen?

I. iRt man auf 3ivei in einex {chon vorhandenen Ehene
(Sig. 6) burd) benfelben Puntt P gejogenen, berjdjicdenen
unbegrenzten Geraden G,
unbd G, eine dritte Gerabe
Gs fih o fortbewegen,
Daf jie jtetd irgend einen
Punft A mit der erften
Geraden G, und irgend
einen andern Punft B
mit Der 3mweiten Geraden

Stg. 6. G. gemein hat, jo bleibt

die dritte Gevabe G, be=

ftandig in der Gbene E und mwmf oud), wenn mur Ddie
Bewegung in entfprechender Weife lange genug fortgefept
witd, nad) und nad) alle Puntte diefer Ehene B itberjtreichen.

II. Durd) die in L exwdhnte Bewegung der Geraden G,
wiirde alfo bie Ebene E bejdhrieben worden fein, wemn fie
borher nod) nidjt borhanden gewefen wire. (Vergl. aud
&r. 44 II, und 55 II1)

14, Wodnrdy ijt die Yage einer Eheme beftimmt ?

I. $aben zivei Ehenen zivei durdy einen Punft P, Fig. 6,
gehende unbegrenzte Gerade G, und G.*) gemein, o mitjjen fie
gang ujammenfallen, weil jede dritte ®erade Gy, weld)e durd
je aivei verjdyiedene Puntte jener beiden Geraden gelegt wird,
beiden Ebenen jugleid) 1md gany angefiven mup (Fr. 12 1L1.).

II. Bwei durd) den namliden Punft gehende
®erade beftimmen aljo die Lage einer Ebene, weil jid)
durd) diejelben nur eine eingige Ehene legen [dft.

*) MBI man mehrere Gebilde wegen ihre
lidjen Buditaben begeichnen und dod) a
main dem Budhjtaber unten je eine fleine §
fitgen. Sn ibnlicher MWeife fjept man oben Stride an
[ R B

bi
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. Da aber weiter nad) Fr. 9 1. jene Beiben in L und
[1. genonnten Geraden G und G, felbft jchon durc) drei
nidhyt i einer ®eraden liegende Punite peftimmt find, 3 B,
A, B und P, fo veidjen biefe drei Puntte jur Bejtimmung
per Ehene aus.

V. Sngleicher Weife ijt eine ®exabe und ein auper:
halb berjelben (iegender Puntt, 3 B. G, und P, ur
Bejtimmung dex Ehene audreidhend.

15. Weldie weiteren Gigenjdajten hot die Ebene?

[ Aus Fr. 14 exgiedt fich ugleich), daj jeve Ebene E
fich auf den beiden Geraden G, und Gy, b. 0. auf fich felbit,
perfdhieben (aht. Bergl. Fv. 9 IIL

1. Ghenjo fanu man jede Goene auf fich felbjt gany wm=
fegen (vergl. Fv. 9 IIL), wobei nur davauf zu adyten ift,
baf die nach Fr. 14 1L bis IV. notwenbdigen Bejtimmungs=
jtiicte Leibefalten werben.

L Da nad) Fr. 14 zwei verjdjiedene Ehenen hidyftens
cine Gerade mit einamber gemein Haben fonnen, fo muf
ferner beim Wmbredjen oder 11 mtlappen einer Cbene —
b. . wenn man den cinent Teil Dexfelben, ohne Den Jujammen=
fang der Teile irgendwo 3u serftiven, auf den andern boll-
ftinbig auflegt — Ddie Sinie, in weldjer Deide Teile an
einander ftofen, um welde dad Umbredjen pder Umtlappen
exfolgt, eine Gerabde fein.

V. Sedbe unbegrenzte Ehene witd burch eine in ihr
gezogene Gevade in jwei, ju beiden Seiten der Geraben
(iegende Halbbegrenzte Teile ($Halbebenen) geteilt. Bergl.
Sr. 21 IV.

V. Diein IIL undIV. audgefprodene Gigenfdajt bex Ehene
nament{id) (dft fich) in Berbindung mit Fv. 9 I1L. und VI gut
sur Priifung ded Line al8 — D. i. bed Hilfamittels, womit
wir Gerade ju ziehen pilegen (. 6 1.) — Denufen, und tax
durd) Mmlegen und duvd) Verjdieben pes Qineald in der Ehene
b an einer mittels desfelben gezogenen Geraden.
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16, 2Was ijt cine frumme, gebrodjene, gemijdhte Jlidje?

L Srumm bheift eine Fladje, wenn feiner ihrer Teile
eben ift. Biwei Gerade, weldhe durd) denfelben Punft geben,
bejtimmen aljo die Lage einer frummen Flide nod) nidht.

II. Cine gebrodjene Fldde ift aus aneinanderftofenden
ebenen Fladhenteilen,

IIL eine gemifdite Flache aber aus ebenen und frummen
Slidenteilen zujammengefept.

17, 2ie teilt man die Geometrie cin?

Pan teilt die Geometrie ein in die ebene Geometrie
(Planimetrie, Cpipedometrie) und bdie rdumliche oder
torperlidje Geometrie (Steveometrie).

Criteve bejdyiiftigt fich blof mit foldhen Raumgebilben,
welde fid) in einer Cbene befinden, leptere mit den nidyt
auf eine Ebene bejchrintten Raumgebilden.

18, 2Wag verjteht man unter Budjjtabenrechmung ?

L JIm gewdhnlidhen Qeben fiihrt man Rechmungen mit
ven gebriiuchlichen in Jiffern gejdyriebenen (Bahlen-) Grifen
au$, wie died w. a. ber ,Ratechidmus der Praftijdhen Avith-
metit”. 3. Wnjl. Qeipsig 1889, lehrt. Dabei ift jedodh im
Cnbergebnis meift der Cinflufy der eingelnen in die Redhnung
eingefithrten Grofien nid)t mehr ju evfennen, und eben fo
wenig fann man jdnell angeben, wie dad Crgebnid fid
andert, wenn in ber NRedymung andere Fahlen veriendet
werden. Beided wird moglich, fobald man die Redyrumgs-
grifen mit allgemeinen Seichen bezeichnet. Man Hat dagu
oie Bud)ftaben gewdhit und nennt dann eine jolche, mit
allgemeinen Bahlenzeidhen ausgefiihrte Rechmumng eine Bud)-
jtabenredynung. Mittels der Bud)ftabenrednung oder
Algebra laflen fid) aud) allgemeine Regeln tn moglichfter
Ritrze und {berficytlichfeit ausdriicen. Bergl. , Ratechismus
ber Algebra”. 3. Aufl. RQeipzig 1887.

IL. Jn Derfelben Rechmuing bebeutet der nimliche Budy-
jtabe ftetd eine genat beftimmte unbd ftets die nimliche Grife,
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iiber die Amzahl der in ihr enthaltenen Ginfeiten aber wird
irgend eine Ungabe nidht gemadyt; verjchieDene ®ripen
bagegen (aud) wenn fie einmal zufillig gleidyviel Cinbeiten
enthielten) hat man mit berjdyiedenen Buchjtaben zu bes
seichnen.

19, Weldper Aciden und Sreibweifen bedient fid) die Budy=
ftabenredynung?

I Die Budjjtabenredhmung bedient fich im allgemeinen
sunidyft derjelben Beidjen wie bie Biffernrecinung, in eimgeluen
Siillen peveinfadyt fie aber die Sdyreibmweife und wendet nadh
Bebarf eigenartige Bezeichnungdweifen an.

1. G2 migen fHier die allgemein {ibficen, aud) im
Qatechismud der Roumberechnung” (3. Aufl., Fr.11—44,
unter Beigabe von Fafeln) und im ,Qatedhidmud Der
Praftijhen Avithmetit (3. Aujl. Jr. 18 und 19) auf
gefitfrten Jeichen und Regeln fiiv die ®leidhheit (=),
9obition und Subtraftion, Multiplifation und Divifion,
Potengierung und Wurjelausziehung ald befannt bovaus-
gefest und nur nodh exmwihnt werden, bafy bad Beidjen:
~ bebeutet: ,ift groBer ald”, 3 B.a>b, 5 >4
& = it fleiner alg”, 3. B.a<_h, 4 <5
= 2 Jift grbfer oder Heiner”.

., ift fleiner ober grifer”.

<

[IL. () ober | { ode [] Deuten am, paf bdie innerhalb ex
@lammern jtehende Grige ald ein sufammengeloriges
®anged aufgufajjen und zu Dehanbeln ift. it diefe
®rife in ihren eingelnen, burd) - und — perbunbenen
Teilen ober Glicbern gegeben, o heifit fie eine melhr=
teilige Grofe.

Die Grofe 811 pennt man Dad arith metijde
Mittel aud a und b.

IV. Dad Produtt aus 3 und a (ober die Gumme a-ta—-a)

jehreibt man fury: 3a. — Der ,Koeffizient” 3 giebt

barin die Anzahl der gleichen Poften an.
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Dalex I]t -Ll-{—aa 9a; 9a—2a=—"Ta; 3a.4h
=— 12abs 12ab: 3b=—4a.
Die n-fe “mtcn;) bon a, b. h. bad Produtt aus n
gleichen Faftoven von der Grife a, wird ‘Hud) a"
bezeihmet und fury ,a jur n-ten” audgefproden. Der
»Crponent” n giebt dabei die Anzalhl der gleichen
aftoren an. a® nennt man dad Quadrat von a.
Daber ift a° . a®* = a’; a*: a®* = a°. Ebenjo ijt
(: llJ ‘= a'h* und (a:b)"=a:b"; 3°=8.3=9;
=5.5.5.6=—625; 10°=1000; 0,1>°=10,01.
Nud ijt (a- Lb) = :1"'-|—2u.1. —+ b2

VI. Wird die Grife a in n gleide Faftoven zerlegt, jo

-
1

5

witd einer diefer Faftoren buvd) |/ a Ddavgeftellt.
Fallg n = 2 ift, braucht man e nicht mit 3u jdyveiben ;
SRRl 0 = == 3 cpili (- 812 =— 9,
Die Grofe [_/:Lb nennt man da8 geometrijde
PWeittel ausd a und h.
Gtwa fonjt nod) nbtig werdende Entlefmungen aus dex
Budhjtabenvedhmmg mijgen an den betreffenden Stellen jelbit
eingefiigt iverden.

20. Welde allgemeine Sise find nody su merfen?
Als Grundjipe mogen Hier aufgefithrt werden:
I. Jebe ®rofe ift jic) felbit g[uul).
I1. Jede Grofe gleiht der Summe aller ihrer Teile.
L. Jebe Grife ijt grifer ald jeder if)rcr Teile.
[V. Bon zwei gleiden Grifen darf jede fitr die andere
gefelst twerden.
V. Sind jiwei Grifen a und b einer dritten ¢ gleich, jo
find fte (wegen IV.) unter fic) felbft gleich.
it u[m a=—ic unbibi=ic o iff a =b.

VI §fta=Dbund b = ¢, joift aud) a = c.

VIL Jfta = bund b > ¢, fo ift aud) a = ¢;
Hivger: danm ift a > b > .

?C,?

i ®
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®leides zu Gleichem abbdiert, bon Gleichem fubtra-

biert, mit Gleichem multipliziert, ober divibiert, liefext

@ eiches.
3t alfo a = b und ¢ = 4, fo ijt:
J—‘ [ ie—— b A d.
& —c—h—d
ac = bd,

R i

Jit bagegert a = b und ¢ > d, fo ift
a-+c¢>b-+d, ac > bd,
¢ — a d—b, Glisharned ale
a—e<_b—d, & o s
Sita > bund ¢ > 4, o ift:
a—+c¢ >h-d, ;
a—d >b—e, by sl

im- Gpiiternt oft 3u

benubende Regeln iiber dad Rechnen mit mehrteiligen Grofen

(bexgl.
1887,

XI.

XTII.

ehide

audy ,Katechidmus ber Algebra”. 3.
&r. 81 ff.) Plap finben:
©oll eine mehrteilige Grbe (vergl. Fr. 19 IIL)
U einer anbdeven abbiert, oder von ifr fubtrahiert
werden, fo miifjen alle ihre Teile nad) einander addiext
ooer fubtrabiert werden, 3, B.:
3-(1 )=a-+b—c-d;

a!

Aufl. Leipzig

a *3* (b—e

l—a —1b -

a—ib—c—H ‘

¢ — d.

. ©oll eine nw[)rtmllgc(-mm;e mit etner einteiligen mul-

tivliziert, ober dividiert werben,
Teile mit 3[0]0
veroen, 3. A

a (b —‘ ¢ —d) = ab | ac — ad;
c—dl:a=b:atc:a—d:a.
©oll eine mehrteilige ®rife mit einer andern mel=
teiligen Ghxiifze muItht,telt werdenr, fo muf. jedes

jo miifjen alle ihre
Grige multipliziert, ober dividiert

b _5

» Geometeie, 3. Aujl
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®lied der eimen mit jebem Gliede der amdern muls
tipliziert werden, 3. B.:

(at+b—e)(x—yT 2

—@+b—ex—(@+b—0c)y

+(a-1+h—e¢c)z

— ax - bx — ex — ay — by ¢y
—- az - bz — cz.

Gine mebrteilige Grofe ift vidtig durd) eine andeve
mefrteilige Grofe dividiert, wenn dad Probuft aus
Quotient und Divijor den Dividend wieder giebt;
3 B. ft

al — P :(a—t+ b)y=(a—b)

feil (a =h) (a — b) = a* — b’

fit §



Exfter Dbdhnitt.

Die Geomefrie der Ehene,

Erfles Sapitel.

Eine, 3wei, drei wnd mehr Gernde in derfelben Ebene.
Winkel, fKreis, Dreieck, Vieledk.

21, Welde Folgerungen Ilafjen jid) nod) aud Fr. 9 und 14
siehen?

I. Legt man jwei Punfte einer Gevaben auf zivei Punite
einer anbeven Geraben, {o miiffen die beiden Geraden nad
&r. 9 I einander deden, D. b. jeder Punit ber einen mufp
mit einem Punfte der andeven jujommenfallen.

[T. Durc) wei gegebene Punite, 3. B. durd) D und F
in Fig. 5 (©. 10), laft jich nur eine Gerade G iehen.

IIT. 2Wexden zwei Ebenen mit den in Fr. 14 11, ober II1.,
ober IV. genannten Stitcfen auf einander gelegt, jo miifjen
jte fich ebenjalld decfen.

IV. ud) ivgend Fwei Halbebenen (Fr. 151V.) lajjen fid
jum Deden bringen.

V. Daber ijt die Gerade auf den beiden Seiten, die
man in einer Ebene anm thr nad) Dbem Deiden durd) fie
gefvennten Halbebenen unterfdjeiben fanm, von gleidher
Bejdaffenheit.
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92, Weldie dhuliche Siige crgeben fich hierand jiir Streden?

I TWerm 3wei Strecten oder Strahlen jic decten, fo deden
fich auch ihre Verlingerungen. Bergl. Fr. 9 VI, biz IX.

IT. Sebe Strecte hat aljo an jedem Enbe nur eine BVer-
[angexumng.

II1. Bwei Streden becfen fid), twenn ihre Gren3- oder
Gnbpuntte paarmweife auf einander fallen.

V. Bwei Streden, welde fid) sum Decten bringen lafjen,
jind gleidhlang oder gleid).

V. Bwei Streden fommen gleidhlang fein, obne fid) zu
pecen; Dod) fann man fie dann ftetd sum Decken bringen.

Qegt man nidmlid) dad eine Baar ihrer Endpuntte auf
einander und Dringt damm nod) einen Punft der einen mit
einem Punfte der anbdern jum Bujammenfallen, jo muf aud
pag anbere Paar ihrer Endpuntte jujammenfallen, und die
Strecten decten fid).

Auch wei Strafhlen fann man jo jum Decten bringen.

Qegt man Strecen bon ungleider Linge fo auf einander,
fo wich bie lingere itber bie fiirzere hinaudragen.

VI AnStrecen (Gft fich) aufer der Lage nur dbieLange
unterfdyeiben.

VII. Sind von einex Strecte die beiben Endpuntte befannt,
fo ift die Qage und die Lange oder Grife der Strede

gegeben. Ptan begeichnet dafer eine

. o . Gtrede durd) bie jwei anifjre End-
F Z punfte gefeisten grogen Budhitaben;
Blr 18 in Fig. 7 3. B. ijt EF ober EF bie

Stredezwifhen den Punften Eundk.

Nod) Hitczer begeichnet man die Stvede mit einem daran-
gefepten Heinen Budjftaben, 3. B. EF = a.

VIIL Die Strede EF nennt man die Entfernung obder

den Abftand der zivet Punfte E und F. BVevgl. Fr. 77 IIL




e, 23—24, Gine, soei und mehr Gerade. 21

93, Wie volfsicht man die Addition, Subtraftion, Wultipli-
fation unb Divifion von Streden?

1. Wil man ztwei Strecen KH und HT (Fig. 8) addieven,
fo fegt man fie mit dem einen Enbpuntte H auf einander, o
daf die zweite die Berlingerung dev evften bildet; damn ift
KT = KH -+ HT.

o R R

§1q. 8.

1. Sn dfnlicher Weife ift HT — KT — KH.
ML St ferner in (_\ig. 9 PO == ON = NM = ML,
i0 ift PL — 4 ><PO = 4P0. RBergl. Fr. 144,

oig. 9.

Wmgefehrt findet man durd) wieberholte Subtraition
ber Gtrefe PO, baf PL : PO = 4 ift. Soldje Divijionen
finb blofe Vergleichungen; von ifnen twird in Fr. 145
teiter Die SHebe fein.

V. Die Divijion einer Strede durd) eine ganze Fabhl n,
D. . die Teilung ciner Strede in n gleide ZTeile
wird fpiter (in Fr. 127 und 128) gelehrt werben.

VI. Wie findet man die Grige zmweier Strecten aud ihrer
©umme s und ifrer Diffeveny d?

24, Wad ijt iiber dic Nidtnng der Geraden ju jagen?

. Aud Fig. 10 erfieht man, baB ein Punit P jur
Beftimmung einer Geraben nidht audveidht, daf fid) vielmehr
durc) diefen Punft P viele, verjdjiedene Gerade PQ, PR,
PS, PT 2. ichen lafjen. Diefe verjdyiedenen Geraden laufen
bon dem Punfte P aud nad) ebenjoviel verjdiedbenen
Ridtungen, ober diefe Geraden befdreibt ein jic) gerad-
linig betwegender Punft (vergl. Fr. 6 1), wenn er bon jenem
Buntte P aud fid) in den verjdhiedenen Richtungen bewegt.
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I1. Diebeiden Strafhlen PT und PU derfelben Gevaden TU
{aufen bon P aud nad) entgegengefetten Ridtungen.

Big. 1. Jig. 11.

[II. Bur Bejtimmung der Ridjtung dex lb‘uncjmu; Ded
fich von D (Fig. 11) aus bewegenden und bei feiner Beweguung
bie Gerade DI bejdhreibenden Puntted veidht (wegen Fr. 21 IL)
ber weite Runit E aus, weldjer gugleic) mit D die Gerade DE
bejtimmt. — Die Gerade DE giebt zugleid) die Richtung an,
in weldher der Dewegliche Puntt fich beim Bejdreiben diefer
Geraden DE bon D aud bewegt, oder in weldjer irgend ein
Punft B der Geraben von Dem Punfte D aud liegt. BVergl.
Br. 46.

IV. Dex Mult E bewegt i) in bexfelben Ridytung,
fo fange er fich in Derfelben Geraben DE, von Ddemjelben
Tunfte D aud gefehen, nac) dexfelben Seite hin bewegt.

V. 3ieht man vou dem Puntte D der Geraden DE nad
verfdjiedenen, bon D aud in demfelben Strahle uqm“\m
Punften E,, B,, I, 2c. Ddiefer Geraben DE Streden DE,,
DE,, DE; 2¢., fo fallen diefe Strecden nnd) gr. 21 L)
inmtlnr[ mu cumn\u wermjchon fie fich zufolge ihrer ver-
jhiedenen Linge nidyt decen.

Alle Puntte bes Strahl3 DE Iicgcn affo von bem Puntte D
aud in derjelben Midhtung. Dagegen fonnen (wegen
r. 10 1IV.) gwar eingelne, jedod) Durchaus nicht alle Puntte
einer Srummen bon einem und demfelben Puntte ber Frummen
aud in ber ndmliden Richtung liegen.
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VI. Gbenfo liegen die Puntte K, E,, E, 2c. aud) bon ben
Puntten D,, oder D, aud in derjelben Ridytung wie bon
pent Punfte D aud (Fr. 22 1L.).

VII. Die in V. und VL. audgefprochenen beiden Eigen-
jhaften, duvch weldje i) die Gerade bor Der Krummen
ausgeichnet, bevecjtigen zu der Behauptung: die Gerabde
fat iiberall (an allen ihren Puntten wnd Stellen) diejelbe
Ridtung.

25, ui welde weitere Beftimmungdweije fiiv die Gerade
fiihren die in Jr. 24 angeftellten Crovterungen?

. Nach Fr. 9 1. ift die Lage der Gevaden DE (Fig. 11)
ourch Die beiben Punfte D und E beftimmt. Da nun durd)
ben aweiten Puntt B die Ridhtung der Bewegqung Ded bon
pem Punfte D aus die Gerade DE bejdyveibenden Punited
(Fr. 24 IIL) ober bie RNidhmg dex von D audlaufenden
Geraden DE Deftimmt wicd (Fr. 24 VIL) wnd da um-
gefefrt aud) nad) Fr. 24 V. alle Punite der Geraden von D
aud in derfelben Richtung liegen, fo miiBte die Lage einer
(unbegrenzten) Geraden DE auc) Dbejtintmt fein, twenn man
den PunftD von ihr hat und auperdem nod) die Ridtung
angeben finnte, in weldper fid) ein Deweglidjer Puntt von
vem Punfte D aud zu bewegen hat, um die Gevade DE 3u
bejchreiben. ;

11. Demnad) ift die Lage der Geraden aud) beftimmt
purd) einen Punft wd thre Ridhtung wnd man fonn
(im Ginflange mit Fr. 24 L) von jedem Punfte D aud nur
eine @erabe von vorgefdriebener Ridtung ziehen.

26, SBefche Verjdyicdenheit in BVesug auf die 3ahl der gentein-
jamen Punfte fomnen jwei Gerade in devjelben Chene jeigen?

Swei verjdjiedene in derfelben Ebene [liegende Gerabe
fonnen (wegen Fr. 21 IL.) niemald zwei Punfte gemein
faben, jonbern entiweder blof eimen, ober gar feinen
Bunkt. Jm lebteren Falle nenmt man die beidben Geraden
gleidlaufend oder pavallel (//); im exften Falle jagt
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man, fie jhneiden fid) in biejem Punfte (dem Schnitt-

punite).

Nad) bem Scnittpuntte P (Fig. 12) Hin find die beiden

Sig. 12.

Geraben SR und TQ
jujammenlaufend
ober fonbergent,
bon ihm aud jind fie
audeinanderlau-
jend obder dDiver:
gent.

27, Sonnen fid) stwei Gerade Devithren?
I. Wenn zwei Gerade NL mmd TS (Fig. 13) einen

Punft M gemein haben, o ift e

7N

unmbglid), baf dex eine
Strahl ML Dber einen
Gervaben NL mit einem
StrafhleMS ber anberenTS
sufammenfallt, wahrend
bie beiben andern Straf-
len MN und MT nid)t auf
einanber liegen (Fr.221,).

II. Ebenjorenig fann
dabei die eine Gerabe TS
ganz auj der einen Seite
ber anberen Geraben NL
liegert.

Wirve nimlich) nidht MS, fondern MS, die Lerliingerung

bon TM, fo wire die Halbebene

obecrhalb TMS, offenbar

fleiner, al® die Halbebene oberhalb NML. Da aber biefe
beiben Halbebenen fid) nach Fr. 21 IV, deden miifiten, fo

muf die gemachte , Annahme” :

baf MS, die Bexlingerung

bon TM fei, faljch fem, weil man von ihr audgehend durd)
vichtige ©dliiffe auf etwasd Faljdhes fommt.

Daf TMS,; Ieine Gerade fein fann, lehrt

auch folgende Betvaditing: Dreht
£ ¥

man die Hatbebene TMS; in der Ehene wm den fejtgehaltenen Puntt M, fo daf
MT i) MN nifet, bann entfernt fid) gletchzeitig MS, von ML, und wenn MT
daher auf MN gu liegen fommt, o rerden MS; und ML dod) nicht auf einanber

yallen, in Widerjprud) mit I,
]
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I Die beiden fidh) jdhneidenden Geraben TS und NL
mtiiffen alfo im Punfte M durd) einander hindburdygehen.
ecner haben fie, wie diberall, fo aud) in dem Puntte M nicht
bie ndmliche Rihtung (Fr. 24 L und VIL).

Unter Benubung eined erft fpiter (vergl. Fv. 83 IV. und
85 Anm.) auftretenden BVegrifis finnte man demnad fagen :
Owei Gevade fdnnen fid) nid)t beriihren

28. Wag ijt hiernady iiber dic gerhdlinige oder frummlinige
Berbinduny zweier Puntte su bemerfen?

[ Jit in einer unbegrensten Ebene eine unbegrenste
Gerade QT (Fig. 12) gezogen, fo muf jede neue Gerade RS,
weldye 3wei ju verjdiedenen Seiten jener erften Geraden
liegende fPunfte R und S jemer Gbene verbindet, die erfte
©erade QT einmal, abex aud) nuv einmal jdneiden.

P —_—

~ = ST e s —— . .\o."
RN \ & '/ Y \
P \f, / o ~ L~ \ \
G, x i
1 |
ey 5 i
/ CORNE R y A
R~ 2 7 v

Sing. 15,

I1. Werben dieje beiden Punfte R und § durd) eine in
ber Ebene liegende Rrumme verbunden (Fig. 14), fo fann e3
meDy al$ einen Schnittpunit geben, ftetd aber eine ungerade
Anzahl; doch fnmen dabei mehreve Schnitte in einen Punkt
Z sujammenfallen.

1. Jebe Linie, weldye einen Punit U (Fig. 15) inner=
halb und einen Punft V auperhalb einer mit der Linie und
den Dbeiben Punliten in einerlet Ehene liegenden Figur ver
bindet, {d)neidet den Umfang dex Figur wenigitens einmal.

IV. Ziiuft die eben ertifnte Qinie von V nad) U und
dann teiter nad) einem wieer auferfhalb der Figur liegenbden
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Punfte X, jo fdhmeidet ie den Umfang dev Figur wenigitens
jmeimal.

V. Sede Gevade, weldhe in der Ehene einer ebenen Figur
liegt und in die Figur eintritt, muf bei ifver Unbegrenatheit
(&r. 9 IX.) den Umfang ber Jigur wenigitensd nod ein-
mal jdneiden (Fr. 11 IIL).

90, 9aé iit cin Streijen und wad ein chener geradliniget
Winfel ?

I. Das ywifchen zwei pavallelen Geraden {iegende Balb=
begrenzte Stiict einer Ehene heipt ein Streifen.

[I. Bivei von einem Puntte A (Fig. 16) audlaujende
Strahlen AB und AC fdhliepen stifdhen fich ein Halbbegrenztes

i ebened Fliadenititd ABDCA

ein, welded man einen
\ ebenen  gervabdlimigen
= bq Wintel ( ;}'ummt‘
: Z Der Sdynittpuntt A der

s beiden Strahlen Deift der
/?5”' ©dyeitel, die Straflen
Sig, 16. felbjt bie ©djenfel Ded

TWintels.

Aur Bezeidhnung ded Winteld Denupt man gewdhns
{ich) dret grofie Buditaben, bon Denen etner an jeden ©djentel
amD einer an Den Scheitel gefelt wird; lepteven jtellt man
beim Sdreiben und Sprechen jtetd in die Mitte. Wo fen
Srrtum entftehen fann, bezeichuet man ben Wintel blof mit
Dem am Sdjeitel jtehenden groBen Budjjtaben. Sehr bequem
ift 8, sur Beeihnung ded Winfeld einen Heinen Budjtaben
in feine Offming zu jepen. Aljo:

L BAC= £ CAB = L A= LW,

30, Wenn find gwei Wintel gleid) grof?

Bwei Wintel jind gleidy, toenn fte fich gum Decken
bringen foffen, wozu blof3 nbtig ift, pap ifre Seheitel wnd
ihre Sdjenfel auf einander fallen, weil damn (nach Fr.141.)
audy die gangen Halbbegrengten Ehenen auf einander fallew.
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51, Wie [ajjen jid) swei gleidhe Wintel sum Decden bringen?

Qegt man die beiden gleichen Wintel mit ihren Scheiteln
und je einem Scdjenfel auf einander (vergl. Fr. 22 V.), fo
[t fid) pundchit dad den einen Wintel Hilbende Fladenitiict
noch) mit einem feiner Punfte auf dad den anderen bilbende
auflegen; dabei mitften fidy (nad) Fr. 14 1V.) die gangen
Ebenen decfen. Fielen dDamn aber die beiden anderen Schentel
nicht aud) auj einanbder, {o widve (wegen Fr. 20 III1.) der
eine Winlel grofer ald der andere, wad ja nid)t jein joll.

32. Wie vollzicht man die Addition, Subtvaftion, Multipli=
fation und Divijion von Winfeln?

I. Bei der dbition jiweier Winfel legt man diefelben
in derfelben Chene mit dem Scheitel und einem Schentel fo auf
einander, daf Der eine YWinfel

aufier den anberen fillt. So ijt €2 =
in §ig. 17 £ GFE + £ GFH )
T A =
= / FFH. Cr ———p
1I. Bei der Subfraftion DHat g
. % T o0 % " T
man Den zu fubtrahievenden Winkel P

auf den mit ifm ben Scfjeitel und u o
den einen Scdjentel gemeinjdhafjt- Sig. 17,
lid) Dejilenden weiten TWintel

au legen. Sn Fig. 17 ijt £ HFE — /. HFG = / GFE.

1. Die Multiplitation eined Winteld laft {idh) auf die
Addition guriidfithren (vergl. Fr. 23 IIL).

IV. Die Divijion eined Winteld durd) eimen anderen
Winfel erfolgt durd) wiederholte Subtraftion ded lehterven
(bergl. Fr. 23 IV.).

V. 1lber die Divifion eined Wintels durd) eine gamse
Babl wird fpdter (Fr. 125 und 126) Ciniges nadyfolgen.

33. Wad it ein gejivedter oder flndjer Winfel?

Sallen die Sdyentel eined Wintels vom Scheitel ausd nady
entgegengefelsten Geiten hin in diefelbe Gerade (Fr. 24 11.),
{0 Deifit der Wintel ein geftredter oder fladyer.
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34, TWelde Cigenjdaiten haben die fladen Wintel?

I Al geftrectten ober flachen Wintel jind gleid
grof, weil fie fich sum Decten bringen lafjen (Fr.21 IV.).

IL Syeber geftredte Wintel ift (nach Jv. 15 IV. und
21 IV.) die ilfte der unbegrenzten Ehene.

L. Die Summe aller Winfel x, y, z (Fig. 18) in einer
bene, an der einen Seite einer Geraden AB und mit gemein=
jdhaftlicgem Scheitel S betrligt einen geftvectten.

I‘\ : T~ qug,_..; —
p rr
T, 77;\.‘.5/’./1* /
z 5 A /
/
Jig. 18. i

V. Die Summe aller Wintel u, v, w, r (Fig. 19) in
einer Gbene um einen Punft P betriigt jwei geftrectte.
35, Wad verjteht moam unter cinenmt hoblen und cinem iiber=

jtunpion Winfel ?
“Seber Winfel w

C & 90 :
el (Fig. 20), welder fleiner
el : ald ein gejtrecter ift, Heiht
. P ™\ o einhohler oberfontaber.
4 Sty Neber Winfel u, weldjer
E = griBer af8 ein gejtrecter
/"fi// ift, Deifit ein exhabener,
Sie b iitberftumpfer oder fon-

pexer.

I Mit jedem Hohlen Wintel w entfteht jugleidh ein
echabener u, und .beide ergingen fid) (nadh) Jv. 34 IV.) 3u
awei flachen. BVergl. Fr. 44 V.

e ———— e e

<



St. B6H—37. Gine, wef und mefir Gerade. 29

36. Was jind anjtofende Winfel und Nebenwinfel?

I Anit umn‘!c Qmufc nennt man tvei Hohle Winkel
EFG und GFH (otq ), welde einen gemeinjdjaftlichen
Sdyeitel F und einen gum‘iu: 5
fhaftlichen Sdyentel FG Haben, e
und Dei Demen Die beiden anberen ey .
Sdjenfel FE mnd FH war auf = =
verfdyiebene Seiten bed gemein- =
fdhaftlichen Schentels fallen, abex S
nidt in diefelbe Gerade. -

[I. Haben zwei hohle Wintel L
EDF und CDF (Fig. 22) einen &
gemeinjdaftlidyen Sdjeitel D und i
einen gemeinjdaftlichen Schente N
DF, toifrend Die beidenanderen ———— —
Gdhentel DEund DCohom Scheitel
D aus mnad) entgegengejebten
Geiten hin in dexjelben Geraben liegen, jo nemnt man fie
Nebenmwinfel

&g, 22.

37, Wenn ijt cin Winfel ein vedter, fdyicfer, fpiker umd
ftumpfer? 20ad bedentet winfelvedgt oder normal?

I St ein Winfel KNQ (Big. 28) feinem Nebenwintel
NQ gleich, fo feift er ein redter ().
Der Nebenwintel eines ved)- al
ten Winteld ift daber audh ein |
redter.
[I. Jeder boble Winfel, I
teldher grofer ober fleimer ald —— |

einvedjterijt, heiteinjcdhiefer, & r
und zwar ein fpifer, twemn '
er feiner, dagegen ein ftumpfer, wenn er grifer ift aldein
vedyter. Jn Fig. 20 it L FDC jtumpf, £ FDE jpif.

L. Jeder ftumpfe Winkel ijt grofer ald jeber fpite
(§r. 20 VIL). b
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V. Die Schenfel eined rechten Winfeld jtehen wintel-
red)t oder noxmal (L) auf einander. Unjtatt winfelredht
jagt man auc) perpendifular oder fenfredt™).

Ebenjo jtehen Fwei Gerade

2| KT und QQ, (Fig. 24) wintel

| recd)t auf einander, wemnn fie einen

rechten Wintel einfchliegen. Da-

¥ beiDeiftder Puntt N, inweldjem
B 1 T bieeine QN, beyw. QQ, dev beiden
‘I auj einander winfelvedhten Ge-

o, vaben die andere KT trifft, ber

g, 24, Fuhpuntt der Novmalen, dex

Sentrechten od. bed Perpenditels.

38, 9808 ift ein Wintel von 1 Grad, 1 Minute und 1 Selunde?

@in Wintel, weldher genau bder neunjigite Teil eined
vechten ift, Geifit ein Winfel von 1 Grad (1°) oder ein
MWinfelgrad. Daber ift R =90°, fernex ein flacdyer Wintel
=180, :

Der jechzigite Teil und Dder dreitaufendfechshundertite
Feil eined Gradwinteld heifien ein Winfel bon 1 Minute
(1') ober eine Winfelminute und ein Winfel von
1 Sefunbe (1) oder eine Winfeljefunde. Bergl Fr.50.

30, Weldie Siibe gelten in Bezug auf dic Grofe ver Vieben=
wintel 1nd der anjtofenden Winlel?

I. Wenn zwei Wintel gleid) find, o find aud) ihre Neben-
winfel unter fid) gleich; demn wenn die beiden Winkel (nad
Fr.31) in entjprecjender Weife um Decten gebract werden,
jo fallen (nach Fr. 22 1) aud) die Verlingerungen der ju
perfingernben, Schenfel auf einanber; die eiden Nebenwinfel
decent fich) alfo und jind gleich (Fv. 30).

I1. Seder vechte Winfel ift die Hilfte eines fladyen (Fv. 37 L).

L Alle vedyten Wintel jind unter jid gleid
(Fr. 84 1. und 20 VIIL).

*) Eine fotredite oder vertifale & ¢ fteht auf der wagredten
ober Horizontalen winfelredit. Jn lotvedter-Ridhtung wirlt die € erfraft.
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[V. Die Summe 3weier Nebenivintel FDE und FDC

(TFig. 25) betrdgt einen geftrecten (Fr. 34 II1.), pber et
red)te ljmfn[im 39 11.), odex #
s e s 7l
Dexr ‘Mbvnwiufc[ eines =
fpiten TWintel3 ift daber ftumpf, R O

Dm eined jtumpfen jpib (.
710
\'. Nach IV. betragen 3! Yoet nm]mmlbL Wintel entweder
mehr, oder weniger ald zwet redhte (Fr. 36 I und 20 IIL.);
aud) muf
VI jeder jtumpfe Winfel FDC (Pig. 25) grofer und
jeder fpige Wintel FDE feiner fein al8 jein Nebenwindel.
VII. Cin Winlel FDC, Imhnu grofer al8 fein Neben=
winfel ift, muf nach) F (51 37 1. grbfer al ein vedyter, . .

ein ftumpfer (Fr. 37 11.) fein.

oig. 25,

40, ‘\“n'l';t jid) der Sak 39 IV, nmfchren?

.. ®iebt man nmlidy ben gwei Winteln FDC und FDE
L(_\Iq ), Deren Summe 180° bttmqt einen gemeinjchaft-
..d,m Sdyeitel D und einen gemeinjchajtlihen Schentel DF,
unbd fegt man die beiden anderen Schentel DG und DE in
perfelben Ehene auf verjdyiedene Seiten ded gemeinjchaftlichen
Sdjenteld DF, {o miifjen die beiden anderen Schentel in eine
®erade fallen, die Winfel find alfo Nebentvintel. Denn wenn
die Vexlingerung bon BD mit DC, bezeidynet wird, jo muf dex
Nebemvinfel FDC, des Wintels FDE (nach Fr. 39 1V,) bie

Grife FDC, = 180° — 2 FDE Daben; bdiefelbe Grife
hat aber nad) unferer ,Lorausdjebung”*), daf ~ FDC
-+ /. FDE = 180° fei, aud) der Wintel FDC. Daler

mitﬁcn pie Wintel FDC, und FDC fic) becen (Fr. 81), d. 1.
ed muB DC, auf DC fallen.

4. Wenn find jwei Winfel Scdyeitelwinfel?

Bwei Winfel QPR unbd SPT (Fig. 26 S. 32) mit gemein-
jchaftlichem Scheitel P heifen Scheitelwintel, wenn beide

*) Bergl, bdie Anm. ju 61 1.
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©djentel PQ und PR e einen LWinfeld in die Verlingerungen
der Scjenfel TP und SP ded andeven Winteld fallen.

42, Welde Siie gelten iiber die Girdje von Sdjeitelwinteln?

I. Wenn zwei Wintel glei) find, o find audy ibhre
Sdjeitelwintel unter {id) gleid); denn bringt man die beiden
gleichen Winfel (nad) Fr. 31) zum Decken, fo decen fich aud)
die LVerlingerungen ihrer Schentel (Fr. 22 1.), die Deiden
Sdyettelwintel decten fich alfo aud) und find gleid) (Fr. 30).

g Gty
// “‘\\\_
] & 4

Big. 26.

¥

1. Seder Wintel ift feinem Sdeitelivinfel gleid). [n
Fig. 26 it jo der Wintel SPT ebenforvohl al8 ber Winfel QPR
ber Nebenwinfel desd Winfels RTP, und dedhalb ijt (nad
Fr. 20 L und Fr. 89 L) L 8PT = £ QPR.

43, it fidh ver Sap Fr. 42 IL nmchren?

Sa. Wenn nimlid) von wei Scdenfeln PS und PR
(Hig. 26) zweter gleichen Wintel SPT und RPQ mit gemein=
Vhaftlidem Scheitel P jeder die BVerlingerung ded anbern
bilbet und bie beiden andeven Sdjenfel PT und PQ 3u
verfdjicdenen eitenn Der bom den Deiden erften gebildeten
. Geraben SPR liegen, fo fallen auc) bie beiden lepteren
©dhentel in eine Gerabe, . §. die beiden Winfel find Sdjeitel-
winfel. Denm ba RPS gerade, joift £ QPR QPS=180°
(Fr.391V.), folgliy £ SPT+ /. QPS=180° (Fr.201IV.);
peafhalb ift QPT eine Gerabe (Fr. 40), SPT und RPQ aber
find Sdeitelwinfel (Fr. 41).

44, Wic fann cin Winkel durd) Drehung cined Strahles
cutitehen?

I.Hilt mon einen Strafl AB (Fig. 27) an feinem
Cnbpuntte A feft, fo muf er bei jeber Bewegqung in feinex
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Gbene feine Ricdhtung andern (Jr. 25 IL); er Fommt
3 B. aus feiner urfpriingfichen Lage AB, nad) einander in
die Ragen AB,, AB,, AB, 2.

Eine jolde Bewegung nennt
man eine (ebene) Drefhung o
bes ©trahld8 AB um feinen By
Endmmft A. T

I1. Beidiefer Drefhung iiber- Bt \\
ftreicht Der Strahl AB (dbhnlid) e
wie in Fr. 13) nad) und nach Bs
alle Puntte dex Ebene.

I [eden Winfel BAC &g 27.
(Tig. 28) fann man fid) da-
purd) entjtanden denfen, daf der eine Schentel AC bon dem
anderen, in Jeiner urfpriinglichen Lage liegenbleibenden (fe ften)
Sdyentel AB aud fich in Der Ehene ded Winfeld8 um ben
Scheitel A dreht.

[V. Drehunger von gleidjer Grife entjprechen gleich
grofie Richtungdinderungen und gleichgrofe bei der Drehung
fiberjtrichene Wintel. Vergl. Fr. 45 II.

V. Snoeiner Ehene ift
aber eine Drefung eined \{:.;

Strahld nur in einem dop-
pelten ©inne, nux nach 3wei
berjdjiedenen  Ridfungen
hin, miglid); Ddenn Der T
-:_tml]l AC ta.nu in Der b’/
Ebene von Dder Loge AB

aud nur durd) zwei bers

jchiedene Drefungen in die Lage AC fommen, entweber Det
oer burch ben Pfeil w angegebenen, oder in der durd) ben
Bfeil n angegebenen Drefungsrichtung. Diefe beiden Drel-
ungen find einander entgegengejefst, weil die Fortfebung der
bigherigen Drehung ded jid) drehenden Strahled ben burd)
fie Dereitd erzeugten Winfel grofer madht, wihrend eine
Drebung in der anbern Richtung ihn Heiner madht.

Bepide, Geometrie. 3. Aujfl.

Tig. 28,
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Unterjdyeidet man diefe beiden Drehungen als pofitio ()
und negativ (—), fo fann man aud die Wintel al3 pofitiv
und negativ bezeidnen, jenadhdem man fie fich durd
Drefung in dem einen oder in dem andern Simnne erzeugt
pentt. it 3. B. der hohle Winkel CAB = w pofitiv, wenn
man AB a3 fejten ©dhentel betvachtet, jo famn er alg negativ
angefehen werden, fobald nan AC al8 feften Sdjentel wiflt.
Entgegengefepte Winfel find dann durd) entgegengefesrte
Drehungen vom feften Schentel aud entftanden; immer
wieber aber erfordern gleiche Wintel gleiche Drehungen.

45, Wovon hangt die Grofe cined Winfeld ab?

I. Dog of3 Winfel begeicdjuete, nad) ber einen Seite
(madh) D) Hin unbegrenzte Flachenitiict ift (wegen Fr. 22 11.)
fhon Deftimmt, wenn man anjtatt der beiben Strafhlen aud)
nur zwei bom Sceitel A audlaufende Streden fermt, migen
dieje lang ober fury fein; jomit Hangt die Grife bed
Winkels nidht von der Liange feiner Schentel ab.

II. Dagegen wadjt die Grife bed Winfeld mit dexr Vex=
grofierung der u feiner Erzengung nitigen Drehung (Fr.44V.),
und ebenfo mit der ebenjalld von bder Grofie der Drehung
abhingigen Ridhtungdverjdyiedenheit (Fr. 24 1.) ober
ber Neigung der beiden Schentel AC und AB gegen einanbder.

[II. UWmgefehrt ift die Richtungsvericdhiedenbeit weier
®eraben ober Deren eigung gegen einander um {o grofer,
einen je gropeven Winlel jie mit einander einjchliefen.

IV. A Maf fiir die Ridytungdoerfchiedenheit oder bie
Neigung 3weier Strahlen ober Gevaden fonn ftetd ein Hohler
big flacher (Fr. 35 IL), ober felbit ein {piper bid redjter
(. 39 1V.) Winfel benuft werben.

46, ic lipt fich die Ridtung ciner Geraben in ciner Ehene
nod) Dbeftimmien ?

. Wibhrend nad) Fr. 24 I11. die Rihtung einer bon bem
Punfte A audlaufjenden Geraden AC (Fig. 28) dburd) den
yweiten Beftimmungdpuntt C beftimmt wird, (it fid) die
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Ridhtung einer in einer beftimmten Eheneliegenden
Gervaden AC durd) den Winfel w beftimmen, den Diefe
Gerade mit einer zweiten Geraben AB in jener Ebene ein-
jhlieft. Vergl. ferner Fr. 54 II.

GE\'\ GJ\\

\ \
a i w\
A 1 AN
Ag e

&

Fig. 20.

II. Madjen 3vei bon den Punften A, und A, (Fig. 29)
einer Gervaden G audlaufende Gerade G, und G, nady gleicher
Seite hin gleihe Wintel w, und w, mit G, fo weiden ihre
Richtungen in gleichem Sinne um gleid) biel bon ber fid
nady Fr. 24 VIL diberall gleid) bleibenden Richtung bon G
ab. G, und G, miiten jomit gleidje Rid)tung Haben und
ebenio :

I it €8 in I. gleidhgiiltig, wo in AB der ©dyeitel A
bes Winfel3 w gwifchen den beiden Geraden liegt, fo lange
ed fih blop um die Ridhtung, nidt aber um die Lage
der beiden Geraden handelt. Bergl. aud) Fr. 55 V.

A7, TBad ijt ein Kreid und

wie entjteht er? By :

1. 9nbert eine Strede AB / ' X
(Fig. 30), wibhrend fie fich in [ i
einer Ebeneum ihren feften End- 5 ‘ N /
punft A dreht (vergl. Fr. 44), X \
ihre Qinge nidht, jo Lommt i/
der andere Endpuntt B von B, iy B;
auggehend nac) und nad in
dbie Qagen B,, B,, B; 2c. und ig. 20.
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{chLieflich wieber auf feinen Audgangdpuntt B, in der uripriing-
{ichen Cage AB, Der Strecte uviic.

Der Punft B befdreibt alfo Det diefer Drefung eine in
fidh auritctlaufende ebene Qinte, weldje Rreigdlinie oder fury
Qreis genannt wird.

II. Der freid ift diejenige ebene Binie, bon bdeven
famtlichen Puntten fidh gleihlange Gevade nad) einem in
perfelben Gbene*) liegenden Puntte A (Fig. 30) — dem
Mittelpuntte bed Kreifes — siehen lafjen, ober Deven
PRunfte jamtlic) von diejem Mittelpuntte gleicheit entfernt
find (Fr. 22 VIIL).

ML Der Mittelpuntt A liegt im Jnnern ded Kreijes.
Die andern Puntte dex Chene liegen innerhalb, oder aufer-
halb ded Rreifes, jenachdem fie vor dem Mittelpuntte in
Heinever, obex in griferer Entfernung liegen, alé die Punfte
pes Rreifed. Bergl. Fr. 82.

[v. Aud) dbad von der RKreidlinie umidylofiene cbene
Stachenftitd nennt man zuwweilen Kreid und unterfdeibdet
danit bon 1Gm die KLreidlinie ald Umfang (Peripherie) ded
Kreifes.

V. ud) von einem Kreife fann wegen Fr. 47 IL und
(4 TIL fein Punft auBerfalb ciner Ebene liegen, fobald
einmal dre mfte, ober zwei Punfte desfelben und bder
Mittelpuntt in diefer Ehene liegen. Vergl. Fr. 12 1L

VI. Dreht man einen Kreid in jeiner Ebene um feinen
Mittelpuntt, jo fommt dabei fein Kreigpuntt auperhalb der
Queislinic au liegen. Diefe Eigenjdaijt ded Kreifes ift ein
Seitenftiict zu der in Fr. 9 IIL und Fv. 24 befprodyenen
Eigenjchaft der Geraben. BVergl. aber Fr. 84 bis 86.

VIL Bum Biehen eined Kreijed (Fr. 6 I.) benupt man
ben Bicfel. Die Entfernung der Spifen beider Sdhentel
(Fr. 22 VIIL) muf babei unverinbert bleiben und dem
palbmefier gleichen, die den freis befdjreibende beweglide
Spipe mufp i) in einer Ehene bewegen (IL). Die Sdyentel

pes Birfeld miiffen demnad) hinveidyend fteif fein.

) Wergl, Hlevzu Fr. 190 VI, und VIL,
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A8, Wad ift ein Halbmefjer und Durdymefjer ded Kreifed ?

[ -SQebe der unter fich gleichen, vom Mittelpuntte A
(Fig. 80) nac) einem Rreidpunfte B gezogenen Streden AB
nenmt man einen Halbmejfer (Rabius).

II. Bwei nach entgegengefebten Seiten f)iu in eine Gerabde
fallende Halbmeffer AB, und AB, bilben einen O Durdymejjer
(Diameter).

L. lle Durchmefjer, ebenfo alle Halbmefjer dedfelben
Rreifed find unter fic) gleid).

49, Wenn find pwei Kreife gleic) und wenn ungleid?

I. Qegt man 3wei Rreife mit ihren Mittelpuniten und
einem Q][\'flmu‘ﬁrr auf einander (Fr. 22 V.), und bringt
man nod einen ‘qbun*t e jweiten freifes in die Ehene Ded
erften, jo Decten jic) die Ehenen beider Kreife (Fr. 21 IIL).

Decten fich dabei die Durdymeffer, fo decen fich aud die
SQreife Jeldbft, weil fonft nac) Fr. 20 IIL. zwei ihrer Halbs
meffer ungleid) fein miifgten, wad Dei Dex qa‘mm{]n‘u Boraud=
feung und Fr. 20V, in Wiberfprud) mit Fr. 48 III. jtiinbde.

1. Daber jind zwei freife gleidh), weun fie gleidhe Halb-
mefjer, ober gleidhe Durdymeffer haben.

11 Segt man zwei Kreife von ungleihem Halbmefjer
in Derfelben Ebene mit ihren Mittelpuniten auf einander,
fo liegen alle Puntte desd im‘i}'ei‘w mit feinerem Halbmefjer
innerfhalb Ded andern RKreijed (Fr. 22 V. und Fr. 47 1IL).

IV. $reife von verfdyiedenem Halbmefjer find Ddaher
ungleid); tweitere Crovterungen hieriiber folgen jpiter.

50, Wad ijt ein Kreidbogen, cin Bogen von 1 Grad, 1 Winute,
1 Selunde?

I Jeded Stiik, 3. B. B, B, Fig. 30, eined Kreifed
beifgt ein freidbogen (Arcud).

II. Den dreifundertiechzigiten Teil bed gangen Kreifed
nennt mon einen Bogen von 1 Grad (1°) ober einen
Bogengrad.
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Der fedhzigite und dreitaufendiechdhundertite Teil von
einem Bogengrad Dheifert ein Bogen von 1 Minute (1)
ober eine Bogenminute und ein Bogen von 1 Sefunbde
(1”) oder eine Bogenfefunde. Bergl. Fr. 38.

I Die Bigen von 90°, 60° und 45° nennt man
Duabdrant, Sertant, Oftant.

51, Wie begeidynet man einen Kreidbogen?

Bur Beftimmung eined BVogend von einem gegebenen
Qreife braudgt man (wegen Fr. 47 1) nur die beiden Enbd-
punfte B, und B, (Fig. 30) ded Bogend. Dieje Leiden Enbd-
punfte benupt man daber aud) zur Vezeidhynung ded Vogens.
Wil man aber den Bogen zwifden B, und B, jdarfer von
per jwijden B, und B, miglichen Strede B,B, untexfdeiden,

fo bezeichnet man ven Vogen B, B, al B, B,

52. Wenn Infien fidh swei Kreidbogen sum Deden bringen ?

I. BWie fid) Kreife vou gleihem Halbmefjer um Deden
bringen lajfen, ijt jchon in Fr. 49 1. angegeben worden.

II. Qegt man die Mittelpuntte zweier Bogen dedfelben
Rreifed (oder jiveier gleichen Kreife) und dad eine Paar ihrer
Enbpuntte auf einander, und forgt man nod) dajiir, daf die
Bisgen in derfelben Ehene und bon den aufeinanderliegenden
Endpuntten aud nadh derjelben Seite hin liegen, o muf jeder
Puntt dves fitrzeren Bogend auf einen Punft ded lingeren
fallen (Fr. 49 1.). Die beiden aufeinandergelegten Bigen
becen {i) dafer und {ind bemgemd gleidygrof, jobald
aud ire anberen Endpuntte aufeinanderfallen.

1II. Rveigbigen von gleicher Linge laffen fid) dod) nidt
fo auf einanber leger, wie e3 eben in 1. angegeben wurde,
fobald ifhre Halbmefjer verjdhiedene Grife haben. Die Biigen
weidhen demnad) hierin bon der Strede ab; vergl. Fr. 22 V.

b3, Wad ijt ein Halbfreis?

Seder Durdymeffer teilt ben Rveid in zwei fid) decende,
daber gleihgrofe Halbfveife (Fv. 52 1), die i duvch
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Mmflappen wum ihren Durchmefjer yum Decten bringen laffen
(Sr. 9 1L, 15 II. und 48 I1L.).

54, Toeldhe Besiehung belteht swijdjen den Bigen und den
st ihnen gebovigen Centriwinfeln?

[. Die Grofe ded zwifchen Omu Halbmefjern ABund AC

(Fig. 31) liegenden Bogens B (, ift wie die Grife ded bon
diefen Halbmeffern gebildeten Mittelpuntts- ober Centri-
winfeld CAB = w (Fr. 45 II.) von bder Grife ber
Drehung abhingig, durch weldje der Shentel AC bon AB aud
in feine Lage fommt; denn mit

per mnun bergrifgert (und D B
vertleinert) fich gleichaeitig aud G [ N
ber zugehirige \h Sinfel w und € )
Bogen BC, oy \
Bl ‘
II. Daber fann man amh = A |

aud der Grofe ded Bogensd BC
auf die Grife ded Eentri-
infeld w und die Ridhtungs-
verjdicdenbheit Der Deiden Ge-
vaden AC und AB jdyliefen.

. Bu jwei gleiden Mittelpuntidwinteln des-
jelben Kreifed gehoven aud) gleidje Bogen, weil diefe
Bogen, fobald man nac) Fr. 31 die Centritwinfel Jum Decten
bringt, fic) ebenfalls decfen (Fr. 52 1.)

IV. Daf 3u gleidhen Bigen Wv»]v{bcu Rreifed aud
gleiche Mittelpunttswintel gehoven, folgt ausd Fr.52 1.
wegen Fr. 30.

— —_ —

V. Sind in Fig. 31 die Bigen BD, BE, BF . dex
NReihe nach) 2, 3, 4 2. mal fo groff ol BC, fo find bie
ugehirigen Centriminfel DAB, EAB, FAB aud) 2, 3, 4 mal
fo grof af8 £ CAB. Ghenfo wadhjen und verfleinern fid)
auch umgefehrt die Bigen genau in demfelben Verhiltnifje
toie diegugehorigen Centritinfel, oder, wie man Ffiiczer fagt:
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Die zufommengehdrigen Bogen und Eentri-
winfel Ddegfelben Rreifed find einander pro-
portional.

VI. Bu einem Wintel bon 1° gehirt aud) ein Bogen bon
1°; Dex Halbfreid umfafgt 180° unbd gefirt 3u einem geftrectten
Binfel.

5. Worin Dbejteht die Parallelverjdhicoung eined Strahld,
besw, einer Gevaben in einer Gbene ?

I. Wenn von ciner Gevaben AB (Fig. 32) zwei Strahlen
CD und EF in derfelben Ebene auslaufen, welde mit ber
®evaden BA nad) derjelben Seite (nady B) hin denfelben
Winfel (w,=w,) madyen, jo maden ihre Verlangerungen

CL und EK gegen A

' \D bin ebenfo grofe Wintel

' w, und w,, ivie Dbie

N

©trahlen jelbit gegen B

B jwzxf'_ /H:‘C_',_ ot lf)ﬂin;pmnnml) ?\1 42 T11.
O’ B, ift £ w,= / w, und
LWy =— £_Wa
\ \ Dreht man aljo die
DK L gange urjpriinglide Fi-
%ig. 82, gur um 180° in ifrer

Ebene®), fo famn man
fie fo legen, daf die Puntte ¢ und K ihren Ort wedhfeln und
jeder Der beiden Strahlen CD und EF al3 C,D, und E,F,
auj die Berlangerung EK, beziw. CL des anbeven fommt.

Sdynitten fich nun die Strafhlen CD und EF, o miiften
fich audy ihre Berliingerungen CL und EK jchueiden; da aber
nad) §r. 21 11 3wei verfdiedene Gerade nicht 3ivei Punfte
gemein faben fomnen, fo fonnen bdie beiden Geradben LD
und KF gar feinen Punft gemein Hoben, miiffen vielmefhr
parallel fein (Fr. 26).

*) Bet wy = wo=90" wiirde man aud) burd) Umtlappen sum Bicl Tommen;
vergl. §r. 67 V.

)
i
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I Denft man fih nun die Ddritte Gerade FK gang
unbetveglidy, die erfte und gweite AB und DL aber feft mit
einander verbunden, o daf fie ihre Qage gegen einander
nicht dndern finnen, unbd bewegt man dbann die beiden lepteren
in ihrer Gbene fo, Dafy die erfte AB ifre Qage nidyt dnbert,
jonbern blof auf fidy jelbft verfchoben wicd (Fr. 9 UL), fo
muf die andere DL auf bie dritte FK fallen, jobald ber
Puntt C nad) B fommt (Fr. 31). Tibexhaupt bleibt die jrweite
®erabe DL bei diefer Bewequng immer ju ifrer urfpriing:
lichen Lage pavallel; daher nennt man eine foldje Bewegung
eire Parallelbewegung obder, {dirfer bezeidnend,
Parvallelverjdhiedbung in dexr Ebene.

[II. Die Gerade DL fann bei einer joldhen Bewegung
(@hnlid) ie in Fr. 18) die ganze Ebene iiberftreichen.

1V. Die beidben unter w, = w, gegen BA geneigten
GStrafhlen CD und EF in Fig. 32 haben gleiche Ridytung
(vergl. Fr. 46 IL.).

V. Umgefehrt madjen CD und EF, wenn fie gleidje
Ridhtung Haben, aud) mit AB gleihe Wintel w, und w,
nady derfelben Seite hin.

VI Daben die Deiden in derfelben Ehene liegenden unbe-
grenzten Geraben G, und G, (Fig. 33) verjdjiedene Richtung,

=) (;’
il i
; “.
N\
\\\ ~/
\\\ — I (A
& = 3 _H; el G,
Tig. 83.

und verfdyiebt man G, pavallel zu {ich felbjt (IL.) auf der
jwei Punfte A und B in G, und G, verbindenden Strede AB
nad) B bin, fo fommt G, endlic) in die Lage G’ unbd fdneidet
jept G, in B. Lerfdhiebt man darauf die in die Sage G’
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gefommene ®erade G, auf dev nach) Bebarf verlingerten AB
immer nod) parallel ju fic) wieder nach A hin Fuviict (obex
meiter), fo ritdt der Sdhnittpuntt jwifden G, (¢") wnd G,
bon B aud nad) C (ober D) Bin fort; {ind aber bdie Deiden
Geraden G, und G, unbegrent, fo hoven fie bei der Pavallel-
EewcqunJ bon G, nidyt auf, fic) su fdneiden, felbjt wenn G,
wieber in ihre nltc Lage zuviidtommd.

VIL. ZWejentlich mmcm ift e3, wenn bie Gerabe G, um
pen Punft A gedreht wird. Dann fann fie (Fr. 25 IL und
44 1.) dburd nl[nm[)ht[)a Lertleinerung ded Winfeld w jdhlie:
lich in die Qage G” gebradht werden, in weldjer fie mit G,

gleidje Ridytung Yat, aljo 3u G, parallel fein muf (01. 55 V.
und 1.).

56, Wieniel verjdjiedene Lagen geger einander Wnuen jwel in
oerjelben Gbene liegende Gerade haben?

Bwei fid) fdyneidende Gerade Haben verjdicdene Ridh-
tung. Cbenjo Haben alle Gerade, welde von eimem und
pemfelben Punfte audlaufen, oder nad ihm Dinlaufen, ber=
frI]iv‘wm Ridptung. Vergl. Fr. 24 1. und 25 1L

II. Biwei in H(mtbml Gbene liegende Gerabde von gleidher
“Jauf}amgmﬁ parallel (L und Fr. 25 11., oder Fr. 55 V.und I.).

ITI. Bwei Gerade in derfelben Ebene, aber bon ver-
iedener RNichtung fonnen (1) und werden (Fr. 55 VL)
fich {chneiben.

©trahlen und Streden von veridjiedener Ridytung
Jdneiden fid) ebenfalls, wenn man fie nac) Vedarf verlingert.

IV. Parallefe (Fr. 26) Gevade Hhaben gleide ,]mhhmq,
teil fie fonjt (wegen IIL) jid) Jchneiden miiften. Bergl.
nm. 3u Fr. 77 1V.

V. DBet zwei verfdjicdenen Geradben in derfelben Ebene
fimnen alfo iibexhaupt nur die in Fr. 26 aufgefithrten zet
verjdjiedenen Lagen gegen einander vorfommen.

57, Weldie Folgerungen flicjen aug Fr. 56?
I. Durd) jeden Punft A (Fig. 33) einer Ehene (ifit fich
in der Ebene nur eine Parallele G zu einer in diefer Chene
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liegenben ®eraden G, iehen; denn jede in derfelben Ehere
burd) A gelegte Dm ®erade @, Hat eine andeve Richtung
a3 G (Fv. 56 L) und mup Duhn[h auch) G, jdhneiden
(Fr. 56 IIL.). “\qu[ aud) Fr. 25 IL

1L Ale in derfelben Ehene liegende Perpendifel (3. B
in Fig. 34 PQ und TK) auf derfelben (‘mmMI M\ I}ui\m

gleiche ‘Jml)tlmq (Fr. 55 1IV., weil joa Lu= Lv=1N,
Fr. 89 IIL) und find dedhal b paxafllel (Fr. 56 ll.).

[II. Daber laft fid) aud) (wegen Fr. 56 L) in einem
Punfte Q (Fig. 34) einer Geraden MN aufj diefer ®eraben
MN und in einer beftimmten Ghene nux eine Senfredhte QP
errichten.

V. Aud) von einem Puntte T (aft fidh) nur eine Sent-
vedhte TK auf eine Gerabe MN Derabfillen. Deun liehen
fi) mehrere Senfrechte von T auf MN fallen, 3 B. TK
und TS, fo hitten fie nach Fr. 56 L. verfdyiedene Ridhtung,
fifrend fie dod) nad) IT. gleiche Ridhtung Haben miiften.

V. Deim Umflappen bder Gbene um bdie Gerade MN
Rr. 15 111.) fommen die auj MN jenfredhten PQ und TK
auf P,Q und T, K
su liegen und babei P W
find PQP, und TK'T, | A
awei®erade (Fr.40). i

Aud Ddiefer Be-
merfung [aft fig -
nicht nur ein BVer= &
fafren ableiten, wie
man bvon T eine |
Genfrechte auf MN i
herabfdllen fann, fon- £ 7y
dern aud) ein ander- i
weiter Nadyiweid fiir :
die Ridtigleit ded Saped IV. Denn Wwiren TS und TK
jugleidy auf NM jenfredyt, jo miifiten TST, und TKT, beide
Gerabe fein, wad nach Fr. 21 1L unmiglidh ift.
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VI. Stiinden in Fig. 35 PP, und XX, sugleid) in Q auf
MN fenfredht, fo wive LZv = 90° = Lwund Lv -+
Low - Zr=>180° bies ift

Bl ¥ aber als Fr. 34 11T, widerjprechend

! unmglid).— Hievin lHegt jugleich

i ein anberer Nadheid fiix Ddie

574 q; Wik s e : :
i 58. Wieviel Falle Ilajfen iy

in betreff der Nidptung Dei Ddrei

{ Geraben in derjelben Ebene unter-

&l |p, jdheiden?
i bo. Drei Gerade in derfelben

Ebene haben entweder gleiche
Ridhtung, odex ziveierfei, odexr dreierfei berjdyiedene Ridhytungen,

59, ad ijt iiber drei Gerade von cinerlei Ridhtung su jogen?
1. $aben drei in derjelben

G——— Ebene liegende Gervabe G,, G,

5 ey b G, (Fig. 36) gleiche Rid-
2 tung, o {dyneidet feine bie

i — anbdere (Fr. 56 I1. und 26).

1. Bwei Gerade G, und G,
(Fig. 36), tweldje einer dritten
®eradben G, in dexfelben Ebhene parallel {ind, Haben mit G,
(Bx. 56 IV.) und baber aud) unter fidh gleidge Ridytung,

Sig. 36.

A find aljo paxallel (Fr. 56 11.).
G\
‘ 60, 2Bad ijt itber drei Ge-
6"‘,« rade von sweierlei Ridtung s
A T T ek a
. Bwei Gerade G, und G,
WA _ (%ig. 37) von gleidjer Ridy-
ik G2 tung werden beibe von einer

anbexdgeridhteten, in derjelben
Ebene liegenden dritten Gera:
Sig. 97, den Gygefdnitten (Fr.56 I1L. ).
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II. Wird die eine G, bon ziwvei parvallelen Geraden G,
und G, von einer dritten, in Derfelben Ebene liegenden
®eraben G, gefdnitten, o wird aud) die jweite G, bon ber
dritten G, gefdhnitten (Fv. 56 IIL); denn G, und G, Haben
verjchiedene Richtung (Fr. 56 1.) und dedhalb aud) G, 1nd G,.

1II. €3 entftehen Dabei 8 Wintel, weldje (abgefehen bon
den Mebenwinfeln und den Scheitelwinteln) paariveife mit
befonberen Namen belegt werden.

IV. 2m widtigjten ift die Unterjdjeidung dex 8 Wintel
nad) ihrer Qage an der Schneidenden:

Gegenminfel liegen auf dexjelben Seite ber Schneidendern ;
Wedyfelwintel liegen auf ver{djiedenen Seiten ber Sdnei-
Denbden.

Faft man daneben Fugleid) bie Lage ber Wintel gegen bdie
beiben Parallelen ind Auge, {o nennt man:

Grginzungsmwinktel die Wintel, weldhe entibeder bei
gleicher Lage an Der Sdjneidenden wverfdyieden an Dden
Parallelen liegen, ober Dei gleicher Lage an den Parallelen
perjd)ieden an der Schneidenden ;

Gleidhliegende (forvefpondierende) Winfel die, welde
an dexr Schneidenden und an den Pavallelen gleicd) liegern.

Bon etwad geringerer Bedeutung find bie

Berfdyiedenliegenden Wintel, welde veridyiedene
Lage fowofhl an der Schneidenden ald an den Pavallelen
faben.

Minder widgtig ift auch bie Unterjdheibung der LWinfel
blof nad) threr Lage gegen die Deiden Pavallelen :

Snnere Wintel liegen innerfhalb der Pavallelen;

Aupere Wintel liegen auperhalb dex Pavallelen ;

Gemifdte Winkel liegen einer auperhalb, der andere

innerhalb der Parvallelen,

€3 {ind aljo in Fig. 37:
cund d

| cnere @esmminte Srainatnadiinte
h umd o l innere Giegenvintel und Erginzungdtointel,
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b und ~ ; ¢ :
: ur:b f ] dufere Gegenwintel und Erginzungswintel,

b und d, a und g | gemijdhte Gegenwintel und gleichliegende
¢ und e, h und f Wintel,

g und ¢ Y S x ook
b und q [ nmere Ledhfelwintel und ber{dhiedenliegende Winfel,

b und f | dufere Wed)jelwinfel und verjdjieden liegenbe
a und e Lintel,

b und g, a und d | gemifchte Wedhfelwinfel und Crglinzungs-
»und f, hound e tinfel.

61, Welcdhe Bezichungen finden jwijden den Gegens, Wedjjel=
und Ergangungdwinfeln jtatt?

I. Sind ein Paar forvejpondievende Winfel unter fich
gleidh, fo find auch bie Winfel eined jeben der drei anderen
PBaare unter fich q[ud}

«m"‘) P — fc (Fig. 37).
iBeh. A bi=g s
2. i — 1
Saahel=—\"""p,

PBew, Sind “'ic Winfel a und g einandexr gleich), fo find e8

audy ithre Nebenwinfel: b= Ldund L h= 2 ¢
(Fr. 39 1), wnd ihre Sdeitelivinfel: L Le

(Fx. 42 L).

Sn bem borftehenden Sabe miifite eigentlich der Reibe
nad) jeded ber bier Paare forrefponbdievender Wintel als
gleid) ,boraudgefeft und bavausd die Gleichheit der drei
anderen Paare ,bemwiefen” werben. Diefe BVeweidfithrung

*) Seder wifjenichaftliche Sapy Iniipft an eine ,Borausfepung” (vergl.
Fr. 40), welde dad (\hmm"u, ald walr Angenommene umji‘ll elte aud biefer
Lovausdfepung jid) ergebende Wahrheit: die , Behauptung”, Muf die Ridtig-
Teit eined joldien Sabed ofine weitered not imn‘ng n[lnum‘m mmiumn werben,
fo Deifit ber ©afy ein ,Grundjap”; die Ridhtigleit cined ,Lehriate’8” dagegen
muf durd einen ,Beweisd" erjt bejonderd nachgeiviefen twerden.

Werden in einer Figue [Jrhul ber Beweisfithrung gewiffe Linten 2c. hingu=
gefiigt, fo jafit man bdiejelben unter dem Namen ,Konjtruition” jujammen.
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itrde aber nur auf eine dreimalige Wieberholung ded eben
gefithrten Beweijed hinauslaufen, weil die vier Paare einander
gany gleichgeordmet find. E8 mag daler hiev und in II. Hig
IV., wie aud) in Fr. 62 der BVetweid fiir ein gans beliebig
feraudgegriffencd Paar gentigen.

1. @ind ein Paar verjdjieden liegende Winfel unter fich
gleich, jo find e aud) bie drei anderen Paave (Fr.39 I. oder
421.), weil dieje Sceitel- ober Neben-Winkel von jenen find.

L. Siefert ein Paar Crginzungdmwinfel ald Summe
180° fo thun e aud) die brei gleidhartigen anderen Paare.

a) Die Crgingungdwintel find innere ober Gufere Gegen-
twintel :

Bov. L a-- L f=— 180°
BVeh. Lb+ Le=Lh+Lg=La+ Lo
=:180%

Bemw. 1:
Z 3 —1800— oy r
B f’} (Bv. 89 IV.). _

= )

180° = a | £t
= (180° — £ b) -} (180° — ~ ¢) (Bor. und
180°= £ b - Z e. e 20 IV.).

Bew. 2: :

(La~ Lh) (Lt Lg)=3860° (§r. 39 IV.).
La+ L f=180° (Bor.)

Lh—+ £ g =180° (Fr.20 VIIL).

Belni g

&+ L f =180° (Bor)
Zifi== L di} 3 el

Al + Zd = 180° (Fr. 20 1IV.).

*) Gin joldher Stridy (fprich: , folglich*) in elnem in biefer {tberfichtlichen
sorm gejdriebenen Betweije bedeutet, daf bas sunddift unter dem Sty idie Stehende
aus bem itber bem Shidhe Stehenben gef olgert over gefdilo]jen worben ift,

Die Hinter jeder Beile ftefenden Mummern geben bie fritheven @de an,
weldje ald Beweidgrund filv die Wahrheit des Ynbalts bder Beile gelten,
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b) Die Crgingungdmwintel jind gemijchte ?E.‘\cc{)ic[miu&[:
c‘s'ftf_ﬁa-l— /. d=180° Box., jo folgtaud (L a-|- £ 1)

(Leg+ L) = 360° (Fr.391V.) durd) uubtmttmu
ﬁnf; nud) £ b / = 1°a0°|it (Fr. 20 VIIL.). Da aber
nadh §r. 4211 L a = L « A=yt _‘_' l) — i
mnd L e _i e ift, 10 mu]; aud) Let+ £ £f=180°

ud /£ | + £ e = 180° fein (Fr. 20 IV.).

IV. SSjt eine Der vier Vovaudfepungen in I, bid 11T, exfiillt,
fo {ind audy die drei anderen exfiillt.
Bor. ; a—+ £ d4d=180"

*BL‘E] a e,
Ry /,1:]80.
Bew. 1. £ a = 180° "~ d (Bor.).
" e=—180° — £ 4 (Br. 39 IV.).
e i e (Fr. 20 V.).
Bew. 2. L a-| (i — I&:D (Bot.).
l = A EEE 42 T,
/L a —I— i.; f = [5”' (Fr. 20 IV.).
Vew. 8. L a=180°— /4 (Bor.).
L —180%— /0 q" ¥ 39 IV)).
Zowe= (5 20 V)

62, Sann man aud dent Pavallelidmud gweier Gevadben anf die
Givdfe der Giegen= und Wedjel=Wintel fdhlicen und umgefehrt?

I. Werben zwei pavallele Gerade G, und G. (Fig. 37
auf ©. 44) von einer dritten G, gefdnitten, jo find

1. je gwei forrejpondievende Wintel, 3.B. a und g, unter
fidy gleidy (&r. 55 V.), weil G, und G, nad) Fr. 56 IV.
afeiche Richtung haben ; daraus folgt barmnad)Fr.611V.,
Daf
audj je zwet innere obder Gufere Wedhfelwinkel, 3. B.
a und e, unter fich gleic) {ind und
je awei Crginyungdivintel, 3. B. aund f, oder a und d,
sufammen 180° ausmadjen.

0o

Co
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I1. Werden Fwei Gerade G, und G, bon einer dritten G,
fo gejdynitten, dafy entivebex :

1. je ywei forrefpondierende Winfel unter fich gleid),

2. ober je 3wei innere oder dufjere Wed)felwintel unter

fic) gleich,

3. ober je ziwei Crgingungdiintel sufammen 180°
jind, jo find bie beiben Gevaden G, und G, parallel.

Der Beweid fiiv 1. liegt in Fr. 55 I.; von 2. odex 3.
aber fommt man durch Fr. 61 IV. auf 1. zuriid.

[ Behalten wiv die Benennung dev acht Winfel audh
fiic den Fall bei, wo 3wei nidyt parallele Gerade G,
und G, (Fig. 38) von einex
itten G, gejdynitten wex=
De, fo find beizwei joldyen i
®eraden _ P

1. je zmwet forvefpondie B

vende Winfelungleid), — €\

2. je avei inmere odex
dufere Wedhjelwinfel NG st
ungleich,
. bie Crgiinzungstointel
paariveife  entmwebex
guifer, odber ffeiner

oo

Bew. Wive L a -+ L d = 180° ober L a-L /¢

= 180°, ober £ a = / e, ober enblid) £ a2 —

_ g, bann miite (nadh 1L.) G, / G, fein, mnd da

died der Vorausdfebung (baff G, umd G, jih jchneiden)

wiberjpriiche, fo muf die Annahme (daf 3. B. L a
= /£ g) jaljdy fein.

V. Werbden jtvei Gexade G, und G, (Hig. 38) bon einer

1. gtwei forvefpondierende Winfel ungleid,

2. 3tvei inneve oder dufere Wedhjelwintel ungleich,

3. jwei Crgdngungéwintel ujammen entieder grifer,
odex Heiner als 180°

Befhide, Geometrie,
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find, fo fchneiden fich die beiden ®eraben G, und G., den
yiven fie parallel, jo wdren (nad) L) bie unter 1. big 8.
aufgefiihrten Beiehungen nidht moglich. Bergl. Fr. 69 IX.

9iumt. Dieje viev Sige Lefern eine Bejtitigung von Fr. 57 X

V. ©teht eine Gevabe auf dev einen von jwei Pavallelen
fentrecht, fo jteht fie aud auf der anbdern jenfrecht (I. 3).

63, aa folgt oud dem Povallelidmus der Schentel jweicr
Winfel?
1. ind die Schentel zweier Winfel BAC und DEF paar-
weije nach Derfelben Seite Hin, oder nad) entgegengefepten
eiten Hin pavallel (BA // DE
\B und AC / EF), fo find die beiden
N Wintel gleich.

\ \ Bew. SindAundEjlache Winke!,
B Rl jo folgt Der Sap aud

E R Fr. 84 L.
\ Sind A und B hobl, oder iiber-
T s —& ftumpf und liegen die Schentel
Sig. 59. gleidyfinnig (Jig-89), {o jchnei-
ben fich (nach Jr. 56 1IL.) je jwe
nidyt pavallele Scentel, 3. B. ED und AC in K, und dann

gleidht nad) Fr. 62 1. jowohl L A ald £ B bem L w,
baber ift £ A = £ E (Jr. 20 V.).

Gind enblich) A und E hohl, oder iiberftump] und [iegen
bie Schentel entgegengefept, fo wird bei LVerlingerung
pon DE nad) ED’ und FE nad) EF jept der Wintel D'EF,
bie nimliche Qage gegen BAC haben, wie der Winkel DEF
in $ig. 39 gegen BAC; bdaber gleidyt sunidyit £~ D'EF’
und wegen . 42 [T dann aud) L DEF demt . _BAC.

11 Qiegen die Sehentel yweier Wintel BAC und DEF fo
paavweife pavallel, daff dad eine Paar LF und AC gleid)-
finnig, dag andere ED und AB entgegengefefst pavallel ift,
fo ergimzen fich die beiden Winlel 3u 180° (Fr. 39 IV.).
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1

Cre

Hier wird nimlid) der durd) die Berlangerung ED’ von DE
ergeugte Nebenwinfel D'EF gegen BAC fo liegen, wie in
Big. 89 ber Wintel DEF.

64, Wag it itber drei Gevade von dreierlei Michtung su jagen?
L. Hat bon drei Geraden G,, G, und G, in ciner Ehene
jede eine andere Ridjtung, fo geben fie entweder alle brei
ourdh einen Lunft S (Fig. 40),
oder e fdyneiden fich immex Cs
nur je e in einem Punfte,
I1. Jm lefsteren Falle be-

5200
grengen die Drei Gevaden eine :
ebene Figur ABC (Fig. 41),
welthe man ein ebenesd ge- G3 X
radliniged Dreied oder \
furziveg ein Dreied (A) Stg. 40,
nennt.

Die drei Scnittpunfte A, B und C der drei Gevaben
heien die Ecpuntte ober Spipen, die awifden ihuen
liegenden Streden AB =,

BC =a umdb AC=1b |

.

beifendieSeitendes Drei- B X
G " - o o ~. L
edd. Durd) diefe Wahl der 5 e
S - | P i £ L
Budhftaben a, b, ¢ deutet : 2

+h ¥ | T +f
man  ugleid) Den jedber | —7 Sl
Seite  gegeniiberliegenden E Gs
T AR
Wintel an. ¥ B

1. &ind alledrei Seiten
eined Dreieds gleid) grof, fo heifit dad Drefect gleidhfeitig;
bei dem gleid)fdenteligen Dreied find blof 3tvet Seiten
gleidy; bei dem ungleidhfeitigen Dreiect ift feine Seite der
andeven gleid). BVergl. Fr. 114 und 115.

Die Senfredhte AD = 1, melche in einem Dreiect ABC
bon Der Gpihe A auj die Gegenjeite bevabgefallt mixd,
heifit die Hohe bes Dreiect2, die bon A nad) ber Mitte E
bon a gejogene ©tvede AE — m, die Mittellinie ded

[
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Dreiectd, beided in Besug auf die Seite a. e h, nennt
man a die ®rundieite, A die Spife.

Sm gleichjchenteligen Dreiect heifen bie beiden gleichen
Ceiten die Schentel, die dritte Seite beipt ®runbdieite
ober Bafis und der Scheitel ded der Grundlinie gegeniiber-
{iegenden Winfeld die Spite.

1V. Gin Dreiect und ebenfo ein andeves ebenesd Gebilde heift
fymmetrijd) gegen eine Gerade, wenn e3 burd) diefe
(die @ymmetrieaxe) fo in ywei Teile zelegt wird, daf
ber einte beim Umflappen um die Symmetricaxe den andern
bectt. ©ymmetriid ift 3. B. der Kreid gegen jeden Durd)=
meffer (§v. 53). :

65, 98ad verftept man unter einent Bieled?

I. Gin ebened gevabliniged BVieled oder furziveg
ein Bieled ift eine ebene Figur, weldje von lauter Streden
begrenst wird, wobet jedoch jede Strede nux Die beidben by
benachbarten Strecten jdyneidet. Die da3 Bieled begrenzenben
Strecfen feifien feine Seiten, ifre Scynittpunite die Ed-
punfte bed Bielects.

I, Dag Bielect Geifst ein Bieved, Fiinfect, SechBec 2c.,
fenn e8 4, b, 6 1c. Seiten hat.

111, Die Strecen, weldye et nidht benachbarte, alfo nict
burd) eine Seite verbunbene Edpunite eined Bielects ber-
binden, nennt man Diagonalen. Bergl e 72 1. umd IL

Sn Fig. 42 fliegen die bon A aud gejogenen Diagonalen
AC, AD und AE ded Seh3ect8 ABCDEF jimtlic) innerhafb
per Jiqur. €8 famn jedod)
eine Diagonale and) gang,
ober feilweife auBerhalb dex
Figur (iegen, ebenfo eine,
oder felbjt mehreve Seiten
{chneiben, teilweife mit ihren
sufommenfallen, bejw, ifre
Berlingerung bilben.

|
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Man fonnte 3 B. in Fig. 42 dad A ABC um AC nad
innen flappen. Ferner liefe fich dad /A BCD jo um BD
flappen, daf C auf AD, oder in die Berldingevung von AD,
ober felbft innexhalb AED fiele.

IV. Stad) I. bilben die Seiten eined Vieledd — im Cin-
flang mit Fr. 7 I — nux die Grenzen der Figur, laufen
aber nid)t duvd) bie Flache der Figur hindurd).

Man fonn jedod) — w. a. durd) dhnliche Umtlappungen
toie in 111, vergl. 3. B. Fig. 64 bei Anffajjung der Strede
AB af8 Diagonale — aud) auf geometrijdie Gebilde fommen,
peren Seiten buvd) bie Flade Hindurdhlaufen, ober audy

andere ald die DLeiben Denadhbarten Seiten {dmeiden. So
foiirde man bon dem mittlern Siebened ABCDE] in Fig. 43
burd) fortgefetite Verjdhiebung der Ecpuntte C und J ju den
linfs und vedhtd jtehenden Gebilden gelangen, welde als
Aneinanderfiigung eined Vievedd und eined Dreiects, beziw.
jweier Bievede und eined Dreiectd aufgefaBt werben mogen.
o) vermwicelter wird die Geftalfung, wemn man in dex
vechtd ftehenden Beidhmung ben Puntt © {iber F hinausd nad
lints perjchobe. Bergl. aud) Fig. 108 bis 110 inFr. 106 IV.

V. DBou jedem Eckpuntte A eined n-efd8 ABCDEF, Fig. 42,
{offen fid) nur n—3 Diagonalen (Fr. 65 IIL) 3iehen, da
aufier A und jeinen beiben Nacdhbarn B umd F nur nod)
n—38 Gdpuntte vorhanden find.
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VI. Fiir die n-Cepuntte ded n-ecfd wiivben dabher n-mal
(n—3) Diagonalen mbglicd) fein, wenn dabei nidht jebe
sweimal borfime. Dedhalb Hat da3 n-ed nur }n(n—3)
Diagonalen.

Dag BVieved hat jomit § .4 .1 = 2 Diagonalen,
ossmted o b0 b -
A ETN e enk S/ RN MR S P o 1)

Biweifes Kapifel.
Das Dreted.

66. Worin Tounen jwei Figuren iibereinitinmmen?

1. Bivei Figuven fonmen nicht blof in Beyug auf ihre
®rofe, jondern aud) vitdjidtlih ihrer Geftalt iibereins
ftimmen, obex verfdyieden fein.

II. PBwei Dreiecte 1und iiberhaupt 3iwei Figuven, bejiv.
Qirper find an Geftalt und Grife glei) (fongruent =),
wenn jie fic) deden, bejw. zum Decen Dbringen lafjen. —
Bergl. 21 I. und III.

III. $Haben zivei Figuren oder Krper blof gleidhe Geftalt,
fo nenmt mon jie dhnlid) (~);

IV. haben fie blof gleiche Gripe, o heifien fie infhaltd-
gleid), ober furztveg gleid) (=).

67, Was gilt von fongruenten Figuven?

I. Jn zwei fongruenten Vielecen, alfo namentlid) aud
in ztvei fongruenten Drveiecen, miijfen alle Stitcde (D. {.
Seiten und Wintel) der Neihe nach fich decten und demnady
gleich fein.

II. Daber find in fongruenten Dreieden die Gegen:
feiten gleicher Winfel und bie Gegenwinfel gleicher Seiten
gleidy, 0. . biejenigen Seiten und Wintel, weldye begiehungd-
ieife gleichen Winkeln und gleidhen Seiten gegenitberlicgen.

III. Songruente Figuren, 3. B. Dreiecte, in gleicher Weife
aneinanbergefelt, geben fongruente Figuren.
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1V. Umgefehut {afjen jich fongruente Figuven in gleicher
LWeife in fongruente Teile zerlegen.

V. 3 ijt daber mtht notiwendig, bdie Kongrueny bon
mefr al8 dreijeitigen Figuven eingefend ju unterjudhen, ba
jidy biefelbe auf bie Kongrueny der Dretece ; suriictfiihren laft.

VI. Um bie Songruen jmcm Figuren (ober Kbrper)
darzuthun, braudjt man nicht immer die (‘ﬂmdl)ut aller
Winfel und Seiten nachzumeifen. Gtwas Ahnlides zeigte
fich fehon i Fr. 21 1. und IIL., Fr. 31 und 52.

VIL Bwei Dreiece®) 3. B. miifjen jhon fongruent fein,
wemn fie in 3wei Seiten und dem bon diefen ein=
gefdhloffenen Winfel fibereinjtimmen.

“mnq: man die beiden iibeveinftimmenden Winfel gt
Decen (Fr. 81) und forgt man bdafite, dafy die paartveife
gleichen Seiten auf denfelben Schentel fallen, jo miiffen diefe
jei “"citcupaﬂrc (Fr. 22 V.) jich decfen und wegen Fr. 22 TIL
.mcf bas Dritte Seitenpaar; Demmad) miiffen die Dreiece
fongruent fein (Fr. 66 IL.).

VIII. Gbenjo find umd) Br. 66 IL.) 3wei Dreiecde fon=
gruent, wenn fte in einex Seite und den beiden Winkeln
itbereinjtimmen, weldje an diefer Seite liegen.

Legt mon nimlid) die Dreiecte mlt \tn beiben iiberein=
ftimmenden Seiten auf einander (Fr. 22 V.), und war fo,
pafy bie Sdeitel der paareife gleidhen MWintel auf den nim=
{ichen Endpuntt zu liegen fommen, jo decfen fich Diefe beiden
Winfelpaare (Fr. 31), ihre andeven Schentel miljien fid)
paber paarweife Decfen und in demfelben Punfte jdyneiden
(Fr. 26); diefer Buntt ijt bex dritte Ecfpunit Heidex Dreiecte
und fepteve decken fid) alfo.

benennert, daf die Budiitaben

olgen; it 3. x“-;\i—-/—/—f\j
io idreibt man: £\ Ay B1C =2 A AsBoCs
\n L\ 2,

i(_.,
fe mit tleinen Bud)-
, fo bak 3 B. die Seite

Bergl, Fr. 64 II.
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68, Wie grof it dic Summe der drel Winfel cined Dreieds?

I DWexlingert man 3lvet Seiten OB und AB eined Drei-
efe ABC (Big. 44) itber ihren Sdnittpuntt B Hinausd nad
S und D und zieht man bmd] B eine Gerade NI jo, baf
Tle mit BE einen eben {o grofen Wintel einjchlieft, wie CA
mit AB, dafy aljo £ v = 2 A ift, bann find NF unb CA
parallel (Fr. 61 I. 1.). Nun famr aber die Gerade NF
zunichit weber mit BC, nod)

T D mit BA jufammenfallen,

R o mweil jie babei (qaqcuar 26)

oy die ifhr parallele AC fynei-

A N SR F ben miifite. Tviite fernmer
b \ bie unbegrenzte Gerade NF

bei B in Dad Dreied ABC

c A hinein, fo miite fie aud
g, 44, irgendiwo ivieder ausd dem:

felben herausfommen (Fr.

28 IV.); nun fann aber NF tveber bie ihr parallele Seite
AC {dmeiden (Fr. 26), nod) yum 3weiten NMale die vou ihr
fhon in B gejdynittenen Seiten AB und BC (Fr. 21 IL).
Demuad) fann NF nidyt in dbad Dreie loufen, aud) fann
Deghalb mebey \]’ nod) deven Berldngerung BF in den /. w

eintyeten mm 27 1IL.), ]mi‘mu fie muf mmunlk\ Der h\t\-‘n
Wintel EBC lmb DBA liegen, wie e3 Fig. 44 jeigt. LWeil
I n[m NF und CA parallel find, mup Lu=.0C ]un

oa fernter aud) /. w = /. B (Fr. 42 I1.) ijt mxb i —
Z A gemadyt wuvde, fo ift die Summe der drei E&S‘int‘c! A,
B und C fo grof tnie die Summe dex drei Winfel u, w und v,
b. §. = 2 9 (Fr. 84 IIL).

II. @5 betrigt alfo die Summe der drei Winfel eined
Drejects ftetd 180° oder 2 N.

69, Weldpe Folgerungen crgeben fidh aud Fr. 682

I. St in einem Dreiecfe die Summe zweier Winkel fo

grofy wie die Summe jiweier Wintel eined zweiten Dreieds,
fofinb bie britten Winfel der beidben Dreiece gleid) (Fr. 20 VIIL.).
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II. Stimmen 3wei Dreiede in einem Winfel iibevein, fo
ijt bie Summe der Leiden anbeven Winfel in Heiden Dreiecten
gleid) grofy (Fr. 20 VIIL).

111. i‘w\c Wintel eined Dreteds ijt Hohl (Fr. 35 1.)

IV. Die \SlllllilIL ﬂnuct (inneven) Winfel eined Dreiects
ift fleiner afd 180° 20 1IL.).

V. Lexlingert man eine Seite AB (Fig. 44) eined Drei-
eds ABC nad) E, fo entjteht 3wifdjen der Berlingerung BE
und ber anberen blillh denfelben Enbpuntt B gehenden Seite
BC ber Aupenwintel EBC.

Da nun diejer Aufenwintel EBC mit dem innern Wintel
CBA zujammen a‘[\a‘nfullé ]H“ ausmadht (Fr. 39 1V.), fo
mug £ EBC = £ A - 2 C fein (Fr. 20 V.), ober':

VL Jever Aupeniwintel gleidht der Summe der beiden
inneren 0)€JCllllPi]IIC{

VIL. Daber ijt jeder Aupentvintel grifer, ald jeder jeiner
innexen (chutwmfd.

VIII. ©ind die bret Winfel eined Dreieds unter {ich

gleid), jo ijt ]C“\el — D

IX. Bu Fr. 62 IV. 3. LGt fid) jebt nod) ergdnzend
bemerfen : wenn 3wei Gerade von einer dritten fo gejdynitten
Werden, daf die Summe Dbder inneren LWinfel von 180°
abweid)t, dann liegt der Sdnittpuntt jener Deiden Geraben
auf derjenigen Seite Dev dritten, wo die Summe der inneren
Wintel fleiner ald 180° ift.

70, Wieviel Nrten Dreiede gicht ed ciidfichtlich der Wintel?

I. Sn einemn Dreiecte fann nidit mehr al8 ein Winkel
ein vechter, bezw. ein ftumpfer jein, und ebenjowenig fann in
einem Dreiecte ein vechter und ein ftumpfer zugleid) vor-
fommen (Fr. 69 IV.), vielmehr miijjen tetd mwenigjtend zmwei
Wintel eines Dreieds fpif fein.

II. Dalber giebt e8 viidfichtlich Der Winfel nur drei Anten
Dreiecte :
pag redytwinfelige Dreted mit einem vedten IWinkel,
Dag ftumpfiwinfelige Dreied mit einem ftumpfen Winkel,
o8 fpiswintelige Dreiedt mit drei jpiben Winfeln.
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1L mrechtwinteligen Dreiect nennt man die bem vedjten
Wintel gegeniiberliegende Seite die Hypotenufe, die beiden
en rechten Winfel einjdhliefenden Seiten die Katheten.

71, Wad it nod iiber dic Winfel der reditwinfeligen und der
flumpfwinteligen Dreiede ju Demerfen?

I. Qm vedhtwinfeligen oder ftumpfwinteligen Dreiect ijt
per redyte oder ftumpfe TWinfel der grifte (Jv. 37 IIL.).

II. Sm vechtminfeligen Dreiect ift dev vechte Winfel gleidy
der (nad) Fv. 68 II. 90° betragenben) Summe bder Deiden
{piben.

1. Cin Drefec ijt vechtivinfelig, wenn der eine Wintel
Dedfelben gleid) ber Gumme bex beiden anbderen ift; Denm Dann
ift jener MWinfel die Hilfjte von 2 R (Fr. 68 1II.).

IV. ©imbd in einem rechtwinfeligen Dveie die Deiden
fpigen Winfel gleid, fo ift jeber = 45° = 1 N,

V. Madjen 3tvei Gerabe SF und KE (Fig. 45) jdhiefe
Wintel, fo fann die bon einem Puntte P der einen SF auf bie
andere KE Derabgelaffene Senfredyte PQ nur auf die Seite
pes fpigen Winfeld SFK fallen, weil fonjt bad Dreied PFQ
einen ftumpfen und einen vedhten Winfel Hoben miifite, was
aber Fr. 70 L toiderfpridpe.

\

.
o

\ U % 9
N\
\ |
S \ :
st = !a;', Lottt 10 Pie i (M8 b, ;.‘S‘
K @ Fad L
Tig. 43 Hig. 4

VI. Die Novmalen auf den Schenteln eined Hohlen Wintels
fehneiden fich ftet3 (Fr. 62 1V.), und 3war unter einem ebenfo
grofien Wintel ald die Schentel jelbit.

Jit niamlic) der Hohle Winfel ein vedyter, wie QSV in
Tig. 46, und ift UQ _L 8Q, UV _L 8V, jo ijt UQ // 8V
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(Fr. 62 11 3.), und dedhalh fdhneiden jih VU und UQ
(Fr. 60 11.), und 3war unter einem vechten Winfel QUV
(Fr. 62 V.).

Wiive dagegen der hohle Wintel ein fdhiefer, fo ift ent=
tweder er felbit, oder fein Nebenwintel ein fpiker, 3 B. w in
Big. 475 ervidhtet man nun tm Punfte E ded Sdjentels BC
eine Genfrechte BZ, o mufy diefe die Gerabe DBN, in weldher
der andere ©djentel (entweber BD, ober BN) ez Hofhlen
Winfeld liegt, in einem von B aud nac) D hin liegenbden
Puntte F jdneiden (Fr. 69 IX.), und dabei ift L EFB =
DEM fjpif; ervichtet man Daber in einem bon F aqud nach D,

e e /x
|

D A ». N
b 3K,

oder nac) N fin {iegenden LPuntte A, ober K ber Geraben DN
eine Senfrechte AM oder KL, jo muf dieje die auf BC fent:
redhte EF in M, oder in L jdjneiden (Fr. 62 IV, 3.), und
dabet ftimmen bie Dreiecfe MAF und LKF mit dem /A BEF
in dem Winfel bei F und in dem ved)ten Winfel (bei A, K, E)
itberein, wedhalb die {pien Wintel v, u und w (Fr. 69 L)
und aud) deven ftumpfe Nebentwinfel (Fr. 39 1) unter fich
gleiche Grife haben,

Liegt der Sduittpuntt der Normalen KL mit BZ im
Winfelvoume bon w, fo ift der gegen w hin gefehrte Schnitt
winfel (wiein Fig. 47 der L KLZ)=180°—w (Fr.391IV.).

3 liefe fid) aud Fr. 72 III. Berleiten.
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72, Wie geof ijt die Winfeljumne ded Vicledd?

I. ®aé n-ef ABCDEFR
{aft fich nach Fig. 48 ausd
n—2 von aufen, ober innen
aneinandergelegten Dreiecen,
bie paarteife eime gange
©eite gemein haben, zu=
fammenjegen und aud) wie-
der in n—2 foldhe Dreiecte
dig. 48, zerlegen.

IL. iigt man an bie Seife AB ober CD eined Bieleds
ABCDEF ($ig. 49) nad) innen, ober aufien ein Dreiect ASE,
ober CQD an, dejfen Seiten weiter feine n-ectdjeite jhneiden,
aud) nicht die Lerlinge-
rung einer folchen Dbilben,
pber zum Feil auf ihv
[iegen, und nimmt man
bie Seiten AB, bezv.CD
bann Dinweg, fo wiidhit
bie Seitenzahl um 1.

Beim Anfitgen nad
aufen widit die Wintel:
fumme ded Bieleds um

dig. 49. A YL Q=
180° (Pr. 68 IL).

Sm anbern Falle vermindert fid) die Winteljumme um
Zou - £ v und vermehrt fid) gleidzeitig um den iiber-
frumpfen Winfel (8360° — w) bet S, widjt alfo iiberhaupt
um (?‘.(i{'.lof\\’] —y—v==360"—(w-|u- V)= 360°
— 180° = 180°. ;

3n jebem bex beiden Fialle wid)jt alfo die Winteljumme
um 2 R, wenn die Seitengahl um 1 wadit.

III. Daber betriigt in Fortjebung bon Fr. 68 I Ddie
Winteljumme:

i




3 Dreied, 61

| r. 72—18 Pa
im Bieved 2.20 =4%8,
= Fiinfect 3.2 = 6N,
- SedyBed 4. 2R =R
T = n-ect (—2) 2% = (2n—4) &

1V. Dad n-ect fann Hocdhftend n—3 iiheritunmfc Tintel
Lo pber einfpringende Ecen f)ahcn (Fr. 72 IIL.); benn n—2
b i iiberftumpfe Winkel witrden ja {djon mehr a8 (n—2)2%
' betvagen (Fr. 85 L).
V. ©teben )nlu Geiten UV und QS, Fig. 50, eined
; Bievectd UVSQ ouf der dritten Seite VS Tenfm[)t fo betriigt
1 bie Summe der Deiden Winfel U und Q

]
bo ait Der vierten Seite UQ 2 R (IL). L
Qegt man nun bad Bieved auf VS um, de oot

fo fallt SQ auf VU (Jr. 39 IIL, 31). ‘F

Xt dbann noch Q = N, fo ijt aud Gy |
U = R, und beim Umlegen nmf, Q auf l
U ml[ut denn fiele Q nad) Qq, fo mitfte 1L g
0 widi £ U=%R (Fr.72111) md £ UQX
1 — N (Fr. 87 1) fein, wad Fr. 70 L Fig. 0.

0 nd iberfpricht. D 11]&1

‘ VI. find in einem Biered mit drei redhten Winteln V, S
efé 1 | und Q je 3wwei einander gegenitberfiegende Seiten nidht blof
1 paxallel (Fr. 62 II. 8.), fondern audy gleid) (V.).

VIL Sit umigefehet bei /£ V=R = 2L 8 aud) UV
— S, fo decen fid) U und Q beim Umlegen auf VS, und
e8 ift nicht mux /U = £ Q = R (IIL.), fondern e8 find
weiter nac) VI. aud) die Gegenfeiten panriveife parallel und
gleid).

73. Qit buedy dic Gleichfeit, oder Ungleidiheit jweier Winkel,
Jolfumme i!t;lu: :fitra; cined Dreiedd aud) dic Gileidhheit, oder Ungleidheit
der Gegenfeiten, bestw. der Gegenwinfel dexjelben bedingt?

[ I. Halbiert manindem A ABC (Fig. 51 ©.62), in welchem
A = Z C fei, bent Wintel an dex Spite B, madt man
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alfo £ m=Z n, foitand) £ p= . q @r 691);
demnad) {timmen die beiden Dreiede ABD und CBD in der
Geite BD (Fr. 20 1.) und Dden beiden anliegenden Winteln
iiberein, find afjo fongvuent (Fv. 67 VIIL), und dedhalb ijt
AB = (B (3. 67 IL).

Die Gleihheit der Winfel A und C bedingt alfo die
®leichfeit ifrer Gegenfeiten CB und AB.

II. Halbiert man in dem A ABC (Fig. 51), in weldjem
AB=CB fei, den Wintel an der Spige B, fo jtimmen, weil
aud) BD=BD ift (Fr. 20 1.), die beiden Dreiecte ABD und
OBD in ben Winfeln m und n und deven einjdjlicfienden
Geiten iiberein, {ind alfo fongruent (Fr. 67 VIL), und bes-

Dalb ift aud) 2~ A = £ C© (Fr. 67 IL).
C
;\..Er' ;'[ .‘\
/\ i\
_-J:r(‘?ltl ;‘. "\
R [y .2
/ ¥ //’15’
1 A\ / /
,,,,,,,,, £ i_ A L Nae buf /e
s ¥4 /
;'/ kY
A
Big. bl. ig. 562,

Die Gleichheit der Seiten AB und CB 3ieht pemmnad die
Gleidyheit ihrer Gegentwintel ¢ und A nad) jid.

‘lll_. Jit in Fig. 52 CA > CB, fo fann man von C ausd
auf CA ein Gtitd CE abjdyneiden, weldhed OB gleicht; 3ieht

man dann die Strede BE, fo ift /. x — /. y (I1.). Weil
ferner /£ CBA > Z x ift (§v. 20 IIL), fo muf aud

B fein, und da wieder Ly > £ A it

A :
(.69 VIL), foift um jo mehr 2 B> /£ A(Hr.20 VIL).




Fr. 13 ) 63
Der griif;cmt Seite AC = b eined Dreiectd fteht alfo

aud) dex grofere Wintel B gegenitber.

IV. Sind zwei Winfel B und C eined Dreieds ABC
imgleidh, fo ift bie dem gudfeven ./ B gegenitberliegende
Geite AC = b grifer ald die Gegenfeite AB = ¢ De3
fleineven Winfeld (

3 muf; offenbar entweder b = ¢, oder b > ¢, over
b < ¢ fein.

¢ fein (IL.); odre

Wire b = ¢, jo miiite . B =
b < ¢, fo wive aud) £ B < £ € (XIL); da aber beided
per Voraudfepung (L B => 2L C) widerfpricyt, jo mufp
b > ¢ fein.

V. $albiert man ben £ B (Fig. 53) eined A ABC,

weldem BC > BA ijt, ‘nmh bie Gerade BX, fo Mme \
BX in N bie Seite AC fo, daff NC > A\‘\ ut. Bergl.
or. 148 IV.
Der Winfel BNC ift ein Tunuufcr (Fr. 39 VIL), weil
/. BAN > / BCN (IIL.)
ZBAN -} Lm > ,_15{_'-.\ -, 2L (Bor. u, Fr.20 IX.)
~ BNC > £ BNA | (3. 69 VL).

Erridtet man nun in N auf
BX eine @enfredjte FK, 10
fchneidet D Wu‘]v{hxbtx‘-@tto.hlenlﬁ' :
und BA in F und K jo, daff F : \ E

]

innerhalb BC, K auferhalb BA y .
liegt. ;’,'LCItumhbm.inm., purd) / N s AR
I unb K jivei bmo len FY ALK
und KZ 3u BX, fo jdneiden i :/ !
biefe die erade CA in U /.{ X
und V; Dabei [liegt U inner- ¢y i

halb CN, V auBerhalb NA, /
benn e3 find ja 4 NFY und
/. NKZ rehte (nad) Sonjtr. und Fr. 62 V.), dagegen
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Z CFN ftumpf (Fr. 69 VIL) und / BEN fpis (Fr.701.).
Deshalb ift weitex :
/A BNF 22 A BNK (@r. 67 VIIL)
FN = NE ($r. 67 IL.)
L NFY = R = / NKZ (Ronftr.u. Fr.62V.)
ZFNU = / KNV (3. 42 I.)
AFNU 22 A KNV (§r. 67 VIIL)
NU = NV (Br. 67 I.)
NC > NU (§r. 20 IIL); NV > NA (§r. 20 IIL)
SR NO =S NA (. 20 IV VI

VL. albiext man in dem A ABC, Fig. 53, in weldhem
BC —> BA ijt, bie eite AC, fo fann nady V. die vom
Halbierungdpuntte H nad) B gejogene Gerade HB Dden
Linfel B nicht halbieren, und famn ferner

VIL bdie Mitte einer ziwijdjen BC und BA normal jur
Winfelhalbierenden BX gejogenen Strede FK nicht in Der
®eraben HB [iegen,

VIIL enbdl ILI) aber fann die Gerade HB nad) VI. und
&r. 81 bie auf ihr 3wifhen BC und BA ervichteten Nor-
malen nidyt fn[[aeun €3 toiirde ja bied nad) Fr. 67 VIIL
Dedingen, bafp £ HBC = 2 HBA wire.

T4, Welhe Folgerungen evqeben fid) aud Fr. 732

I Jm gleidyjdhenteligen Dreiect (Fr. 64 IIL) find die
Wintel an der Grundieite gleich (Fv. 73 IL).

IL. Deshald jind aud) die Yupenmwinfel an der Grimd-
feite AC Ded gleichjchentfeligen '"\‘ra*i.rcrt-é ABC (g, 51)
einander gleidh) (Fr.891); Lu= Lv=Lx= Ly.

IIT. Wegen Fr. 69 IV. jind bdie beiden qfucfjcu Winfe!
an der Grunbfeite des gleihjchenteligen Dretectd fpih, die
Aupemintel an der Grundieite aber ftumpf (Fr. 39 IV.).

IV. Jijt ein gleichichenteliges Dreiect rechtwintelig, jo mifit
jeder Winfel an Der Grundieite 45° (Fr. 68). — Bergl.
&r. 71 IV,
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V. Jm gleidyjeitigen Dreiedt (Fr. 64 IIL.) folgt ausg der
®leichheit der Seiten a="b und b=c, dafy Winfel A =B
und B = C; daberift LA = £ B= £ (§r.20V.),
und jeder Winfel ift = 60° = 2 N (Fr. 69 VIIL.)

VI. Die Gegenfeiten zweier gleichen Winfel desfelben
Dreiedd find gleid) (Fv. 73 L), das Dreie alfo gleid)-
{henfelig; ift aber

VIL. da3 Dreiedt gleidywintelig, fo ijt e3 wegen Fr.73 1,
und Jr. 20 V., aud) gleichfeitig.

VIIL - Aus Fv. 73 IV. folgt wegen Fv. 71 L, dafp im
recjtwinfeligen und im ftumpfiinfeligen Dreiect die dem
red)ten oder ftumpfen Winfel gegeniiberliegende Seite die
grifte Seite ded Dreiects ift. Desdhalb ift audh

IX. bdie bon einem Punfte P (Fig. 54) auf eine nicht
durd) P gefende Gerade G Gerabgefillte Sentredyte PN fiivzer
al5 jede bon diefem Puntte P nady einem beliebigen Puntte ¢
in diefer Gevaden G gejogene Strede PC.

Dieje Senfredyte PN Deifit dex Abftand oder die Gnt-
fernung ded Punfted P von der Gerabden G.

X. Die bon einem Punfte P (Fig. 54) nadh berjdyiedenen,
in einer nidht durd) P gefenden Geraden G liegenben Punften
C, F, K 2. gesogenen Streden PC, PF, PK . mwerben
(wegen VIIL) um fo [dnger, je teiter diefe Punfte ¢, F,
K . bom Fufpuntte N der von P auf ¢ Devabgefillten
Centredjten PN abjtehen. Die Wintel PCF, PFK 1. find
nimlicy ftumpf (Fr. 69 VIL). da ja

£ PNL = 90°.

3 3, Aujl.

Bebide, Geom
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Qiigen die Punfte, wie F' und D, auf verjcyiedenen Seiten
von N, o Happe man die Ebene um NP um.

Umgetehrt vitcft F um fo weitev bon N hinweg, je grofer
PF wird.

XI. Gind die beiden Punite C und D (Fig. 54) einer
®eraden G gleid) weit entfernt von bem Fufpunfte N ber
pon einent Punfte P auj G gefillten Senfrechten PN, jo
jtehen D und C aud) vbon P gleich mweit ab. Die beiben Drei-
ecfe PNC und PND jtimmen ja in den vechten LWinfeln
(Fr. 39 111.) bei N und deren einjchliependen Seiten iibevein,
find affo fongruent (Fr. 67 VIL), und deshald ijt CP=DP
(Fr. 67 IL.).

X1 udh jeder andere Puntt, 3.B. Q, in NP und feiner
Berlingerung ift gleichieit von D und C entfernt.

XIIL tad) X. und XI. lofjen fich von jebem Puntte P
in der auf G fenfrechten Geraden PN (Fig. 54) nicyt mehr
al8 zwei unter fid) gleidhe Streen nach dev Geravden G
jiehen.

Bwei gleidhe Streden, 3. B. PD und PC, liegen auj ber-
idhiedenen Seiten bon PN; D und C haben gleichen Abjtand
bon N.

XIV. Qm gleidjjdjentligen Dreiede DPC, Jig. 54, iit
nad) X. jede Gtvece, weldje von dber Spife P nady einem
Runfte der Gurundieite CD gejogen wird, Heiner ald die
©djentel DP und CP,

XV. und jede Strede PF nad) einem Punfte F in der
Rerlingerung der Grundieite CD griBer ald DP und CP.

X VI Sebex PunttS (Fig.55)
aufserfhalb der von bem Puntte

S | p A !

T P auf bie Gerade G herab-

g gefidllten Senfredhten PN Dat

Lo '\“* 5 ungleiche Entfermumg von zwei

o L7 3 ~._ in G liegenden und von N
£ = g 3 : i i

C A & gleichmweit abftehenden Punften

¥ig. 65. D und C.
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SD (ober SC) muf nimlic) nad) Fr. 28 L. die Senfrechte
NP in Q {dneiden; zieht man nun nod) die Strede QC,
jo ijt:
DQ = CQ (XI.)
£ QCD = £QDC (3.
£ 86D = £ QD (‘51‘ ﬂu m )
£ 8CD > £.QDC (8 .. 20 VI.)
SD > 8C (§r.73 IV ol
XVIL Dafer muf jeder ‘bllnft Q (Fig. 55), weldher von
den beiden ¢ ~ml{tcu D und C ber Geraben G gleidhiveit ent:
fernt ift, in dev Gevaden NP liegen, weldje in der Mitte N
aijden D und C auf G fentvecht fteht; wenn nimlid) Q
aufier PN [ige, fo fonnte nad) XVL nicht QC=QD fein.
fiivger fpricht man diefen Sah fo aud: Die Sent:
vechte PN ift ber geometrifdhe Oxt eined bon den Puntten
D und C gleidymeit entfernten Puntted *).
XVIIL Fillt man von einem Punfte T (Fig. 56)
per Halbierungslinie BX eined (hohlen) Winfels ABC
Senfredhte TU und TV auf

die Winfeljdentel AB und A_—

BC und flappt man den |2

/£ yum BT auf den /_ x, O

11}11;1]!_1‘11}1[} [1CI’D}‘ bgc_f_cu B~ 7 X

(§v.81). DammTauffi) <F—— | © =

jelbit liegen geblicben ift, fo <o il

miiffen auch TV und TU fich P I N

pecfen (Fr. 57 1V.); Des- f';j-f-"_?

halb ijt aljo aud) P
BU = BV unb ebenjo Sk e

TV = TU (§r.221V.),
0. b. jever Punft T ber Halbierungslinie BX ift von den
Sdjenteln AB und CB gleidyiveit entfernt (vergl. IX.).

*) Bergl. Fr. 184 IV. — {iber andexre gﬂ‘mch‘i\'f‘- Orter vergleidie XX.,
§r. 96 IX., §r. 108 XIII., Qr. 188 VIIL, Sr. 148 VII.,
Sr. 166 X und XL, S, 170 XL, $v. 206 1L, Sr, 240 IV,

R
b
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XIX. $allt man Yon dem nidht in der Halbierungslinie BX
(Fig. 56) gelegenen Punfte S ded hohlen Winkel3 ABC die
Senfredhten SU und SZ auf die Schenfel AB und CB, o
ird die eine Senfrechte SU Die Halbierungdlinie BX in T
jchneiden (Fr. 28 L.). Bieht man mun TV L BC, dann UV
and 8V, Jo it UT = VT (XVALS AT — =
($r. 73 IL), £ TVU < £ SVU (Br. 20 1IL), Ddafer
/ TUV < £.8VU (§r.201V.) und SU > 8V (Jr.731IV.);
ba aber 2 SZV = 90° gemad)t wurde, muf SV = SZ jein
(VIIL) und Deghalb SU > SZ (Br. 20 VIL),

9. §. jeber Punft 8 auperhalb ber Halbierungsfinie BX
ift von ben Schenteln AB und BC ungleichweit entfernt.

XX. Daber ijt die Halbierungslinie BX (Fig. 56) des
foflen Tinfeld B ber geometrijdje Ort eined innerfalb
B iicgtubun und von den Schenfeln AB und CB gleidyeit
entfernten Puntted T,

XXI. Dagegen legt jeber innerhalb B gelegene Punit §
auferhalb der Halbiexungdlinie BX bed hoblen Winkeld B,
fobald er bon dem einen Schentel weiter entfernt liegt, al8
pon Dem anderi.

XXIL Welche Ymberung in X VIIL bid XXI. wird nitig,

toenn B > 180° ijt?
= 5. Wad it vom jynume:
2 trijdjen Dreted zu bemerlen?
B I. Die Shmmetrieaxe XX
A (Fr. 641V.) eined jymmetriz
/mm jchen Dreiecd ABC, Big. 57,

fann nur durd) einen G-
punft B laufen.

1. Sm {ymmetrijden
Dreiedfe ABC, Fig. 57, werde
bie von ber Spmmetrieaye
 gefdnittene Seite AC Ddie

x N @runbdjeite ober Bafis,
ig. 67 ihr Gegenivinfel die Spibe,
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bie andeven Heiden Seiten AB und OB die S djentel genannt;
die 3wifden Spibe und Bafis gelegene Strede CD Ddex
@ymmetrieaxe heife Symmetriejtrede. Bergl. Fr. 64111
III. Da A BDC beim Hml[appm p08 /\ BDA Dect
(Fr. 64 1V.), fo ift BA=BC, b.§. dad nmmetmc[t Dreiedt
ift entiveder gleichjchentelig, ubu gleichieitiq (Fr. 64 III.)
wu ihm gelten daber bie Siipe in Fr. 74 L. bid VIL.,
XIV. und XV.
IV. Bugleid) ift L m =
A p=——=r
und AD=C(D;
D. . die Symmetrieaze XX Halbiert Den Winfel B an Dex
©pie, halbiert die Grundieite AC und fteht auf dev Grund-
ite fenfrecht.
Daber gelten vom fymmetrijden Dreiede aud) die Sibe
in §r. 74 X. big XIIL., XVI. bigd XXI. Bergl. Fr. 73 V.
V. Dad gleichichenfelige Dreiect ift jhmmetrifch ¢ qucn
m Hal bmmn slinie Des Winteld an der Spise (Fr. 7311.),
pas gleichieitige gegen die Halbierungslinie jeded Winfels.
I

1

]

VI. 3n dem fymmetcijdjen Dreiecte fallen jujommen:
1. bie Halbierungslinie bed Winfel3 B an ber Spibe;
2. bie Senfrechte bon der ©pige B auf bie Grund-
feite AQ:
3. bie in ber Mitte D ber Grundjeite ouf diefer
ervidytete Senfredhte;
4. die durch bie Spite B und die Mitte dexr Grund-
jeite gezogene Gerabde.
VIL. Cin Dretect ABC, Fig. 57, ift {ymmetrijd) gegen XX
1. entt A= 2 n iz ==rrs =
2. wenn AD = CD und BD _L AC;
3. went A mi= Zn unb AR — G,
Der Betveid zu 1. und 2. fhist fid) auf Fr. 67 VIL
und VIIL, bder zu 3. auf V. in Berbindbung mit Fv. 73 VL.
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76. Welde Begichungenw bejtehen swijdien den Seiten ded
Dreieds?

I. Sn jebem Dreied ift die Summe a-}-b jweier
Seiten grifer ald die dritte Seite c.

Berlingert man die Seite AC =1 (Fig 58) um ein Stitd
(D = CB = a und 3ieht DB, fo ift £ CBD = £ CDB
(Fr. 74 1.); da mm £ ABD > 2 CBD (Fr. 20 IIL.), fo
iftaud) /. ABD > / CDB (§r.201V.), dehalb AD > AB
(Br. 78 IV.) ober a-}-b>¢ (Fr. 20 IL.).

II. Sn jedem Dreied ift die Differens b — a jweier
Seiten feiner ald die Dritte Seite c.

Cf\
A A / o
e y
e ‘.\-% '/y _____ '3{4\
/ N L5 /B
/ /
a J-‘
' N ba se
I S
Bl { ,’/
=X ‘a
;\\i ,\fq.
Zrigt man auf der (gripern) Seite CA = b (Fig. 59)

bon C aub ein Stiidd CE=CB=a ab und zieht man bdie
Gtrede BE, fo ift /£ z > 90° (Fr. 74 1IL) und destvegen
EA<ZAB (. 74 VIIL) ober b — a << ¢ (Fr. 20 IL).
7. Weldye Folgerungen lofjen fidh oud Fr. 76 zichen?
I. 3n Fig. 60 muf nad) Fr. 76 1. der Reihe nad)
CD-+DA>CA
DE - EA > DA 1. fein.
Daber ift aud)
AB<ZBC-CA
AB<ZBC-}-CD-DA
AB<_BC-}-CD-}-DE-EA .,
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b. 5. Die Stredfe AB ijt fitvzer ald jebe ziwijden Dden
PBunften A und B gezogene gebrodene Linie,

Nuch tvenn die ge-
brodjene Linie, 3 B.
BEMA in Fig. 61, bie
Strefe AB (dyneidet,
Dt der Sap I. nidht
auj u geften, ba

BE - EF > BF

FM-MA >>FA.

©elbjt wenn Ddie ge-
brodhene Linie nidht in

ginet und  Derjelben St
: : : , c L/
Gbene liegt, gilt Der 7
©af 1. nod), da dann "'\E'//U

in Fig. 60 nur jeded ; ‘
Der auf einander jolgen= 5 4 e

den Qre@u‘fc ABRE ST I e,
ACD 2¢. m emer an- sv//
. 7l

pern Ebene liegt.

T SR e ok o 6 2 S kg
fhmiegt fjid) Die ge- S
byqﬁjmc Qinie ADCEB ¢k !
eit melhr an Die T =D
jwifen A und B @/ e S

gezogene frumme Linte 7, Sy
AFDKCLENB an, afs8  pV
die gebrodhene ACB.

©ept moan daher dad

in Fig. 62 angebeutete BVerjahren weiter fort, fo wird man
eine fih) um fo genauer an die frumme Linie anfdymiegenbde
gebrochene erhaltern, je melhr Bwifdenpuntte man in dex
frummen wahlt; um fo weniger werden fid) aud) die ein-
selnen Teile der frummen in ihrer Ltnge bon den eimgelnen
Gtreden der gebrodjenen unterjdyeiden, und wie bie gebrodjene,
fo witd aud) die frumme grifer fein ald die Strede AB.

Big. 62.
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III. Die Strecte AB ift aljo die fmaef e Linie yiwifden
ben zwei Punften A und B. Bergl. Fr. 22 VIIL

Iv. Bieht man von einem Punfte D (Fig. 63) inner=
halb eined Dreiedd ABC Stveden DA und DB nad)
ben Enbpunfien einer Seite AD,
fo ift

(IVa) Dbdie Summe biejer
Strecten fleiner ald die Summe
ber Dbeiben anberen Dveiectdfeiten,

(IVb) erjtexe jchliefien aber
einen grifern Winfel ein af3

Hig. 62.

lepteve.
Berlangert man ndmlich BD, bi8 fie AC in I jdhneidet,
it Lm>Lv ud L v > L C (§r. 69 VIL),
£ m >/ 0 (Fr. 20 VIL).

Weiter it

EC—CB>EB (Jr.76 1)

(AE + EC) - CB > AE 1— EB (Fr. 201X.)

AC —-!=— CB > AE ——-ED—- DB (Fr. 2011)
(AE-ED)--DB > AD— DB (&r.76 I. und §r.201X,)
2 \1'4( B> AD-}DB (Fr. 20 VIL).

V. it bab \t == \l> 0. f). liegen C und D im Keife
um A, — BD fein.
Anm, A Lint i
oeldje voit
bie Verjdiedenheit d
weiter ber it D mu C

jchent gwei Geraden,
1, aljo aud
net wird, je
vent Gervaden jujammenlanfen,
ihe Entfernung von AB,
wernt find fie pavallel,
5 IV,

\I. Sieht man von

um jo f

o mh bie Mt (l

1'{\_\ .o cinem im AuBenwintel
~¥ _~ \ CBL (ig. 64) bes

S Winfels B eined Drei

T 15~ edfd ABC (aber nidyt
e B s 1 imSdyeitelwinfel bon C)

Al

A
g, 64, gelegenent  Punfte F
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Streden FA und FB nad) den Cnbpuntten der Seite AR,
fo mufy die eine Strece FA Ddie eine Seite CB in V jdyneiden
(Fr. 28 I.). Dabei ijt die Summe bdiefer fid) jdneidendern
Strede und CSeite grofer ald die Summe der fid) nidyt
{chneibenden;  denn ed ift:
AC < AV -+ V(; 11‘<1\ —|—\b (Sr. 76 L)
AC - «/\\ FVF -~ VC - BV (3r. 20 X.)
AC - = _\L‘+I C ($r. 20 II)

VII, :\f. n[\u AC = AF, b. . liegen C und F im

Rreife um A, jo muf wegen V E.
BF < BC
fein.

\‘[H T\T_t pabei AC = BC, fo ift BF < AF (VL).
Bergl.. Fr. 74 XVI.

IX. Da [)u fann in V. nidt

AC = AD = BC = BD,
und in VIL nidt

AC = AF = BF = BC
fein.

X. Jn verwandter Weife wie in IV, lifit fid) aud) der
nil’m‘mcimu ©afy Deweifen, daf bex J.Imiﬂng eined Bielecs
mit {auter Hohlen Winteln Heiner ijt, ald Der Umfang eined
dadjelbe ‘mm[ iefenden Bielects.

XI. Daf die Sipe IV., VL. umd IX. nidht zu gelten auf-
fiven, wenn dex Puntt D, E\v;,m, F in die @eite BC viict und
beibe fic[) in V Degegnen, ift aus

. 76 1. leiht nachzumweifen. ]
18, Suwelder Weije tudert jid) VAIRN
/ \
el A wnh! besw, eine Seite cined SN
Dreieds junleid) mif feiner Gegen= ik
feite und ihrem Gegenwindel? i “-\

1. Qegt man die et Drei= 5 N
efe AB,C und AB.,C (Fig.65), B | Sp
: BN
in denen AC = AC und AB, \‘.’\:/'/ ’
AR aber A B NG s

Z B,AC ift, mit ben gleichen
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Ceiten AC an einander, fo fallt die Halbievungslinie AD des
TWinkel3 B,AB,*) 3wijhen AB, und AC und fdjneidet die
Seite B,C etwa in D (Fr. 28 IIL und Fr. 26), Jieht
man nun nod) DB,, fo ﬁt
/\ BAD 22 A B.AD (§r. 67 VIL)

B.D = B.D (or Bl

B,C — B.D -+ DC = B.D - DC (3. 20 I und IV.)
B,D -~ DC > B,C (()L 76 L)

B,C = B,C (Fr. 20 IV.).

II. Qaft man afjo in einem Dreiee ABC (Fig. 66)
3tei Seiten AC und AB ungednbert, fo widyst die dritte
Seite CB mit dem
bon  jemen  Deiden
Geiten eingejdlofjes
nen Wintel A. Bergl.
L. 77 V. und VIL

I, @timmen

AT el Dreiece in ziwe
i Seiten (a, =2, und
b, = b,) itberein, b frend bie dritten Seiten ungleid) find

(¢, = c.), jo fonnen ‘mcvon jenen Seitenpaaren etngefchlofjener
Rintel (‘; und ¢, nidyt qlmd) fein, weil fonft die Dreiede

fongruent viven fm 67 VIL) und ¢, = ¢, jein miifte.
Ebhenjovenig farm C, < €, iun weil ] Ja damn aud) ¢, <.
fein miifste (IL.) aln fonm mur €, > (, jein, und

IV. bmmmtl} mudut in Fig. 66 bei ungednderter Linge
Der Seiten AC und AB Der Winfel A mit der dritten Seite BC.

V. ©timmen 3wei Dreiecte in einer Seite a und einerm
ibr anliegenden Winfel C fiberein, fo wichst audy dev jiweite

*) Die Veweisfithrung in L. dndert fid) weber, tvenn _ B,AB, flad), ober
{ibetftamypf wird, nod) wenn C in B,B,, ober im Trefed B;AB, liegt.

Fithrt man da en 2 dent Beweis ju 1T, ebenfalls unmittelbay mit Fig. 65
(auf Grmd von Fr. 73 IIL und Fr, 67 VIL, indem 1 BB, zieht und vou
bem gudfern 1,13‘1\: ben / BB,D = / B.B,C abidneidet), jo madt
bie erwifinte Grofen= und Lagenverjchicdenfeit eine Heime Abhnderung in der
Beweisfithrung nbtig, fofern man nidht (In Fig. 65) AC > AB vorausfept.
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biefer Seite a anfiegende Winfel B, wenn feine Gegenfeite b
widyst, und umgetehrt. Fig. 59 vermag bdied unmittelbar
anjchaulid) zu madjen.

79. Durd) welde Stitde it ein Dreied bejtimmt ?

. Gin Dreiet ift beftimmt, mwenn man von ifm
fo viel Stiicte (d. ). Wintel und Seiten) fermt, daB fidh
aud ifnen blof ein Dreied geidhmen [lift.

II. Durdjein Stiic
ift ein Dreiect noch nicht r
Iﬁ'e]’timl;llt,_wcbcr durch h\ 7 /,/ \‘C
einen Winfel, nod) durdh | \/ \
eine Seite. > e b \‘

Sn Fig. 67 ftimmen ————-== i)
die Dreiedfe AVB, ACB, e =
AFB in ber Geite AB, e
in Fig. 68 die Dreiecte B
AB,C,, AB,Cs, AB,C, 1. Bs
in bem Winfel A iiber- &1
ein, find aber trofdem A e
an Grife und Geftalt Cs C2 ¢r A
berjdieden. i, (68,

L. Auch 3wei Stiicfe rveihen zur Beftimmung eined
Dreiectd nidyt aud. Denn:

2,

\

// / PR
]:, X = / ‘

X ol D

Tig. 69.

G

1. in Fig. 69 {timmen die Dreiefe DPN, DPC, DPF
in der &eite DP und dem anliegenden Wintel D
iibevein ;
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2 in Fig. 70 enthalten Ddie Dreiede ACB,, ACB,
ACB, jwei gleidje Seiten AC und AB, = AB,
— 2 B
Fig. 7 |
3. in Fig. 71, wo A,C, [/ AsCy j/ AsCy, find nady
%r. 62 L nidyt blop 3wei, fondern jogar alle drei
Rinfel der Dreiecte A, BC,, A,BC,, A;BC, gegen=
feitig gleichgrof, wihrend in jedem Diefer Falle die
Dreiecte an Geftalt, oder an Grife, ober an Geftalt
und Grife verfdieden jind. Endlid)
o~
Azl 7
4 \\\%
\\“ Az ( ‘| 7 J\
S Az s
/'/ P F‘\’T f// \ |
/ / 5 | / L
AER AR e &
3 C2 Cr S
——

|, [affenn fich auch dibex eimer gegebenen @eite BC

5ig. 71, Big. 72.

(Fig. 72) beliebig viele Dreiecte BA,C, BA,C, BAC
seichnen, in denen ber Gegenvinfel A,—A,=A; der
Ceite BC bie ndmlide Grife A Hat; denn man
braudjt (wegen Fr. 68 11) dagu mur L CAB +
£ BA,C = £ OAB - £ BA,C = £ CAB
L /£ BA = 180° — A ju madjen. Bergl. |
3r. 98 IIL \
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Iv. Uuch die fitv ein Dreied gegebenen drei Winkel
Beftimmen, wie Fig. 71 zeigt (vergl IIL. 8.), dad Dreiect
nod nicht, fel6ft wenn fie der in Fr. 68 IL enthaltenen
PBedingung geniigen; eben Ddiefer Bedingung wegen find ja
die drei Wintel nidht unabhdngig von einander.

V. Durd) die drei Seiten ift a3 Dreied Dejtimmt;
benn in jwei Dreiecten, weldhe in den drei Seiten iibevein-
ftimmen, miifjen aucy die Winfel dev Reife nad) gleich grof
fein, weil jonft die Seiten verdieden fein mitften (Fr. 78 IL.).

Aus drei gegebenen Seiten [ft fich aber nur dann ein
Dreiect zeichnen, wenn die Bebingingen in Fr. 76 exfiillt find.

VI. Aud Fr. 67 VIL folgt, daf 3wei Seiten und der
eingefdloffene Wintel dad Dreiec Deftimmen.

VIL Auc) ywei Winfel und eine Seite bejtimmen
bas Dreiet. Denn find in wei Dreiecen jwet Winfel haar-
weife gleich, fo find e8 wegen Fr. 69 L aud) die Dritten
Winfel; aud Fr. 67 VIIL ergiebt {id) daber ftetd die Kon-
grueny der Dreiecte.

e
Z,' X

(A A1
VIIL. Sind ju einem Dreied ein Winfel ZAB = A

(Big. 73), eine diefem Winlel anliegenbe Seite AB=¢c
und defjen Gegenfeite a gegeben, jo ijt Junddhit su unter
jcheiden, ob a grifer, gleid), ober Heiner ift al8 die bon B
auf A7 gefillte Senfrechte BD = h.
1. St a <7 h, fo ijt aud a, ¢ und A fein Dreied
miglich (Fr. 74 IX.).
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2. St a = h, fo faBt fid) aus a, c und A nux ein
Dreiect ABD seicynen (Fr. 74 1X.), und Ddiefes ijt
bei D redhtmintelig.

it endlid) a = h, fo fann a wieder entweder grifer,
ober gleid), ober fleiner al3 ¢ jein.

Madgt man mun DA, = DA, aljo BA, = BA
(Fr. 74 XL), jo filt

3. bei c=a >h*) der dritte Ccfpunit de3 einzigen
miglichen (gleichjchenteligen) Dreieds ABA, auf A,
(Fr. 74 XIIL.).

4, Bei ¢ < a = h bdagegen giebt e jwar ywei bon B

um die Strede a entfernte Puntte ¢ und C; in AZ

(§r. 74 XIIL), aber nuv dad eine A ABC enthilt

¢, A und a ugleic), wdhrend bad A ABC, jwar a

und ¢, aber niht A, jondern £ BAC;=180°— A

enthalt.

Bei ¢ > a > h endlid) giebt e5 jwei Dreiecte

ABC, und ABC,, in Denen ¢, a und A borfommen;

pabei ift DO, = DC, (Fr. 74 XIIL); L BC,A ijt

ftumpf, £ BC.A fpip (8. 74 L), £ BCA +

Z B(:A = 180° (Br. 74 L. uno 39 IV.).

o

e St e VIIL A== 008 S0 i flelsiee=ta
(Fr. 74 VIIL), und dedbhalb ijt dbann das Dreiec durd) ¢,
a und A jtetd bejtimmt.

80, MWenn find swei Dreiede fongruent?
Bwei Dreiecte find fongruent, wenn jie iibeveinftimmen:
I. in Den Drei Seiten (Fr. 79 V.);

II. in 3wei Seiten und dem Jwijdenmwintel (Fr. 79 VL);

[1I. in 3wei Seiten und Dem Gegemwinfel dev grifieren
diejer beiben Seiten (Fr. 79 VIIL 4. und IX.);

IV. in zivei Seiten und demt Gegentwintel dev einen dicfer
eiten, wiihrend die Gegenwinfel der weiten diejer Seiten

*) Elgentiich find Bler zwel Seiten (c==a) und wei Winkel (C=4;
Fr. 78 IL.) gegeben.
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beide ftumpj, ober beide jpis find, ober mwihrend bdie
Summe der lepteren beiden Gegemwintel von 180° ber-
jchieben ift (Jr. 79 VIIL 5.);

V. in einer ©eite und ywei Winteln (Fr. 79 VIL).

81, Wenn jind jwei redptwintelige Dreiede fongruent?

Bwei vedytwinfelige Dreiece find fongruent, wenn fie
(auper im vechten Winfel; Fr. 39 I11.) nod) {ibereinftimmen :

I. in 3twei Seiten (Fr. 80 IL., oder 1IL.);

I1. in einem Winfel und einer Seite (Fr. 80 V.).

Dritfes Sapifel.
Der fireis und die Gerade. Bwei Kreife.

82, Welde Lagen faun ein Punft gegen eimen Kreid haben?
Ein Puntt in der Chene eined Kreifed liegt entwedber auf
bem Rreife, oder innevhalb, oder auferhalb desd Kreifed,
jenachdem feine Cntfernung vom Mittelpunite gleid), Heiner,
ober grofer ift, ald der Halbmefjer des Kreifesd (Fr. 47 big 49).

83, Wie vicl Punite hat ein Sreid mit ciner in jeince Ehene
fiegenden Gevaden gemein?

I. Qiegt der Fuppunft N, (Fig. 74) der vom Mittel-
punfte M eined Sreifed
pom L\;a[[\nmﬁcr 1 auf bie
®erabeG, gefillten Sent=
vecdyten MN, augerhalb
biefes Rreifed, ijt alfo
MN, > r, jo liegen
alle anbeven Punfte der
Glexaben G, ebenfall3
auferhald ded RKreifed
(e 74 IX.).

&, Dat alfo feinen Puntt mit bem RKreife gemein.
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I1. Qegt der Fuppunit N, (Fig. 74) ber von M auf bie
®erabe G. gefillten Senfredyten MN, auf dem Rreife, it
alfo MN,=r, fo liegen alle anberen Puntte der Gevaden G,
auferhalb bc'w RQveifed (Fr. 74 IX.)

G hat dann mit dem Kreife nur cmen‘buuh gemein.

TIL Qiegt der Fufpunft N, (Fig. 74) der von M auf die
Gerade G gefdllten Senfredyt en MN;innerhalb des Rreijes,
ift aljo MN;<Zr, jo famn man in G;bon Nyaud nacd) beiden
Seiten hin NsA = NyB=r auftragen, und dann ijt (wegen
Fr. 74 VIIL) MA fowolhl ol MB grdfier ald r; A und B
tiegen auferhalb, N, mnmf)nlh Ded freifed, und dedhalb muf
G, Den Sreid wenigjtend zweimal fdueiden (Fr. 28 1v.),
Da fidy aber nad) Fv. 74 MH. bort M aud hodyjtens jwei
@treden bon der Linge r nad) Gy jiehen lajjen, fo Hat aud)

Gy jebt mit Dem Rretd nux jwei Punfte ¢ und D
gemein und fann iiberhoupt eine Gevade auc) mit einem
Rreife nie mefhr al8 zwei Puntte gemein Haben.

1V. Gine erabe G,, welde mit dem Rreife nur einen
Puntt gemein fat (IL.), beift eine Beriihrungslinie oder
Ennqunh ded Rreifes.

V. Die Senfrechte G, auj einem Halbmejjer MN, beviihxt
in N, Hm Qreid um M nll.).

VI Senfeitd G,, nad) G, hin, giebt e feinen Punft,
tweldher bon M um v entfernt ijt (LI und Fr. 20 IIL); aljo
geht Der Rveid nicht bon der einen ©eite bon G, auf die
andere.

VII. Gine ®erade, tveldhe wie G, 3wet Punfte mit dem
Rretfe gemein hat (I11.), fdyneidet den Rreid, Deift eine
Sdneidende oder Secante; die innerhalb Ded RKreifes
gelegene Strecfe CD ber Secante Heikt eine Selhue.

VIIL SYede Gerade G, weldhe duvd) einen Puntt P inner
halb ded Kreifes gebt, fdneidet dDen Kreid weimal. Fiallt
man namlid) bon M eine Senfredite auj G4, fo it entweder
P felbit, ober N, beven I;uﬂpltltl't' Da aber im lefiteren Falle
MN? nody tiivzer ald@ MP fein muf (. 74 IX.) , fo liegt N,
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ebenfowohl ald P innerfalb Ded Rreifed, und diefer mwird
(nady 111.) von G, gefdhnitten.

IX. Sedbe Gevade G, welde durd) eimen Punit D Ded
freifes geht, ofne auf bem nach diejem Punite gejogenen
Halbmefier MD fentredht gu ftehen, jdyneidet den Kreis (nad
[11.), weil der Fuppunit N, der von M auf G, gefillten
Genfredhten MN, innerhalb bes Rreijed liegt, Dda (nad)
Fr. T4 IX.) MN, Heiner alg der Halbmefjer MD it.

X. Sebe Tangente G, fteht dafer (wegen IL und IX.)
fentrecht auf dem nad) bem Beriihrungdpunite N, gezogenen
Halbmejfer MN, in defjen Endpunite N..

X1, Durd) jeden Punft N, eined Rreifed [dft fid) dem-
nac) (wegen X. und Fr. 57 IIL) nur eine Tangente
aiehen.

XII. Alle Punfte einer Tangente, den Verithrungspuntt
audgenommen, liegen auferhald ded Kreifed (X. und IL.).

XIIT. Qiegen der Mittelpunft M eined RKreifed und ein
Punft  zu verjdjicdenen Seiten einer Geraden G;, jo
jchneiden fich Gevabe und RKreid (VIIL). Demn fteht in
Sig. 74 MN, in N, auf G jenfrecyt, jo wird eine durd) Q
gehende Parallele zu G, MN, entweder in N,, ober jwijden
N, und N, jdneiden, und N, liegt Demmnad) innerfalb Des
Qreifed (Jr. 82).

XIV. RNad) X. loffen fich nidht drei unter einander
parallele Tangenten an denfelben Kreid legen.

84, Jijt der Kreid frumm?

1. Da nady Fr. 74 XII. i) von jedem Punite Q in NP,
Fig. 54 auf &. 65, ein freid burd) die beiden Punfte C
und D fdhlagen [ift, diefe Kreife aber fic) beim Wnfeinander-
fegen mit ifren Mittelpuntten nicht decten, bielmehr wngleidh
find (Fr. 49 IV.), fo ift der Sreid8 und jeder freidbogen
foumm (Fr. 10 11, und IV.). Bergl. Fr. 88 und 102.

.75 €. 82) fann mit feinex
oer Fr. 83 IIL und VIL).

II. Rein Qreidbogen DEC (i
Gebne DC gufjammenfallen (I; o

Bepide, Geometrie. 3. Aufl
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I

111, Der Kreidbogen DEC it aud) nicht auf beiden
Seiten gleid) befhaffen; ev wendet der Selne DC feine hofhie
pber fonfabe, der Tangente LK feine exhabene ober foy-
vere Geite zu, er ift nad) dev Sehne hin fontad, nad) der
Fangente hin fonvey gefriimmt.

85, Wie beftimumt man die Nidtung ded Kreijed?

I. Bwifdhen dem Rreife und der Tangente LK (Fig. 75)
{afst fich durd) Den Veriihrungdpuntt E feine Gerabde 3iehen,
weif jo nach Fr. 83 IX. jede andere durd) E gejogene Gerade
den Rreid fhneivet. PVenmmad) giebt die Tangente LK die
Ridhtung ded Kreifesd im Beriihrungdpunite B.

©5 fteht Jomit der Kreid in jebem Punfte B fenfredt auf
pem nac) diefem Puntte gezogenen Halbmefjer ME,
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II. Der Kretd dndert alfo feine Ridhtung bon Punit u
Punft.

111, Der Wintel n, welden eine den Kreid {dneidende
®eradbe DE mit der Tangente LK im Punfte B madyt, hat
sugleid) af3 ber Wintel yu gelten, unter dem fich in E der
Kreid und DE {dyneiden,

IV. Die Tangente BL (Fig. 76) lift fid) al3 die Lage
auffaffen, der fich bie Secante ES um fo mehr ndbert, je
niber beren ©dynittpuntt 3 an thren ziweiten Schnittpuntt B
hevanriicft. Die Secante iwiixde in dem ugenblide, in
weldem ihre beidben Schnittpuntte zu einem verjcymelzen,
jur Tangente werder.




Tr. 8H—86. Stveid und Gevade. Pwel Sreije. 83
Ein dhnlicher Ubergang ber Selfne in die Tangente liegt

fdyon in Fr. 83 IIL. und IL. angedeutef, infofern die Secante,

je mehr ihre Entfernung vom Mittelpunite dem Halbmejjer

gleich wird, um jo nifer an die Tangente Heranviictt.

Anm. Die in

‘ (vergl,

Big. 7.

86, Wobon hingt die Kriimmung ded Kreijed ab?

[. Durd) denfelben Punft P einer Geraden G (Fig. 78
©. 84) laffen fid) beliebig biel Kreife legen, weld)e diefe Gerabde
beriihren. Die Mittelpuntte diefer Kreife liegen auf ber im
PBunfte P evridhteten Senfrechten HY 3u G (Fr. 83 X.).

(1. Bieht man zwei jolde Verithrungstreife bon ber=
jhiedenem Halbmeffer, deven Mittelpuntte M, und M, auf
derfelben Seite von G liegen, fo liegt jeder Punft Q bdesd
Rreifes bom eineven Halbmefjer M,P = r, innehalb bes
RQreifed mit griferem Halbmeffer M,P =1, (Fr. 82), weil ia

MQ<MM, -}- M,Q (Fr. 76 1)
M,Q <7 MM, - M;P (Fr. 48 IIL und 201V.)
M. Q<" MP (%1 20 IL).
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111. @8 liegt alfo in der Niihe ded Veriihrungdpunttes p
(Fig. 78) ber grifere freid zwijdjen der Tangente G wnd
oent fleineren Sreife, Der Heinere Sreid entfernt ficdh) vajder
pon ber Tangente; dedhalb ift der Kreid mit Heinerem Halb-
meffer ftarfer gefriimmt, al8 der Sreid mit griif{erem
Halbmejjer.

H|

Sig. 78.

V. Derfelbe Kreid hHat an allen Stellen gleid) ftarke
Qriimmung; mon fann ihn in jeiner Ebeme um feinen
Mittelpuntt drehen. BVergl. Fr. 47 VL

V. Se qrifer der Halbmefjer wird, defto enger jdymicgt
fich der Rreid zwar an die Gerabe G an, dennod) fann ev
nie mit dex Geraden zujammenfallen; dagu miifte dex Halb-
meffer itber alle ®renzen Hinaud wadyfen, er miifite nend=
lid) grofy toerden. Bergl. Fr. 148 VIL
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87, ad ift cin Seftor und cin Seqment ded Kreijes?

I. Bieht man nac) Den Enbpuniten einer Sehune DC
(Fig. 79) die Halbmeffer MD und MC, fo entjtehen aufper
pem gleidyjchenteligen Dreiet DMC nod) jwei Figuren: der
Yusjdnitt ober Seftor DMCED awifden dem Dogen
DEC und den Halbmefjern, und Dex “.’lh]'u't)ngt ober Dad
Segment DCED jwifdhen bem Bogen DEC und ber

&efne DC.
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[I. yebe Sebne teilt den Kreid in ywei Abjdynitte, von
denen dexjenige DCFD (Fig. 79), weldjer den Mittelpuntt M
enthilt, einen griferen Bogen DFC und eine grifere Flddhe
fat al8 der Halbfreid und ald bder andere DCED. Eriterer
beifit ein grdferer, lepterer ein fleinever Abjdnitt; beide
ergiingen fid) sur gangen Sreisflice.

L e zwet Halbmeffer MD und MC (Fig. 79) teilen
ben Rueis in wei Uud{dynitte; der grifeve berfelben
DMCED unb fein Bogen DFC ift grifer als der Halbireis.

[V. Uudh die 3u Bogen bon 90°, 60° und 45° gehdrigen
Rreidaud|dnitte nennt man Quadrant, Sextant, Dftant.
Bergl. Fr. 50 IIL.

88, Durd) wie viel Punfte ijt cin Kveid bejtimmt?

I. Denft man fich die drei nicht in einer Geraden liegenden
Punfte A, B, € (Fig. 80) durd) ywei Streden AB und AC
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berbunbert und ervidhtet man auf diefen i deven Mitten N
und V die Senfrechten NX und VY, jo fdhneiden jich dicjelben
in einem Punfte M (Fr. 71 VL); jugleid) ift BM = AM
und CM=AM (Jr.74 XI.), baher aud) BM = AM = (M
(Fr. 20 V.). Durdy A, B, C laft fid alfo ein Kreis legen
(Br. 47 IL).

II. NX und VY {dhneiden jid) aber nur in einem Punfte
(Jr. 26); paber giebt e (wegen Fr. 74 XVL) audy nuy
einen freid, welder durd) A, B und C geht.

Ynm. Durch vier Punfte AHL ficy ntdhe immer ein Sreid legen, Bergl,
ar. 97 1IL und 161 IIL.

[II. Der Kreid ijt aljo durd) drei Punfte beftimmt,
tvenn diefe nicht ineiner Geraben liegen. Vergl. Fr. 104 X111,

IV. llm jeded Dreiet ABC (Fig. 80) dft fich bemnady
ein freid bejdyreiben. — Der Mittelpuntt M diejed Rreifes
liegt indejjen nidht immer innerhalb ded Dreiects, wic in Fig. 80.

V. Die drei Senfredjten NX, VY und UZ, Fig. 80, auf
ben drei Geiten eined ABC in deren Mitten N, V, U
{chnetden fich ineinemund demfelben Punfte M. Dern aus
MB=MC (1.) folgt, dafs M zugleich in UZ liegt (Fr.74 XVIL.).

~n I, hitte man alfo aud) bdie Genfredhte UZ auf BC in
peven Mitte U benupen fonnen und witcbe dod) nur den einen
freid gefunden Haben.

8. Wie finoet man den Mittelpunit eined Sreijed?

I. Madht man EF (Fig.81) fentrecht auf der Sehne DC
in beren Mitte N, fo geht EF durd) den Mittelpuntt M
(Sr. 48 I. und 74 XVIL).

Der Mittelpuntt M liegt alfo in der Mitte ded Duvdy-
mejjerd EF (Fr. 48 I1.).

IL. @in andered Verfahren ergiebt fich) aud Fr. 88 I

I Ein dritted Vexrfabren wird in Fr. 102 XVIIL an-
gegeben toerden.

IV. Cine viecte Lbfung fann Fr. 123 bieten.

V. Audh fdyneidet fich) im Mittelpuntte M die Normale EF
auf der Tangente LK und die Senfrechte auf der Sefne ED
in deren Mitte N.




00, 988 madit die Halbierungslinic cued Centriwinfeld

I. Halbiert man den Centriwinfel DMC (Fig. 81) einesd
Yusfdhnitted, jo fcneidet bie Halbierungsdlinie ME jowohl
ven Bogen DC in E, ald die

7 iy
@ebne DC in N (Fr. 22 1IV. T
uno 52 I1.). i
1L Seber Seftor DMCED [ M
e 'r v - { A
it fymmetrifd) gegen die Hal \

bierung&linie M jein
winfel8 DMC (. 31
64 1V.).

L. Die Halbierung
ME Balbiert dafer nic
Die Ct‘fm"i C m N 1 {
den Bogen DFC m "vm[ 5r. 54 III.

IV. Bugleid) ift die H albierungslinie ME _L DC.

V. Goenjo halbiert die BVerbindungsdlinie MN des Mittel:
punfted M und der Selnenmitte N Den Centriwinfel DMC
und in B
&t. 75 VL

VI. Daber halbiert die Verbindungslinie ME ded Mittel=
pumfted M und der Bogenmitte B den Centriwinkel DMC
und bie Sefme DC winkelredt in N (Fr. 57 IIL).

VII. Goen dedfald geht auch die Verbindungslinie NE
der Selfjnenmitte N und der Bogenmitte I duvd) den Mittel-
puntt M: falbiert Den Winfel DMC und fteht fenfrecht
auf DC.

VIII. Die Senfrechte MN ferner bom it c[pnmfte M
auf die Selhne DC halbiert diefe in N, den Bogen DC in B
und den Centriwinfel DMC. Bergl. Fr. 75 VL.

[X. Aud) die Sentrechte EN von ber Bogenmitte E auf
bie Sefine DC Halbiert Daher DC in N, geht durd) ben
Mittelpuntt M und Halbiert den Winfel DMC.

ben Bogen DC; audy ift MN L DC. Bergl.
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X. Die in der Mitte N der Sehne DC ervidjtete Sent-
rechte NF gefjt durd) ben E?JuitcluunftM halbiert Hen TWintel
1)\1@ und die Bigen DEC und DFC in E und F. Bergl.

Y. 75 VL

91, Qn welden Vezichungen flehen die Sehnen dedjelben
Qreijed su ihren Bigen und Centriwinteln?

L Bu gleiden Centriminfeln gehbren nidht nur gleidye
Bigen (Fr. 54 111.), jondern auch gleiche Sehnen desjelben
Qreifes.

Bringt man niamlid) die Centrimwintel jum Decten (Fr. 31),
jo fallen die in ben ©Schenfeln und 3ugleich) auf dem RKreife
liegenben Celnmt‘nhpunfn‘ auf einander, und bie Selnen
veden fid) (Fr. 22 1I1.).

IL Bu gleidjen Bisgen besfelben Kreifed gehiven dafhex
nidht nur gleide Centrimintel (Frv. 54 11L), fondern audy
gleidje Selhnen.

[I. Regt man zwei gleiche Se }mn lu (Hig. 81) des-
jelben Rreifes fo auf einander ( (Fr. 22 V.), dafs die Mittel-
puntte M bon den Seljnen DC aud nm[) \LL]LIbcn Seite f)m
liegen, o fallen die Mittelpuntte nicht blofy beide in die auf
der Gelne DO in deven IMitte N erridjtete @enfredyte EF
(&r. 90 X.), fonbdern die Mitt telpunfte miifjen nod) Fr. 74 X.
(ober wegen Fr. 77 IX.) aud) auf vhmnbur fallen.
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IV. Daber find die yu gleichen Selnen desfelben Kreifes
gehirigen Bigen, Segmente, Sectoven und Centriwinkel
entweder gleich, oder jie ergingen fid) zum gangen Rreid
(860°), wie DEC und DFC

V. Die 3u gleihen Selhnen dedjelben Kreifed gehivenden
hohlen Centriminfel find ftets gleid) (1V.).

VI. Bieht man von einem Punfte A (Fig. 82) ded Kreifed
et Sebhnenn ACund AD nad) ywei Puntten C und D, welde
auf dexfelben Seite Ded Durchmefjerd AB liegen, jo ijt die
jenige ©ebne AD ‘m qu‘um 10¢ la[:‘ aum grofpern Bogen AD,
qum grofern Centriwintel DMA gebi et , mit ber Vexlingerung
AZ ded Durchmeijerd BA den gy \f i“:«int:i DAY einjdlieft

St namlid) £ DAZ = £ CAZ, fo liegt D 3wijdjen C
und B, ed ijt alfo AD > AC und bedhalb /. DMA > / CMA.

Daher muf aber in den beiden Dreiecen DMA und CMA
(nady Fr. 78 11.) DA > CA jein.

VIL. IMadht man uu] per anbern Seite Ded Durdymefjerd

| A}. ben B L‘qm AC, = AC, oder /. CMA= 2 CMA, ober
VAR BN i (,J\L, fo it A CMA = A CMA (Fr. 8011)
und daher audy vie Sehne AC, = AC (Fr. 67 1L.).
VI  Aljo wadyfen die von demfjelben Puntte A bed
Sreifed audlaufenden "”a[}um mit ben Vigen und Centri
winteln, bid biefe 180° [H:naqm, wifrend dann die Bgen
und Centriwinfel von 180° 0i8 360° wad)jen, nehmen bdie
Sebnen in derfelben Weije wieder ab. Demnad)
IX. laffen fic) von einem Punfte A ded Freifed aud
2 nicht mehr ald ywei unter jid) gleiche Sehnen ziehen,
und diefe liegen auf verjdyiebenen Seiten ded Durchmefiers AB.
Bergl. XIT,
X. Jede Selne it Heiner al8 der Durdymeffer (VIIL).
XI. Der zu einer Sefne Ddesfelben Rfreifes gehirige,
180° nidht iibertreffende Bogen und Centviwintel ift wm fo
grifer, fe grifer die Selne ift.
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XII. Jjt bagegen ber Bogen oder Centriwinkel griifer
alg 180°, fo ift ex um fo Heiner, je grifer die Selhne ijt

XIIL  Bieht man bon einem in einem Halbmefjer AN,
ober in Deflen Lerlingerung AZ qdu]mun‘}muth Lumg 82)
aivei Streden LO wd LD nad) 3wei auf dexfelben Seite \cd
f;;u“fﬁm‘ evd AB liegenden Punften Cund D, fo ift wiedevum
(VL) nad) Jv. 78 II. Dbiejenige Strece LD bie grifere,
weldje 3u dem griiern Bogen J\IJ Der grifern Sehue AD,
pem grofern Centritinfel DML gelort.

LD wid)at fiiv den innerfalb liegenben Punft 1, aud)
mit dem /. DLZ, fiic den auferhalb liegenden Puntt [,
nchn nicyt fchon von A aud, fondern erft bon berjenigen
Lage ab, in welder DL den Mu & Deriifrt.

XIV. Mac)t man auf dev andern Seite des Durdymefiers

AB ben B uqr‘n \l — A, obexr ‘sw Sehn \(‘I— AC, nbn
O MA-— /1 M.-\, ober 2 QLA — 7 OL7 5 o' ift
A GML 22 A CML (Fr. 80 I1.), und bdafer aud) bie
Strede LC, = LC (3r. 67 IL).

XV. UAud) die von einem Punfte I (innerhald, ober
aufierhaflb ded Kreifed) nad) Kreidpuntten gezogenen Streden
wachfen erft und nehmen dann wieder ab, wenn der Freid:
punft von A aud ben ganzen Kreid durdylduit.

X VI. k.\hm ift LA bie fleinjte und LB die grifite
©trede fiir jeben Punft L; Deide Strecten liegen in dem
durd) L gehenden Durdymefjer AB.

XVIL ud) von L [nq 82) aug Ilafjen fidh) nidht
mehr als zwei gleicdhe Strecden an den Hreis lL[]RH

XVIIL Umgefehrt ijt in Fig. 82 AD = > AC, ‘\11
_DML> /£ CMLwmd Z DLZ > /. CLZ whm 1

o ]K,, wobei jebod) D und ¢ auf derfelben Seite ded
Durdymefier8 AB liegen miifjen wund, falls L, aufzerhalb liegt,
awifden B und dem Beviihrungspuntte der von L aus-
geaogenen Tangente.

i
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XIX. Qon feinem Punfte in ber Chene eined Kreifes,
aufer bom Mittelpuntte, laffen fich daber (wegen IX. und
XVIL) mebhr al8 3wet gleichlange Streden nad) dem
Kereije ziehen.

J92. Wice hiingt die Grife der Sehuen dedjelben Kreijed von
oeren Cntfermung bom Mittelpantte ab?

I. OGleichweit vom Niittelpunfte abjtehende Sehnen
jind gleich.

Dennt wenn man dig durd) ihre Mitten gelegten $Halb-
mefjer aufeinanderfegt (Fr. 22 V.), fo fallen die Mitten auf
einander (Fv. 22 V.), und die Sehnen jelbft decen fich
(Fr. 57 IIL.).

IT. Die dem Mittelpuntte nihere Selhne eined Kreifesd
ift grofer ald bie entferntere.

“ifcqt man die beiden Sefhnen /
AB und IS (Fig. 83) mit ihren w
Mitten N unbd V nn} denfelben l

m[huunu ME, foseben die =\ = ml
Gehnen beide auf ME fenfredit N | &
(Fr. 90 V.), demnady parallel Xl o
(Fr. 57 11.). Daber liegen die E,L’/
Enbpuntte B und A der niiheren Sig. 83

Sebne bon I aud jenfeit dex
Endpunite K und S dey cntfcrntcrcn Sebne (Fr. 26), o daf
3 7 SME (Br. 20 I11.)

> h}\ (§r. 91 VL.).

1. Auch hier mdunt ieder (nmq{ 918 X ) ber

Durd) mc]]u deffen Cntfernung vom § Jurtc[pl uft ja=20 ijt,
ald die grifte Selne.

IV. ®leide Selhnen jind gleidhiveit vom Mittelpuntte
entfernt; denn fonjt miiften fie nady I1. ungleich fein.

V. Die grifiere Selhne eined Kreifed ift dem Mittel-
punfte ndber al8 bie fleinere. Demn wegen II. fann bdie
entjernteve nicht grifer und wegen IV. nicht eben fo grof
fein mie die nébere.

unbd




92 Dritted SKapitel. Jt. 93—04.

93, Wenn halbicren fid) zwei Sehnen dedjelben Kreifed?
Nie; Denn ieht man duvd) die Mitte B (Fig. 84) cinex
©elne AB ben Durchmefjer DC und eine Sehne LQ, fo ift
CA>CL; (©Q > CB (Br. 201IL)
EA > EL; EQ > EB (§r. 91 XIIL)
EA = EB Ronijtr.
EQ > EB > EL (Jr. 20 1V. und VIL).
Wolhl aber Halbieven fich) alle Durdymefjer (Fr. 48 IL).

94, MWie wadjen die durd) denjelden Puntt gehenden Sehuen
dedjellen Sreifes?

I. allt man vom IMittelpunfte M (Fig. 84) auj zwei
burd) den Sdynittpuntt £ einer Selue BA und ded auf BA
fenfredhten Durdhmefierd CD gelegte Sehnen QL und KI bie
@enfredhten MV und MU, unb ift dabei /- DEK <~ /. DEQ
< R, jo ift:
£ MEV ~+ £ VME = / MEU -+ £ UME (Fr. 71 IL.)

£ MEV > /£ MEU ($r. 20 IIL)
Z VME < / UME (§r. 20 IX.).
Da fomit EK von MV in

A
\ b.-‘ /‘Tﬁf
N\ # /

N

o zZ

JF

Gig. 54,

7

einem zwijden E und U ge
fegenen  Puntte  gejchnitten
wird, ift bad Dretec MUV bei
U ftumpjwintelig (Fv. 87 IL.),
bafer

MV —> MU ($r. 74 VIIL)
und FK > LQ (Fr. 92 I1.).

[I. Die durd) B gejogenen
©ehren werden wm o grifer,
je mebr jie fid) von ber zum
Durdymeffer fenfredhten Lage
AB der Qage ded Durchmejjers

CD ndbern (L).

HI. Der Durdhmeffer CD ift diegrifte, BA die fleinfte

Gelne, welde fih durd) E jiehen [Gft (1L).

&r. 92 IIL

Bergl.
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IV. Riidt Enadhy C, fo fithet I auf Fr. 91 VI
auriic.

V. Daf der Sab IL aud) nody gilt, wenn B aufper-
halb Ded Sreifed viicdt, [apt fic) entweder auf biefelbe
Weife, oder auch aud Fr. 91 XTIII. Deweijen, bda ja n
Fig. 82 ND = LD — LN > LC — LK = KC ift
(Fr. 20 X.).

95, Wad it cin Peripherics, Sehnen= und Secantenwinfel?

. Wmfangémwintel oder Perivheriewintel Heift
ein Winfel CAB (Fig. 85), dejfen Sdjeitel A im Umfange
(iegt und befien Schenfel CA und BA Sebnen find,

II. Die jenfel AE mund DE eined ©ebhnenwinfels
AED find Teife von Selynen, die Schentel AF

"und DI eined
Secantenwinfeld AFD {ind Secanten, und zwar liegt
der Edjeitel F ded lehtern auferhalb, dagegen der Scheitel I
bed erftern innechalb ded RKreifes.

Nig. 86.

96, Madh) welden Gefesen hingt die Groge cined Peripherie-
winfeld vou dent ju ihm gehivigen Centriwintel und Bogen ab?

I. J[eber Peripheriewintel ift halb fo grof, ald der
iiber demjelben Bogen jtehende Centrimintel.

1. Jjt aumidhit der Centriwinlel AMZ, Fig. 86, ein
fladyer, fo ijt:
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_ MBA = /. MAB]

(Fr. 48 IIL, 74 L)

/£ MBZ = / MZB|
37 = £ MBA -|- £ MBZ
= / MAB -} / MZB ($r. 20 1L, VIIL)
£ ABZ = 90°= | / AMZ (3. 71 1IL,, 39 IL).

2. 3t ferner der Centriminfel BMC = m — n iifer-
ftumpf, fo zerlegt ber ~1I1ff)11[(‘]]CL AMZ (ig. 86) ifn
mﬁ Den ‘Jpelmf)mnmntt[ BAC in 3wei Zeile, und aus:

Lm=Lr+/MBA=2/Lr

4 Clias T , o
Ln =L+ LMCA=2 As} (Br. 69 V1, 74 1)

erhilt man Dann dburd) Abbdition nady Fr. 20 VIIL
L (m—4n)=2 2L (r-+ 8.

8. Jft endli) der Centriwinfel BMC (Fig. 87) ein
hohler, fo fanm der Mittelpunft M entweder auf einem
©djenfel  bes Peripheriewinfeld, ober jwijden Defjen
Sdhenteln, oder auferhalb devfelben liegen.

S \;.;
e
1 / e \Z
\l. - : ."‘I
oF 7 |
A= A

a) Jm erftern Falle ift £ BMC = £ M A,C - £ M(A,
(Fr.69VL); nunlpr /7 MA,C k/_j\]( A, (Fr. leI AT
mlb Wmmmd) BV =21 7] "MA G

) Bieht man ferner im stveiten Falle den Durchmeffer A.D,
fo i\"r' (wie eben bewiefen wurbe) /. BMD==2 2 BA,D und
£ CMD = 2 £ CA,D, woraus man durd) Adbdition nad



Br. 96. Sreld und Gerabe, Bwel & 95
&t 20 VIII. exhilt: BMC = 2 £ BA,D + 2 £ CA,D
=2 £ (BA;D - CA,D) = 2 £ BAC.

¢) Jm britten Falle ziehe man den Durvchmeijer A,F und
findet banm aud 3a): L BMC = /£ BMF — /2 FMC
= 24 BAH 2 L FAL — 2/ (BAF FA.C)
=B AL

[I. Alle Peripherviewinfel in demfelben KreiZabichnitt,
ober iiber gleidyen Bogen dedfelben Kreifed jind gleidy;
pennt jeder gleidht ja ber Hiljte ded zugehvrigen Centri
winfels.

ITL. T\'L‘\u lwu”muwm (el iiber ober in Dem $Halbfreife
ift = 90°, dba der zugehivige Centriwintel ein flacher ijt.

IV. \mu qun_.m.x.t vinfel im ¢ 1 Abjdhnitte ift
fleinex, jeder im fleinern Ubjdnitte groper alg 90°, weil ber
sugehorige Centrimwinfel im erftern Fal lmlI im andern
tibexjtumpf ijt.

\ o

Dedhalh fteht jeder Peripheriewintel bon 90° auf einem
Halbtreije (IIL.umdIV.) obder itber einem Durchmejjer; ferner

VL muf der Mittelpuntt M eined durd) den Scheitel B
(Big. 88) eined vedyten Winteld ABZ gelegten, die Schentel
dicjes Winte(s in A und Z jehneidenden Kreijes in der Mitte
der Strede AZ liegen und ebenfo

VIL muf ein itber der Hypotenuje AZ eines vechtwintligen
Dreiectd ABZ aud ber Hypotenufenmitte M gejchlagener
freid durd) den Schjeitel B ded vechten Winfel8 gehen. Denn
{ge B nidht auf bem Qreife, fo miifite (wegen Fr. 77 IV,
und 96 IV., aber im Widerfprud) mit Fr. 96 IIL.) der
LWintel im HalbEreife itber AZ bon 90° verjdhieden fein.

VIIL Bwei Peripheviewinfel BAC und BZC (Fig. 88)
itber derfelben Sefne BC in entgegengefetsten Ubjdymitten
pedfelben Sreifed (oder zwei Gegenmwinfel in einem
freid= oder Selhnenbieved ABZC) geben nac) I, al3
Summe 180°, mweil die Summe dex sugehorigen Centri=
winfel 360° betriigt. Bergl, Fr. 133 IV.
Anm. Man Linnte suerit aud) den Sayp VIIL. mit Hilfe von Sig. 88 aud

St 74 I und 72 IIL beweifen und davaus bann dle Sige I, III, und I.




96 Dritted Kapitel. Fr. 06—97.

IX. Nad) III. bis IV. Tab fih der Rreid ald Her
geometrijdhe Ot (vergl. Fr. 74 XVIL) bed Sdhpeitels
eined iiber der Ctrede \/ it eichnenden vedyten Winfelz
auffajfen. Bergl. aud) Fr. 98 1L

97. ﬂ'ﬁt{m_c Begichungen bejtehen wijden den Sehnen= wnd
@ecantenwinfeln und den Perivheriewinteln ?

I. Syeder Ce[)mnnnu‘fc[ X, &ig. 89, it grofer ald der

itber fjeimem b‘uqcn CK fte umc Peripheriewintel v, wmd
awoar gleid) dex Summe (y —+ z) der beidben Periphevie-
infel y und z, welde iiber Dcu 3u Il)lh und zu feinem

rTmh‘lmm{’c[gvlmuqm Sigen C K mh])\}tc[)cn (Br. 69 VI
und 96 IT ).

II. Jeder @ecantenwinfel F ift Heiner alsd der fiber

feinem Bogen DA ftehende Peripheriemintel p, und zwar
(nach Fr. 69 VI, und 96 I1.) gleich ber Amncm f}?_‘l)
per Peripheriewintel pund q, mc che itbey Dcn jtoifchen jeinen

Sdjenteln liegenben Bijgen .11;\ und l!\ jteben.  Nadh
gr. 69 VL ift nimlih F 4 q = p, und died qeht in
F =p—q iiber, wenn man (nac) Fr. 20 VIIL) beiderjeitd
q jubtraliert.

ITT, Betrdgt in einem BVieved ABZC (Fig. 88) die Summe
sweter Gegenwinfel A und
——— Z 180° fo laft fid) um
Das Wiered cin Kreid be-

e e _,___,?rfﬁ_,f-j~_l fchretben. ®inge ndmlid)
sl o) : / \  Dbexr nadh) Fr. 88 I. durdh A,
ﬁ‘ 3 /1 B amd O gelegte $reid
e B % / nidt durd) 7, fo wiirde

“ N J L 7 ald Sehnenwintel,
S xﬁ‘;}, oder ald ecantenmintel
g nad) §r. 97 L., bezw. IL. ent=

weber grifier, oder ffeiner

¥ig. 89. al 180° — A fein miifjen.
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V. TWie Deweilt man aud Fr. 91 IL, daf in jedem
Sehnentrapey die nidht pavallelen Seiten gleid) jein miifjen?
98, 0ic wadjen die Peripheriewinfel mit ihren Sehnen?

[. Ein jpiter Pervipheriewinfel in demfelben Kreife
ift (megen Fr. 96 L) um fo grofer, ein jtumpfer aber um
fo feinex, fe griBer die ugehivige Sehne ift, weil ja nad
Jt. 91 XL und XIL der jugehorige Centviwinfel im exjteren
Falle mit der Sehne wiidhit, im zweiten abnimmt.

1. 2Aud Fr.91V. folgt, daf zwei zu gleidhen Sehuen
eafelben Rreifed gehivende fpite Peripheriewintel unter jich
gleich {ind, und ebenfo zwei ftumpfe.

[1I. Die Scheitel gleicher Wintel {iber derjelben Strede CB
(Fig. 87) und auf derfelben Seite diefer Strecke liegen auf
einem durd) die Endpunfte der Stvede gehenden RKreife
(K. 96 L., 97 1. und IL.). DBergl. Fr. 96 VIIL und IX.

1V. Bu gleichen Peripheriewinfeln dedjelben Kreifes
gehioven (wegen 1.) gleidhe Selhuen.

V. Sind zwei Peripheviewintel dedfelben Kreifes
ungleid), fo gehiet u dem grifeven eine grigere Selne,
fal(8 die beiden Wintel jpifs find, Dagegen eine Heineve Sehue,
fall3 die beiden Winfel ftumpf find (I und L)

VI @in fpiter und ein frumpfer Peripheriewintel bes-
felben Sreifed bejien nadh IV. gleidje Selnen, wemn fie fic
su 180° ergingen. Denn nach Fv. 96 VIIL ift ja dev diber
ber Selhne e fpiten Winfeld w im fleineren Kreidabjdynitte
(iegende Revipheriewintel w' = 180° — w.

VIL Z8ill man iiber einer Strede CB, Fig. 87 &. 94,
einen §treid Defchreiben, in twelchem der Peripheriewintel
iiber CB eine Dejtimmte ®rdfie A befigt, jo fanm man u-
nichft fiiv §v. 89 11 einen britten Punft A bded freifes
Deftimmen (Fr. 62 1V.), indem man an CB zwei Winkel
BCA und CBA antriigt, deren Summe — 180° — A ijt.

udh toiirde die auf CB in deven Mitte ervichtete Sent=
rechte Durc) den Mittelpuntt M de3 gefucten Kreijes gehen

Behide, Geometrie. 3, Mufl, 7




98 Dritted Kabitel. &r. 98—09,

(r. 90 X.) und in M gefchnitten werden bon eiuer ®eraben
BA,, weldje mit CB einen £ CBA, = 90°— /A mnd}t
denn dann ift ja LA, = 1/;(J\IB-_QO — £ CBA, =/ A.

99, Weldie Siie gelten itber parallele Sehuen?

I. Werbinbet man die Enbpunfte der bGeiben pavallelen
Gelnen DC und LK (Fig. 90) durd) die bier Sehnen LQ,
LD, DK und CK, fo folgt aus der ®leid)heit der Winkel 4
und v (Fr.62 L 2) bafs 51111{1:[)& CK = DL (3. 98 1)),
und dedhalb aud (lx — I)L iit (Jr. 91 IV.), weil die
Summe diefer Bigen < 860 ° m

Dann ift aber eiter aqud CKL = DLK (§ or. 20 VIIL)
und CL = DK (Pr. 91 IL).

1. Die zwijden zwei parallelen Selnen DC und LK
liegenden Bigen find alfo gleidgrof; ebenfo paariveife die
bier ifre bier Endpunite ver-

T ng binbenden Sehuen.
\ L5 Sn otg 90 1]t aber
I ‘/r"\c

7] mc[]t b[ﬂf, AL
P — A R (R Il
jonbern aucI) Sink—1 A
umd L s— ___m(m 621.2)),
und bcnumd) Wegen 3r.20V.:
.711 = __Il'l — .-_r-‘
e uno
wig. 90. £ 5
L. M=— L_ R = Z_Y.
Da aber weiter L r=/ wund /L x= Ly (gr.961L),
fo ift nady Fr. 20 VIIL audy:
L@a-+s)=2L(w4u) mbd

_ x4v) = £ (y 4+ m).

IV. Sede ber pavallelen Sebhnen DC und LK madit alfo
mit Den von ihren beiden Endpuntten auslaufenden Sehren
CL und DK, CK und DL paariveife gleiche TWinkel (I11.).
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V. ©ind umgetefrt die beiden fich innerfhalb bed Kreifes
nidht id)mmrmm Gebnen CK und DL (Fig. 90) und des-
halb (nach Fr. 91 IV.) aud) Du‘ au D \uiid[wu gehirigen,

180° nicht exveichenden Bigen C K und DI, gleichgrofs, fo

i L= Zu (Fr. 98 H ); da aber aud) L s G
(Fr. 96 I1.), fo it nad m 20 V. aud) L u = £ v, und
daraus folgt, dafy DC n (Fr. 62 IL.).

Halb bed Sreifed fih jdneidenden SGehnen DK
tmer DC -;, LK, jondern mur, wemt DK und LC
ober wenn DC "’1 K., Stad) Fr. 91 VIL [affen

et ift, ot L ausd joet &Sel)

Anm. Sind die in
und LC gleid), fo ijt
i im Mittelpuntte
fid) {a, jofern DK ni
yiehen, weldje DE 1

nen LC, und LG,

VI. Dex Sap 1L Hort nicht auf zu gelten, wenn die eine
Sefne LK zur Tangente wird (Fig. 91).

T.'mm {teht tm Halbmejjer ME md} dem Beriihrungs:
puntte & fomwohl auf der Tangente LK (Fr. 83 X.), alg auf
ber \_.Ll)HL DC (Fr. 62 V.) fenfrecht; deshalb 111_ p=/
(Fr. 90 VIL) und wegen Fr. 54 IIL 1mb 911 aud:

CE=DE und CE=DE.

Y

\H Wire in ng DH aud) nod) DL // CK, fo toiire
au) L w=Lx=Ly= L1 (1[1) Dad Bieved
DCKL bejé Be ‘Dmm bier vechte Winfel (Fr.711IL.), €% mwire

aud)y DC = LK und die beiden Diagonalen DK und CL
fchmitten j ltf) im Mittelpunfte ded Rreijes.

100, Weldye Neigung hat ewme F

Taugente LK gegen eine dued) den ST
Beriihrungdpuntt B gehende SehucED? / !
I Bieht man in Fig. 91 durd ‘:

pen Endpunft D der Selne ED \ 4

die Sehne DC / LK, fo witd 7 7|7
Low= Lin (@68 L) weibs S XS :73 L
aber nad) Jr. 99 VL. CE = ED, TN

jo ift awch £ U_-f_._ﬁ(()l T41.), L4 ,..E A
und nun weiter £ n= s, h.f). T

T*
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ber fpie Winfel n gwifhen Tangente KEL und Selne ED
gleicht Dem diber Der Sefme {tehenden fpiben Peripherie:
winfel s.

1. Dasfelbe gilt and) von den beiden ftumpfen Winfeln,
weil £ KED = 180° — n (Jr. 39 IV.), der fumpfe
Peripheriewinfel im Heineren Abjd)nitte itber ED aber 180°
— it (Sr 96 VIII.).

101, Wenn find Kreife concentrifd) und wemn excentrijch ?

I. Haben zwei Kreife K, und K, (Fig. 92) in derfelben
Ebene einen gemeinjdajtlichen Mittelpuntt M, fo Heiften e
concentrifde Rreife

II. Bwei concentrijche Kreife haben entweder alle, obey

feinen Punft gemein, jenadybem
fie gleiche, odber umgleihe Halb-

i‘\\ mefjer haben (Fr.49 L. und IIL).
\\ N\ Bergl. aud) Fr. 82.

an Ao III. Piei Kreife in derfelben
Ky ! K‘_)_? | Ebene, deven Mittelpuntte M, und
% /") M, nidt sufommenfallen, Geifien
s ~ /  excentrifde Rreife; die burd
o bie Mittelpuntte gehende Gerade
fbeift die Centrale, die Verbin-
dungsftrece M,M, = ¢ ber Mittel

puntte die Centralftrede.
IV. Die Centrale jhneidet jeden Sreid in einem Durdymejjer.
V. Haben ywei Kreife et Puntte ihrer Centralen gemein,
jo find fie concentrijd) und aud) gleich. Denn die ihnen gemein-
{dajtlide Strede zwijdhen Diefen beiden Puntten wére ein
gemeinjdaftlicher Durdhmeffer (1V.), ifre Mittelpuntte fielen
alfo auf einander (Fr. 48 I1.) und die Kreife miifiten fid)

pecfen (Fr. 101 IL.).

102, PWicviel Puntte haben wei cxcentrifde Kreife gemein ?
I Bwei verfdhiebene Rreife formmen nidyt mehr als
jwei Puntte gemein Haben, da fich nach) Fr. 88 1L durd)
Drei Punfte nuv ein Kreisd legen [dft. BVergl aud) Fv.91 XIX.

N\
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[I. Bwei excentrifche Kreife fommen nidht jwei Puntte
ihrer Centralen gemein haben (Fr. 101 V.).

[II. Haben wei excentrijhe Kreife einen Punft P
(Fig. 93) aufperhalb dexr Centralen gemein, jo haben fie
aud) nod) einen
Punft Q gerein,

weldjer auf Dder 5 B e

anberen Seite der / e Tl
Centralen M, M. fo AN\ \\_

liegt, Dafs die Strede D B £
PQ durd) die Cen: 35,‘;Li|‘. £ B)  Pa 9——\
trale in B fenfredt ot ‘ A Vi
Dalbiert wird. it Vot

nimlich PQ_LMM, | g, I‘«_/// <
ud EQ=EP, foift ™\ ol e T

nad) Fr. 74 X1, aud) Bt
M,Q=NM,PundM;Q
= M,P, D.9. Qliegt atg. 9.

auj beiden Kreifen (Fr. 82).

IV. $Haben zwei excentrijhe Kreife sweiPuntte gemein,
fo liegen diefe Pumfte auperhalb der Eentralen (IL.) und Fu
beiden Seiten derjelben (11L.).

V. $aben gwei egcentrijhe Rreife einen Puntt dev
Gentralen gemein, jo Haben fie fiberfaupt blof einen
Punft gemein (L. bis IV.).

V1 $aben zwei Kreife in derfelben Ehene blof einen
Puntt gemein, jo muf diejer (wegen IIL.) in ber Centralen
{iegen.

Dann ift die in jenem Punfte auf der Centralen evvidytete
Normale eine gemeinjdaftlihe Tangente Dbeider Kreife
(Fr. 83 V.); bdie Rreife haben in jenem Punite gleiche Ridy-
tung (Fr. 85 1.), und man fagt: fie beriihren fid.

VIL St bie Centrafjtrede M,M, = ¢ griper al3 bie
Diffeveny r,—r,, aber Heiner ald die Summe r, 4 r, ber
Beiden Halbmefjer M,P = r, und M,P = r,, {0 {)neiden
fich bie Kreije in ywei Puniten.
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Da 1y 1, > ¢_>r,—r, fein foll, wobei v, > r, boraus-
gefetst werde, fo erhilt man durc) Addition und durd) Sub-
trattion bon rynad) Fv. 20 IX. o1, >r,und r, >e—r,,
Zriigt man mm in der Centralen bon M, (Fig. 93 S. 101)
aud nad) beiden Seiten hin M, A = M,C =1, auf, fo fallt
C ficher in die DBerlingerung von M,M,, und 8 it audy
MC=c¢ -+ 1, > 1. Der Punft A dagegen fann dabei
entwebder iwifden M, und M., ober auf M,, oder jenfeits M,
fallen. Jm exfteren Falle ift M, A = ¢ — r, <7 r,; im 3iveiten
Foalle ijt (wie in Fig. 94) M, A = 0; im dritten Falle ijt
(wie i Fig. 95) MA =r1,— ¢ <1, und Da r,< 1y, o ift
umfomehr M,A <7 1, (Fr. 20 VIL).

g, 04, g, 95,

©omit liegt bon Den beiden Puntten A und €, welde
K, mit dev Centralen gemein hat, ftetd der eine A inmexrfalb,
Der anbeve C auferhald K, (Fr. 82).

Daber muf K, den freid K, in jwei Punften P umd Q
fdhneiben (Fr. 28 IV., 102 1.).

VIL Jn VIL tird (wie in IIL) die gemeinjdaft-
lidje GehnePQ, Fig. 93 bi8 95, ber beiden fich jdhmeidenden
Rreife von der Centralftvede MM, in E jenfred)t Halbiext
(§r. 74 XVIL).

IX. Die Centrale halbiert daher aud) die beiden Wintel
PM,Q und PM,Q (Fr. 90 V.).
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X. Die Sie VIL und IX. lefen fi) aud) oud Der
Rongruens der Dreiecte M, PM, und M,QMy, M,PE und M,QE,
M,PE 1nd M.QE fexleiten.

XI. ©ind (wie in Fig. 96) in VIL die beiden Halbmefjer
gleidh, r, =1, fo laffen fid) aud) qud P und @ RKreife durd)
M, und M, fegen (Fv. 82), und 9e8halb wird dann aud
MM, in E von der gemeinjdaftlichen Selme PQ falbiert.

Fig. 96.

X1 Qaft man in Fig. 93 bi3 95 den Mittelpuntt M,

9e8 Qreifes K. auj den Punft B ded RKreifes K, viicten, fo

! yerden M,P und M,Q Selhnen ded Rreifed K, Die Figur
jeigt Damn die Sofjung bev
Aufgabe: eine Sehne bon

| Deftimmter Qinge in einen
RQreid einzutragen. Vergl.IX.

X111, Xt die Centralftrecte

i M,M.==c gleid) dexr Summe

it - 1, der Halbmefier, fo
Haben die excentrifdhen Kreife 2
blofeinenPuntt A, Fig.97, &= T

e :
gemein. Bergl. V. Sig. 97.
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Madyt man auf dev Centralen von M, nach) M, hin M, A — ,

fo wird AM, = MM, — MA = (ry - 1,) — 1, —1,
A liegt alfo auf beiden Qveifen. Da nun aber ¢ — rr,
ift (Bor.) und deshalb M, aufzerfhalb K, liegt (Fr. 82), fo ift nad
&t 91 XV. und XVI. jeder Punft P ded Kreifes K, teiter,
al8 A, von M, entfernt und

| liegt demnad) auferhalb K,
(3. 82), ba jaM,A =r, war,

g T XIV. it die Centraljtrede
/i, — | M= ity ber Difie
o \\‘ reny r, —r, Der ungleidyen
it R Halbmefier, jo haben die er-
—G+—=2 < 2 p centrijdjen Qreife blof einen

\ .'Hz % 7 4 gl '
9 / ‘Lun[ft B, #ig. 98, gemein.

Pe / Lergl. V.

\\ e BWeil MM, =1,— r, <,

1{—// iflt, fo liegt M, innerfalb K,

(Br. 82). Madht man nun in

der Centraler von M, nad) M,

hin M,B =r, und dann vor B

ig. 98, auf viidmwirtd BM, =r,, {o

fiegt B auf ben Deiden, aus

M, und M, mit den Halbmejjern v, und r, gefchlagenen Kreijen.

Unter allen Punften in K, liegt aber B am nédyjten an M,

(&r. 91 XV. und XVL.); weil nun B auf K, liegt, fo miifjen

alle andeven Puntte (3. B. N) des Kreifes K, auferhald K,
liegen.

XV. Jn XIIL (Fig. 97) beriihren fid) die Kreife K,
und K, von aufen, in XIV. (Fig. 98) bon innen.

XVI. Jijt die Centraljtvece ¢ grifer als die Summe ber
Halbmefjer, o haben die Kreife K, wnd K, feinen Punft
gemein, bielmefr liegt jeber Rreis gamz auferfalb des
anberen.

Zriigt man nimlid) in Fig. 99 auf M,M, die Strede M, A
=1, bon M, aus und bie Strede M,B=r, bon M, aud auf,
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fo liegt dex Puntt B von A aud nad) M, hin um dad Stk AB
entfernt, um weldyes M, M, ¢ Die Summe v, 1, itbexr=
trifft. A liegt alfo auferhald K,; jeber andere Puntt P von
K, ift aber nod) weiter von M, entfernt, wie A (Jr. 91 XV.
und XVI.), liegt aljo ebenfalld aufer KK,.

P \\“
/ -\
r ‘\‘ F s ‘l\l
F \ g 2
e e
M vy i." \A Mz fJ
/ /
v R \ /
/ ¥l b 4
e S

XVIL St die Centralftvede ¢ Heiner al8 die Differeny
ber ungleidhen Halbmefjer r, >>r,, fo haben die Kreife feinen
PBuntt gemein, bielmehr liegt der eine Kreid K, gany inner=
balb bed anderen K,.

Da ¢ =MM, < 1, — 1, und de-
Halb MM, -1, <1, (§r. 20 IX.) it,
fo liegt M, inmerhald K, (Jr. 82).
Berfdngert man mun in Fig. 100
M, M, um M,C =1,, fo liegt C auf K,;
ba M,C = M,M,—+1,<_r,, liegt aud
¢ innerhalb K,; alle anbeven Puntte
(3 B. N) bed Rreifed K., liegen aber
wegen Fr. 91 XV, und XVI. nod) nibhex
an M,, al3 O, und liegen desfalb eben-
falld innerfholb K,. Ob K, die Centrale
sum 3tveiten Male swijchen M,und M,,
odex jenfeitd M, fdyneidet, ift dabei gleichgiiltig.

XVIIL Aus XT. gelangt man zu nod) einer Lojung der in
Br. 89 geftellten Aufgabe. Scdldgt man nimlid) ausd jwei

&ig. 100,
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beliebigen Puntten M, und M, bed Kreifed K, Fig. 96, mit
pemfelben Halbmefier r,= M,Q=D»M.Q=r, 3wei Kreife K,
und K,, welde fid) in zwei Puntten P und Q fdneiden (VIL),
pamm Halbiert PQ die Selfme M, M, bon K fenfredyt in F (X1.):
bedhalb geht PQ durd) den Mittelpuntt M von K (Fr. 90 X.)
unb M fiegt in der Mitte dbed Durchmeffers UN (Fv. 48 11.).

103. Wie zieht man eine Tangente an einen Kreid K, von
einemt Punfie ¢ auferhald dedjelben?

I. &iegt bei Fr. 102 VIL der Mittelpunft M, (Fig. 94
und 101) auf dem Kreife K,, jo ftehen die von den End-

punften M, und C be3

Durcymefjers M,M,C nad

P, ober nad) Q gejogenen

©Sehnen auf einanber fent:

vecht (Fr. 96 II1.); daber
¢ TmdCP und CQ Tangenten

(r.83 V.) an den freid

K, in den Cubpunften P

ud Q ber Den Dbeiden

freifen gemeinjdajtlichen

Sehne PQ.

Big. 101. 11. Bon jedem Puntte

C auperfhalb eines

Qreifed K, lofjen fid) daler ftetd 3wei, aber nux jimei

Tangenten an diefen Kreid ziehen (I.). Die Beriihrungs-

punfte P und Q liegen auf dem diber CM, ald Durdjmefjer
befdjriebenen Rreife K,.

1. DaM,P=M,Q (Fr.48 I11.), M,C=M,C (Fr.201.)
umbd £ PM,C = £ QM,C (Fr. 102 IX.), fo ift A PM,C
2 QM,C (Fv. 80 11.), und nad) Fr. 54 IIL. und 67 IL. jind
paber nicht nur :

IV. die Bigen PB und QB, jomwie

V. bie Streden CP und CQ der beiden Tangenten gleidh-
grof, {onbern lehtere madjen
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VI. aud) gleiche LWinfel PCM, und QCM, mit der Cen-
tralen OM.M,. Daber

VI liegt ber Mittelpunft M, eined Kreifed K,, welder
swei fid) unter dem hohlen L PCQ jdneidende Gerade PC
und QC Deviihrt, in ber ben L PCQ Dhalbierenben Geraben
CD, und

VIIL. aud jedem Punfte M, in CD [ift fih ein RKreid
siehen, weldher CP und CQ Devithrt (Fr. 74 XVIIL und
83 V.).

[X. Wegen Fr. 71 VI machen die beiden Tangenten CP
b CQ denjelben jpiten LWinkel mit einanber, wie bie beiben
Dalbmefjer MP und M,Q; oder e8 ijt £ PCQ - £LPM,Q

= 180° (Jr. 72 II1., odex 96 VIIL).

104, Welde Siite gelten von dem Tangentendreied nnd dem
Tangentenvicred ?

L ZangentendreiedundTangentenviered(Dreied
und Vieved uia den Kreid) Heift ein Dretet, beziv. ein
Bieve, deffen Seiten Tangenten dedfelben Kreifed find.

II. Wegen Fr. 103 VI und VIIL miiffen fich die Dret
Halbierungslinien AM,, BM,, CM, (Fig. 102 &. 108) der
Winfel eined Dretectd ABC in dem Mittelpuntte M, bed dem
Dreiet ABC eingefdyriebenen Qreifed K, {dneiden.

I1I. €3 giebt baher zu jebem A ABC einen inneren
Beriihrungdtreisd K,, weldem dad Dreied umidhrieben
ift. Bergl. XIII.

IV. €38 giebt aber zu jedem Dreied aud) nod) dret
dufere Vevithrungdfreije, welde je eine Seite Ded-
felben und die Verlingerungen der beiden andeven Seiten
beviifren. Die Mittelpuntte M,, M, umd M, biefer brei
duferen Berithrungdtreife K, K, und K, (Fig. 102
@. 108) bed Dreiectd ABC finbet man durc) Halbieven der
Uufentointel desfelben (Fr. 103 VIL).

V. Die Centrale von je ziei duferen Beriihrungsiveifen
(iuft beshalb burd) einen Ecpuntt bes Dreiects (Fr, 43).
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VI. Seber Ecpuntt ded Dretedd ABC liegt in der Ver-
ed : g
lingerung einer durch den Mittelpuntt M, des eingejdyricbenen

e e !
f N
\ ‘

AN i 7
BT S

2
MV

Big. 102,

und ben Mittelpuntt einesd dupeven Veriihrungsfreifes gelegten
Gevaden (Fr. 103 VIL); denn e3 liegt 3. B. fowohl M, als
M, auf der den £ ABC Dalbierenden Geraben.

VII. Die Seiten bed Mittelpunttddreiedts M, M, M, (V.)
ftehen auf ben Halbierungsdlinien der Winfel e Dreiectd ABC
fenfrecht; benn e8 ift 3. B. in Fig. 102:
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: ZAMAB = ZMAC (L)
! ZAMAB =13 AW AR =1 £ V,AC

= /_ M,AC (IV. und gr. 42 IL.)
LMAM, = £ MAB+ L MAB= /£ M, AC+ £ M;AC

= / MAM, (Fr. 20 VIIL)

M,A _| MM, (Fr. 87 1. und IV.)

VIL Mt Hilfe bon Fr. 103 V. lift fid) leicht Herauss
bringen, daf der Ecfpuntt B bed /A ABC mit den drei Seiten
a, b, ¢ bon den Veriihrungdpumtten L,, N,, V,, W, und Ly,

L Uy, Vs, N, Dex Seiten a und ¢ mit den bier Berithrungs-
freifen abjteft um:
BL, = b, — % (a—b-¢) = BLy;
BN, = b; = } (a——b—z¢) = BUy;
BVit=—ih: L (a+b-}e¢) =BVy;

BW,= by =1 (—a--b-}¢)=BN.
IX. Im Tangentenvievedt ABCD (Fig. 108) jdymeiden fich
toegen Fr.103 VIIL die bier z.

f Halbiexungslinien der Wintel ,1} 2

\G | in dem Mittelpuntte M Ded /N T— T~

\ Sreifed, um Den ed bejdjrie- /_’ ety
ben ift.

X. Qm Tangentenbieveck &

ABCD (Big. 103) ijt bdie S
Summe 3tweier Gegenjeiten PR
gleid) der Summe dev Deiben X

anderen. Vergl. Fr. 133 V.
Sind ndmlic) U,V, X . J bie
bier Beriihrungdpunite, joift:
UB=BV|{ .
X = v ( @ 108 V)
XD=JD

S

Big. 108,

AU+ UB -} XC -} XD = AB - CD

H;ﬁ“ AJ -+ JD - BV -- VO = AD 4 BU} \g. 20 41,)

AB -+ CD = AD - BC ($r. 20 VIIL und 1V.).
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XI. Bieht man im Tangentenvierede ABCD (Fig. 103)
bon einent (chpunfte A bie Strecten AB, und AB, nad) etnem
PBuntte B, und B, in einer Gegenjeite BC und in deren Ver-
lingerung, jo ijt:

AB, > AB — BB, (&r. 76 1L.)
AB, -}— DC > AB - DC — BB, (gr.201IX.)
—AD —+ CB — BB, (X.)
— AD + (B,

AB, <Z AB -+ BB,
AB.+ DC <Z AB -+ DC -
<~ AD 4 OB - BB
< AD |- CB..

Die Tangente AB ded AD, DC und CB Dberiifrenden
Sreifes ift alfo die einzige Gerade, welde fid) von A nad |
einem Puntte in CB iehen laft und welde jugleich) mit AD, |
DC, CB ein Bieved liefert, wovin die Summen dexr Gegen-
feiten gleichgrofs find.

XII. &ind daber in einem Bieved die Summen der Gegen- [
jeiten gleich, fo lifit fich in Dasdfelbe ein Kreid bejdhreiben. |

XIII. Dexr Sap tn IIL [Gft fid) (als Seitenftitt zu
Br. 88 111.) aud) fo audfprechen: Der Rreid ift durc) dre
fid) {dhneidende Tangenten beftimmt.

Diefer ©ap hort nidht auf u gelten, tvenn ziwei von den
bret Tangenten pavallel werden.

XIV. Warum muf im Tangententrapey die Hihe {tetd
dem Duvchmeffer ded (eingefdyriebenen) Kreifes gleichen ?

105. Wieviel gemeinidyajtlidye Tangenten Defilsen swei Kreije?

L. Liegen giwei gleiche Rreife aufer einander (Fr. 102 XVL),
fo beriifren die zu beiden Geiten ber Centralen durd) einen
im Abjtanbde eined Halbmefjerd r bon der Centralen liegenden
Puntt geogenen Pavallelen der Centralen beide Kreife
(Fr. 74 IX., 72 VIL., 83 V.).

IT. SLiegen zvei nngIeicI)c Sreife aufer einander (Fr. 102
XVL.), {o beriifren bei r, > r, die beiden Pavallelen 3u den im
Ab{tande r,—ur, bon M bmdj M. gezogenen Gerabenbeide fretfe.

und;
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it ndmlich in Fig. 104 MF = r, —r, und L M,LU
— / M,FM, = 90° (Fr. 96 III., Fr. 83 X.), fo wirb bie
in M, ervidhtete Senfrechte auf M,F aud) LU in Z fenfrecht
fdhneiden (Fr. 72 [IL.) und M.Z = FL =1, fein (. 72 VL),
LU alfo in Z aud) den Rreid um M, berithren (Fr. 83 V.).

Sig. 104.

I11. Qiegen 3ivei gleicdje odex ungleiche Kreife aufer einandex
(Br. 102 XVL), fo Dberithren die beidben Pavallelen zu ben
im Abftande v, - v, von M, durd) M, gezogenen Geraden
Deide Rreife.

It in Fig. 104 M,S =1y -+ r. und 2 MSM, = 90°
= QXNM,, fo witd gang wie in IL. XQ aud) in W ben Kreis
um M, berithren (Fr. 83 V.).

IV. Bei zwei Kreifen K, und K, (Fig. 104), weldhe
aufer einander liegen, giebt e8 3iwei Paar gemeinfdaft-
lidje Tangenten
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Bet ungleichen Halbmejjern jdhueidet jich jebed Paar in
einem Punfte der Centralen; der eine Schnittpuntt V Beifit
ber innere, Der andere Uber GuBere Ahnlidhteitdpuntt
ber beiben Rreife (vergl. Fv. 151); der Heine Kreid (tegt
ywijdgen U und dem grofen. Bei gleichen Halbmefjern viickt
U in unendlidhe Entfermumng.

V. Die inneven und dufeven gemeinjdjaftlichen Tangenten
find in IT, und TIL. pavallel zu ben Tangenten M,S und M.F
(Fig. 104), welde man aud bdem INMittelpuntte M, ded
fleineren Rreife8 K, an eimen um bden Mittelpuntt M, Ded
groperen Rreifed K, gejdhlagenen Kreid ziehen fann, defjen
Halbmejier der SGumme M,S = r, -1, ober der Differeny
MF =1, — r, Dex Halbnteffer r, und r, ber beiden ge-
gebenen freife gleidht. Jn L it r, — r,==0 und die dufkere
Tangente pavallel ur Centralen.

VI. Wenn die beiden Kreife fich von aufen beviihren, wie
in Fig. 97, fo fallen bie beiden inneren Tangenten in eine
jujammen, und e3 giebt dann nur nod) drei gemeinjdjaft-
lidhe Tangenten.

Wenn ficd) die Kreife jdhneiven, wie in Fig. 93 bid 95,
{0 giebt €8 nur 3wet (duBere) Tangenten.

LWenn fid) die Kreife bon innen, tie in Fig. 98, bevithren,
jo giebt e3 nur eine gemeinjdyaftlidhe Tangente.

Liegt endlid) der eine Kreid innerhalb ded anbern, wie in
Big. 92 und 100, fo giebt e3 gar feine gemeinjdajt=
lidhe Tangente.

VII. Bieht man bie vier gemeinjdjajtlichen Tangenten,
jo find bie zwifchen ben BVerithrungpuniten gelegenen Ab-
jchnitte EK und ZL der duperen, und ebenfo TY und WX
der inneren Tangenten einanber gleid). Denn wegen
$r. 103 V. und 20 VIIL. ift:

U —UE=UL—UZ 0.0 EJ=IZL
unb VD4 VY =VW-- VX, 5.5 TY= WX

VIIL. Gbenfo find bie zwifchen ben duferen Tangenten
gelegenen Stiicte PN und QH der inneven Tangenten gleich.
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5 ijt ia
S UVP 2 AT
und LFUVN =
und baraud exgiebt jich:
PV 4 VN = QV -} VH (§r. 67 IL. und 20 VIIL).
PN — QH (%r. 20 IL.).
IX, PWeiter ift nach Fr. 103 V.:
NP =NT'-— TP = NZ : - EP
NP = NY | YP = NL -} PJ
2NP — ZL —}— EJ = 2ZL ($r. 20 VIIL)
O — ENI==ZT=—aF
X. Cnolidhy ift nadh Fr. 103 V. nod) NT = NZ ober:
PN — PT = ZL — LN (gr. 20 II.)
EN = 71 (VL)
PE = PT = LN = NY| (o
WE =Ty —PH— n\J
. Cine wiederfolte “hnmn*mnq der borftehenden Siie
gumttuz bie bier “htuhnng»:fu‘l]e bes Dreiectd8 ABC in
$ig. 102. Beriihren der eingejdhriebene Kreid um M, und
bie brei duBeven Beriihrungsveife um M,, M, und M, Ddie
nad) Bedarf verlingerten Seiten BC = a, CA = b und
AB — = bed A ABC in L, L, und L,, in N,, U, und U,
in V,, N, und V,, in W,, W, unb N, ut ferner bie Linge
Der Strecen :

(Fr.80V., Fr.103 VL),

v. 20 VIII.

.E\Lg = ALZ = A,

Blig= Bl ==

L — U=}
AN; = AV, — 1, AN =

= AW,= a,
BN, = BW, = b, BN, = BU, = b,
CN, = CU, = ¢,, CN, = CV, = ¢,

und fept man s = a, b, | e, =% (a -+ b+ e), fo
findet man leidgt, daf3:

a:hu--f—n- :11,+c1: 8§ —a=a,
b= ¢, - a, = ¢ + a,; s —b=h,
{z:m.«kl)ﬂ:‘;ffh;:: =

Bebide, Geometrie. 3. Aufl 8
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ift; nach VIL ift aber auch:

LU, = LsUs oder ¢, "!\_ e; = by *}‘ by

LsVs = LV, 8+ 2% =1c,  C

L Wi— L. Wa be = bs = 80 - 2s.
9(bbiert man nun je eine diefer drei lehteven Gleidjungen
su je einer Der drei borhevgehenden, jo erhilt man nad
K. 20 VIIL:

Cy — bl = a
%o—=00, —=1h3
Doi=——ifla — Ci:

Da endlich by = ¢,, fo legen die Beriihrungspunite L,
und N, Ded eingejdjricbenen und Dbed umfjdjriebenen
PBeritfrungsfreijed in -gleicher Cntfernung von dev Mitte
der Seite a. Abnlich ft3 bei bund c. — Bexgl. Fr. 159 XVIL.
und XVIL

XIL. Fiic den Puntt C in Fig. 102 ijt nad) Fr. 104 VIIL

: . —a-t+b-te
OW,— CW,=CB-BW,=a-}b,—a—— ebyos

2
a7 +b+4e
=== 5 = 8.

Ebenfo ijt BV, = BV, =&
und Ale=—All; = s,

PBiertes Sapilel.

Yier Gerade in derfelben Ebene. Das Vierek. Die
Projektion ciner Strecke.  Die reqelmafigen Vieledke.

106, Wie viel Fille Tafjen fidh in Begug anf die Ridtuug
pon bier Geraden in ciner Gbene unferjdeidben?

DBeytiglich ber Richtung dex bier Gevaden Gy, Gy, Gs und G,
in dexfelben Ebene find fiinf Fiille mdglich:

I. Alle bier Gerade Haben diefelbe Richtung (Fig. 105);
bann giebt e3 feinen Sdnittpuntt (Fr. 56 II.).
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11, Drei Gerade G, G, und G, (Fig. 106) Haben gleiche
Richtung, Die bierte G, eine andere; bdann giebt 8 drei

o

Sdnittpuntte A, B, C (Fv. 56 11L).

‘r; L5
iy
T/ 1
v
o G2 \
= - - G1 FERETE)
Gs 7\
1 . —_—) -
e (ro W ]
—— Cr \
2 \C
Y 3 \
— — Lo o \
P
_— = e
'
§ 10 (3}

II1. Bwet Gerade G, und G, (Fig. 107) Haben gleiche

MRichtung, die drifte und bvierte G; und G, Haben ebenfalld
gleiche, abex eine anbere Richtung, a
jrumng

3 Die beiden eften.

Gs3 G Yeeata
g Gr___ f A f;’ g
\pri S 2
T AL /
\'\. \\ G‘?__ 0 V74 =)
E & G FEEN
. .. S A b, T / ¥
\\ \ / \
N\ \
\ G b
Sig. 107. ig. 108,

Dann giebt 8 vier Sdnittpunfte ¢, D, E und F
(Fr. 56 I1L.), und das Fwifchen ihnen liegende Bieved CDERF
(Fr. 65 1L umd L), in welchem je jivei gegenitberliegende
Seiten pavallel find, Heifit ein Parallelogramm.

IV. 3Bwei Gerade G, und G, (Hig. 108 bis 110) Haben
gleiche Nichtung, bie dritte G, und bie bierte G, andere und
jwar unter fic) verjdyiedene Richtungen. Dann giebt o5
fitnf ©dnittpunfte H, T, K, L und N, und bier dabon
liegen in G, und G..
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LWenn der finfte K, tvie in Fig. 108, jwifden G, und G,
liegt und twenn er mit den beiden in G, (Fig. 109), oder
in G, gufammenfillt, jo entftefht fein neued ober befonderes
geometrijched Gebilbe™).

/ ~\ /
/ A
S
- 1_ s \\L 3
Gv /
/
it i TR
GE J'J
G#,/ G2\
Fig. 109, Sig. 110,

Qiegt dagegen K auerhald G, und G, (Fig. 110), fo
entfteht swifchen den Sdnittpunften H, L, N und T ein
Trapez HLNT, d. . ein Bieved, in bem 3iwei Seiten pavallel
find, die anderen 3tvei jich jdhneiden.

V. Sede der bier Gevaben Dhat eine andere Nidphung;
bannt giebt e3 jed)3 Sdnittpuntte.

CL ) \S
. al
7 G#
7 3 {T#’.QL Gf\
oig. 111, Sig. 112.

dallen fimtlige Schnittpuntte in einen P sujammen,
(Big. 111), oder fallen deven drei in einen Punft Q u-
jammen, wie in Fig. 112, jo entfteht fein newed geometrijhed
&ebifbe.

*) Dad Gebilde NLKHTEN {ft ja nod Jr. 66 L. und IV. Teine ebene
figur. Die Eibe fiber folde Figuren lafjen fidh entfpredhend ben Eiipen in
Tr. 108 bid 111 lefeht aufjtellen.
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Ballt bagegen fein Sdnitt mit demt andern jujammen,
fo Tiegen zwijchen den fech3 Sdnittpuntien wei Trape-
joidbe XVTY und XSTU
(Fig. 113), d. h. ziei

e 2, |G3
Bievede, in denen feine

[N

Geite der: anbern paral- T N T/ G+
el it &
o v ‘ " =T £ 34 1
VIS = ale Al e }.fs,, __/;, 8 Gy
vittfidytlich ded Paralle- / G

ligmugd ber Seiten blof
drei Arten von Vier:
ecfen: Paralelogramme,
Ei‘npc;lc und Trapejoide
(LI m3 V.).
Anm. Den Ne
man ausdeliclich Hex
fein Teape;, S
bejonbere Uvten:

1, wenn

mo

Parallelog

VII. Jn jebem BieveE betrigt die Winfeljumme bdiex
vedite (Fr. 72 IIL.) und laffen fich nur zwei Diagonalen
siehen (Fx. 65 VL).

Diein Fr. 96 VIIL., 97 ITL. und IV, foiwie die in Fr. 104 L,
IX. big XII. ermdfnten Eigenfdaften fommen nidht allen
DBievecfent a1, fondern nur den Sefnen- und den Tangenten-
bievecen.

107, Wie find dic Winfel der Parallclogramme bejdajfen ?

I. Die Summe von je Fwei benad)barten Winkeln C
md F (Fig. 114 ©.118) ded Parallelogramms etriigt 180°
(Fr. 62 1. 3.).

L. e el Gegentvintel ded Pavallelogramma find gleid.

Da in Fig. 114 L C 4+ L F=180" und L F -}
L E=180"{ft(1.),jomup L C+ LF= L F +
LB 0 b A0 — A Ee (e 20V VITTo):

I St in einem Bieved jeder Winkel feinem Gegen-
wintel gleid), fo ift e ein Parallelogramm.
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it ndmlic) in Fig. 114 ' '
_(,,:Alu R L A Bt

L O+ LFP4 LE LD =43 (Fr. 106 VIL) " Ifl‘""
2u_c—|—;m_ 2(LCH LF)=4R(Fr.201V.) i

P e = i ] o e \
o “l‘ o m}(m‘-lo VIIL); g

LCA- L 2
CD / FE undb CF // DE (3. 62 IL 3.).
IV. St ein Wintel eined Pavallelogramms ein vedhter, i
{o jind alle redyte; ijt einer

A D fdhief, o find alle fehicfe. .
= SRR P R o 3 e h
. - _/_7.-"90' St i gig. 1l - ST i
BT / fpits, fo ift €3 auth £ D(IL),
AR L wihrend 2~ C wnd £ B fogt
; / : ‘
: .y ftumpf {ind (1.)
i, 114, Wire dagegen /L F ein

redhter, fo miifiten aud
Z D (IL.) und ebenfo 2 C und 2 E (I.) redhte fein.

V. Ridjicdhtlich der Wintel giebt ¢ aljp nur zmwet
Arten Parallelogramme (IV.):

Gin Pavalelogramm mit lauter vedhten Winteln Dheifst
ein vechtminteliged, eingd mit vier {dhiefen Winfeln Heipt
ein {dhiefwinteliges.

108, Welde Siike Hondeln von den Seiten ded Paralleln:
qrammea?

I. Sedbe Diagonale teilt dad Parallelogramm in 3wei
fongruente Hilften.

Sn Fig. 114 1jt namlid

FE j/ (l) (Bor. u. Fr. 106 1II.)
et (6 2 T8
e AT B RS 1B
FD=FD (- 20.1.)
\ FDE 22 A DFC ($x. 80 V.). i

II. Daher lift fid) jebed Dreied FDE (Fig. 114) ald

bie Hiilfte eined Parallelogramms FEDC betrachten, weldyed
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man echdlt, wenn man durcd) die Enbdpuntte derfelben
Dreiectsieite FD die Parallelen FC und DC zu den beiven
anbeven Seiten 3ieht.

L Sm Parallelogramm jind je ywei Gegenjeiten gleid.

Weil nimlih A FDE 22 A DFC (L), ift aud) DE=FC
umd FE = DC (Fr. 67 IL.).

Diefer Sap (ajt fid) aud) fo audfprechen: Parallele
Streden ywifden Parallelen find gleidhlang.

1V. ©ind in einem ebenen Bieved CDEF (Jig. 114) je
stei Gegenfeiten gleid) (FC = ED und FE = CD), fo ift
e5 ein Parallelogramm. Bergl. VIIL

Da ndmlid) die beiden A A FDE und DFC nadh §r. 80 L.
tongruent find, fo ijt nad) Fr. 67 11

dom=—"rs uno Z-n

FC // ED uno FE // CD (

V. Gin cbened BVieved CDEF (Fig. 114), in Dem en
Paar Gegenfeiten CF und DE ;mnllci 1d 111‘1‘1 (=) find,
ift ein Pavallelogramm (vergl. Fr. 65 und UAnmertung 3u
gr. 106 IV.).

Bew. CF // DE (Bor.)

LA 62 E 2T
OF = ED (%8or.)
FD = DF (§r. 20 1)
A CFD 22 A EDF (§r. 80 II.)
Yo p— - n (gt 6l
FE // CD (Jr. 62 1L 2).

VI. Wegen 111 famn e3 aud) riidfidhtlid) dex Grige der
©eiten nur zwet Avten E]Sm'nl elogramme geben, nimfid)
gleidhfeitige, in denen alle bier Seiten gleidhgrof find,
und ungleichjeitige, in benen blop die Gegenfeiten paar=
weife gleid) find.

VII. Lu[)ar giebt e (wegen VI. und Jr. 107 V.) iiber=
haupt mee vier Arten von Parallelogrammten; namhc[J.
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Dag Quabdrat KMZT (Fig. 115) ift vedytwinfelig und
gleidhieitig;

pa3 Redyted SQUV (Fig. 116) ift redhytwintelig und un-
gleidhjeitig;

bie Raute oder der Rhombusd ABXY (Fig. 117) ift
jdhiefiointelig und gleichieitig;

pag Rhomboid FCDE (Fig. 118) ijt {dhiefvintelig und
ungleichieitig.

Anm. Der Name ,Rhomboid* wird entbehrlich, wenn man fich nidt die

Miglichleit exhalten will, ein Povallelogramnt furs u nemmen, das weder
RQuadrat, nod) Redytect, nod) Rhombus {jt,

K v c p.'g D
& gy 4  TIRERE Sy
Bt SOy
:’< / e
e i ./'/ by ~
_fﬁ’n }\’ > ,’,—n’l“;l' ,_,'t—- "~ y-'_
& Z 7 V7 z
oig. 115. %ig. 118.
3 pra R 7oA LA RS
b e
o e y;/
i | o
2 - \.\_\_ : /./4/_7_’-; 9__:,:‘
Jes 3% fors s Ay
v T e | Y
Sig. 116, Fig. 117.

VIII. Cin Bieved mit bier gleidgen Seiten ift (nad) IV.)
ein Parallelogramm und zwar entweder ein Quadrat, ober
ein Rhombug (VIL).

[X. ©dmeidet man in einem Pavallelogramm CDEF
(Big. 119), bon bderfelben Seite FE her, auf jwei Gegenfeiten
gleiche Strecden I'T und EK ab, o ijt bie BVerbindungsgerade
TK den Seiten FE und €D pavallel (V.), weil FT == EK.

X. DBerbinbet man die Mitten N und L (Fig. 118)
giweier Gegenfeiten, fo ift die Verbindungdgerade LN Dden
anderen &eiten FC und DE parallel (IIL umd V.).

i I
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XI. Bieht man in einem Parallelogramm FCDE
(Fig. 119) eine Parallele TK 3u einer Seite FE, fo ift
TK = FE (I1L.).

XIL Fallt man von ztwei Punften U und  (Hig. 120)
einer Gevaden UQ Senfredhte UV und Q8 auf eine ju UQ
pavallele Gevade VS, fo ift auch UV / QS (Fr. 57 IL).

Madht man dagegen von ) und V aud QS L VI und
VU _LUQ, jo ift toiederum UV // QS (Fr. 62 V. und IL 3.).

(-.' N rl s’ ¢l
= v
y ; al
.7;/¥,-1 i i
PRSAREET A e [
V' I Y. y'!—;g
Jig. 11 Fig. 120

XL Da demnad) (in beiden Fillen in XII.) alle Sent-
rechten goijhen wei Pavallelen pavallel find, fo find alle
Cenfredjten awijden zwei Parallelen aud) gleidhlang (IIL;
vergl. audy Fr. 72 VL).

Tegen Fr. 74 IX. find aljo alle Puntte der einen Pavallelen
bon der andeven gleidyiveit entfexnt, oder nod) Hiivzer: zwet
Parallele fHaben {iberall gleidhen Abjtand von
einander.

Den Abjtand weier Pavallefen darf man daher im
Parallelogramm und im Trapey ald Hohe in Bezug auf
piefe Pavallelen begeichnen. Bergl. Fr. 64 III.

Die Parallele G, ju G, ift der geometrifde Drt
(vergl. Fr. 74 XVIL) eined in einem borgejdyriebenen Ab-
ftande von G, liegenden Punttes.

XIV. Bei Punfte Q, und U, einer Geraden Q,U,,
&ig- 120, liegen in ungleidher Entfernung von einer ju Q,U,
nicht pavallelen und Q,U, nidht in der Mitte von Q,U,
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{dneidenden Geraben V8. Sic[)t man nimlidy durd) einen
‘iblmft X in Q,U, die Gerade UQ / VS, fo it nad) XIT. und
Sr. 20 TIL :
US >Q8 = T8 >Q,V.
Bwei Gerade UQ und VS find parallel, wenn fid
swifchen ihnen 3iwei gleidhe Senfredhte jiehen laffen (XIIL
und XIV.).

XVI. Mit Fr. 81 laft fich leicht beweifen, daf in XIIIL.
big XV. anftatt , Sentrechte” und , Entfernung” gefetst werben
darf , Pavallele Strecten. Vergl. dibrigensd I1I. bid V

XVIL Uud) abweichend von IIL famn ein Bieved zivei
Baar gleiche Seitenn befiben, ndmlid) wenn die Seitenpaave
gleich find, twelhe in Dvu Enbdpuniten eincr Dingonale u=
]"muuw nftoen, wie 3. B. in Fig. 91 im Viered MDEC, in
Fig. 93 (und 95) im ‘Mcmt M,PM.Q, in Jig. 104 in den
Bieveden UPV(Q und UEM.Z.

Die Cigenjdhajten jolcher Vievecte, welhe man gleid)-
jdhentelige Bierede nennt, find inFr. 102 und 105 {dyon
mit exdrtert worben.

Gin foldjes Bievet wiivhe nad) Fvr. 106 VI. zu den
Trapesoiden zu vechnen fein, fojern bie Seiten bed einen
Paaves grifer jind, ald die bed anbern; find dagegen alle
pier Seiten unter {ich gleid), o ift dag Vieved ein Quabdraf,
pdex ein Rhombus (vergl. VI und VIL).

Anm,

te man den Tamen ,Mhomboid” noch fret (vergl, VII, Anm.),
fo fonnte man Bieved, in tvel \l\uu bic an benm Enden bder einen Diagonale
an einander ftof it Sei hll gleidy, bdie an demen der andern Diagonale fid)
treffenben ungleidy find, ein Nhomboid nennen.

Iﬂ‘i Welde Stitdfe Deftimmen ein Pavallclogramm ?

. Aug Fr. 106 11 in Berbindbung mit Fr. 57 L und
oL 2b folgt, dafs ein Parallelogramm durd) einen Winfel
und bie zwei denfelben einfchliefenden Seiten Heftimmt ijt.

1. Bur Beftimmung ded Redytedsd und der Faute
veichen wei Stiicke aud (I und Fr. 108 VIL); bei exfterem
die beiden Seiten, bei lefterem eine Seite und ein Winkel.

II. Dad Quadrat ift beveitd durd) eine Seite beftimmt.
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110, ad gilt von den Diagonalen des Parallefogranmms ?

[ Wit ein Winfel B eined Pavallelogramms ABXY
(Fig. 117) durch die Diagonale BY falbiert, jo werden aud
bie drei anderen Winfel durc) die Dingonalen BY und AX
Balbicxt, und zugleich ijt bad Parallelogramm gleichieitig.

Xt Lu= Lv, jo mu amidit aud) Ls = <r
fein (Fr. 20 1v.), weil jo Ls Cyamd Lr= L1
ift (Fr. 62 1.). Damn ijt aber fojort auch R
and Zu = Zs (Fr. 20 V.), und dedwegen meitex :

BX — XY — AB = AY ($r. 74 VL, 108 IIL)
Limie— L p =N A | (Fc. 74 1,62 15)

I Sn jedem gleichieitigen Parallelogy
und Rhombus) Hhal
ud 62 L.).

umm (Qatadrat
i 5c. 741,

[II. Die Diagonalen eined rallelogramms
(Fig. 118) Dalbieren fid) gegenjeitig in H (Fr. 67 IL),
weil A CHF 2= A EHD (&v. 80 V.).

IV. SSede durc) den Diagonalenjdmittpuntt H, &ig. 118,
gelegte Strecte NL ift in H Halbiert und fchneidbet bon Den
Ceiten CD und FE nad) C und E Hin gleiche Gtiide NC
und LE ab (§r. 67 I1.), da A CHN =< Z EHL (Jr.80 V.).
RNatitelich ift audy ND = LV

it dabei LN // FC, fo witd FL = LE = { FE
(Fr. 108 IIL. und . 20 V.).

V. Gin Biered, deffen Diagonalen CE und FD, Fig. 118,
fih gegenjeitig halbieven, ift ein Parvallelogramnt. Aus
A CHF o2 A EHD (Br. 80 IL, $r. 42 IL) folgt ja
/ x = /y ($r.67 IL) und endlidhy CF // DE (Jr. 621L.),
jowie aud der Kongruen dev AL CHD und BHE in gleicher
Weife CD // FL.

VI Sn jedem rechtwinteligen Parallelogramm (im Quadrat
TEMZ und im Redtect SQUV, Fig. 115 und 116) {inb bie
Diagonalen gleichgrof, weil (nad) Fr. 81 L.):

ARTZ =2 AMZT und  AQSV = AUVS.
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VIL Cin Parallelogramm mit gleiden Diagonalen QV
= US, &ig. 116, ijt vedjtmwinfelig; denn dann ift nod
VS = 8V, Q8 = UV (Fr. 108 I1IL), deshalb A QVS o2
ATUSY (Fr. 80 1.), bann L QSV= L UVS (Fr. 67 IL),
oder wegen Fr. 107 L QSV=90"=LTUVS(Fr. 20VIIL).

VIIL  Jn jedem gleichfeitigen Pavallelogramm (Quabrat
und Rhombus) jtehen die Diagonalen auf einanbder fentredht
(Jr. 75 V. und VL.); denn jede Diagonale, 3. B. BY in
$ig. 117, halbiext in dem bon der anderen Diagonale AX
abgejdynittenen gleichjchenteligen /A ABX Den Winfel an dex
©pite B (I1.).

IX. Cin Parvallelogramm, defjen Diagonalen jentrecht
auf einander fteben, ift gleichfeitig. Sn Fig. 117 ijt ja damn
AQ = XQ (III.) und BQ = BQ (Fr. 20 L), bedhalb
AAQB=AXQB (Fr. 81 L) und AB=DBX (gr. 67 IL).

111, Weldje Siie iiber dad Trapes find ju evwihnen?

I. Die BVerbinbungsgerade SV (Fig. 121) der Mitten
S und V bder nidht-pavallelen Seiten KL und NM eined

Trapezed NKLMift pavallel

S R L__ P au den Parallelfeiten KL

A A V% und NM und Beifit Daber
j,.;/.k,;{;d“jl,..___.;\/;-*' Die- mittlere Parallele.
;:;,/ > !L P ’9; A ' Bieht man dburdh v Cil.m
AL =M Gerade PQ /KN, big fie

g, 121, die Deiben YParallelfeiten in

P und Q jdyneidet, jo ijt nad

G 621 L x=— L yumd Lp=q, ferner LV = VM

(Bor.), folglich ALVP =2 2 MVQ(Fr. 80 V.)und PY=VQ
(Br. 67 I1.). Num ift aber nad) der Woraudjepung aud
NS =8K, folglid):

SV //NQ (§r. 108 X.).

II. Bieht man dburd) bie Mitte S (Fig. 121) ber einen
nidyt-pavallelen Seite NK eine Bavallele SV zu den Barallel-
feiten NM und KL, fo Dhalbiert Diefelbe bie anbdere nidyts
parallele Seite LM.
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Demn ginge SV nicht durd) die Mitte bon LM, fo miifite
fidh (wegen I.) durd) S nod) cine 3weite Pavallele zu NM
siehen laffen, wad nadh) Fr. 57 I. unmiglidy 1it.

[I. Die mittlere Parallele SV (Fig. 121) ijt dad avith-
metijcje Mittel (vergl. Fr. 19 II1.) ausd den beiden Parallel-
jeiten KL und NM.

Aud der in 1. nachy Jnmquwu Kongrueny der Dyeiecte LVP
md MVQ folgt aud), daf LP = QM (Br. 67 I1.); nad
Sr. 108 111 ift ferner KP -*H\"—:'_\"(\L folglich :

28V =KP-{-NQ=(KL--LP)-{ (NM—QM)

- : o PRLH-NM
— KL -+ NM; SV — -

(V)

IV. Die mittlere Parallele IV (Fig.
jede durd) den Endpunft K ber einen 1
KN 3u ber anderen LM parallel gezogene de KU,
nady Fr. 108 OI. KX=LV und XU=VM, und nad) L
LV=VM ift, dbaher am‘[) KX —XT (e 20015,

V. Wire in Fig. 121 £ N=_~y, madjen aljo die zwifchen
den Pavallelen KL und NM gezogenen Streden KN unbd LM
nad) entgegengejebten

21) Dalbiert aud)

Seiten gleiche Winfel —_——

mit K.\l? 1'0Jmuf3 e 5/'-;\\7 e

= NM fein. e 2L \F \
Demn dann iftaucy ¢ ‘P '8

LR=/L(r621) & i /4

und bie qud K und L BIgZ Lo

auf NM gefillten Senfrechten jdhneiden bon NKLM fongruente
Dreiede ab (Fr. 108 XIII. und 80 V.).

Anm. Diefer Saf
und bildet nuch eine

Ldfit fic) al8 ein Seitenjtiict neben Fr. 108 IV. ftellen
naung ju Fr. 108 I Anberfeitds finnten in einem
Bleved aud) ein Poar benadybarte Seiten gleidh jein (vergl. Fr. 108 XVIL),
VI Teilt man eine Seite KN (Fig. 122) eined Dreiecs
NKU, ober die eine nicht=parallele Seite KN eines Trapezes
NELM in n gleidje Zeile und jieht duvd) die Teilpuntte
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Parallelen zu Der Dreiectdjeite NU, begw. ju den Parvallel-
feiten KL und NM, fo teilen biefe Pavallelen aud) die dritte
Dreiectdjeite KU und bdie andere nicht-pavallele Seite LM in
n gleidje Teile.

Da KS=98A und 8V // KL, fo ift junidjt KX =XE
(IV.). Sn Den Trapezen BSXF, CALH 2c. mit den mittleren
Barallelen AR, BE 2c. ift bann nady 1L tveiter XE = IF,
EF=FH 2., dafer nad) Fr.20 V. KX=XE=EF=FH .
Die duvc) die Pavallelen in LM erzengten Teile LV 2¢. find
aber je einem Teil in KU gleid) (Fr. 108 IIL.), dalher aud)
unter fich felbjt (Fr. 20 V.).

VII. Die zwifdhen KN und KU liegenden Ubjchnitte
SX, AE, BF, CH 2. ber Parallelen wadjjen wie die gangen
Bahler; denn jede dexfelben befteht aus einem Stilck, weldyed
nach Fr. 108 ITI. Dem vorfergehenden Abjdnitte gleich ift
(DE=S8X, GF=AR 2¢.), und einem jweiten Stiid von
unvexinderlicher Grofe (AD, BG). Aud der dburd) Fr. 80 V.
bebingten Songrueny der Dreiecfe KXS, SDA, AGB 2. folgt
nimlich nac) Fr. 67 1L., baf 8X = AD = BG . Daber
ifit AR = 28X, BF = 38X .

VIIL Bieht man im Dreied NKU eine Strece KP bon
K nad einemt Punfte P in NU, fo teilt KP bdie Abjdnitte
SX, AR, BF ac. ber jimtlichen Pavallelen in dem ndmiicden
Berhiltniffe (vergl. Fr. 145 L), wie die Seite NU, weil
nad) VIL die zu beiden Seiten bon KP liegenden Abjdnitte
biejer Parallelen wie die gangen Jahlen wadyjen.

IX. 3t daber in VIIL. NP=PU, fo halbiert KP aud
bie famtlichen u NU parallelen Strecen wijchen KN und KTU.

X. TWie weift man aud IX. nad), daf dex Schnittpuntt
per nidht-parallelen Seiten eined Trapezed in der die Deiden
Pavalleljeiten Halbievenden evaben liegt? Bergl. aud
Sr. 159 XIL

112, Wie projiziert nan cine Strede auf cine Gerade?

I. Projeftion einer Strede AB (Fig. 123) auf eine
Gerabe G feifpt die Strece A,B,, weldje givijden den Fuf-
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punften A, und B, der von den Endpunften A und B auj die
®evade G hevabgefillten Sentrechten A A, und BB, enthalten ift.

Madht AB mit G (odex
mit einer 3u G pavallelen
®eraden) dent {piben Win-
fel w, jo Dilbet A,B, Ddie
unter dem Winfel w
projizierte Strecde AB,

1. Die Projeftionen
dexfelben Strece auf pa-
rallele Gerade ober unter
bemfelben Winfel w find
gleichgrop.

Sn Fig. 123 ift ja AC = A,B; (Jr. 108 XIIL).

[II. Projiziert man AB [mq 23) auf mefhrere durd) A
gehende Gerade CA, C,A 2., fo liegen Ddie Fuppuntte t:,
C, 2¢. auf einem iiber AB a3 Durdhmefjer gejdhlagenen Kreife
(Jr. 96 VIL); dabei ift (wegen Fr. 91 VI.) die Projettion
AC > AC,, jobald /- BAC <C £ BAC,. ®any dag Niim=
fihe gilt, wenn AB auf eine nicht duvd) A gehende Gerade
projiziect wird (IL).

Die Projettion einer Strede AB wixd demnad) um fo
fleiner, unter einem fe grifeven (jpiben) Winfel man AB
projiziect.

IV. ngefe[]lt Gine je grifere Projeftion man bei
Projizierung einer und derfelben Strede AB unter einem
ipiten Wintel exhilt, unter einem um jo feineven Winkel fat
man die Strecte brojiziert.

V. Bei AB// G, alfo bei w = 0, wird die Projeftion
A,B, der projizierten Strede AB gleich (Fr. 108 XIL.).

VI. 2ird der Projeftiondwinfel = 90°, jo jdhrumpft
die Projettion der Strecfe AB zu einem Punfte A zufammen,
witd alfo = 0 (Fr. 57 1IL).

VII. Wollte man bdie Strecfe AB unter einem {tumpfen
Winfel w, projizieven, jo fiele die Projettion A,B, nidt mehr

2,
~ -
whavr i
D
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(ivie Dei Der Projeftion unter dem fpiten Wintel w) auf einen
©dyentel DL ded Projeftiondwinteld, jondern auj bdefjen
Berlingerung DF.  Faft man in diefem Falle (ahnlid) wie
in Fv. 44 V.) die Projeftion wegen ifhrer entgegengejehten
Qage gegen ben Schenfel DL (Fr. 24 IL) ald negativ auf,
bie Projeftion unter einem pipen Wintel aber als pofitid,
dann gilt bad Gefep in L. auch nod) fitr jlumpfe Winkel,
und bei w — 180° wiirde bie Projeftion AB, = — AB
werden. Wie aber bei Projeftionen unter Winfeln iiber 180°
big 860°?

VIIL Projiziert man eine Strecfe AB unter jwei Winteln
w und w,, die fich zu 180° ergiingen, fo erhalt man gleid)-
grofe Projeftionen, von denen aber die eine a8 pofitiv und
Die anbere al3 negativ zu gelten Hat (VIL).

IX. Projiziert man eine beveits unter dem jpipen Wintel
BAC = w projizierte Strece AB nod) unter dem {jpifen
Winfel CAC,=u, jo ijt leptere Projeftion AE grifer al3
vie Projeftion AC, derfelben Stvede AB unter der Wintel-
fumme BAC,— w —|-u; benne3 iftja BC, // CE (Fr.571IL),
BC, aber fillt von BC aud nad) A hin (Fr. 71 IL.).

Bei Veviidfidhtigung von VIL qilt dexr vorftehende, bis
jebt mur fitv w—-u<90° bewiefene Sap aud) nod), wenn
w—n = 90° oder w-un>90° ift.

X. 1lber ba3 Wadhjen der Projettionen der von einem
Punfte P nad) einer Geradben G gejogenen und auf eben
diefe Gerabe G projizierten Strecen giebt Fr. 74 X. Auf-
{hlup. LVergl. Fr. 78 V.

113, Welde Cigenjdaften haben die vegelmapigen Viclede?

I. Gin ebened geradliniges BVielet (vergl. Fv. 65 1.) feift
regelmdfig, wenn alle feine Wintel und alle feine Seiten
unter einander gleid) find, wie beim gleichjeitigen Dreiect
(vergl. §r. 64 TIL und 74 V.)und beim Quadrat (Fr.108VIL).

II. Die Winfel jeber regelmifigen Figur find Hoh!
(Fr. 35); Denn beim vegelmifigen n-ect betriigt die Summe der

1 W
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&

n Winfel (n—2)2 RN (Fr. 72 111.), wedhalb jeder eingelne

A 9
Winfel = (” ~) g — (1 = H) 2R <7 2R it
n 1/

L. Jeber Winfel einer rcgvhnﬁf‘,igeu Figur wird um {o
>

griifier, je grifer die Seitengahl n ift (IL.), weil — abnimmt,

wenn n wadit. *
V. $Halbiect man in einem regelmifigen Bieled ABCDEF
(mq ‘)i) mm buml[jbmh Winfel A und B, jo it Lz
Ly < 2N (IL); bdedhalb
’]d)imbm nd) (51. 62 IV. 3.) r—0F
bie Palbievungslinien in einem //\\ / A
Puntte M, weldher nad) dem /

/ PAR 0
h f/ /i B
3;1&}&‘1‘&1 der Figur Hin liegen xl,{ »f*‘*g‘{ A _31)

muB (Fr. 69 1X.). Uusd der 10 o LN
®leichbeit dex beiden Wintel- \32/ N
héiljten z und y folgt jofort, daf3 5 ;)é/

AM=BM (.74 VL.). Bieht
man fecnex bon M eine ©trecte MC
nad) dem uh'c[}'tm Edpuntte C,
fo ift A AMB == ___( MB (. SU IL.), weil ja nad) I. aud)
AB=BCund Ly=1B= Lx tit Dedhalh muf aber
eiter MA=M( (Fr. 67 IL.), aljo MA=MB=MC fein
und MC den /O halbieren.

®efht man nun yu den folgenden Ecpuntten D, E 2c. fort,
fo finbet fich, Daf Die Holbierungdlinien der Winfel einesd
regelméBigen Bieledd fic) in einem Puntte M {dneiden und
bag Bielect in jo viel fongruente gleichidhentelige Dreiecte
teilenr, al8 dad Wieled Seiten fHat.

Sn diefen Drveiecen ift jeber Winfel an der Spige M
gleihgro, niamlid)

£ AMB =BMQO = ...=4%R:n (v 84 IV.).

'\afm it £ AMB- £ ABC = 2% (IL.).

V. Die aud dem Punite M auf die Seiten AB, BC 2.
gefiillten Senfredyten halbieven die Seiten und find unter fich
gleih (Fr. 76 V. umd VI, Jr. 81).

Sehide, Geomefrie. 3. Anfl. 9
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VI Ausd dem Puntte M (Gt fich alfo nach IV. ein Rreid
purd) die Ecpuntte und nach V. ein Kreid durd) die Seiten-
mitten (vergl. Jig. 125) jhlagen; exjtever ift dem Bielect
umgefdrieben, lepterer eingejdhrieben.

VIL. Teilt man einen Kreid in n gleihe Teile und fegt
burd) die Teilpuntte A, B, C 2. (Fig. 125) Selhnen oder
Tangenterr, fo erhilt man ein (eingejdhriebened obdex
umgefdriebenesd) regelmifiged n-ed.

Vet dem eingefhriebenen zunichft find die Seiten nad)
dr. 91 IL. unter {ich gleich, weil die ziwifchen fe ziwei Teil
puntten legenden Bogen gleid) find; die Winfel aber find
gleih (Jr. 96 1L), weil jeder ald Peripheriewintel iiber
(n—2) foldjen gleichen Kreidteilen, 3. B. £ ABC iiber dem
Bogen AEDC, angefehen werden fan.

Ateht man fexner beim umgejdyriebenen Bieled NOPQS
pom Mittelpunfte M aud Halbmejjer MA, MB, MC 2. nadh
allent Teilpuntten, fo zecfdllt dad n-ed in n Bievede, und
sieht man dann nod) von M Strecen nad) allen den Puntten
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N, O, P 2c., in denen fid je 3wei benachbarte Tangenten
jchneiden, Jo erfillf jeded Vievect in 3ivei tongruente (Fr.81 1)
rechtwinfelige Dreiecfe. Die 2n Winfel um M find daber
jimtlidy gleich, weil die Strecten MN, MO 2. die nad
BT, 'I V. gleichen Centriwinfel AMB, BMC 2c. halbieren.
Da dedhalb die 2n lu“lUlilttl!k;Ll! Dreiece unter jich fon
gruent {ind (Fr. 81 11.), jo folgert man davaus nach Hr. 67 I1.
feicht bie Gleichheit fhmliit‘t]t't (hafben und gangen) Seiten
und Winfel ded umgejcdriebenen Vielects.

VIII. 2Werden durch Diejelben n Teilpuntte A, B, ¢ 2.
(Dig. 125) Rreifed ein eingejchriebened und ein um-
gejchriebened vegelmifiiged WBieled von n Seiten gezeidhnet,
{0 halbieren bie Strecten MN, MO 2c. die Bijgen AB, BC 2.

Der RKreid ift daher mmmehr in 2n gleiche Bigen
AK — KB — BL 2c. geteilt.

Jeidnet man jeht die beiden 2n-ece, jo zeigt fich das
eingefhriebene qrﬁ;cr bad unmcic\richcnc fleiner al3 dasd
einge{chriebene, beziehentlich dag umgejdjriebene n-et. Durd)
fortgefeste ‘l«tﬂupm[uuq ber Geitenzablen exhilt man dann
Bielecte von 4n, Sn 2¢. Seiten, und da ]u[ diefe T I(‘[L{ft‘
immer inniger an den freid anfdhmiegen, je grofer ifhre
Seitenzahl wird, jo pilegt man den Kreid als cmwg]dum})[; €5
Bieled von unzihlig vielen Seiten zu betrachten,

Sinftes Scapifel.
Einige Anfgaben nund fihungeaﬁii;r.

114, 2Wie seidimet man ein gleidjeitined Dreied?

Sdldgt man aud den Endpuniten A und B ber (gegebenen
ober mwilltiivlid) gewdhlten) Strede AB zwei Kreife mit AB
alg Halbmejjex, {o fhneiden jid) die ﬂu‘t]u DadieinFr. 102 VIL
quu[ltvn Bedingungen u]ull {ind, in ziwei Puntten ¢, und .
Die beiden (fongruenten, Fr. 80 I.) Dreiecte ABC, und ABC,
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find gleichfeitig (Fr. 20 V.), da AC=AB und BC=AB
(Fr. 48 IIL).

115, Wie geichuet man ein gleidjdenteliges Dreied ?

Man verfafhre wie in Fr. 114, {dlage aber die jwei
gleidjen Sveife mit einem dev Strede AB nidht gleichenden
$Halbmeffer, dex grifer al3 die Hilfte von AB ift.

116, Wie seicpnet man ein Dreied and den drei Seiten?

®eniigen die drei Seitena, bund ¢ den nFr.76 geftellten
PBedingungen, jo jdneiden fich) die aud den Endpuniten von
AB = ¢ mit den Halbmefjern b und a gejhlagenen Kreife
in 3wei Puntten ¢, wnd C, (Fr. 102 VIL) und Seiten bev
(fongruenten, Fr. 80 L) Dreiede ABC, und ABC, find
a, b und c.

117, Wie sicht man von eimenm Punite P gwei gleidhe Streden
nad) ciner Geraden 67

Sdlagt man aud P, wie in Fig. 96, durd) eimen jenjeits
G gelegenen Punft N etnen Kreid K, fo {dneidet diefer G in
2 Punften M, und M, (§r. 83 XIIL.) und e3 ijt M,P=M,P
(. 48 IIL).

118, Wie friigt man an cinen Strahl AB in A cinen gegebernen
Winfel DEF an?

Man verbinde zwei auf den Schenfeln ED und EF will-
fiicli) gewibite Pumfte H und K durd) eine Strede HK
und zeidne nach Fr. 116 an AB ein dem Dreted HEK fon:
gruented Dreiect H,AK,, fo daf AK, = EK bon A au$ in AB

liegt, und AH,=EH wird. Dann ift:
L HAK, — /£ HEK = / DEF (. 67 IL).

119, Wie zieht man in ciner gegebenen Ebene duvd) cinen

gegebenest Puntt ¢ eine Barallele DL zu einer gegebener Gevaden FK?

Man verbinbe ¢ mit einem Punfte £ in FK und made

/. ECD = / CEK (Jr. 118), fo bafy D und K auf ber-

fdhiebenen Seiten von OF liegen (wie inFig. 32 auf ©. 40);
pann ift DCL / FK (Fr. 62 1L 2.). Bergl. Jr. 57 L
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120, Wie filt manw von cinem Puntte P auf eine nidt durd
P gehende Gevade G cine Senfvedite?

Aieht man von P nach zwei beliebigen Puniten M, und M,
in G (wie in Fig. 93 bid 96) Streden, fo Jdneiden fic) et
aud M, und M, mit M,P und M,P a8 Halbmefjern gejdhlagene
Rreife noch in einem Puntte Q und ed ijt PQ L G (Fr. 102 [IL).
Nac) Fr. 117 fomnte man dabei wei gleiche Sreife exhalten.

121, Wie crridytet man in cinem Puntte N ciner Gevaden &
cine Senfredyte?

Sn G madje man ND = NC (gFig. 55) und iiber CD
A DQC gleidyichentelig (Fr. 115), jo ift QN L G (Sr. 74
XVIL).

122, MWic crridhtet man im Cudbpuulic B ciner Strede AB
cine Senfredyte?

Man eidhne iiber AB (Fig. 67) ein gleidhjcenteliges
AAVB (§r. 115), vexlingere AV nad) F, i VF — VB
— VA ticb; dann ift FB_L AB (Fr. 71 IIL), ba £ VAB
-+ ZVFB = £ ABV -+ A FBV (&r. 74 L).

123, Wie {dligt man nm ein rechiwinfeliged Dreied cinen
RKreig? BVergl, Fr. 88 IV. und 89.

I. eilt man Den rechten Winkel B fo, dafs (wwiein Fig. 86)
/. ABM = /_ BAZ wirb, dann jdneidet die Teillinie BM
die Hypotenufe AZ im Mittelpuntte M Ded gejuchten Sreifes
(Fe. 71 1L und 73 L.).

IL. Gine anbere Lofung bietet Fr. 96 V1L mit Hilfe von
5. 127

124, Pie fegt man cinen redyten Winkel fo, Dofs feine Schentel
purd) jwei gegebene Puntte A und Z gehen und jein Scheitel auf
ciner gegebenen Gevaven & liegt?

Hat der iiber AZ (Fig. 86) ald Durdymefjer gefdhlagene
Sreid mit der Geradben G einen, ober 3wei Puntte, 3. B. B
und C, gemein (Fr. 83), fo find ABZ und ACZ eine, beziv.
awei Der geftellten Vedingung geniigende Lagen ded redyten
Winteld (Fr. 96 IIL.).
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125. Wie halbiert man cinen genebenen Winfel?

Macht man vom Scheitel M, ded ju halbievenden / PM,()
aud (wie in Fig. 93 und 94) M, P = M,Q und bejdyreibt
man diber PQ ein gleichfchenteliged A PM.Q (Fr. 115), fo
halbiext M,M, den /2 PM,Q (Fr. 102 IX.); denn aud M,
und M, faffen fid) Sreife durd) P und Q ziehen (Fr. 47 IL.).

Am zwedmipigiten legt man bag A PM.Q nicht auf
dicfelbe Seite von PQ, auj welder A PM,Q liegt (vergl.
&ig. 95).

Jit der Sdheitel ¢ bed zu Halbievenden . W,CW.,
dig. 102, nidyt guginglidh, jo ziehe man beliebig AB und
Dalbiere buvc) AM,, AM;, BM,, BM, die infel bei A unbd
B; bann liegen M, und M; in ber Halbierungélinie M,M,C
(Fr. 104 1L.).

126, 2Wie teilt man eimen vedyten Winfel i drei Teile?
Man bejdyreibe in dem gegebenen vechten Wintel XBY
itber Der in Dem eimen Sdyenfel BX liegenben Strede BA

ein gleichieitiged A ABC (Fr. 114), dbamn ift L CBX =+ R
(. 74 V.), folglih) £ CBY = L R.

127, Wie halbiert man cine Strede P oder cinen BVogen P ?

Beidhnet man iiber PQ (wie in Fig. 93 ©.101 am Dbefjten
auf verfchiedenen eiten von PQ) el gleid)jhentelige Drei-
efe PQM, und PQM, (Fr. 115), jo Halbiect M,M, fowoh!
PQ (Fr. 102 VIIL), a8 PQ (Fr. 90 V.).

128, 2Bie teilt man cine Strede KU in n gleide Teile?

PMan trage in K an KU unter Deliebig grofem Wintel
UKN einen ©trahl an, trage (wie in Fig. 122 &. 125) auf
oiefem bon K aud n gleiche Teile (KS = SA = AB =

.- == (N) auf, verbinde den leten Teilpuntt N mit U und
aiehe burd) die anberen Teilpuntte 8, A, B 2c. Parallele u
NU ; bann teilen diefe Parallelen die Strede KU it n gleiche
Leile (Fr. 111 VI.).
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129, Wic eidynet man ein Dreied mit ciner gegebenen Seite a
und cinem geqebenen Gegenwinfel A diejer Seife?

I. Man verfahre, wie in Fr. 79 II1. 4. angedbeutet rurde;
man madye iiber CB = a, 3 B. L CBX = L BCOY =
1RO >—9A

2
Sdnittpuntt A 3twifchen CY und BX einen Kreid (Fr. 88 L.).

11 "I\}ih‘cu fitr ein Dreiec a, A und CA,= b (Fig. 72)
gegeben, jo Draudgte man in den nad) I ]L]L“ﬂ(]tl’dl Rreis
nur nod) die Sebne CA, = b eimgutragen (Fr. 102 XIL).
Bei b = a laffen fidh) mwegen Fr. 91 VIIL qud a, A md b

swei berfdhiecdene Dreiece zeichnen. Vergl. &r. 79 VIIL

— 00°— 1 A und lege dburd) B, C und Den

130, Wie zeidynet man ein Dreied, von dem cin Windel A
eine anliegende Seite ¢ und 1. die Summe a--b, oder I die
Difierens a —b der beiden anderen Seifen gegedben ift?

Auf dem einen Schentel AX bded Winfels A trage man
die Seite AB=—ec, auf dem andern Schenfel AY die Strece:

[ AB—
auf; dann:

a-th, ober Il AE=Db—a

I. fdhneide man vor dem £ DBA den £ DBC= / BDA
(Fr. 118) ab; fdhneiden fich nun BC und AD in C, jo ift
ADBC dad gejuchte Dreiect (Fr. 74 VL.). Bergl. Fig. 58 &.70.

II. trage man in B an BE auf der BA entgegengejeBten
Seite den (jpigen) L EBC = £ BEY an (Fr. 118);
jchneiden fic) mun BC und AY in C, Jo it Dag Dreiect ABC
9a3 gejudhte (Fr. 74 VL). DBergl. Fig. 59 ©. 70.

131, PWie zeidnet man cin Dreied and jwei Winfeln w wud v
uwnd ber Summme der drei Seiten? Bergl. Fr. 79 VIL

An den Ln‘muu[tm N unbd \[ ber Strede NM — --}—h
¢ trage man £ MNX = 4 Zu und Z NMY *j Ly
an; ift nin 11+\ < 2% (Fr. 69 IV.), fo ift L MNX
4 / NMY < % und NX und MY {djneiden fich in ©
(Fr. 62 1V. 3 .), fdneidet man jebt bom (jtumpfen) Wintel
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NCM bie £ NCU — 4u und /. MCV = 1 v ab und ver-
binbet C mit den Punften A und B, in Ddenen NM bon CU
und CV gejdnitten wicd (Fr. 62 1V. 8.), jo hat dad A ABC
die brei Seiten AB=—c¢, AC=AN=b unb BC=—=BM=—ga
(Br. 74 V1), wihrend £ CAB = u und £ CBA = v ijt
(%r. 69 VL).

Wie feilt man cinen Kreid in 4, 8, 16 2. und in 3,
6, 12, 24 2. gleide Teile? und wie jeidnet man cin vegelmagiges
Bieled vou diefer Seitenzahl?
Beidynet man in einem Kreife zivei auf einander fent:
rec{)tc ‘Dmf[}menu \li und Cb (Br. 1‘)1) fo ijt:

AC=CB=BD=DA (r. 39 IIL, 54 TIL).

II. Beidnet man itber einem Halbmeffer MA ein gleid)-
jeitiged A AMB, fo ijt ber Centriwinfel AMB = 60°
(Br. 74 V.), alfo AB bder fechste Teil vom ganzen Kreife
(. 54 V. und 50 IL.).

Cin aud A mit AM al8 Halbmefler gejdlagener Kreid
geht puxch) B (Fr. 48 11, 64 IIL) und fdhmeidet auf bex
anderen Seite bon AM einen Bogen AC ab, dex AB gleicht 2c.

[II. Bwei benachbarte BVigen von 60° (II.) geben al3
Summe einen Bogen von 120°, b. 1. den dritten Teil bed
ganzen Sreifes.

IV. Durd) fortgefebte Halbierung ber “‘L\gul (Fr. 127)
echalt man aud L. bejw. II. die Teilung in 8, 16, 32 1.,
bezw. 12, 24, 48 2. gleidhe Teile. Vergl. Fr. 113 VIIL

V. Cin rvegelmifiged Bieled mit 3, 6, 12 w. {. f. wnd
mit 4, 8, 16 w. {. f. Seiten exhiilt man nach I bid IV. und
gr. 113 VIL

nm. 1iiber dbad Beichnen des regelmifigen Bielectd von 5, 10, 20. . . .

Geitenr vergl. Fr. 164 VI, in Berbindung mit Fr. 118 VIIL,

185, Wie beweift man die Ridtigfeit folgender Siike?

I. Cin Bievedt, dejjen Winfel mmt{xdj redhte find, ift ein
NRechtedt, ober ein Duadrat (Fr. 62 11, 3., oder 107 111.)
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1. Die Halbierungdlinien der vier Winkel eines Jedyt-
et begrengen ein Quabrat (Fr. 74 VI, 68 IL).

111, Die Halbierungdlinien der vier Wintel eined Rhom=
boidd begrenzen ein Redytect (Fr. 107 L, 68 IL.).

IV. Sn jebem Sefhuenvielecdte von gevader Seitengahl
ijt bie Gumme ded eviten, dritten, filnjten 2c. Winkels gleidh
per Gumme bed 3iweiten, vierten, fechBten . (Fr. 48 1L
nd 74 L), Bergl. Fr. 96 VIIL

V. Su jedem Tangentenvielede von gerader Seiten-
3abC ift die Summe der erften, dritten, fiinjten 2c. Seite
gleic) ber Summe Der jweiten, bierten, fecgten 2c. Geite
(§r. 103 V.). Bergl. Fr. 104 X.

VI. Seder Punft V innerhalb der Eentralitrede M,M,
(Fig. 98) gweter jic) jdneidenden Qreife ift von der gemein=
jdaftlichen Tangente T diefer Kreife weiter entfernt ald
pon jedem Der Schnittpunfte P und Q Der beiden Slreife
(Fr. 91 VI, odber XIIIL., 20 IIL).

Seder Puntt U in der BVerldngerung ver Eentralftrede
fiegt Dem niichjten Beviihrungdpunite und dedhalb (Br. 74
VIIL) aud) der gemeinjdjaftlichen Tangente niher als dem
Sdynittpuntte dev beiden Kreife(Fr. 91 VL., ober XIIL.,74 IX.).

3 giebt Demmad) in der Centraljtrecde und ifren Ver-
{ingevungen feinen drittem Puntt, aud dem fich ein die
gemeinjdhaftliche Tangente T bexithrender freid Durd) einen dex
Sdynittpuntte P ober Q der beiden exften freife {hlagen (aft.

VII. Der Umfong eined Bielecd mit lauter Hohlen
Rinfen ift Heiner ald der Umfang eined bdadfelbe ums
jehlickenden Bielects.

VIIL Der geometrijdhe Ort fiir die Endpuntte aller gleid)
fangen Tangenten Dedjelben Rreifez ift ein dem gegebenen
concentrifdher Kreis.

134, Wie lafjen fid) die neometvijdhen Anjgaben cinteilen nnd
welde Teile nmjajt ihre Anjlojung?

I. Diein Fr. 114 bis 132 vorgefiihrten einfaden Auf-
gaben (vergl. Fv. 136 IV.) aud dem ®ebiete Der ebenen
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Geometrie lafjen ecfennen, dafy ben Gegenjtand derfelben die
Nuffindung und Jeichuung von LPunkten, Geraden, Dreitecen,
Bielecken und Kreifen bildet. Im Grunde genommen fommt
es immer auf die Veftimnumg von Punften Hinaus, welde
ihrerfeitd (vergl. . B. Fr. 9 L, 88 1IL 2¢.) fiir die Beftim-
mung der andern Gebilde beftimmend find.

Die geometrifchen Aufjgaben lafjen fidh in drtlicge und
nidtortliche einteilen. Vet exfteven ift der Ort, wo die
Lijung der Aufgabe vovgenommen werben foll, im voraus
feftimmt, wie 3 . in Fr. 123 und 132 L bi3 1V.; bei den
leteren, 3. B. in Fr. 129, 130, 132 V., ift diefer Ort nidyt
DL]Ilnmlt.

Jn der Aufgabe lafjen fid) ferner die gegebenen Stiice
bon den gefuchten, aud jenen zu findenden Stiicfen unter-
jdheiden.

1. Bur Auffindung der Lojung ijt 8 meijt fehr firder-
{ic) und deshalb zu empfehlen, daf man eine der Aufgabe
entfprechende Figur zeichne, weldhe man ald die ju findende
und Deveitd gefunbdene anfieht, und daf man aus diefer Figur,
befonberd aud den in ihr enthaltenen Dreiecten, mafgebende
Bezichungen 3mwifdjen den gegebenen und gefudhten Stiicken
berauleiten trachtet. Died ift der Swed dber Analyfig der
ufgabe.

©o gelangt man jur Konftruttion, welde angiebt, mwie
die Aufgabe geldft wird. Damn folgt der Beweisd, welder
aud der Sonjtruftion und aud befannten Sigen nadyweift
paf bie Lojung ridtig ift und wicklid) die gejudhten Stiicke
aug den gegebenen liefert.

Dann hat C1Nidj nod) die Determination zu jolgen,
welche darthut: 1. ob bie Lojung immer und nllqcnwln pDder
nur unter gmuinut Bedingungen moglic) ift, wnd 2. ob bie
Aujgabe eindentig, zweideutig, oder mehrdeutig ift, d. h. eine,
atvei, oder mebrere Figuren den Forderungen der Uufgabe
genitgen.  Hierbei ijt umiwntluf) Die ®roBe der gegebenen
Stiide und ihre gegenjeitige Lage ind Auge 3u faffen und
al8 verdnderlid) zu behanbdeln.
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[II. Gine Aufgabe ijt bejtimmt, toenn die gegebenen
SHide mur eine endliche nzahl, unbeftimmt, wenn fie
unenblid) iele Lojungen zulafjen, iiberitimmt, wemn mebr
Stiicte gegeben find, ald zur BVeftimmtleit exforderlid) fjind.

V. Beblt zur Bejtimmiheit einer ujgabe nuv ein Stitd,
ober mur eine BVedingung, jo faun man dod) hiufig aud
befannten Sipen jagen, daf der eingige, nidht villig bejtimmie
Punft auf einer beftimmten Geraben, oder auf einem Dbe:
ftimmten Sreife liegen muf (vergl. 3 B. Fr. 74 XVIL).
Man nennt dann die Gerade und Den Hreid oden geome=
trifcdhen Ort diejed Punftes.

Unter dem geometrijden Ovte ei
Puntted (ober eines anbdern Jau
X. unD X1.) verfteht man im
eine Fliacdhe, welche fo befchaffen
und nurv ihre Punite allein
fiiv bie Sage ‘-‘-%.‘Euln':u:.a ober jened :

Bei vollig bejtimmien ‘31'111:,.12.:-@1 tm.mu fidy fiiv eimen
nod) unbefannier J}lmi'uulwuu geometrifche Orter angeben
(affen, weldje jedod) danm mux einen gemeinjdjaftlichen Punkt
fHaben twerden.

V. St bie Lo jung einier Aufgabe jo einfac) und von jelbjt
unluu[)imb baf eine Defondere Ronftruftion gar nidt exft
angegeben 3u werden pflegt, Analyiis, BVeweid und Deter-
mination daher aud) wegfallen, o nennt man fie eine
Sorderung (ein Pojtulat). Bergl. 3. B. Fr. 15 V. und
&y, 47 VIL

m dht villig Deftimmten
Ded; b ‘ml Fr. 166
teinen eine Linie, oder
paf alle ihre Puntte
1 Bedin

135, Wie jeidynet man cin Dreied and ciner Seite a, der
Projeftion p derjelben auf die Seite ¢ und der Mittellinie m, ?

I Un biefer Aufgabe mige der Jnbalt von Fr. 134
erfdutert werden.

Analyjis. DMan zeidne ivgend ein Dreiet A B,C, hin,
madje CoD, L AB, und 3iehe A,E, nac) ber Mitte N, von
B.C, Man fieht dann, dap dad A B,C,D, aud a,, p, und
2D, beftimmt ijt (Fr 81 1.), und erfennt, dap der Punft A,
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in B,Dy, ober in feiner Verliingerung liegt, und ztwax in der
Entfernung N,A, bon N liegt.

Konftruftion. Man ziehe die Gerade BY und nehme
BD —p, made £/ BDZ—90° und {dneide in ¢ die Sent:
rechte DZ mit einem Rreife aud B vom Halbmefjer a; damn
Halbiere man CB in N und jdlage um N einen Kreid vom
Halbmefjer m,, welder BY in A fdneidbet. ABC (vergl.
Sig. 126) ijt dad gefudjte Dreied.

Beweid. BC -—a (Konjtr.); CD_LBY und BD—p,
aljo p Projeftion von a auf ¢ (Fr. 112 L); ON — NB,
alfo NA Mittellinie und m, (Sonftr.).

Determination. Die ufgabe ijt unfidbar, wenn
a <_p (Fr. 74 VIL); ebenfo twenn m, Heiner ijt alg die
von N auf BA gefillte Ntormale (Fr. 83 L). Die Aufgabe
ift eindeutig, wenn m, der von N auf AB gefallten Sent:
rechten gleidyt (Fr. 83 IL). ©5 giebt ferner zwei Lijungen
a
2
ift; dbabei jind die beiden gefundenen Dreiecte beibe {pifs-

(Br. 88 IIL.), wenn dieje Senfredhte < m, und m, =

e \ e (E
wintelig bei B, wenn m, < —-, bei m, > Dagegen

9
eind fpibwintelig und eind jtumpjwinfelig. Bei m,
endlid) ijt die Uufgabe iwieber einbeutig und dag Drefect
rechtwinfelig (Fr. 83 IX.). Bergl. aud) Fr. 79 VIIL

II. Aud I. erfennt man jugleid), daf dad Dreied, wenn
eine Hohe h, gegeben ijt, jotvohl ald Summe, wie ald Diffe-
reny Der Deiden durd) Diefe Hihe und bdie Seiten a und b
exzeugten Dreiecte erfheinen fann.

136, Wag verjteht man unfer einem Datum?

L. Bon den Fr. 80 I. bid III. und V. entfpredjenden
bier @rundaufgaben iiber dagd Dreiect it unter ben Hor-
Dergehenden Aufgaben nux die eine in Fr. 116 gejtellt worden,
eine jiveite in @r. 129 I1.; die Lojung der Deiden andern
folgt unmittelbaxr aud Fr. 118.
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II. Sn ben bvoraudgegangenen Aufgaben fornmten Die
gegebenen Stiicte felbit und ofjne weitered jur Lojung benubt
werden. €3 fann aber aud) jein, daf einige der gegebenen
Stiie zwar fid) nicht unmittelbar zur Lojung vevwenden
faffen, Daf man aber wohl durd) fie ein nidht unmittelbar
gegebenes Stiict ju finden vermag, weld)es dann an Stelle eined
unmittelbar gegebenen treten und jo die urfpriingliche Auj-
gabe in eime amdere, wombglic) leichter zu IBjende um=
wandeln fann.

Gtehen eine Anzahl von Beftimmungsitiicen in einem
jolchen Bujammenfange mit einander, dap man jeded eingelne .
berfelben finden fart, wenn bdie iibrigen befannt jind, fo nemnt
man die Gefamtheit ein Datun

I1L. Der Jnhalt von 1L mag an einem Veijpicle exldutert
toerden.

it in einem Dreiecfe ABC bie ‘Bilm‘[[}nlbix‘\‘vnﬂr
(J = w, gegebent und jdneidet diefelbe die Seite ¢ in J, jo
ift bei A B nad) Fr. 69 VI. und 68 IL Der jpibe Wintel
AJC=—B-+3C—B+41(180°— \- B) — 90°—
(A—B). Die sugehivige Hohe CD —h, hat aber ihren

Fuppuntt oijden AundJ (Fr. 71 V. ), um dedhalb ift ber
Winkel AJC aud) = 90° — £ JCD (Fr. 71 IL); alfo ift
nad) Fr. 20 VIIL

Z_JCD LW ) 1 (A—B), ivenn A > B,

L (B—A), wenn B > A.

Somit bilden die Winfelhalbievende w,, dieHoheh,
und die Winfeldiffereny (A — B) ein Datum, d. h. je
3wei biefer drei Stitcte eftimmen dad dritte, fie geniigen
inbefjen natitvlid) nod) nicht yur Bejtimmung ded Dreieds.

IV. ufer den Winfeln und Seiten (Fr. 79) giebt e3
fiic pag Dreied und fiiv bdie Vielede aud) nod) anbeve
Beftimmungsitiicfe. Unter bdiefe wird aber fiir jept der
Fladheninhalt nodh nicht mit aufzunehmen fein, vielmehr
follen einige davauj bezitgliche Aufgaben fpdter (im fiebenten
Sapitel, Fr. 180) nadygetragen werben. JIn Fr. 139 bid 143
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dagegen folgen einige Aufgaber, deven Lofung einen befon-
pern Runftgriff notig madyt; auf fie fonnen verjdiedene
andere Anjgaben mit Borteil suvitcgefithrt werden.

137, Welde Data fiiv dag Dreied find hier ju nenmen?

I. Die drei Winkel A, B, C. Bergl. Fr. 68 IL

II. Die beiben Winfel an der Hypotenufe eined vedht-
winfeligen Dreiecfs. BVergl. Fr. 71 11

I Jm jymmetrijchen Dreiede der Winfel an der Spitse
und bie Winfel an der Grunbdieite. BVergl. Fr. 75 IIL

IV. Die Winfelhalbierende, die Hihe und die Wintel-
differeny. Vergl. Fr. 136 TIL

V. Die Hohe und Mittellinie fiiv eine Seite und die
Differeny der Projeftionen der beiden anbern Seiten auf
jene Seite.

a &
LA 7, . : v .‘.‘. | \ . ‘}'
B X A, F D A
aig. 126.
@3 fet L A > £ B; dann ift die Projeftion BD D,

$ig. 126, der Seite a aufe grifer als die Projeftion AD =q
von | :ﬂ‘l]’i ,51 112 X.). Jhm ijt ED—EA—DA

le—q (p-tq)—¢ J(p—aq). Dad redtwinte-
lige 'mut CDE Iﬂ 1uE) abex fml[n'uicm-t (i_‘y’r. 81-1.),
fenn pon feinen Ddrei u‘itm CD + OB . 1nd ED

et gegeben find;-aljo lakt fidh miﬂ; veien ‘mc‘mrtc finben,
Ware bad Dreied AHIJJ ]tlmwnumfthg jo mnu L.Il
BD—BE,—p—3ic—p—3(p—q) (p-| =q)-

Nad) Fr. 112 VIL wiire ja q ald negativ aufjuf mmt
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VI. Der Halbmejfer ded umidhriebenen RKreifed, eine
©Seite ¢ und ihr Gegentwintel (

Wive r und ¢ befannt, jo trage man ¢ in den Kreid bom
Hoalbmeffer r ein (Fr. 102 XIL); dann ift nacy 98 IL
qugleich der TWintel C zweideutig bejtimmt.

Wire r und ¢ Dbefount, jo made man im Kreije bom
Halbmeffer r an der Tangente LK, Fig. 91 &. 99, in
ben £ n— C und ber 'Z{[‘nittpula!t D liefert bann ED -~ ¢
(r. 100 L. und 98 IV.

Wire ¢ und ¢ L\umrnl, jo trage man ED — ¢, $Fig. 91
©. 99, auf dem einen Schenfel ded Winfeld n— C auf; dexr
Sreid Dcrhl}rl dannt den anbern Schentel LK in B und bejiit
ED a8 Sebne (Fr. 100 1.); fein Mittelpuntt M ijt alfo auf
berfdyiedene Weife leicht su jinden, 3. B. nady Fr. 89 V.

Sn allen Fillen ift die Qage ded Punfted C auf dem
freije und daher auch dasd Dreiect felbit nod) nicht bejtimmd.

VII. @ex Halbmeffer v, ded L'ing'dd]ricbcu('it freifed um
M,, ein Winfel ¢ und die um defjen Gegenfeite ¢ berminderte
Gumme a—b der beiden anliegenden Seiten.

S Jig. 10" ©. 108 ift in dem vechtwinfeligen Dreiect
CM,L, Dex £ M,CL, =+ C und M,L, =7, nad) Fr. 105 XI.
a—+—hb—e¢
; 2
Das A OM,L, ift aber burd) fe zivei der genannten Stiide
bejtimmt ('}31‘ 81) und fomit (Gt ficdh) aud den lepteren dad
dritte Stitc finden.

b 104 VIIL aber aud) CL, =—c,=— by

VIIL Der Halbmejjer ryded einer Seite ¢ angefdjriebenen
freifed um \13, Dex (\}mcmutuhi (! diefer Seite und Ddie
Sumne s=— a—b ¢ der drei Seiten (Fr. 81).

3n Fig. 102 E-. 108 ift ja im vedhtiwinfeligen A CM,W,
oer £ M;CW, } C und M,W, — 13, mach Fr. 105 XII,
a-Fb -+ e
aber OW,—- 5 .
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138, Weldie Data fiiv die Bicvede find Hier anfjufithren?

1. Die pier Wintel. Bergl. Fr. 72 IIL

11, Bei Parallelogrammen wei parallele Seiten, bie
Hithe (Fr. 108 XIIL) fiiv dad zveite Seitenpaar und bie
RWinfel. Vergl. Fr. 81.

Unjtatt eined Winfeld fonmte aud) der Wintel 3wifdhen
Den beiben Hihen gewafhlt werben; vergl. Fr. 71 VI

III. Beim Pavallelogramm eine Diagonale, eine ber
beiden Hiohen und der Winkel, weldjen jie mit jener Diago-
nale macht. Bergl. Fr. 81.

1V. Bei Trapezen eine der nidjtpavallelen Seiten, Der
an diefer liegende Wintel und bdie Hohe (Fr. 108 XIIL.).
Bergl. Jr. 81.

V. Bet Trapezen 3ivei benadhbarte Seiten, der von ifnen
eingefdhlofjene Winfel und die ilre freien Enben verbinbenbe
Diagonale. Bergl. Fr. 80 L. und IL.

VI. Bet Trapejen eine Diagonale, ber Winkel 3tvifden
ihr und einer parallelen Seite und die Hohe. Vergl. Fr. 81.

VII. Bei Trapejen die Verbindungsitrede der Mitten ber
beiben pavallelen eiten, bie Hohe und bie Differeny der
Projeftionen der nidjtpavallelen Seiten auf bdie parallelen.
Bergl. Fr. 137 V.

139, Ein Dreied ju fonftenicren and dev Hohe he, dent Wintel
an ber ©pibe und der Diffeveny p—q der Projettionen der heiden
aibern Seiten a und b ouf die Grundjeite .

nleitung sur Lojung. Crridtet man beim A ABC,
Tig. 126, im Cndpunfte A, der Projeftionendiffereny BA,
= p— q eine Novmale A.7,, verlingert man AC, big fie
A7, in N {dneidet, und madyt man nod) CK _L AZ,, fo ijt

ACAK == AACD (Fr. 108 XII. und L)
CK=A,D—AD (Jr. 67 1L, 75 IIL)
/A CEN =2 A ADC (3r. 81 11, 62 1)
NK — CD— AK (§r.67 1L, 108 XIIL);
ed ift aljo AN 2DC — 2h, und auferdem / NOB
180° —C.
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6jung. Pan fonftruiere ABAN aud BA,—p—yq,
L A, =—90° und AN —=2DC. Der Chpunft C ded
gejudyten Dreiedtd liegt bann Fugleid) in einer Parallelen Fu
BA, im Abftande A, K=h, und auf einem Kreije mit dem
Peripheriewinfel (180° — C) iiber der Sehne BN (Fv. 98
VIL). Der Edpuntt A findet fich jchlieflich am bequemften
aud CA=CA,, ober aud) durd) Berldngerung von NC.

Bon Den beiben Schnittpuntten 3wifchen dem Kreife und
KC ift nur ber von BN aud nach) AZ hin liegenbe zu ge-
braudjen ; Dev andeve liefert Aein unbraudybared Dreied,
teldjed nicht alle gegebenen Stitce enthilt.

Wire h, nidht gegeben, fo wive die Aufgabe unbeftimmt;
jeded anbeve h, liefert ein anbeve8 AN und BN, joivie einen
anderen Kreidbogen, aber dod) ein Dreiect mit A,B=p—q
und C.

140, Wie fonjtrniert man ein Dreied and der Grundjeite e,
per Hohe he und der Differeny A—DB der Gruudjeitemwintel?

Unfeitung zur Lojung. it im A ABC, Fig. 126,
BA, = BD — DA, = BD — DA = p-— q bie Dijferen;
ber Projeftionen der Seiten a und b auf e, jo ift L ACB
= / CAA— ZB (Fr. 69 VI.) = L CAA, — LB
(Br. 76 VIL) = LA — LB. femer it A B, —E.B
und DE, = DA,+AE, = DA+ BB =} AB= }e.

2bfung. Man made DE,= L e, £ B,DZ=90° und
DC=nh,, jobann verldngere man CE, um E,X=E,C und
seidgne fiber CX ein Pavallelogramm CBXA,, forin der
/. CBX = 180° — £ A,CB = 180° — /£ (A—B).
Dagu hitte man einen Kreid zu jhlagen, in weldem der Peri-
pheriewintel iiber dex Sefhne CX die Gripe 180° — (A— B)
hat (Fr. 98 VIL.), und diefen mit der Berlingerung bon
DE, in B ju fdneiden. A finbet fic) endlid) aus BA = e.

Dex Punft B (und dfhnlich) C in Fr. 139) erfdheint bejtimmt
durd) zwei geometrijde Drter (Fr.74 XVIL), ndmlid):
ben Freid und die Geradbe DE,.

Bepjde, Geometrie. 8, Aufl. 10




146 Jiinjted fapitel, or. 141,

141, ®in Dreied ABC ju aeidmen aud demt Halbmefier r ded
untjdeicbenen Kreijed, der Grunbdjeite AB =o und ver Winkel-
halbievenden (J = we.

1. UAnleitung zur Liojung. it in Fig. 127 dex
Qrei8 K um dad A ABC gefdhlagen und fchneidet ihn die
Winfelhalbievende CJ in J,, fo entjtehen nac) Fr. 69 I. zwet
gleidhminfelige Dreiece J,JA und J,AC, wenn manJ,A zieht.
Denn e3 ijt ja

£LJL0A = £JCB= LJAB (Bor.und Fr. 96 1I.)

N T = TTA S (e 20T

Fig. 127,

Lijung®). Man {dlage einen Kreid K um M mit bem
Halbmefjer MA=r, trage in ihn die Sehne AB=c ein
— P

(Fr. 102 XIL ; vergl. audy Fr. 98 VIL.) und madye AJ,=J.B
(Fr. 90 IIL); dann geht bie Winfelhalbievende durd) J,
(Fr. 981V.). Ferner mache man AN _L AJ, undb AN=1w,,
*) Ulgemeiner (aber etiwvad umijtindlicher) lautete die LWjung: Man frage

in ben um M gejdylagenen Kreis K vom Halbmejjer r die Sehne AB = c ein,




S, 141—142, Ginige Anfgaben und Woungsfdge, 147
(3] b L ¥

jdhlage aud N Den Sreid K, durd) A, jdyneide ihn durd) die
®erade J NL, und {dlage aug J, den Rreid K, durd) Ly;
pann jdneidet K, Den Kreid K im gejudhten Puntte C ded

Dreiectd ABC. — Der 3weite Scnittpuntt Fwijden K und
K, liefert nicytd eued
Natiivlid) muf nn[ J.J=1J,L, fein und man fonute damit

ven Punkt J in BA memmn, vegen der unbermeidlicden
Ungenauigfeiten im Zeichnen ift e8 aber fitv die Pragis im
allgemeinen borzuziehen, J,C buvd) Die weiter bon einander
entjernten Punfte J, und C zu beftimmen.

Der Veweisd folgt inFr. 161 VI, Ein anderer Beweid
liegt in Fr. 160 IV.

Sn gleicger Weije wiive die Aujgabe zu ldjen, wemn
ftatt CJ bie PHalbievungdlinie CJ' = w, bed Uufen-
winfeld [wi l) gegeben iive; nux iviirde dann der Bogen

e

s

AJ/B in J, su Halbieren und bie ormale AN = 2+,
auf Al zu mul.uu lein. Wie J,” in der Verlingerung von
NA l‘u‘qt jo liegt N’ in der Berldngerung von J,A; CJ' liegt
in Qil‘[ 127 red)td bon CA und K, ift um J,” durd) L
ju 3iehen.

I1. Gine anbeve Lojung folgt in Fr. 161 X.

142, Wie findet nton dad Dreied ABC and der Grumdicite o,
e Gegenwinfel ¢ wud der Wintelhalbicrenden w, ?

. Befdhreibt man iiber AB = c einen Rreid K,
weldhem der Peripheriewintel iiber ¢=C ift (Fr. 98 VIL),
jo fann man aud beflen Halbmeffer r nebjt ¢ und w, nad
%r. 141 bad A ABC finden.

I1. Bwei anbere Lofungen folgen in Fr. 161 IX. und X.

madie Ado=1J,, AZ_LIT,A, fdlage unt einen belichigen Buntt P in AZ einen
Sreid K, durd) A, iiber JoP einen Halbireid K, trage in diejert bort P aud eine
€efine PQ ein, welde der Entfernung einer we pleidenden Sehne ded Kreifes
K, vom Mittelpunite P an Linge gleidht, und siehe JoQ. Dann fdneidet JoQ
ben freid K in gwel Punften Uy unb Ug und e iit nady Fr. 92 I. U Uy =we,

ebenfo (wie in Fr. 161 IV.) JoU; « JUys= TU\ y bedhalb ebenfalld J,C=J,U,
umd JoJ = J,U;.

10%*
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PPILY
143, 9Bic findet man in ciner gegebenen Geraden G einen lf[.““LlLi
Puntt M, defjen Guffermmmgen MA und MB von jwei gegebenen o >

Punftenr A und B cine vorgejdjrichene Summe s (oder Diffeven; d)
liefern? Wergl. Fr. 148 I.

. Anleitung zur Liojung. Dev gefuchte Punft M
(Gfst fich oudh auffajfen af8 Mittelpunft eined Kreifesd K,
(Big. 128) vom Halbmefjer MB = MU unbd lehterer beritfrt

*ig. 128,

Den um A mit bem Halbmejjer AU=s=MA -} MB (ober
d=MA — MB) gefdhlagenen freid K, bon innen (ober bon
aufen) in U. Wird ferner um ivgend einen Punft N in G
mit Dem Halbmefjer NB ein dritter Rveis K, gefdylagen, o




14
o
inG
f,

§r. 143—144,  Cechstes Sapitel, Die Ahnlichleit chener Figuren. 149
jneiden fid) K, und K, in B und B, (Fr. 102 L), K,
md K, in Y und X (Fv. 102 VIL und Fr. 76), weil
AN > AU — NU > AU — NB, und AN<ZAU--NU
< AU-4NB, (Jr. 91 XIIL). BB, und XY jdyneiden jich
in einem Punfte Q, und s muf die nacd) dem Berithrungsd=
puntte U zwifden K, und K, geyogene Strecke QU Dbie beiden
Rreife K, und K, jugleid) beriifren.

Qifung. Man made BZ_L G und B,Z = BZ, {flage
aud A den Sreid K, mit dem Halbmefjer AU=-s (oder d),
au einem Puntte N in G den Kreid K, durd) B und B,
weldjer K, in Y und X {chueidet, und 3iehe bom Sdnitt=
punfte Q 3wifhen BB, und YX die Langente QU an K,
(§r. 108 L); dann jdneidet UA die Gerade G in M. —
Nach Fr. 103 I1. giebt e3 zwei Tangenten QU an Ko, swei
Berithrungspuntte U und gwei Punite M in G.

Der Beweid folgt in Fr. 161 XI.

Diicfen A und B auf verjdjiedenen Seiten von G liegen?
Darf G burd) A, durd) B, ober durd) beide gehen? Lie
geftaftet fic) Dann bie Lofung?

1. Wie liefe i) die Aufgabe mittel3 eined biegfamen
Fabens bon Der Qiinge s (oder d) [Den, befjen Enden in A
und B feftaumachen wiren?

1L, il0er eine dritte Lojung vergl. 170 VIIL

Secjafes Sapibel
Die Ahnlichkeit ebener Fignren.

144, Wenn find jwei Streden fommenjurabel? wemn infoms
menfurabel ?

L St eine Strede CD TR e
F—

" : fah
a (Fig. 129) genau ' 5 fl
2, 8, 4....x mal {o groB e DA Tk P e

al3 eine andere Strede AB

m, fo heifita ein ganyed S 120,




150 Sedidtes Rapitel. o gt 144,

Bielfached von m, wihrend m ein W af bon a genannt
i, BVergl. Fr. 23 IIL

Dabet ijt a==xm, oder a:m=x, und m geht aljo ina
auf. Die gamge Jabl x, welde angiebt, wieviel mal m in a
enthalten ift, Deifit die Wafzahl von a,

II. ®eht diefelbe Strede AB=m fowol! in ber Strede
CD = a, al3 in der Strede EF = b auf, fo ift m ein
gemeinjdajtlihed Mafy von a und b, und die beiden
Strecfen a und b HeiRen dann fommenjurvabel

Bwei Strecen, welde fein gemeinjdaftliched Map Haben,
mwerben infommenjurabel genannt,

TII. &ind u und v gange Sahlen, afljo na und vh gange
Bielfache bon aund b, dann geht ba3 gemeinjdhajtliche Veaf m
bon a und b aud) in der Summe und dem Unter{dhiede von
ua und vh auf. Jft ndmlich a=xm und b=ym, twobei
x unbd y ganze Bahlen find, jo ijt (Fr. 20 XML.):

ua tvb = uzm & vym = (ux Tvy)m,
und Bier ijt (ux = vy) ebenfall eine ganze Jafhl.

IV. Mimmt man die fleinere a bon zwei Strecen a und b
jo oft ald mbglid) (z, mal) von der grofieven b himveg, jo
bleibt, wenn a nicht in b aufgeht, ein Rejt r,, welder Heiner
al3 a ift; es ift dann b = za | 1,.

Nimmt man nun v, jo oft ald moglid) (z, mal) bon a
weg und bleibt dabei ein weitever Nejt ry, fo ift diefer leiner
alg r,, und ed ift a=uzyx, -+ r,. Bei Fortfepung diefed
Berfahrend erbhalte man der Reihe nad) die ferneren Nejte

TRird dabei endlich einmal ein Rejt = 0, dann find a
und b fommenjurabel.

Man exhilt ndmlicd) dann gu:

A ﬂ T,
a = zr, 1
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feiter : I, = Zo¥y—Ts
Iy Zsl 1
s == ZJTs— 1y
Tho = Bl g Ta
B M

Demnad) ift alfo sunddit r,_, ein Bielfadjed von r,;

®leidyes qilt wegen IIT. aud) von r, ., und allen borher=
gebenden Rejten, und endlic) ebenfo von a und b.

V. ©ind die Strecten a und b fommenfurabel, ift 3. B.
a=xm und b = ym, fo geht m nad) IIL oud) in r, =
b — z.a auf, daber ferner nod) in r, a — Z,T,, dami in
p, =1, — 7, und in allen folgenden Reften r,, 1, 2.

Da ferner nad) IV. jeder folgende Reft Hleiner ift als der
porfhergehende, fo werden aud) die Mafzahlen de it

1n

Refte immer Heiner und Hleiner; zudem find alle W ¢
X,y....ganze 3afhlen (L), daher muf, wenn man dad
in IV. befchriebene Verfahren lange genug fortjept, enbdlid)
eine Mafzahl = 0, alfo der zugehirige Rejt ebenfalls = 0
fuexden.

L)L

VI Aud IV. und V. folgt fofort, Dafs fein Heft = 0
erden famn, fall3 die Streden a und b infommenjurabel
find, und daf lefhtere

VIL infommenjurabel jind, jobald fein Reft verjchwindet.

VIIL. Gtwad umftandlicper (Gft fich nacheifen, daf in
IV. ber lebte nicht verfdhmwindende Jeft r, das griofte
gemeinfdaftlidge Maf™) fiir a und b ift.

145, Wie verhalten fidh swei Streden?

I. Dad (geometrijthe) Verhiltnid giweier Streden findet
man nad) Fr. 23 IV. burd Divifion der einen burd) bdie
andere. (Bergl. Rated. d. pratt. Avithmetif, ©. 135 bid 157 ;
de3gl. ebenba Fr. 45.)

*) Wevgl. Ratedhidmua dev praftijen Arithmetit. 3. Aufl. Leipzig 1889. ©.64.




152 Gedistes Sapitel, Ft. 145,

Der hierbei auftvetende Duotient ijt eine unbenannte
Bahl, und jenachdem diefe Jahl rational, oder irrational
ift (b. §. jenacdem diefe ahl gur Bahl 1 fmmneniumbd
ober mfummen}umbc[ ift), Deit bad BVerhiltnid felbft ein
rationaled, ober ein ivvationaled Verhdltnis.

Auf einfache rationale BVerhiltnifje in Dreiectent find wix
Dereitd in Fr. 111 VI Hig VIIL. gejtofsen.

II. Bwei fommenjurable Stvecten a und b verhalten fid)
wie ifre MaBzahlen und ftehen in einem rationalen
Berhdltnis zu einander; denn thre Mapzahlen find ganze
Bablen, weshalb ifhr Duotient vational fein muf. it nim-

lid) a=xm und b=ym, fo ift (nach Fr. 20 IV.):
a b X1 L X
B yim v y

III. &ind bie Stvecen a und b infommenfurabel, fo geht
eit Maf m von b = ym nicht in a auf, vielmehr nt jebes
Bielfache von m entiveder grifer, oder fleiner al3 a.

St mun xm bad grofite unter den BVielfacdien von m,
tweldhe fleiner al8 a {ind, {o wird bad nidjfte Bielfadje, nim=
lih) (x4 1)m, jdhon grofer fein af3 a; a liegt alfo 3wijdhen
oiefen beidben Vielfachen, oder e ift (mach) Fr. 20 VIIL
b IV.):

xm <7 a < (x+1)m

m. & _(x+1)m

b b

XM g fx-H1)m
T <

yi b yi

e x41
= =L

y 1) V

Alfo 1kt fich dad BVerhiltnia bder infommenfurabeln
Streden a und b wijden wei rationale Verhiltnifje

for und = +1
X Vi

einfchliefien. Der Unterjdyied diefer beiden
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il S X 1 ;
Berhiltnijje ift e S5l — und ird um fo
y Y 3
fleiner, je grifer der Menner y wird; y = b:m aber famn

man Dbelicbig grof machen, wenn man nur dad Ma m
immer tleiner unb fleiner wihlt. Wenn mun y widyit, fo
it sugleid) aud) x, jowohl xm, ald (x ~- 1) m nibert
fich a, und 3 riiden ]ul) bie beiden Grenzverhiltuifje einander
immer nifer und ndfer, denn der Unter] [uc‘v aivifchen beiden

Sz e 3 o 2m X . >
permindert {ich dadurd), dap s bei wad)jendem y
) y
g A =
x—1)m x—+ 1
nac) und nach) grofer, \ '1 Lo =" nad) und nach
) \.'

Heiner wird. e nidher aber bdiefe beiden (\mn,,ne rhiltniffe
an einanber geriict find, dejto gevinger ift dex Fehler, weldyen
man begeht, wenn man das wifdyen ifhnen liegende BVerhiiltnis

v ¢ 1 N X 8 L
ber einen, ober anberen Grenze, 3 . » gleichiept.
s

®enan jedod) (aft fich dad BVerhiltnigd dev beiden infom=
menjurabein Strecen a und b nie durd) dad Verhiltnis
jweier gangen Jafhlen auddriiden, wie grof man aud) y

wiflen mag; dad BVerhiltnis ]l ift bielmelr ivvational, und
b
al8 genaued Berhiltnis Hiitte die Jahl zu gelten, welder fid)

|
S : X s e [N
die beiden Grengenverfiiltnijje und = immer mebr
y y
und melr ndhern, je mehr fie fic) Dei “\ugw},mmu bon y
einanber felbjt ndfern, indem Da3 eine tmmer grifer, bad
anbere immer fleiner Wwird.
146, %afd verfteht moan unter Lingeneinbeit und Liingengahl?
I Da man nad) Fr. 145 II1. dad BVerhiltnid weiex
infunnncn']'umbdn Strecen mit beliebig grofer Genauigleit
bmc{) ein rationaled B ul)a[tmw exfeen fann, fo daxf man

eine Strecfe m ald Map fiir alle anderen Strecten wiihlen
und nennt diefes Mafi dann die Léngeneinheit (Mafftab).
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[I. Die Mafzahl x einer anderen Strede a — xm Heife
die Liangenzalhl diefer Strecte.

Bwei Streden verhalten fid) dann wie ifhre
Qingengahlen, Gebt ywar nidt die Langeneinheit, wohl
aber ein Teil Derfelben ineiner Strece auf, jo ift bie Lingen-
3afl ber lepteren ein Brud.

I Wegen feiner grofen BVerbreitung Denuben wir ald
Qingeneinfeit dad Neter oder den Stab (1™).

Tabellen itber bie ntevabteilungen und Bielfadhen desd
Meterd und fein BVerhiltnid zu anderen Lingeneinbeiten,
namentlich den ver{chiedenen FupmoBen und deren Unter-
abteilungen, folgen am &dluf diefed Katechidmus.

147, 2enn bilven vier Streden eine Proportion ?

1. Bier Strecen a, b, e und d jind einander proportio-
na{ ober bilden eine (geometrijche) Proportion

a:b=—c¢:d ober = -= 2 y
b d
wenit a und b dasdfelbe Bahlenverhiltnid haben, wie ¢ und d;
find bagegen a und b infommenjurabel, jo ftefen a, b, e
und d in Proportion, wenn a und b Dei jeder Deliebigen
Ynniferung immer bdiefelben Gremgverhiltnifle haben, wie
¢ und d.

[I. Sn jeder vidhtigen Proportion a:b = e:d gleidt
wegen Fr. 20 VIIL, dad Produft ad der duBern Glieber
Dem Produfte be der innern Glieder.

[II. Sn ber jtetigen Provortion a:b = b:d beipt
D= L/ad va3 geometrijhe Mittel ober bie mittlere
PBroportionale ju a und d.  BVergl. Fr. 19 V. und VL

IV. it eine Strece a in ftetiger Proportion (LII.), d. .
fo geteilt, dafp ihr grdfever AL{dmitt x bad geometrijche
Mittel 3wifchen a und ihrem Heinern Abjdnitte (a—x) ift,
fo Deift der x liefernde Schnitt der Strecte der golbene
Sdnitt. Bergl. Fr. 164 V.

Nusd a:x — x:(a—x) findet fidy: x =
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V. Jn jeder vidhtigen Proportion daxf man wegen IL
die immern ®lieder mit einanber vertaufchen und ebenfo die
dufern; denn dadburd) dndern fid) die Produtte nicht.

V1. Tiber die Priifung der Ridjtigteit einer Rroportion
und iiber dad NRechnen mit Proportionen vergl. Katedyidmusd
ber praft. Arithm. Fr. 129 bid 131 und Fv. 132 fj.

Die geometrifdhe Lofung der Proportiondaujgaben wird
in Jv. 164 gezeigt werden.

148, Wie erhilt man an einent Dreied, oder allgenteiner
swifden swei Geraden proportionale Streden ?

1. Bieht man in einem Dreiect ABC (Fig. 130) eine Pavallele
A.C, ju einer Seite AC, fo tverben bie Seiten AB und BC
purch die Parallele in je
awei Abjdynitte geteilt; da-
bei {ind bie oberen 2Ab-
{dnitte BA, und BC, den
@eiten BA und B(Q, Dbdie
Parvallefe A,C, aber Dder
britten &eite AC pro-
portional.

Bor. AC, /[[AC.

Beh. BA,: BA =

H{_" SR — Al(h tAC.

Bew., Sind BA, und BA fommenjurabel, wire alfo
ettoa BA, = xm, und BA = ym,, jo trage man dad gemein=
{haftliche Map m, auf ihnen ab und ziehe durc) die Teil-
punfte (deren einer mit A, jujammenfallt) Parallelen zu AC;
bann werden BC, und BC beziehungdmweife aud) in x und y
gleidje Teile m, geteilt (Fr. 111 VI.); dafer jteht:

BA,:BA—xm;: ym,=—x:y=xm,:ym, = BC,: BC.

Nady Fr. 111 VIL. verhilt fich ferner aud) A,C,: AC=
Xmo:ym, = x:y = BA,:BA. DBerbindet man aber bie
gleidgen BVerhiltnifjfe (nad) Fr. 20 V.), jo ergiebt fich (wie
aud) jchon in Fr. 111 VI, big VIL):

A A= BAj:BA = BC=BC:

/f{v
e

Stg, 180,
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Wiren dagegen BA, und BA infommenjurabel, fo
find audy BC, und BC infommenjurabel; jind m, und m,
twieder Pafe von BA, und BC,, fo fillt ywar ein Teilpuntt
auf A, und auj €,, nidht aber auf A und auf ¢, AC liegt
bielmehr zwifden der y™ und (y - 1)** Parallefen, wumbd
bedhalb liegt dad DBerhiltnid BC,: BC, ebenfalld nad
gr. 111 VI., zwifden denfelben Grengen (Fr. 145 IIL.),
wie a3 BVerhiltnid BA, : BA. Daber gilt (nach Fr. 147 1)
ver audgefprodhene Sap audy jebt nod).

II. Subfrabiert man bdie gleidhen BVexhiliniffe BA, : BA
und BC, : BC von 1 (Fr. 20 VIIL) und madjt die NRejte
gleihnamig, {o wird:

<0 BAow RBG W BA-RA . BO—BC,

IBAS BO Bk iesaion S B i
pber: AA,:BA = CC,:BC, wofiiv man bei Bertaujdjung
oer mittleren Glieder AA,:CC, = BA:BC = BA,: BC,
erhilt,

0. 0. e3 find auc) bie unteren Ab{dhnitte AA, und CC,
den oberen UAbjdhnitten BA, und BQ,, fowie ben ganzen
Seiten BA unb BC proportional.

III. Gang dbad Namliche tritt auf, wenn die Punfte A,
und C, nicht in den Sdjenfeln AB und CB, jondern auf
beven LVerlingerungen jenfeits B liegen.

Sig. 131,

IV. Die Halbierungslinie AD (Fig. 131) eines Winfels A
pe8 Dreiecd ABC teilt die Gegenfeite BC in et Abjchnitte
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v, 148, S(hnlichteit ebener Figuren. 157

BD und DC, ieldje den anliegenden Seiten AB und AC
proportional find. Bergl. Fr. 73 V.

Bieht man durch B eine Parallele BE ju DA, big jie inE
boun der berlangerten CA gch‘uﬁcn wird, bann ift

=¥
L s (3-1 f;2 L) bn mum AD ben Wintel A
‘[}nl yerkcaljpl ox =14 ¥ = L/ BAC ift, jo muf nad
S 20 IV. auth Lu= L, ulﬁ weiter nad) Fr. 74 VL
not) AE=AB fein. Aud AD //EB folgt nun nady II., day

BD:DC = EA:AC mﬁ baber (wegen Fr. 20 IV, (111([
BD:DC = BA: AC ift.

V. Palbiert AF in Jig.131 den Aufeniintel BAX des
/A ABC und ift L(-,, AF, fo [a},t fidh gany jo twie in IV,
nachmeifen, dDaf Ln=Lq= _p — / s, alfo AG=AB
ift, woraud dann nad) IL 'futgt bag BF:CF = GA: CA,
oder BF: CF = AB: AC ift, baf aljo aud

pie Halbierungdlinie AF bed Aupenwinfeld BAX die
Gegenfeite BC ben beiden anderen Seiten proportional jdneidet.

VI, Weil in Fig. 131 nacd) Fr. 20 VIIL aud) £ q -}
Ly= Lp-+ Lxiit fo ftehen die beiden Halbierungs-
linien AD und AF auf cinanber fenfrecht (Fv. 34 IIL unbd
89 II.).

Dexr Scheitel A liegt demmady im Halbiveife {tber FD.

VII. Alfo ift Der geometrifde Ort (Fr. 74 XVIL)
eined Puntted A einer Ebene, defien Entfernungen AB und
AC von ywei gegebenen Punften B und ¢ diefer Ehene in
einem gegebenen Berhiltnifje ftehen (vergl. Fr. 144), ein
Qreid vom Halbmefjer r— § DF. Diefer freid Heipt dex
apollonifde Kreid.

Niir AB: AC = 1 fillt D in bie Mitte ber Seite BC
(Fr. 80 I1.), DA wird fenfrecht BC und I viickt unendlidh
weit fort, indem Lp=~LCund Lq+Ly=-LD=90°
werden, und r widjt ind Unendlide: der Kreid wird zur
®ervaden. Vergl. Fr. 86 V.

VIII. Aud) BG jteht auf BE fenfrecht (Fr. 71 II1.), da:

Lan+ Lu= Ls+ L.
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IX. Gine Griveiterung von I und von Fr. 111 VI. bis
VIIL Deyw. Fr. 108 IIL. Difdet der Safp: Werben Fwei
®yerade G, und G,, Fig- 132, von drei Pavallelen P,, P,
unbd P, gefdnitten, o verfalten fich die Abjdnitte H,J,, J,K,
und ILK, auf der einen zu einander, ivie die entjprechenden

Abjchnitte HoJ,, J.K, und H.K, auf der andern. m
L
& G :

&, \n, =

“ L
, S
£ K& Py
/ \ It
/ \ :
Gig. 132, s

Beweisd. Man ziehe H,K,, o ijt nad) I. und Fr. 20 V.

HJ,: J,K,: HK, = HN: NE,: H,K, = HJ,: LK, : H,K.. il
X. $iiv bie Abjdymnitte der Bavallelen gilt in Fig. 132 i
die Gleichung™): bt

T HE — HH, TK KK 1,
Beweis. Nad) I und Fr. 147 IL. ift:
K.K. . HJ,

N = und
9t LK, 0
s APl gy e oel Oy SEBRATE
N = — =~ = : s folglict
3 K.H, R, o

3.3, . BK, = (IN 4 LN) HE,
= Hl; . KKy + K0 . HiH:.
Bei H,J, = K,J,=1 H,K, wicd (wie in Fr. 111 IIL.):
3J, = 3 (KK, 4 HH,).

*) 1iber bie Bebeutung der Produlte in biefer Gleidhung vergl. die Anmerfung
Fu §r. 159 1.




Fr. 148—149. dpnltchleit ebener Figuren. 159
XI. Aud IV. und V. fliefit megen Fr. 20 V. aud) nody:

CD: ]J“ — B ]:l‘,
die Gegenfeite CB wird alfo von ben beiben Winfelhalbie=
‘. renden AD und AF tnnexlich und duferlic) in gleichem Bex-
l haltniffe (harmonifc)) gefchnitten.

149, Qajjen jidh oie Siise in Fr. 148 nmiehren?

1. ©dneivet die Strede A,C, (Fig. 133) bdie beiden
©eiten BA und BC be3 Dreiedtd ABC {o, daj bdie oberen
Abjchnitte BA, und BC,

| ben gamzen Seiten BA +4C
‘ und BC, oder den unteren
Abjdnitten A,A und C,C A A
proportional find, fo ijt G i¢ ){,-’
Die “m‘ch A,C, bex dritten ;./;‘/ fTi

©Seite AC parallel.

Cm‘\lh\lulﬁ BC, bent Vi U/
gamgen Seiten BAumd AC g 4 0 4
proportional, jo find fie
aud) den Abjdnitten A A
und C,C proportional (bergl. Fr. 148 1) und umgefehrt.
Beibe “\D raudjepungen fallen aljo wefentlid) ujammen und
der Gap Draudht blof nodh fiic die erjtere BVoraudjebung
(BA, : BC, = BA : BC) bewiejen zu twerden.

Bieht man nun dburd) A, eine Pavallele ju AC, {o muf
biefelbe bie Seite BC in einem 3iwijchen B und C gelegenen
Punfte C, {hneiden, und 8 wire dann:

Tig. 183,

 BO, = BC, (Jr. 20 VIIL).

B(,'q BA
= 14

B0 EEUACE BT
BA WD

ifl BA  BC Bre)

Al BC, BC, ;

= (&r. 20V,
TR el




160 Sed8ted Kapitel. Jr. 149,

@s fillt alfo dex Puntt C, auf C,, d. §. bie Strecke A,C,
fallt mit A,C, sufammen, und 8 ijt demnad) A,C, // AC.

II. Berjudht man in gleider Weije wie in 1. den Paval
feligmud ywifhen A,C, und AC fitv den Fall nachzumweifen,
wo BA, : A,C; = BA : AC ift, fo findet man, bap Ddann
A0, = A,C, fein miiffe. Da e8 nun aber in BC (unbd feiner
Berlangerung) im allgemeinen 3iwei Punfte C, und C, giebt,
weldhe von A, um die Strede A,C, = A,C, entjernt find
(Fr. 74 XL und XII.), und ba biefe zwei Punfte in BC
bon B aud nady C Din liegen (Fr. 69 VIL), {obald ber
®egenmwintel B der Seite AC und der Schneidenden A,C,
fleiner ift, al8 die Gegenmwinfel C und C, der Seite BA
und ded Abjchnittd BA,, fo ift e in Ddiefem Falle nidyt
unbedingt notwendig, dafy C, mit C, sujammenfillt und
bemmach A,C, / AC ijt, jondern e8 fonnte C, aud) auf C;
fallen, alfo A;C, / AC fein. :

III. ©obald dagegen in II. /¢, < L B> £ C obder
BA, <7 A,0, und BA<TAC ift, fillt B 3wifdjen jene ztvei
Punfte C, und C,, und in der Seite BC felbjt liegt deshalb
nuy der eine diefer Punfte, namlich) C, (wihrend der andeve
C, in der Bexlingerung bon CB liegt).

Daher muf jept der ebenfalls wifden B und C liegende
PBunft ¢, mit C, sujammenfallen, oder @ muf A,C, //AC jein.

IV, Fallen die in IL und IIT. evwibnten beiden Punite
O, und C,, welche von A, um A,C, entfernt find, bon B aus
beide nad) C Bin, fo ift von den beiden Winfeln A,C,B und
A,C,B ber eine jpib, der andere ftumpf (Fr. 74 IIL).

Verfiilt fich daher die fchneidende Strede A,C, zur dritten
Seite AC wie der obere Abjdnitt BA, zu feiner Seite BA,
fo ift die Strede A,C, Der Seite AC parallel, jobald bie
®egeninfel ded AL{hnittd BA, und feiner Seite BA ent-
teder beide Jpif ober beide ftumpf find.

V. Feilt man eine Dreieckdjeite BC (Fig. 181) in D
proportional den Deiden anderen &eiten AB und AC, fo
Balbiert AD den Gegemwinfel A dev erfteren Seite BC.




|
L |
b
) |
i 1
o
.IL i
L

Fr. 149—151, S(hntichteit ebener Figuven. 161

Berldngert man némli) CA nad) E, jodafy AE = AB
wird, dann ijt (nad) dexr Bor.) AB:BD = AC: D

) g : 2, aljo
auth) EA:BD = AC:DC (Fr. 20 1V.), folglich AD /EB
(nad) 1), und Deghald L x — / v ud e 1
(8r. 62 L); da nun (nad) Fr. 74 1) Lv= / q ift, o

mug (nad) Jr. 20 IV.) aud) Lx = Ly fein.

150, Weldie Grundjase jolgen aus dem Begrifie der fu-
lidyfeit?

Da jivei ebene Figuven hnlic) genannt werden (Jr. 66

I11.), fobald fie gleiche Geftalt Haben, fo muf man:

I. dfnliche Figuren A,B,C,D, E, und A,B,C,D,E, (Fig. 184)
erhalten, wenn man dhnliche Figuven, 3. B. Dreiece, in gleicher
LWeife aneinanderfefst; und

IT. dhnlidje Figuren in gleicher Weife in dhnliche Teile,
3 B. in dhnliche Dreiecte, 3erlegen tonmen.

151, Wenn heifren wei Punite oder Streden dfulidilicgend ?

L Zaffen fid) ziei dhnliche Figuven, mwie A,B,C,DE,
und A,B,C,D.E, in Fig. 134, bon et Punften P, und P,
aus in dhnliche Figuren, 3. B. in Dreiecte, jerlegen, fo Deifien
jenie ziwet Puntte dhnlidhliegende (homologe).

Fig. 184,

II. Haben ywei hnliche Figuren, ie AB,C,D,E, und
AB,CsDE, in ig. 184, einen gemeinfdyaft(i den dhnlidy-
liegenden Punft P,, fo Heift diefer, menn die entfprechenden

Seiten paarieid pavallel find, 9 hulichfeitdpuntt, (Bexgf.
&r. 105 IV.)

Bepide, Geometrie. 3. ufl.
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1L hulichliegende Streden verbinden hnlid-
liegende Punfte.

152, ovon hingt dic Gejtalt cined Dreieds ab?

I Au3 Fr. 78 1L und V. (vergl. Fig. 66) folgt: dap
bie Unbderung eine Wintel A in einem Dreied ABC aud
die Ymberung der Gegenfeite CB nady fid) zieht, aljo aud)
dbie ber Geftalt.

II. Bergrofert man eine Seite BC (vergl. Fig. 66) eined
Dreiedd ABC, ofne die beiden andeven Seiten u dndern,
fo tmbert fidh) nac) Fr. 78 UL aud) ber Gegenmintel A dex
erfteven Seite, mithin aud) die Gejtalt.

TII. BWergrofert man (vergl. Fig. 69) eine Seite, obue
bie anliegende Seite und den wijdyen Ddiefen Deiden ©eiten
(iegenden Winfel ded Dreiectd gu dndern, jo dndert fid) ebens
fall3 die Geftalt.

V. ©oll i) aljo die Geftalt eined Dreiectd nicht dndern,
jo Daxf weber bie Grdfe eined Winfels, nod) das Berhiltnid
sieier Seiten gelinbert werden. Die Geftalt eined Dreiectd
wird demnad) durd) die Grife feiner drei Winfel und durd
903 Berhiltnid feiner drei Seiten bebingt.

153, Wenn find jwei chene Figuren ahnlic)?

1. Da dfhnliche Figuren gleiche Gejtalt haben (Fv. 66 I1L.),
jo fimnen zwei Dreiecte und diberhaupt ebene geradlinige
Siguren (welde fich) ja, wenn fie dhnlic) find, nad) Fr. 150
aud dfnlichen Dreiecten ufammeniehen und in jie zerlegen
{afjen), nur dhnlich fein, wenn ihre Winfel der Neihe nady
einander gleid) unb ifre Seiten Dder Jeihe nach einandex
proportional find, aljo in demfelben geometrijchen Ler-
biltnifje 3u einanber ftehen.

1. Bwei frummiinige begww. gemijdtlinige ebene
Figuren find dhnlich, wenn fid) in feber bon einent Punite
aus nad) allen Punften proportionale Strecten jiehen {affen.

R ——
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154, elde Siie iiber die Jhulidyfeit folgen weiter hicraus?

I. Bwei ebene Figuven, welde einer dritten dfulic) find,
find fetbjt dhnlic), weil ihre Wintel dex Reibe nad) den
Winteln ber dritten Figur (Jr. 1563 L) und dedhalb unter
jiy gleich) jind (Jr. 20 V.), und weil die Seiten beider
Siguven der Reibe nad in DLIII'[L[ULH Lerhiltnig zu umm‘m
fteben (Fr. 20 V.), namlid) in demijelben ‘Ml[)nltmm
weldhem die Seiten der Dritten Figur ju einander ftehen.

. Jn dhnliden L‘Dum‘u Siguren verhalten jid) dhnlid)-
liegende Strecten (Fv. 151 IIL., I.) mie gwei dhnlidyliegende
Seiten.

1. Jn dbhuliden Figuren verhalten fich die Umfinge
wie e dhnlichliegende Seiten oder Streden.

Sind u, und u, die Umfinge der beiden Figuren, a,, by,
¢y . - . Die Seiten der einen, a,, bs, ¢, ... die Seiten dex
andeven, jo ift nad) Fr. 153 L und 20 VIIL)

a4 a b, b, Cy Cs
— 3 it —— — 2
2, As %) 2, ¥ R
M ]:J‘.__P"_L_. Ay _‘_|J)_I_ BRL
[ 1 = .
U TR Ry g gy
atbite+t - st bite+
a, Ay
u, 1y
a, s

IV. Jegelmifige Figuren (Fr. 113 1.) bon gleicher
\,ntcudﬂ[)l find dhnlidy, und ihre llmmuga Uczl;alten fich
wie die Halbmefjer der eingefchriebenen und wie jene der um-
gefdriebenen Kreife.

V. Alle Kreisflichen, alle Ausidnitte und Ab{dhnitte von
gleidjen Centriminfeln find unter {id) dhnlich (Fr. 153 IL.),
und ihre Mittelpuntte find Ghnlichliegende Punite, ’
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155, Wie Tann man von cinem Dreied ABC cin dicjem fhu-
lidhed Dreiect abjdyneiden?

I. Da in Jr. 148 L, wo A,C,/AC tar, nidht blof;
LA =ZAud LC=LC (Fr. 62 1), jondern audy
BA,: BA = B(C, : BC = AC,: AC mar, {o ift bdort
A ABC, ~ AABC (r. 158 L).

1. Jede Strede A C, alfo, weldhe einer Seite ACQ ded
A ABC parvallel ift, jcneidet von diejem Dreiece ein ihm
ifnliched /\ A,BC, ab.

111, Berbindet man die Mitten der drei Seiten eines
Dreiedd ABC gerablinig unter einanber, fo find die drei
Lerbindungslinien den drei Seiten Ded Dreiectd ABC parallel
(Fr. 149 L) und zerlegen dad DreiecE ABC in bier untex
jich fongruente (Fr. 108 1) und bem ganzen A ABC ifn-
[iche Dreiece (IL.).

IV. erbinbet man bie bier Seitenmitten eined Bierects
geradlinig, fo begrengen bie vier Yerbindungslinien ein
Parvallelogramm (Fr. 59 I1.), tweil je 3twet derfelben einer
Diagonale pavallel find (Fr. 149 I1.). It dad BViered ein
NRechted, oder ein Rhombus, fo erhilt man einen Rhombus
(Fr. 81 L), oder ein Rechtedt (Fr. 110 VIIL).

156, MWenn find jwei Dreiede dhnlid)?

Um nadjzutveifen, daf tvei Dreiecke dhnlic) find, braudht
man nidyt davzuthun, dafp die drei Winfel der Reihe nad
einander gleic) und die drei Seiten einander proportional
jind; bielmehr find ziwei Dreiede®) AiB,C, und A,B,C, jhon
dfmlid :

I. tenn fie in 3wet Winfeln {ibereinftimmen;

IL. wenn fie in einem Winfel und bem Verhaltnis
ber biefen Wintel einfdhlicFenden Seiten iiberein-
ftimmen ;

*) Unch bei gwei dhnlicden Dreieden verjithrt man, wie in Fr. 67 VIL*)
angegebent wutde; ijt A.-\LBJ(,} ~ /\ AgB,Cs, fo it bann aud:

AqB; : ByCy : CiA; = AgB,;: ByC 3

oder Hivier: B f B r by o= g tomy

St 168

|
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eint
I
ftin
i
il
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!
qleid
Dt
AQ

-‘i‘:
Leide
i
fow
tomy
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I wenn fie im BVerhiltnis zweier Seiten und
in dem Gegenwintel Der griferen diefer Seiten fiber-
einftimmen ;

IV. wemn fie im Berhaltnis zweier Seiten iibevein-
ftimmen, und tenn auferdem Hasd eine PBaar der Gegen-
winfel gleid) ift und die beiben Winfel ded anbeven LBaares
gugleid) {pis, oder sugleid) ftumpf find;

V. fvenn fie in jiwei Seitenverhiiltnifjen iibereinftimmen,
ober wenn die drei Seiten Ded einen der Jeibe nach den
drei Geiten des andeven proportional find.

Veweis zu I Legt man die beiden Dreiecte mit den
gleichen Winfeln B, = B, auf einandex (&r. 31), o folgt aus
ver in L. boraudgejepten Gleihheit der Wintel A=A, daj
A,C, // AC, (. 62 IL.) ift; besfhalb ift:

MBI ARG, (Fr. 1565 IL.).

Beweis ju 1L Legt man die beiden Dreiecte mit den
beiden gleidyen Winfeln B,=B, auf einander (Fr. 81), 1o
oaf die proportionalen Seiten BiA;=c¢, und B,A,=g¢,,
fowie B,y =a, und B,C, = a, auf einander zu [liegen
tommen, dann ift A,C, / A:C, (Fr. 149 1); Deghalb ift

AABC ~ A ABC, (Fr. 155 I1.).

Beweis yu IIL und IV. Legt man die beiden Dreiecte
mit den gleichen Winteln B, und B, (vergl Fig. 133) wnd
Den einanber proportionalen anliegenden Seiten B,A, und
B,A, auf einander (Fr. 31 und 22 V.), fo werden bie
Gegenfeiten A,C, und A,C, parallel (Br.149 IIL, oder1V.)
und dedhalb wiederum A AB,C, ~, A A,B,C, (Br. 15511.).

Beweid u V. Diefer Fall, in weldhem a,: b, 1¢, =
a,: by ¢y ift, gebt in I diber, fobald ein Wintelpaar gleidy-
auog ift, 3. B. A, —A,.

Beichnete man nmun ein Dreieck A4B;Cy, in weldem /A,
== £ Ay, by==b, und ¢;== ¢, wiive, alfo (wegen der Bor.)
aud) by:cy = by: e, = by:e,; Dann mwire A AsBy QAL
A A3ByCy (IL) und by:a, = b,:a, (Br. 153 1.); da aber
aud) by:a, = b,: a, vovausgefebt wurde, fo miifte aud
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by 2 = by :a, unbd meil by =", gemadjt wurbde, jo miifte
Yoeitet b,:as = by:a,, 0. §. as =2, fein. Damn Miren
aber die in allen Drei Eeiten iibeveinjtimmenden Dreiecte
A,B,C, und AB.C; fongruent (Fr. 80 1) unbd Ddemgemdp
£ Ay= £ A, (Fr.671L). Da nun L A= 7 A, gemadyt
wrebe, jo ift oud) LA, = Z A, (Fr.20V.) und A AB,C
~o N ASBLCs (TL.).

VI. Bum Sdlufy mége auf die grofie Vermandtjdait
swifchen Den porjtefenden Abnlichfeitsiigen und den Kor-
gruenzjien (Jr. 80) aufmertjam gemadyt werden.

157. Wi findet man in dhnliden Figuren ahulichliegende
Punfte?

St A,BCDE; ~ A B.CoD:Ee (Fig. 185) mund will man
in feterer den Punkt Py fuchen, tweldyer Py in erftever ihn=
iy liegt, fo 3iehe man PA, und P,E, und macge £ E,A.P,

— / BAP, und £ AEP, = £ AEP,; dann ift ber
Clrer— o
C: st e 7 S M i
/* i =l fe?r"\ Py —— B3 /
D 1 = o ettt [
= N & ~ f
_E'r)v Az ]}-] 3 \\.\‘. ‘\"43 /
NN
L ~Aa
a1

Sdnittpuntt Py snijchen AP, und E,Ps ber gefuchte Punit,
weil aumidft A APE, ~ A APE, (Fr. 156 1.), damn
abet /. PyABs = £ PyAB, und PyA,: PiA = AuEs: AT
— A.B. = AB; (B 153 L), baher aud:
A\ AP:Bs ~ /A AP B, (. 156 I1.) 2c.
158, WWie jeichuet man iiber eciner gegebenen Strede AsBe
¢ine Figur, welde einer gegebenen gevadlinigen Fiaur dhnlid ijt?

1. Man lege B.A; (Fig- 1835) parallel ju der ihr dhnlich-
fegenden Seite B, A, Der gegebenen Figur A,B,C,D,Ey, jetlege
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{etere (Durd) Diagonalen, u\u jonftivte) in Dreiecte A,B, Py,
B,C,P, 2c. und 3iehe AP,/ APy, BoPy// BPy, C.Ps// CPy,
B.C, // BiC, 1c.; Dann ut (nacy . 1)() L) _\.\ l’ B,

N APB, ABP.C, ~n ABPC 0, alj muI) A.B.CsDs lu
~5 A B C,DEs (Fr. 160 LY

IL Nod) einfacger fird die Lofung, wern man Py ju
einem Yfnlichfeit3puntte (Fr. 151 11.) der Deiden Figuven
madht; fo witd A ByCaDyll; ~ A(B,C,DE,, wenn mai
awifden den Geraden PA,, PyB, 2. bic"’trcrfnt AsB;// AiBy,
B4Cs ; B,C; 2¢. 3ieht und ‘m[uumqt D AsB,=—A,B, vitd.

Db dabei P, innexhalb A,B,C,D,E,, ober in einer Seite,
in einem Ecfpuntte, ober am,uin[b diefer Figur liegt, it
gans gleidhgiiltig. Man fonnte Dafer aud) A,By=A,B, auj
einer .]éﬂlﬂ[[k[tll 3ut B,A, aujtvagen und P, al3 Scdnittpuntt
jwifen BB, und A, A, beftimmen.

[11. ©oll von einem mit der Sette, ober Dem Mefitifche
permejjenen Felbftiicf nady einem verjiingten (Trans:
verfal:) Mafftabe eine Karte angefertigt werden, fo ijt
eine Dem Feldititct dhnliche Figur u zeichnen. Bevgl. daviiber
Ratedh. d. Feldmeffunit (fiinjte Aufl. Leipzig 1891) Fr.97
big 107.

159, Meldhe proportionale Streden in Dreieden {ind nod
!lcrnur;nbtbtn 2

1. Stach Fr. 108 XIII. und Fr. 64 11, Beipt in einem
Bara Idvqmmm und Trapey die Entfernung der Eparn[[c[-
feiten bon cinander, im Dreiect die Entfernung einer Spibe
bont deren Gegenfeite bie Hiohe.

Die auf der Hihe fentredyte Seite ded Dreiectd und ded
Parallelogramms feit Grundjeite.

1I. Das ‘Brubuft"”} stoeier Seiten AC="h und BC=a
(Fig. 136 ©. 168) eined A ABC ijt gleih) dem Produft

*) Da mant wu Stredent ebenforenig ie zwet benannte Bablen mit
citanber muftiplizieren famt, o denfe man fich unter dieferr Produlten bie
Trodbufte der (unbenannten) Langenzahlen (Fr. 146 I1.), Eine andere Deuhmtg
biefer Trodufte witd fich, inm UAnfdluf an Fr, 169 und 170, fpiter (Fr. 177 V.)
finbeit.
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aud der Hishe CE = h, fiir die dritte Seite AB = ¢ und
dem Durdymefjer DA =2r bed umgefdhriebenen Kreifes.
Bieht man nimlid) DC, jo ift
ZB= /D (Fr. 96 1L)
e i S AGDI 096 )
_ABEC ~ ADCA (r. 156 1.)
BC:CE = DA:AC (3t 163 1)
BO.AG = CE.DA (&t 147 I11.).

1. Dad Probuft der drei Seiten eined Dreiectd dividiext
burd) den Durchmeffer ded umgefchrieberen Kreifes ift gleidh
bem Probuft aud Grundieite und Hihe.

Da niimlid) (nad) I.) ab = 2rh. war, fo Wird nad

2r = hee.

&r. 20 VIIL tveiter abe = 2rh.c, oder abe: 2r

¥/ %
b
o 5 At N4
ot Sig. 187,

[V. Bwei Hohen AD und BE (Fig. 187) eined Dretects
ABC verfalten i) umgetehrt wie die jugehorigen Grund:
Weil nimli) L C= L Cud LB

feiten BC und ACQ. i
.156 1.), aljo:
«)

— R — /D, {oift AADC~~/ABEG (Ft
AD:AC = BE:BC (3. 153
AD: BE — AC:BC (3r. 147 V.).
V. Gleiched gilt von ben wei Hihen eined Pavallelo-
gramms3.
VL Bieht ntan durc) die drei Spihen eined Dreiects ABC
(Fig. 138) drei Geradbe parallel yu den drei Seiten, bi3 fie
fidh in A,, B, und C, {dmeiden, jo exhilt ntan drei Varallelo-

g‘[i"ﬂ.'."l“"'

A=

oo |
(b 4

=

o

i
ffuen

&
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gramme ABCB,, AC,BC und ABA,C; daber ijt AB, =
AC, = BC, BC,=BA, = AC und (A, = (OB, =— AB
(Fr. 108 1IL.).

Die auj ben Seiten ded A A,B,C, in deven Mitten A, Bund ¢
ervichteten Senfredjten AA,, BB, und CC,, weldje fih) nach
Fr. 88 V. in einem Punfte H
{chneiden, find jugleid) (wegen A

gr. 62 V.) die brei Hihen Rty

pe3 /A ABC und Dbemnad i BNl
jthneiden fich die drei Hihen A s
jeded Dreiectd in einem Puntte B// NG g

H. Diefer Punft fann inner- S

Dalb, odev auferhalb des Drei- | G

ectd, ober in einer ©piBe ded- 5

jelben fiegen. ;
VII. DBerbindet man bie C;

drei Hihen-Fufpunite A,, B, Fig. 138.

unbd C, geradlinig, {o halbieven

die drei Hohen AA,, BB, und CC, die drei Winkel ded Fuf-

punftendreiects A,B.C..

y

Danimlid) £ HC.B= Z HA,B="%R, fo [dft fih durd
bie bier Puntte B, C,, H, A, und in gleidher Weife aud
burd) bie bier Punfte C, B,, H, A, ein Rreis legen (Fr. 97 11L.):
vafher ift £ HA.C,— Z HBC, und / HA.B, = £ HCB,
(Br. 96 11.).  Fun ijt aber £ BHC, = £ CHB, (Ft. 4211,
oder 20 L) und £ BC,H = R = CB,H, daher weiter
Z HBC, = £ HCB, (Fr. 69 1.). Deshalb ijt endlich
L HAC, = L HAB, (Fr. 20 1V.). Ebenjo findet man,
vafy £ HBsA, = £ HB,C, und /L HC,A, — 2 HESBiifs

VIIL Der Hohenjdnittpuntt I ift daber, jenachdem er
innerfalb, oder aufterhalb ded Dreiectd ABC liegt, der Mittel-
punft des cingejdjriebenen, ober bed einen Der drei duferen
Beriihrungstreife ded Fuppunftendreieds A,B,C,, und die
drei Gclpuntte A, B, C find bie IMittelpuntte der drei anbderen
Diefer Rreife. — Bergl. aud) Fig. 102 auf &. 108.
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IX. Qerbindet man Den Hofenjdinittpuntt H (Fig. 139)
mit den Gndpunften Bund C dex einen &eite BC, ben Mittel-
punft M bed umgefdycicbenen Rreifed (Fr. 88 IV.) mit den
Mitten N, und Ny der beiben anberen &eitenn AC und AB,
fo exfiilt man zwei Dreiecfe BHC und N,MN,, deren Seiten
paarmeife pavallel {ind (Fr. 57 IL., 149 1.). Da diefe Drei-
ecte dhnlich find (Fr. 63 1, 156 L), fo verhilt fich
HB:MN, = BC:NoN; = 2:1 (§r. 148 1), b. §.

Flg. 139,

per Hihenjdnittpuntt H ijt von einem Getpuntte B boppelt
fo eit entfernt, ald jemer Mittelpuntt M von? bev Gegen:
feite AC.

X. Bieht man in einem A ABC (Fig. 140) eine @ djer=
punfts - Trandverjale, 0. §. eine Strede AN bon eince
©pite A nad) Der Mitte N der Gegenjeite BC (bie

Mittellinie m,, Jr. 64

R B [1L.), fo balbievt dieje
s T \D jebe Parvallele DE zuv
; Wik Gegenjeite.
L, Nady Fr. 148 L. ver=
-\ E/ \ o (3] :
. T A Bilt jid) namlidy:
g 140, DE . AF FE

BN AN N0’
und tweil BN = NC ijt, jo muf aeud) DF = FE fein
(r. 20 VIIL). Bergl. Fr. 111 IX.
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XI. Sebe Diagonale AK (Fig. 140) eined Pavallelo:
gramm8 ABKC Dalbiert jebe zur andeven Diagonale BC
parallele Strecte DE (X.); denn im A ABC ift BN = NC
($r.110 TI1.), und zugleich foll DE // BC fein.

XTI Yud X. ergiebt jic) leicht, bafs die durch die Mitten
F und N der Bavalleljeiten DE und BC eined Trapezes EDBC
gelegte ®erabe durd) den Sdnittpuntt A der nicht=parallelen
Seiten BD und CE geht (vergl. Fr. 111 X.) und alle
Barallelen 3u den Pavalleljeiten halbiext.

Denn verbindet man A mit N, fo jdneidet AN die Seite
DE in ifrer Mitte F.

XIIT. Die drei Mittellinien oder Schwerpunttd=Trans-
perfalen ded A ABC jdmeiden fid) in einem Punite S (dem
Sdmwerpunite ded A ABC).

Tig. 141,

Jieht man duvd) die Spiten ded Dreieds ABC je el
Pavallelen UL und CV, UC und LV (Tig. 141), 31 dben
(bid T und X bverldngerten) Trandverjalen AN, und BN,,
1o ift nach Fr. 148 1I. CT = TU und CX = XV, weil
ja bez. CN, = N,B und CN,=2N,A it (X.). Dafer ift ber
Schnittpuntt S 3wijgen AN, und BN, zugleid) der Scnitt
punft der Diagonalen VU und CL (Fv. 110 IV.), und e ijt
08 = SL (Fr. 110 II1.). Da nun weitec AS /LB und
AL //SB (nady dex Ronjteuftion), fo it der Punft Ny, worin
AB bon Der Diagonale CL gefchnitten wird, die Mitte bon
AB (Fr. 110 1IL), d. §. bie dritte Transverjale CN, geht
ebenfalld durdy S.




172 Sedhdted Kapitel, Fr. 159,

XIV. ©a ferner in Fig. 141 im Pavallelogramm ASBL
wegen Fr. 110 TIL nod) SN; = N;L fein muf}, jo ift N,S
= 418 =180, aljp SC=2N,8 und N,C=38 N8, b.}.

die dret Mittellinien ober Sdywerpunttd-Trandverfalen
{dneiben fid) gegenfeitig im Verhiltnis 1: 2,

XV. DBon ben vier®) merfwiirdigen Punften des
Dreiectd (XIIL, VL, Fr. 88 V., Fr. 104 I1.) liegen der
Sdywerpuntt 5, der Hihenjdynittpuntt H und der Mittel-
puntt M ded umgejdyriebenen freifed in einer Geraden HSM,
und e3 berhalt fich MS:SH = 1: 2.

Jn Den beiben A A BHS und NoMS (Fig. 139) ijt nim-
lih £ HBS = £ MN,S (Fr.62L) und BH: N.M =2:1
= BS: N,S (IX. unb XIV.), alfo A BHS ~. A N.MS
(Fr. 156 IL.), und dedhalb nad) Fv. 153 I HS : MS =
BH: NM = 2:1 und /£ HSB = / MSN,, aljo aud
HSM eine Gerabe (Fr. 43).

XVI. Begeidmet man in Fr. 105 XI. in Beug auf
$ig. 102 auf &. 108 bie Halbmejjer der vier Beriihrungs-
freife um M,, M,, M, und M, ber Reile nach mit vy, r,, 1.
und 1y, fo findet fich aud den nad) Fr. 156 1. dhnlidhen
AN AMU, und AM,L, bie Proportion MU, : ML, =

AU, : Al,; da aber AU,=— AN, N,C - ClU,=—a,—¢,
—+c¢ = ¢ i :x‘_,—:-—h‘. = 1 (a—+b-e)=s ift, {0 Wwird:
I'y 2Ty = B: A, Iyt Xop = 8: Do, Ta:iTp = 8:iCo.

Daber verhilt jicd
i 1 1
I ilyily — — & . .
8y by e
*) ud) dbie dret bon den Gpihen A, B und C nach den Berithrungdpuntten

eife
gejogenen brei Trandverfalen fhneiden fih in einmem Punlte P. Diejer fiinfte
mertwiirdige Pnnit ded Dreteds lHegt mit My und dem Sdwerpunite S
bed Dreiects in einer Geraben, wobei lepterer die Strede PM, aud) im Vers
haltnis 1: 2 teilt,

(Ny, Ny und N in §ig. 102 auf &, 108) der drei duferen Beriihrungs
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udy it

Ty I I'y Iy dg _=_ hfl + Go BLYS 1
i 1 p = )
Iy I's I's 8
pber 1 A 1 2t 1 B 1 .
T I'y 1‘3 lil

XVIL. eil aber in Fig. 102 M,C_L CM, md ML, L
CB _L NM;, jo find die nadh) Fv. 71 VI. gleidywinteligen
Dreiecte M,L,C und CN,M, dhnliy (Fr. 156 1.), und o3
berhilt fich) rp:co = e;:r. Da mun nad) XVL rs=a,r,
und nach) Fr. 105 XL ¢, =Mh, ift, o ergiebt fich weiter :

Iy == €¢6; == Cpby UMD 1., 1,8 = cgh, . 2or;
odey ros = aghge, = (8—a) (5—b) (s3—e¢).

Ebenfo it v, = age,

Ti¥s — byde,

baher I Ty == 8Dy — (18) =18’
Tty = Iy’s’ = 8 (8—a) (s—b) (s—c).
Enbdlid) findet {ich tweiter ror,. (r,:1) = coby. (s:2)
und Hieraud 1" = ghye,: a,.

Cbenfo  r® = sea,:h, wnd 1 = sab,:e,

160. Weldye Streden in einent redytwinteligen Dreiede fiud
proportional ?

I. Die von ber Spibe C (Fig. 142) des vechten Winfels
eines vedhtwinteligen Dreiectd ABC auf die Hypotenufe AB
=" gefillte Sentredhte CN

= p twerde entfprecdend Q’f.--f—i-\\
gr. 112 ain :oic Proji= /,ffi\.\ 3
yierende,die Hypotenufen- (7 - \
abjdynitte AN=x und BN / P e 4

L o . 5 B & e x 4
=yaldbieProjeftionen £ & 7o
ver Satheten AC = a unbd \
BC = b bezeidhnet. g, 142.

Nun ftimmen die A/
ANC 1mb CNB mit bem A ACBin je 3tvei Winfeln iibevein,
find alfo nad) Fr. 156 L. unter{id) und mit bem A ACBdhnlid).
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ud ben Proportionen x:p = p:y, x:a = a:h und
y:b="D:h (gr. 153 L) finbet jich Daber (unter Beviic:
fichtigung dev Anmerfung ju Fr. 159 IL) weiter :
o = as—oxh = A

b. . bie Projizierende p ift die mittlere Proportionale
3u den beiden Hypotenufenabjdjuitten x und vy,

jebe Kathete aber ijt die mittleve Proportionale u ihrer
Projeftion und der Hypotenufe h. Vergl. Br. 147.

II. TWeiter folgt hievausd ab = ph (Fv. 19 VL). MNad)
Sv. 159 1. wiive ab=2rp; aljoifth=2r. Bergl.Fr.96V.

111, Durd) Addition ergiedt fid) weiter :

al b =—zxh | yh=@--ylh=hh= 1%

b. §. bas Quadrat der Hypotenuie ift gleic) dev Summe
ber Quiadrate dex beiden Satheten. Bergl. Fr. 19 V.

IV. Dah=x-}y, fo fann man nad) L. aud jdyreiben :

al=x(y-+x) ud b=y {Fy+x):
Triigt man nun quj CB bon C aud dad StidCU=1}y
auf, jo ift nad) 1L und Fr. 20 V.
y; U= ;\Uw ""'T CU = a° + Gy Ye=x(y+x) 1+ y)
=x*- 2z (3y) + Gy = &1 1y)
AU =x 1 17.
PDean fann bemnad) aud a und y jowohl AN = x =

AU — 1y, wie AB=x-}-y==nh finben, inbemt man bon
AU die Hilfte von y jubtrabiert, beyw. fte zu ihm abdiert.
Bur Qonjtruttion ded /A ABC au a und y bieten fid)
nun verjdyiedene Wege:
1. Man jdlage itber AC=a einen Halblveid, tvage in
ihn die Selhne AN =x ein und verlingere jie um NB=1y;
9. man berlingere BN = y um AN =X, {dhlage iiber
AB einen Dalbfveis und trage in ihn oie Sefne AC ein;
)

3. man madje von A aud AN =x, NC L AN umw
jchneide NC mit einem Rreife aus A vom Halbmefjer a.




Sr. 160—161. diputicett chener Figuven. 175
V. Sn gleidjer Weife Hitte man nad) L. aud)
a = h (h—y) und b* = h (h—x),
und fHnnte b (und x) aud a und y durd) Vermittelung bon
AU = h— %y gang wie in IV, finden.

161, Welde Proportionen bejtehen swijdjen dew Schuen und
e Tangenten eined Kreifed ?

Unter Vezugnahme auf die Anmerfung u Fv. 159 11,
{offen jid) folgenbe Sitige audjpredyen :

I. Die Produfte qud den ADLjchnitten zweier fich tmmer-
halb ded Kreifed in K, oder auferhalb des Kreifes in F

(Big. 143) jchneidenden Sefhnen degfelben Kreifes find gleid).

=

Bew. 1. /L B= /K (v 42 11.)
L KAR = Z.CDE (&r. 96 II.)
A KAE ~ A CDE (§r.156 L)
KE: AE = CE:DE (3r.153 L)
KE.DE = AE. CE. )
Bew. 2. A= BN 200
/. FAK = /. FDB (Jr. 96 1L)
A FAK ~ AFDB (r.156 1)
KF: AF = BF:DF (8r.153 1)
KF.DF = AF.BF.
Das Produft FA.FB (beg. EA. EC) beifst bie Poteny
Ded Punftes F (bey. E) in Bezug auf den Kreis.
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II. Da nad) Fr 94 IIL in Fig. 144 bie durd) E gelegte,
auf ME fenfrechte Sehne BA die fleinfte Sebne ift, welde
fidh ourd) E ziehen [ifit, und
y7] pa mach Pr. 81 I. jugleid

i EB=TEA ift, jo
gleicht die Poteny bed Punttes
\ E in Bezug auf ben Kreid dem
Quabrate der Hilfte ber Heinjten
N durd) E geflenden Selhne. Obder :
\ r\y / Die Hiiljte BE = BA (Fig.
4 144) einer bom einer weiten
7 Sehne LQ bhalbierten (alfo aud
o F jeber auf einem Durdhmefjer CD
Sig. 144, jenfrechten, Fr. 90 VIIL.) Selhne
AB ift da8d geometrijhe IMittel
aud den Ubjdynitten jener Yalbievenden Selhne LQ (oder

jened Durdymefjerd CD).

M )

Nad L ijt jo BE = BE.AE = LE.EQ = CE.ED.

giir CD folgt ber Sah aud) {hon aud Fr. 160 I und
gr. 96 1II.  Dabei jind CE und DE der fleinfte und Dber
gropte ver bem Sape BE = CE.ED geniigenben 2b{dnitte,
toelche Der freid yu liefern vermag. Werlangt man den einen
Faftor nody grofer ald ED, fo muf man einen Kreid von
groferem Halbmejjer nehmen, oder i) auf IV. einlofjen.

I[1I. ©dyneiden fid) in Fig. 144 die Strecen LQ und FK
in B o, daf FE. EK =LE.EQ, dbann liegen die vier Enbd-
punfte L, F, @ und K auf demjelben Greife.

Bezeidhnet man nimlic) ben Puntt, wovin der durd) L,
F und Q gelegte Kreid FK zum jweiten Male jchmeidet
(Br. 83 VIIL) mit K, fo ift (nach) 1) FE. EK,=LE. EQ,
pafer nad) unferer Vovaudfepung (FE.EK = LE.EQ)
und Fr. 20 V. audh FE. EK, —=FE. EK, ober EK, =EK,
b. 5. K, fallt mit K ujammen.

Uhnliches gilt fitr B, A, D, K (Fig. 143) in Bezug auf F.
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IV. ©dneiden fich eine Tangente FT (Fig. 145) und
eine Sefue AB Ddesfelben 2
Rreifes, jo ijt die Strecfe FN G \/TJ. )

|
|

wifchen dem Sdynittpumfte 7

R : S el e
F und Ddem Beriifrungs- \.\\ A
punfte N bie mittleve Pro= 77 N1 =7 &

portionale ywijdhen den Ab= JV 73 F
jdnitten Dex Secante. Big. 146
Bemw. A F= A1 (Jr. 20°L)

L FBN = £ FNA ($r. 100 1)

A FNB ~ AFAN (Fr. 156 1.)
FN:FB = FA:FN (3r. 153 L)
FN =— FA.FB.

Denft man fich) in Fig. 143 die Secante FD fo weit ver-
jhoben, bi3 die beiden Scfhnittpunite D und K in einen (N)
sufammenfallen (Fr. 851IV.), jo finbet man au3 L, ebenfall3:

FN.FN = FA.FB.

V. BWicd bie Sefne zum Durdhmefjer UV =2r, {o wird
FN =FU.FV = (FM — 1) (FM -} 1) = FM — 7,
wad man aud) aud Fr. 160 IIL. Hitte finden fonmen, weil
wegen Fr. 83 X. dbod) r = MN_L TF ift.

VI Jjt umgefehrt FN = FA.FB, jo beriihrt FN in
N den Sreis durd) A, B umd N.

Trifit ndmlic) eine bon F an diefen & S“reié gelegte Tan-
gente (. 103 I L) ben §1ez§ in N, fo ijt F '—=TFA.FB
(IV.), bafier FN = FN, (Bor. und Fr. ‘30 V.), obex
FN = FN,; de30alb muf nac) Fv. 91 XVIL entiveder N
auf N, fallen, ober FN, ift die zweite Tangente, welde fid)
bon F an den §reid 510[)911 Lt (Fr. 103 1L, V.).

VIL it ferner FN = FA.FB und FN Langente des
um M gejdhlagenen Kreifed in N, fo liegen B und A entiweder
auf dem Sreife um M, oder auf einem anberen Rrveife,
weldher FT in N beriifrt. Denn weil FN: FB = FA: FN,

Bepjde, Geometrie. 3. Aufl, 12




178 Sedhstes Kapitel. K. 161,

ud L F = ALF, it AFNB ~ AFAN und £ FBN =
Z_FNA, a8 wegen Fr. 100 L. und Fr, 97 I und I nur
miglich ift, wenn A und B auf einem bon FT in N Derithrten
Rreife liegen.

St bie Qage von B gegen F'T gegeben, jo mufy A auf dem
FT it N beriihrenden, durd) B gefdhlagenen Kreife liegen.

VIII. Aus IV. folgt aucd) der Vetveisd fiiv die Ridtigleit
ber Lijung der in Fr. 141 geftellten Wujgabe. Jn Fig. 127
foll nach der dort angeftellten Betradjtung

AJJA ~ AJTAC (Fr. 156 L)
JJ:JA=JA:JC (§r. 1531)
] A = ] g Ju(} = (]aC'—-CJ) oc—' —— (J C—WUJJUU.
fein ; nad) der gegebenen Lijung und IV. ift aber:
JUA“ = JoLy . JoLs = (JoLa—w.) JoLy = (J,C — w.) JoC.

IX. Die in VIIL gegebene Weiterbildbung der in Fr. 141
angefangenen Betradhtung liefert nod) eine anbere Ljung
fiiv bie in Fr. 142 geftellte Aufgabe.

Madyt man in Fig. 127 £ BAJ,— 1 C und J,'J,_LBA
in Deren Mitte, jo ift twieder (und zivar fiir jeden Puntt ¢
ped Rreifed K): AJJA ~ AJAC (Tr. 156 1.)

Joh = JJ.3,0 = JJ (JJ-IC).

Die Lojung dex in Fr. 142 geftellten Aufgabe fordert aber,
Do JC=w._fei, und bmnu [mttc man nody JoJ 3u finben ausd
ber G udjlmq JA = JJ (1.J- L w.).

Auch Hier liefert der ;,muh ﬂ:lmtt in 1:\_ weldjer diefer
®leichung geniigt (Fr. 74 XIIL), nid)ts Neues.

Man fonnte mum die Aufgabe fo bjen, Dof man an
BA=c in A und in B den Winlel BAJ,— ABJ,=1C
anfrigt und fo undadft mitteld des gleichchenteligen /A ABJ,
ven Punit J,und die Strece J,A beftimmt, ofme den Kreisd K
au jhlagen, baf man bann AN | J,A und AN =1w, mady,
bon N aud auf J)N die Streden NL, = = 1w, ab-
fchneidet, BA in J mit einem Rreife um J, vom @ni[mlcﬁcr
JoJ = JoLy jdjneidet und J,J um JO=w, Dmangm Nad
Br.160 IV. (ober Fr. 161 IV.) ift bann J,A = JL; (J.Ly
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4 LL)=JL L+ w) =JJ 3+ w) =JJ. JC.
Der gefunbene Punft C liegt demnad) auf dem Rreife K
pucd) B, J, und A und L BCA = 180° — L BJA
(Fr. 96 VIIL) = 2 £ BAJ, hat die borgejdriebene Gridhe
¢, wird aud) von JC Halbiert.

X. Gine anbere Sifung fitx die in Fr. 141 geftellte Auf-
gabe (und eine dritte Lbjung fiir dbie Aufgabe in Fr. 142)
gtebt Fr. 161 II. an bie Hand. Nad) Veftimmung der
Gehne AJ, madje man AJ, = 2 AJ,, {dloge iiber AJ, aud
M, einen Rreid K, von audveichend grofiem Halbmefjer wund
siehe in leptevem eine Sefhne HIH,, deren Mitte um $w,
von J, abfteht (Fr. 90 V., 96 VIL.); bann ijt nad) Fr. 161 II.
AJ, = JH.JH,, ferner JH = JH,—~ w, und deshalb
JH, = JJ, jowie JH = J,C. — UAm einjachiten macht
mant J M, = 1w,

XI. Aud IV. in Verbindung mit I. folgt fermer Der
Beteid fiir die Richtigleit der in Fr. 143 gegebenen Lojung
per dort vorgefithrten Aufjgabe. JIn Fig. 128 waven B, B,,
X und Y Puntte ded Kreifed K., und dedhalb ift

BQ.B.Q@— YQ.XQ (L);
sugleih) war QU Tangente ded Kreifed K,, ouj weldjem
ebenfalld X und Y liegen, und demnad ijt aud)
QU = Y0, XQ (IN:;

dafer ift aud) QU = BQ.B,Q (Fr. 20 V.) und QU ZTan=
gente an den nac) Fr. 88 durd) B, B, und U Fu jchlagenden
Qreid K, (VL.). Der Mittelpunft von K, mufy aber M fein,
denn Der Mittelpuntt von K, muf in UA liegen (wegen
Fr. 83 X.) unb gugleid) auf & (Fr. 74 XVIL.), weil ja BB, _L G
und B,Z = BZ gemadjt wurbde.

Pan fonnte Den BVeweid aud) mit VIL. fiihren; denn QU
mwar ja Tangente an K,, alfo QU _L UA, und dedhalb miifjen,
weil QU =BQ.BQ, feinjoll, B aber nidht auf K, liegen fann
(Fr.76 1), B und B, auf einem andernt QU in U bevithrenden
Rueife liegen, nach der BVeftimmung de3 Punfted B, Tann aber
oer Mittelpuntt diefed Qreifed nuv in G, aljo in M liegen.

12*
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162. MWie lantet der Ptolemiijdhe Lehrjat itber dad Sehuen-
viered ?

Macht man in dem Sehnenvieredte ABCZ, Fig. 146
(vergl. 96 VIIL und 97 IIL), den L ZCY = /£ ACB und
jchneidet CY die Dingonale AZ in Q, fo folgt aud der Gleid)
feit der Winfel ACQ und BCZ (Fv. 20 VIIL), CAZ und
OBZ, CBA und CZA, ABC und AZC (Fr. 96 1L.), daf
AACQ ~ ABCZ umd AACB ~ AQCZ (OL 156 1)

AQ:AC=BZ:BC CB:AB =CZ: QZ(§r.1531.)
AC.BZ Al (M
AQ= Bc)' —AZ—QZ Q=" (Fr.147 11)

BC.AZ = BZ.AC - b\ /L
D. 1. in jedem Selhnenvievece ift bag Z].wbuft der Diagonalen
gleid) bex Summe bex Produfte aud ben beiden Gegenjeitens
paaver.

e e
i
f
[
\ == 3 il
N ~ /
o'c R i
o~ 4 /
; T A
< P
"; S =
=l
Fig. 147. Tig. 146.

163. PWie findet man aud der Seite cined eingejdyricbenen
regelmipigen Vieleds die Seite 1uud denllmfang ded umgejdyrichenen
pon chen fo viel, jowic ded ein= nnd umgejdhricbenen von doppelt
fo viel Seiten ?

I. Bwifden der Sefne BA = s (Fig. 147), beven Ab-
jftand MD = e bom Mittelpunfte M, und dem Halbmefjer
MC = r Deftehen, nac) Fv. 160 IIL und Fv. 161 IL, die
gleid) chulteubcn ®leichungen :

r'=¢" | (18) =¢' -} 1&*
und 18 = CD.DL = (r—e) (re).
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I Berlingert man die nacd) den Endpuntten der Sebhne
BA = s gejogenen Halbmeffer MA = MB =1, Di3 fie Die
per Selne BA parallele Tangente FE in E und F jdneiden,
fo beftefen nach Fr. 148 1. ywifdhen den Cntfernungen diejer
Punfte von einander (FE = t) und vom Mittelpuntte
(EM=r,), dem Halbmejjer r, der Sebhne s unbd ibrer Cnt-
fermung e pom Mittelpuntte die drei Gleidungen:

fit=—1rn
gt = @ar
@iIT=T:T

III. St die Selhne s bie Seite eined in den Kreid bom
$Halbmeffer r eingejdhriebenen regelmdpigen Bieledd (n-ecs),
fo 1ft t bie Seite des Demfelben Rreife umgefdyricbenen Vieleds
pon gleidher Seitengahl; wegen IL. ijt aud) da t :1::11“5-

IV. Aud der Seite BA = s, Jig. 147, eined eins
gejdriebenen regelmipigen WBieledd (n-edd) fann man
(Fr. 113 VIIL) die Seite AC = s, Ded in benfelben Rreid
eingefdhrichenen Bielectd bon doppelt fo viel (2n) Seiten
(Fr. 90 VIIL.) und beven Entfermung e, bonm Mittelpunite
finden, weil nac) Fr. 160 L., 96 IIL und nac) Fv. 163 L:

87 = AC = CL.DC = 2r(r—e),
ot =1 — i =1 — ir(x—e)

=1 — i’ ire = ir(r-}e).

V. 2ud der Seite EF —t, Fig. 147, eined ums-
qefchriehenen regelmifigen Bielectd (n-ectd) laft fih die
Geite QK == t, Ded demfelben Rreife umgefdyriebenen vegel-
miiBigen Bieledd von doppelt fo viel (2n) Seiten finden.
Macht man ndmlich AQ_L EM und BK_LFM, fo ijt nad)
$r. 90 VIIL, 103 IV. QK eine gange, AQ und BE aber
swet halbe Seitent e 2n-ects.

Da nun AEAQ ~ AECM ~ AADM (Fr. 156 L),
fo jteht:
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AQ:EA = CM:EC = DM:AD
AQ:EQ = CM:EM,
ober o:(ry—r) =r:dt==¢e:14s
dr (oy—1) 4o (r,—1)
t =3 8 3
Da nun nad) IL r, = r*:e und demnad) eben jowofhl
e(r—-r,) =r(er), ald aud) 4e (r,—r) = 4(r*—re)
= 4r(r—e) = [4r(r—e) (1—]—6)] (r—e) ift, jo wicd
wegen I.: 4o (1, —1) = s’ —{— e)

s te tr
unbd fy—= —— =

r|e —+e r —|—711
VI. Die Umfiinge.u, unb s, Ded in einen Hreid vom
Halbmeffer r eingefdhriebenen regelmifiigen n-ectd und 2n-ects
finb (wegen I. und 1V.)

u, = ns = 2n |/1~—-e:’11[/(1 J(T <)
s — 2nfs— 2n [/31 (r—e).

VII. Die Umfinge U, und U, Ded einem Rreife bom
Halbmejjer r umge{dyriebenen regelmiFigen n-ectd oder 2n-ect3
jind (wegen IIL. und V.):

nrs T
U,—nt = — = —u,,
e
U, it __2nte 2e U
P =
T -J,— e r-}e

VIIL Weil nun 2r > r—-e, fo ijt us, >u,, d. §. dex
Umfang einesd cingLfr[)nchumt regelmifigen Bieleds ijt Heiner
alg der Umfang eined demjelben Kreife eingejdyriebenen Biel-
ecfd von Doppelt, biermal, adytmal 2¢. jo viel Seiten;

un<um| < nin < o o I i

IX. BWeil ferner 2e < r—-e, fo ift U, > Uy, d. § ber
Umfang eined umgejchriebenen regelmifigen Vieleds ift grofer
als ber Umfang ded demjelben freife umgefchriebenen Vielects
bon doppelt, biernal, adjtmal 2c. fo viel Seiten;

Uﬂ > U2n > I-Tmn > el

tar—

a2
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X. Weil endlidh r e, fo ijt
L BES

b. . der Wmjang bes eingejdriebenen vegelmiipigen Bieleds
ift fleiner, a3 Der Umfang de3 bdemfelben Rretfe ums
gefdhriebenen BVielectd von ebenjoviel Seiten.

XI. Da nun aber e = [/1-'“'~—} g” ift, und ba s um jo
fleiner wird, je griper die Seitengahl n wird (Fr. 91 VL),
fo nifert fich e um jo mehr dem Halbmefjer r, je grbfer n
wicd. Dafer wird dad Verhiilinid U, : u, (VIL ) jugleid mif
bem BVerhiltnid r: e um fo mehr = 1 (0. . die beiden llm=
finge U, unb u, untexjdeiden fid) um jo weniger von einander),
je grofer die Seitenzahl n wird.

Dbwohl affo bei wiederfholter Verdoppelung der Seiten=
3aB! der Mmfang U immter fleiner, dev Umjang u abev imer
grofer wird, Jo geht dod) jene BVevtleinerung und bdiefe Ber=
griferung nicht iiber alle Grengen hinaud fort, vielmehr
nifern fih (weil jo nad) X. ftetd U, > u, ift) fiecbet U
wnd u einem gemeinfdhaftlichen Grenzwerte W, e3 ift alfo:

N> U lais WP iy, i i
XII. Die gemeinjhaftliche Grenge, der fid) die beiden
Berhiltnifieu, : 2 und U, : 2r niihern, ijt (vergl. r.178 IV.):
7= 3,14159265 ... .;
Anndherungdioecte von 7, ferner die faufig gebraudhten
Bahlenmwerte bon 1 : 7, ijunb i Vn folgen in Fr. 178 V.,

164, Wie B8t man bdie Aujgaben der Broportiondlehre
geonetrijc) ?

1. Die vierte Proportionale BC, (vergl. Fig. 130)
su Drei gegebenen BA, BC und BA, finbet man, indem man
BA und BC auf den Scenteln eined beliebigen Winfel3 ABC
auftriigt, auf BA nod) BA, abjdneidet und A,C, / AC madyt.
Dann it nad) Fr. 148 L:

I};\ : BU — BA: . BUP
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II. Madht man in I. BA, = BC, fo findet man Fu 3wei o
Gtrecien BA und BC bie britte Proportionale BC,, da 2z
dann BA : BC = BC: BC, ijt.

III. Bu zwei gegebenen Strecfen AN — x und NB—y
(vergl. Fig. 142) findet man die mittlere Proportionale,
mdem man iiber AB—x -y ald Durdymefier einen Kreid
fhliigt und diejen durd) eine in N auf AB ervidytete Sent-
redjte NC=p in C {dyneidet. LWeil damn L ACB—90°
(Br. 96 1IL), fo ift x:p =— p:y (Br. 160 L).

Cine anbere Lofung mit Hilfe von Fr. 103 II. giebt
Fr. 161 IV. (oder V.) an bie Hand.

IV. ®a in [II. p*=xy, aljop L/ xy, fo liege fich
diefes Verfahren aud) zum Wusziehen dber Quadrat:
wurzel benuben.

Su dhnlicher Weife fonnte man die Aujfindung der Strece
BC, nad) I, bej. nach II. al3 die geometrijhe Kon-
ftruftion desd avithmetifden (algebraifcdhen) Aus-

BC. BA, BC

Y und oL betrachten.

V. Bill man eine Strece PN =—a (bergl. Fig. 145)
nad) jtetiger Proportion jdneiden (goldener Sdynitt,
bergl. Fr. 147 1V.), 0. §. fo, bafs der grifere Abjdhnitt
FU, = x die mittlere Proportionale jiwijdhen ber Strede FN*
und dem fleineven Abjdnitt NU, ijt, jo ervidhte man in N
eine Genfredhte NM — JFN, {dhlage augd M einen Kveid mit
dem Halbmejjer MN, ziehe aud F ben Durchmefier FUMV
und madje FU, — FU.

Denn dannt ift UV=—=2MN—FN und nad) Fr. 161 V,

FN — FV.FU (FU + UV) FU
(FU 4 FN) FU — FU" 4 FN.FU,

I

bruds

aljo weiter:
FU, — FU — FN — FN.FU FN (FN — FU)
— FN (FN —FU,) — FN. NU;,,
ober : EN:FU, FU;:NU,.
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Man fomnte aber im Eintlang mit Fr. 147 IV. aud)
die Grofe von FU —— x nad) JFr. 160 IIL. finden:

e S 2 o & ; r:l
MF = FN -- MN = '+ (:) el

x = MF — MU = ; T ; =
VI Sit in §ig. 125 DMU eined ber zefn fongruenten
gleichichenteligen Dreiecte eined vegelmafigen Sebneds (Fr. 113
IV.), jo it £ DMU &R = 2R (Fr. 84 IV.);
paber Z DUM = £ UDM = } (2R — £ DMD)
— 38R — 4% — 2/ DMU
(Fv. 68 IL.).

Halbiect mm UF den Winfel DUM, fo wird L DUF

DMU, bafjer A DUF ~ /\ DMU (Fr. 156 L), folglich
DF:DU — DU:DM und DU : UF — DM: MU =—1, . .
DU — UF (. 153 L.).

Lieil aber aud) L FUM — + L DUM — £ DMU ift,
fo jolgt aud UF — FM (Fr. 74 VL) meiter:

DU — FM (r. 20 V.),
und endlid) wird aué DF: DU — DU:DM nad) Fr. 20 IV.
jebt DF: FM — FM: DM.

@Gdyneidet man aljo Den Halbmefjer DM eined Kreifed
nad) jtetiger Proportion (V.), fo gleidht dex grifere AL-
fchnitt FM ber Geite DU ded eingefdyriebenen regelmifigen
Behnects. Die Seite DC ded regelmiigen Fiinfes evhialt
man, wenn mant UC = UD madyt.

165, Wic findet man cinen Kreid, vou weldem jwei Punite
witd eine Tangente, oder cin Pauukt nud swei Tangenten gegeben find?

I. ©inb jwei Tangenten T,S und ToS und ein im L T,ST,
gelegener Puntt P, gegeben, jo mufy der Mittelpuntt M bes
aefuchten Kreifed (wegen Fr. 103 VIL.) auf der Geraden SX
Tiegen, weldje den £ T,ST, Halbiext.

Qiegt mun P, auferhalb SX, fo fille man bon P, eine
Gentredhte PB auf SX hevab und verlingere diefelbe jenfeitd
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SX um da3 Stiit EP, = P,E; dbann ift P, aud) ein Punft
bes gefuchten Rrveifed (Fr. 74 XI.), und fomit wire die
jmeite Aufgabe auf die exte juviidgefiihrt.

Qiegt dagegen P, in SX, fo tangiert aud) die in P, aujSX
ervichtete Senfredyte den gejuchten Rreid (Fr. 83 IL), und
bie Aufgabe ijt nad) Fr. 104 IL. und IV. Fu (Bfen.

1. Gind zwei Punfte P, und P, und eine Tangente T
gegeben und wirh fehtere von der verlingerten Sefhue P,P,
in F, bon der auf P,P, in deren Mitte E evvidyteten (durd)
pen Mittelpuntt M gehenden) Senfredhten XES aber in §
gefdnitten, fo ift die Cntfermmg FN ded3 Beriihrungs-
punfted N Deg gefuchten Sreijed von dem Sdnittpuntte F
nad) Fr. 161 IV. 3u finden aud FN = FP,.FP,. Zrigt
man die nady Fr. 164 III. fonjiruierte Strede FN bon F
aud in TS auf, jo hat man jebt dbrei Punfte: P, P, und N
ped Rreifes und fann diefen nad) Fr. 89 IL zeidynen.

Da man aber FN auf ST von F ebenforwofhl nach) S
hin ald nadh der entgegengejeten Seite hin aujtragen fann,
fo giebt e8 im allgemeinen zwet Lojungen.

Snm. S it ber dufeve Shntichleitdpunit (Fr. 106 IV.) nidt blof fitr die
peibent bel Rifung der geftellten Aufgabe fich ergebenden Kreife K; und K, um
M, und M., foubern aud) flic alle freije K;, welde aud einem Puntte M, in
SEX al3 i nft gejchlagen werdben und TS bexithren,
wirdvon PyS in jivei abet it ftets P/M, // PyM,
unb P“M, /f PyM, (Fr. 15 nb 156 IV.). Diefe Bemertung fthrt ju einer
anderit fehr Bequemen Lojung fiir I. uub IL. durd) Biehen jziweier Parallelen
urdy Py,

1. QJjt in 1L P,P, /ST, jo wird EMS | ST, und meil
aud) MN _L ST, fo viicft der Beriihrungdpunft N nad §;
e3 giebt aljo jept DloB eine Lijung. Der Sdnittpuntt F
ift jest unendlic) weit von N entfernt (Fr. 77 IV. Unm.).

IV. Wenn P, (odex Py) in ST liegt, d. . mit N jufammen=
fallt, haben I. und II. ebenfall3 blof eine wfung. NF it
pabei = 0.

V. Siegen P, und P, in I auf verjdyiedenen Seiten bon
ST, fo giebt e3 feine Lojung (Fr. 83 VL).

Seder diefer Kreife

jdhnitten unt

0l
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Qft inI. £ T,8T, = 180°, fo giebt e3 unzifhlige
Ququuqcn luml die Qage von S und von SE nidyt be-
ftimmt ijt.

Bergl. Fr. 88 IV. und Fr. 104 I bid IV.

Diebenfes Stapifel.

Gleidyheit, Proportionalitit nud Ansmeflung des
Flidgeninhaltes ebener Figuren.

166, Wenn find Parallclogramme uud Dreiede inhaltsgleidy?

. Dreiecfe EFK und HGK (Fig. 148), ebenjo Parallelo-
gramme BFGH und KGNL, welde otmid)ut Parallefen AB
und CD liegen, haben g feidje Hdbe (Fr. 159 L, 108 XIIL).

N G F' e
_zf*
/ ,f \
j) e \r _C
1[ E
Fig. 148,

1I. Dreiecfe und Parallefogramme bon gleidher Hohe
faffent fich awijchen Pavallelen legen (Fr. 108 XIIL).

I11. Parallefogramme EFGH und KGNL (Fig 143) iiber
gleichen Grundieiten (GF =NG) und von gleidyer Hihe jind
inhaltdgleid) (vergl. Fr. 66 IV.).

Bew. Legt man die Parallelogramme gwifden Pavallellinien
AB und CD fo, baf GF an NG ftoft und bie
Parallelogramme anfier einander liegen, {o ijt:
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EEK = EH - HK
— KL -} HK =HL (gr. 20 VIIL, 1081IL)

EF = HG (. 108 IIL)

/. FEK = £ GHL (r. 62 L)

/A FEK 22 A GHL (3. 80 IL.);

fernex: FG=GN (Bor.)

GK = NL (r. 108 IIL.)

/ FGRK= / FNL (§r. 62 L)

",a FGK o2 A GNL (3. 80 11)

AFEK | AFGK=A GHL - A GNL (. 20 VII1,)
~ EFGK = HGNL (Hr. 20 IL)
"EFGK — AIGK=HGNL— A VHGK (Fr. 20 VIIL)

EFGH=KGNL (§r. 20 I.).

IV. Drefede FGH und GNL (Fig. 148) bon gleidjer
Grundieite (FG = (}X:'] und gleidger Hobe find infalts:
gleid), da fie nad) Fr. 108 IL bdie Hiiljte der gleichen
Parallefogramme EFGH und KGNL find.

V. ®leiche Parallelo-

A , _;‘ﬁ € gramme und gleidje Dreiede
ey o / baben bei gleider $Hobe

. ' i - 4 { /‘f nu‘c[} g[_t‘if[)u G?rlmb}’gih‘n,

5 N Sl i bei gleihen Grunbdjeiten

/ A H-Hi__f SN/ aber aud) gleide Hihen
= e S 11 4

Sig. 149. VI Bieht mon durd

einen Puntt P der Dingo-

nale AD eined Pavallelogrammé ACDE (§ig. 149) el

Barvallele LN und SF zu ben Seiten, fo zerfillt dad Pavallelo:

gramm in bier mit dem Gamgen gleichwintelige Parallelo:

gramme, bon Denen Die zwei um die Diagonale liegenden

ALPS und PFDN dbulidh {ind; bdie beiden anderen LPFC

und SPNE Deifien die Grginzungen (Romplemente)
ber erfteven und jind infaltdgleidh.
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®a nimlid) £ LPA= Z FDPund £ LAP= L FPD
(§r. 62 1), fo ift A ALP ~ A PFD (Jr. 156 1) und
ALPS ~ PFDN (®v. 108 I und 150 L.).

Bieht man ferner von den nach Fr. 108 I. fongruenten
A A ACD und DEA bie ebenfall3 fongruenten A /A ALP
und PSA, PED und DNP ab, jo bleiben die (wermn aud) nicht
ftetd fongruenten, jo dod) ficdher) gleichen Parallelpgramme
LPFC und SPNE iibrig (Fr. 20 VIIL).

VIIL. eil in VI. A ALP ~. A PFD, foift LP: LA
— FD : FP, ober aud) LP: PS=PN:FP (Fr. 108 IIL.)
und LP.FP =PS.PN, 0. §. ¢8 jind die Produfte ber auf
berfelben Seite Der Diagomale DA gelegenen Abjdynitte der
Parallelen LN und SF gleichgrofy. — Bergl. Fr. 161 L.

VIIL Bwei Parallelogramme LPFC und SPNE (Fig. 149)
(ober 3wei Dreiecte LPF und SPN, Fr. 108 IL.), welde in
einem Winfel P iibereinftimmen (alfo zwei Rechtecte ftets),
find infaltdgleidh, wenn bdie Probufte aud ifren jenen
Winfel P einjchlieBenden Seiten gleidh) find.

Qegt man die Parallelogramme fo an einander, dafy die
Wintel P Scheiteltoinfel werden, und verldngert CL und LS,
CF undb EN, bi3 fie fih in A und D jdyneiden, und zieht
man PA und PD, fo ift AL = SP und DF — NP
(Fv. 108 IIL), wnd man erhilt aus der voraudgefehten
®leihung SP . NP = PL. PF, nad) Fv. 20 IV. AL.DF
— PL.PF, alfo AL: PL = PF:DF. Da aufetbem
£ ALP = /Z PFD (Zr. 63 L), jo ift A ALP ~ APFD
(Fr. 156 I1.) und £ LAP = £ FPD (Jr. 153 L). BWeil
aber aud)y £ LAP = £ SPA (Pr. 62 L), fo ift teitex
/. SPA = / FPD (Jr. 20 V.) und deshalb mup APD
eine Gexade fein (Fr. 43.), nimlid) die Diagonale ded
Pavallelogramms ACDE; bemnach ift endlich:

LPFC = SPNE (VI.).

IX. Bwei Parallelogramme (deghalb aud) jiei Dreiecte,
Br. 108 11.) find inhaltégleid), wenn bie Probufte aus Hihe
und Grunbdieite gleid) find (Fr. 20 1V.); benn jedes dex
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beiden Parallelogramme gleicht dann nad) II1. Dem Nedtecte,
mwelches diefelben Hihen und Grundieiten Hat, die Deiden
Redjtecte aber find nad) VIIL. inhaltsgleid).

X. Die der Grunbdieite gegeniiber liegenden Seiten joldjer
Parallelogramme , tweldye gleichen Fladheninhalt und eine
gemeinfdhaftliche Grundieite haben, Liegen i einer yur Grunbd-
feite parallelen Gevaden.

XI. Die Spipen aller Dreiecte bon gleidem Fliden-
infalte, welde jid) diber dex ndmlidhen Grundieite jeidnen
faffen, liegen in einer zu Diefer ®runbieite pavallelen
®eraben.

167. Wenn Iafjen fich swei Parallclogramme uumittelbar
adpicven und fubfrabicren?

I. Gtimmen 3ivei Parallelogramme ABEF und ABCD
in einer Seite AB = a (Fig. 150 und 151) und ecinem

Winfel w iiberein, fo lafjen fich diefelben mit Diefer gleichen
Seite AB fo an einander [egen, bdaf (entiweder iegen
®r. 107 I. und 40, ober wegen Fr. 31) bie anftofenden
@eiten AF und AD in eine ®erade fallen. Daber ift ihre
Gumnte und ihre Differeny ein Pavallefogramm bon Dem
nimlichen Winkel w und der ndimlichen Seite a, defjen 3iveite
@eite DF aber in Fig. 150 die Summe AF -4 AD, in
Sig. 151 bagegen die Differeny AF— AD ber anbderen
Ceiten AF und AD Dder beiben Pavallelogramme ABEF
und ABCD ift.

!

AB
AR
il
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II. Beseichnen wir ber Kitvze halber ein ausd den Seiten
AB =a md AD = b fonjtruierted Jehted ABCD mit
AB,AD ober a,b|, dann [dfit {id) der auf jwei Redyt-
ecfe angewendete Saf 1. fury fo jdyreiben :

a,b| -+ |a,c|=[a,(b+ec)

und la,b|—|a,c|=|a,(b—c).
1. Umgefehrt ift audy

la,(bFe) ="la,b| -} [2,¢]

umd a,(b—c)=1|a,b|—"'a,el

IV. Gin idiber der Seite a fonjtruierted Luadrat ive
nach 11 duvd) "a, a | zu Dejeichuen, mige aber fiirzer duvd)
a| bezeichnet werden.

168, Welden Jubalt Dbefibt die von einer Strede bei ihrer
Parallclveridhicbumng in ciner Ehene erzengte Figur?

Bewegt fid) eine Strede AB=—a, Fig. 152, bon unver:
inberfidjer Qiinge (wwie in Fr. 55 I1.) parallel zu fid) felbit
ineiner Ebhene aneinex frummen
Qinie BCD hin, ofne denjelben
Teil ber Ehene viederholt Fu
iiberftreichen, fo exzeugt fie eine
gemijchtlinige FigurABCDKL,
peren Inbalt dem ded Hedtects
aud dber Strecfe AB und bem
bon ifr in Der jur Strede AB
fenfrechten  Ridhtung  zuriict-
gelegten Wege SQ = q gleicht.

Bon der Rictigleit diejed Sabed iiberzeugt man fid
fofort, wenn man die Figur ASQKL abjdneidet und auf dex
andern Seite al@ BUVDC anjet (Fr. 62 V., 108 XIIL).

169, Wic gqrof find die Suadrate itber der Summe und
Diifereny jweier Streden, ferner die Dijfeveny sweicr Duadrate ?
I. Dag Quabrat iiber Dex Summe (a—-b) ziveier Strecen
aund b Dejteht aué der Summe der Luadrate iiber den
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beiden Strecen und Dem doppelten Rechted aus den beiden
Gtreden®). Nad) Fr. 167 111 und 1V., jowie Fr. 20 XL
ift ndmlich :
@+b),(@a+b)
(@FD),a + [@+D).b|

a,8| - b, 1*": a,b| - [b,b :

a-t-b

{
l I I
= [a] + 2[a,b| + [b

II. ®ad Quabdrat itber der Differeny a—b zrweier Streden
aumd b ijt gleic) der Differeny awifdhen dev Gumime dex
Duadrate iiber beiden Strecten und dem dopvelten Rechtect
aug ihnen. ud Fr. 167 IIL und IV. nebjt 20 XL folgt ja:

L0

a—b = [(a—h) ,(a—D)

‘ = |[(a—h),8 — (a—D), b
=i[a,a ——-h!{[}—iﬂ,b —'b,h‘i
— [a| <+ [b] — 2[a,bl

I
1. Die Differeny jweier Quadrate ift gleich dem Rechtedt
aud der Summe und der Diffeveny ihrer Seiten ™). Demn
wegen Fr. 20 XL und nad) Fr. 167 LIL und IV. ergiebt jid):

(a-fb),(a—b) = |(a~ b),a — (a-+b),b
—1la,a -} :1.1]]\-—;“,_1;“{—-\),]13
— |a| — | bl

170, 9eldie Siibe gelten von den Suadraten iiber den Seiten
eined Dreiedd und diber der Projizicrenden ?

I. Sm redhtminfeligen Dreiect ift dad Quadrat 1ibex Dex
PHypotenuje AB=nh gleid) der Summe Dder Quadrate itbex
den beiden Ratheten AC = a und BC = b (vexgl. §v. 1601IL).

*) Die brei Sdpe I. bid

Tigur aud bt rein geom
dref arithmetifchen Sipen:

e fich mit etner Hig. 149 ifhnelnden

S(hnliched gilt von ben Siiben in [r. 170 in Bezug auf bie Sipe in Fr. 160,
Bergl, aud Fr. 177 V.

¥) Der Sap lHft fich and) unmittelbar beweifen, durd Yneinanberlegen
ber Quuadrate.
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PBefdhreibt man iiber AB dad Quadrat AEFB (Fig. 153),
fillt mon von E und F @entredjte EK und FD auf die
perliingerte OB, bavauf von A

mbd F Senfredjte AM und FL 27 '?D{"‘\

auf BK, jo find die Wintel v, 1+ /1 ik
m, u und n gleid) (Fr.71 VL), K,I"f"/j_"""?, ]
weil 1re Sdjentel der Reibe L7 Mo
nad) ouf eimamber fenfrecht L ) /
jehen. Die redytwinfeligen ’.,-‘" g f/
AN ABC, AEM, EFL und ./\ Y i
BFD, weldje auferbent nod C‘.j g2 },;/,.1

in den Hypotenujen AR = AR s

— EF = BF iibereinftimmen Sigis

(Fr. 108 VIL), find dedhalb fongruent (Fr. 81 IL.) ; daber
it AM=AC und FL=FD=BC (§r. 67 II.), ober 3
find AMEC und LEDK bie Quabdrate fiber AC und FL = BC
(Fr. 108 VII.). Sdyneiden wir nun die beidben Dreiece
AEM und EFL bon AEFB
ab und jepen fie ald ABC

und BI'D an Den Hejt C, A
AMLFB tiederan, {o inird: d/ /| ‘--w N
AEFB=AMEK(C--LFDK (7 pi el 9
(Fr. 20 1L.), nbcx B{/ il e 96 :;1_,1
5 | < N L 7
i —'af - bl
Diefer Sap heift der Flg. 154,

Bythagoraifdelehriab.

I Sm rechtwinfeligen Dreied ift Dad Quadraf iiber dex
Projizierenden CN =1 (vergl. Fig. 154) gleich dem Recht-

efe aud dben Projeftionen AN =x und NB =y der
Katheten :

h| = \_|—_y X —{- y|+ 2 x,y| (§r. 169 1)
1|=n_-:“1\:{ +p —I—-{}—}—]) (I.)

X Hl= Hh — 2= Y_.— p| (Fr. 20 VIIL).

Bebide, Geometrie. 3. Anfl 13




194 Ciebentes Kapitel. e, 170,

1L Sm redytwinfeligen Dreied ift dad Quadrat diber
siner Sathete AC = a (Fig. 154) gleich dem Jechtede aug
ihrer Projeftion AN=x und der Hypotenuje AB=h, —
Bergl. aud) IX.

] = 3] + ¥ = Ev] + EF]
= x,x+y)=|x,h| [l B T3 R

IV. SQiegt die Dreiedsieite c einemt fpiben Wintel ¢
gegeniiber, {o ift bag Quabdrat itber ihr gleid) Der Diffevens
sifdyen der Summe dev Quadrate iiber den beiden anderen
Geitenn 2 und b und dem doppelten Redyted aud der iveiten
Seite a und dev Projeftion CE=q ev dritten Seite b auf
die gweite a.

4, ;1
I 1 e
///5\5 2N \‘“\\5
c;/ TR i o 3
/ i )
7ol . i -
i S, A c __l(,,“_j; 7 4
&ig. 1565, Fig. 16,

Die Projizierende AL =1 trifit die Seite CB=a in B
und war fiegt B zwijdhen C und B, wenn LB < 90°
(§ig. 155), dagegen auferfalb BC (Fig. 156), wem LB
~—90° ijt (Fr. 71 V.); im erjteren Falle ift BE=a—yq,
im anderen BE=q — a.

Nun ift nad) L. und Fr. 169 IL.:

a—q=[a| -+ |q| — 2|a,q| = [q—a/.
¢| = [BE|-+|p _: a|-+|q|—2a,q :—§~: bl—q ;
= [a| - [b| — 2[a,q].
Bet £ B = 90° endlid ift ¢ = a, alfo BE = 0 und
[e] = [a + b| — 2/a,a] = [b| — [a|, ie e8 L
berlangt.

V. RQiegt die Dreiectdieite b (Fig. 156) einem ftumpfen
Wintel B gegeniiber, fo ift dad Twadrat iiber ifr gleid) der
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Summe dex Quabdrate iiber den beiden anbeven Seiten und
pem Doppelten Rechted aud der 3weiten Seite a und der
Rrojeftion BE=k Der dritten Seite ¢ auj die iweite a.

Die Projizierende AE = p trifjt OB in E auRerhald OB
(Fr.71V.); daberift CE=k — a und nadh L. und Fr.169 L.:

b| = [p| 4 k+a = [p| 1+ [k] 4 [a] - 2[a k]

—— iz —!— ;1|—!— 2a, k|,

VI. 3n 1., IV. und V. liegt eine weitere Entiwidelung
bon Fr. 78 IL

VIL it bad Quadrat ber Seite h eined Dreieds gleid)
ber ©umme ber Quadrate der beiden anderen Seiten a und b,
fo ijt der h gegeniiberliegende Winfel C ein vedhter, weil jonjt
nad) IV., oder nad) V. [h]| = [a] -}~ [b] fein miifste.

VIII. Aud 1. findet fich in BVeriidjidtigung der Un-
mevfungen zu 159 I, und 169 I eine weitere Lojung bey
Aujgade in Fr. 143. Filt man vbon A und B, Fig. 128,
bie Genfredhten AJ = p, und BZ = p, auf G und jtefen
deven Fuppuntte um ZJ — g von einander ab, wahrend M
bon p, um JM=x, bon p, um ZM =y =g — x entfernt
ift, dann hat man

AM = 2’ =p} £ und

BM =1 = [s—al’=p,"+ ¥ =pe + [g—x*;

s — /pig=t] = + e—xP,
woraus fidh) x durch) Rednung finden lift.

IX. Wie IIL mit Fr. 160 IV. beziigl. der Werte a”
und b* fibereinftimmt, fo folgt aud IIL. aud) ferner, dafy in
Ubereinftimmung mit Fr. 160 V. (vergl. aud) Fr. 161 VIIL):

a|=[h,x|=[h,(h—7) | und
Bl==hy = hi=%) .
Ebenfo findet fich aud I. und Fr. 169 IIL. nod):
a| = [h] — [b] = [A+Db,b—D]|,

08 fdon in Fr. 160 IV. liegt und in Fr. 167 I1X. benuft
orden ijt.

1%
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X. Sn jebem Dreied ABC, Fig. 126 S. 142, ijt die
Gumme |a| - [b| Der Quabdrate iiber jiwei Seiten gleidy
ver Summe aud dem Halben Duadrate der Ddritten Seite
AB=c und aud dem doppelten Quabrate dev 3u c gehovigen
Mittellinie CE=m.

Wiire b < a (wie in Fig. 126 ©. 142), o wire /B
< /A (Fr. 73 1L), fomit £ B < 90° (Fr. 71 ).
Deahalb liegt Der zufolge Fr. 71 V. bon B aud nady A hin
fallende Fufpuntt D Der Hihe h, = CD bon B aud nod
jenfeitd der Mitte E ber Seite c, tweil dod) nad) Fr. 112X,
DA< DB, alfo DA < $AB fein muB. Mag daher CA
pon OB aus jenfeitd CE liegen, oder jivifhen CB und CD,
immer ift Z BEC > 90° (Fr.69 VIL) und £ ARC<C90°
(Fr. 891V.). iix bie Projeftion DE=e der Mittellinie m,
die Ceiten ¢ und a und die Strede m bed Dreiedd BEC
befteht Daher nad) V. die Gleidyung:

a| = |dc¢| -+ |m +2 5c,0|:

ebenfo fiir bie Seiten Ded Dreiectd AEC nad) IV. die Gleichung:

b =ilde o jm| —2{{e,e |,
Deshall 1t nod) Fr. 20 VIIL, und weil | 50| = 4[]
| | — 1 | 0 : ;

a|lT |b|=+%|c| 2m|,

Pirve dagegen b = a, fo fiele B auf D, und ed wire
DE=¢ =10, CE == CD und in {lbereinjtimmumg mit I.
immer miebex:

a|4 |b|=2{4¢c| 4+ m|!.

XI. @ind in X. Die Punfte A und B und fomit aud
AB = ¢ gegeben und liegt C auf einem um E mit dem Halb-
mefjer m gejchlagenen Rreife, fo ift die redite Seite dber i
X. gefundenen Gleidhung befannt und demnad) die Summe
a| 4 'b| unveriinberlid), wenn C auf dem Rreife fortriidt.

Nad) L. barf biefe Summe = | gefeht werben. Dem:
nad) muf

ber geometrifdhe Ort (Fr. 74 XVIL) eined Punttes,
fiiv welden die Summe der Quadrate der Abftinbde a und b
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pon awei gegebenen Punften A und B einem gegebenen
Quabdrate [ f| gleicht, ein freid fein, weldper um die Mitte
E bon AB==c mit dem Halbmefier m Fu jdlagen it, fiir
weldjen m| = ¥[f| — |¢| fein miifste.

Rad) Fr. 20 VL. und nad) Beriidfidhtigung bon Fr. 177 V.
fiege fid) der Halbmefjer m ausd

SR v 1.

ausrechnen.
Wire in einem befondeven Fallem = se, jo exhielte mon
man ¢/ = [f| = [a| - [b| und fime jomit aufj L. juviid.

171, i verwandelt man cine Figur in cine inhaltBgleide?

I Sieht man in einem ebenen Vieled ABCDE (Big. 157)
eine Diagonale AC und u diejer durc) B eine SRavallele BB,
bid fie die verlimgerte DC W B,

113)nei‘oc_f, Emm l11 h_‘u AB,C = E,'v_#_,',/d{
ARG (Bt 166 1V.), baher S~
aud) AB,DE = ABCDE, AB,DE rl‘.‘_.--";‘_(,_:__i?_“ﬁ A

0l8 ABCDE.

1. Durd) Wieberfholung Dded ,
in1, bejdyriebenen Vexfalhrensd (Rt g il
jic) jeves Bielect endlid) in ein n=
Daltsgleiched Dreied veranbdeln.

hot jedodh eine Seite weniger \

Big. 158,

UL BWill man ein Dreiect KEF (Fig. 158) in ein fladen-
gleihes Parallelogramm verwandeln, fo halbiere man
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eine Dreiectsieite KE in H und 3iehe FQ /KE, EQ// Fi,
Damn ijt nad) Fr. 108 1. und 166 IV, :
EQFH = 2 A EFH = /A EFK,

IV. UWm ein Parallelogramm EFGH (Fig. 158) in ein
andered fladengleiches zu vermwandeln, weldjes einen oy
gejchriebenen Wintel w enthilt, ziehe man durd) F und G
die @emben FK und GL, fo baf L BFK — / BGL
— /_w iird, und verldngere EH, big jie FK und GL in K
und L fhneidet. Dann ift EFGH =KFGL(3v. 166 1 u.11L.),

Qn dhnlider Weife faft fidh bie Uufgabe Dbei einem
Dreiect [dien.

V. Ein Parallelogramm LPFC (Fig. 159) vevwanbelt
man in ein anbered jlidengleided mit einer borgeidyrichenen

Seite PN, indem man

ﬂ F’ ¢ PN als DBerlingerung

bon LP antrigt, duvd)

N zu FP eine Parallefe

END jieht, bi8 Ddiefe

die berldngerte CFin D

jhneidet, davauf CL

5 perldngert, bi3 fie die

Big. 150. berliingerte DP in A

jchneidet, und endlid

burd) A zu CF eine Parallele legt, weldje Hw berlangerten

FP untd DN in S und E {hneidet, Dann ijt LPFC = SPNE
(Fr. 166 VL).

VLI 2Bill man ein Wielect in ein fladengleihed Duadrat
berwandeln, jo veriwandle man e zundhit nach 11., TIL wnd
IV. in ein Dreiect, Bavallelogramm und Redted, inbem man
inIV. Zw=90° wihlt; fonftruiert man bann 3u Den
Geiten x und y diefed Rechtects die mittlere Proportionale p
(Jr. 164 IIL.), fo ift nach Fr. 170 1. [p =[x, 5.

ﬂ?’

172. Wie addiert und jubtrahicrt man BViclede?
I. Bermandelt man die Bielede nach Fr. 171 11, big V
in Pavallelogramme von derfelben Seite a und demjelben
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Wintel w, fo laffen fie fid nad) Fr. 167 L. abbieven und
fubtvabieven,

1L ©oll die Summe, oder die Differeny der Vielece ein
Quabdrat feint, jo muff man die Bielecte nad) gr. 171 VL in
Duabdrate vermanbdeln.

Frigt man dann die Seiten CA =a umd CB=1b
(Fig. 154 ©. 193) yweier Quadrate auf den Schenteln
eined vechten Winkeld vom Scheitel C aus auf, fo exhilt man
eine Hypotenufe AB=nh, fiiv welde nach Fr. 170 L.

[h]| = |= —]— b i]-I
Bu [h| addiert man in gleicher Weife Had britte Duabdrat | ¢ |2e.

Sdfigt man dagegen iiber der Seite AB=h De3 erften
Quadratd als Durdhmefjer eimen Halblveis und {chneidet
benfelbent in C mit einem aud A mit bem Der Seite AB=—a
bed gweiten Quadrated gleidhenben Halbmefier gejdjlagenen
fretfe, fo ijt (Fr. 170 L)

b| = [h| — [al.

Bu demfelben Biele witrde e8 (nad) Fr. 169 IL.) fithren,
wenn man yuniichit ein Rechtect mit den Seiten u=(h —+a)
md v= (h—a) Dildete und diefed nod) in ein Quabrat | b
(3t 171 VL) verwandelte. — Bergl. Fr. 170 IX.

173. Wi verhalten fidh die Flidjeninhalte sweicr Parallelo=
granme?

I Teilt man die Grundieite AD eingd Parallelogramms
P=—ABCD (Jig. 160) in n gleiche Zeile AN=NQ=":-4
und 3ieht man durd) bie Teil-  , s B x
puntte Parallelen u AB, fo 3 Y
jerfillt P in n fongruente
Pavallelogramme ABSN =
NSUQ=...=p (Fr.108
XIIL und 109 1.). €3 ift
affo:

P=mnp oder p=P:n.

II. Teilt man bdie Hohe
AX eined Parallelogramms

ﬁig. 160,
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P=ABCD (Big. 160) in n gleidje Teile XY =YZ/=...
und 3ieht durc) die Teilpuntte Pavallelen jur Grundieite
AD, fo zerfillt P in n fongruente Parallelogramme EBCL,
— KELF =-.. = p'(&v. 111 VL, 109 L). €8 ijt aljo
P =np' ober p'=P:n.

1. Bwei Parallelogramme P, und P, von gleicher Hihe b
perfhalten fid) wie ihre Grundieiten g, und g,.

Sind die Grunbdieiten fommenjuvabel (Fr. 144 11.), ijt
# B g xm und g, — ym, {o fann man nadh I. P, in x
PBarallelogramme p, von dex Hihe h und der Grunbdieite m,
P, aber in y Pavallelogramme p, bon der Hohe h und ber
®runbdieite m zeclegen; daber ift p,=p. (Fv. 166 IIL) und

BiiPo== XpsiyDa=—X%1Y Xm:ym o

Sind die Grunbdieiten infommenjurabel und etwa g, —xm,
damn ift ym < g, < (y—+1)m, aber wegen Fr. 166 III.
aud) P,=xp und yp<P.< (y—+1)p, aljo:

y g _y+1 y P, _y+1
\.<;,< - unb x<l’,< =l
b. §. g,: g, und P,: P, haben immer diefelben Grvenzverfilts
nifje; daber ift (@hnlich wie in Fr. 148 L) aud) hiex P,: P,
= gy g

IV. r\'f}wci Parvallelogramme P, und P, von gleidjer Grund-
linte g verfalten fich wie ifre Hihen h, und h,

Der Beweis ift genau fo wie in 1L zu fithren, nur hat
man anftatt I. den @ap in II. ju benupen.

V. Bwei Parallelogramme P, und P, verfalten fid) wie
bie Produfte aud ifhren Grundlinien g, und g, und ifhren
Hobent h, und h,.

Sonfteuiert man nod) ein dritted Pavallelogramm P, mit

ber Hihe hy = h, und der Grunblinie g, = g,, o ift nad)
III. uno 1V.:
P, g P, hy
== " b L )
IJ:K 83 11-; jj:
il e oty oy

baber

B Py ‘Pu o g3 . by s gl
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VI. Bwei Parallelogramme FLAT und KAND(Fig.161),
welde in einem TWinfel A fibereinjtimmen, verhalten fid) wie
Probufte aud den bdiejen Winfel
einfchliefienden Seiten. Legt man
nimlid) die Parallelogramme o
an einanber, daf die L L A
Sdjeitelmintel werben, und ver-
{ingert FT und DN, 0i8 fie fich +
in C jdhneiden, jo ijt nad) IIL.: dig. 161.

FLAT. ‘L&~ «TANG *PA

TANC AN’ KAND 4K’
jolglich tegen Fr. 20 VIIL:

FLAT = LA TA ~ LATA

KAND = AN AK  AN.AK'

174, Wie verhalten fidhy die Fladjeninhalte weier Dreiede ?
Da jeded Dreiect die Hilfte eined Pavallelogramms ift
(Fr. 108 IL), fo verbalten fic) zwei Dreiecte :

L. Dbei gleicher Hibe wie ihre Grunbdlinien (Fr. 178 IIL);
II. Dei gleicher Grundlinie wie ihre Hihen (Fr. 173 IV.);
I1I. Dei verjchiedenen Hohen und Grumbdlinien wie die Pro-

butte aud den Hohen und Grundlinten (Fr. 173 V.);
IV. Dei Uberveinjtimmung in einem Winfel A wie bdie
Produfte aud den diefen Winfel emjdhlieBenden Seiten
(Fr. 173 VL).
175, Wie verhalten fidh die Fladjeninhalte afnlider Figuren?
I dfnliche Dreiete D und D’ verhalten fidh wie die
Dmadrate (vergl. Fr. 19 V.) dhnlid) liegender Seiten b und
b (¢ unbd ¢*), ober dhnlid) liegender Strecen s und ',
Weil L A= L A'und b:b'=—¢c:c¢'—3:8'(Fr.153 j by
154 11.), fo ijt nach Fr. 174 IV.:
Db Dok B _(b )4(5)_})"___5’ :
Ty T R R &' (A




202 Sichentesd fapitel. §t. 175,

L. SiGulicge Bielecke V, und V, (unb ebenfo frummfinige
fowie gemijchtlinige Figuren, Fr. 153 I1.) verhalten fich wie
die Quadrate dhnlichliegender Seiten a, und a,, oder dhnlid)-
liegender Streden s, 1nd ..

Berfegt man bdie beiden n-ecfe von et dhnlichliegenden
Buntten aus in je n Dreiede D,, Dy, D3... D, wtd Dy, D,
D, ... D, iiber den Bieledsieiten a,, by, ¢, 2¢. uND a,, by, 5 2¢,
fo ift nad) I. und Fv. 153 L.

Vi=D,+D,+ Dy~ -+ D,
; D, Dy DR »
= (1 e D, i D, )’
V.=D/-+ D)+ Dy~ ---+ D,
D, D, 1Ky
— (35 e et Zsn e s )
1)1 ( | -Dl‘ + Dll | l,)l')
Run ift: ba:by = a.:a, (Fr. 153 L)

by rbt T ren® 2t (Fr 19 V. md
1;,2_ ( b,) i (:11) T2 20 VIIL)

b ithe—e D, DD —a ey (L)
Deely = D, Dy (. 20 TV.)
D,:D, = D,': D, (§r. 147 V.).
Ebenfo ijt: [T 0 BN — I B R T
baher nach Fr. 20 VIIL aud
Vi St 1 o i mz_
e A
III. Werden fiber ben Seiten a, b, h eined redytwinteligen
Dreiets dhnliche Figuren F,, F, und F, bejdyrieben, fo ift
bie diber Der Hypotenufe h bejdyriebene F, gleich dev Suntme
der Figuren F, und F, iiber den Katheten a und b.
ey el T = bt h (1)
(F,+F,): F,=(a’- b)) : h*=1 (Fv. 160 IIL)
F, -+ F,=F..
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1V. Um fowodl, wie in einen Kreid bejchricbene dhnliche
Biguren verhalten fich wie die Duabrate der Halbmefjer
ifrer Qreife (IL.), mweil Ddiefe Halbmefjer dhnlichliegende
Gtrecen find.

V. Regelmiipige Figuren von gleidher Seitenzall
(. 154 IV.) verbalten fid) wie bie Quabrate dex (dhnlid)=
liegenben) Halbmefjer der eingejdriebenen ober umgejdhrie
benen Rreife.

VI. Fiir dag demfelben Rrveife eingefdhriebene und
umgejdyriebene n-e f, mmd F, hat man nad) IL und
ar. 163 I11.:

176, Welde Figur benubt man ald Maf fiie die Figuren?

I AG Flideneinheit, D. Y. ald Maf fitr die Figuren,
wihlt man dag Quabrat iiber der Liingeneinfeit (1 Mieter
odex Stab, Fr. 146 II1.) und nennt dasdfelbe ein Duadrat-
meter oder einen Quadbratftab (10" = 1.

1. Die Jahl, welche angiebt, ie viel Quadbratmeter eine
Sigur enthalt, Deifst die Flahenzahl derfelben.

Damit die nadhfolgenden Formeln den Flacdeninhalt in
Quadratmetern (iefern, jind die in thnen borfommmenden
Magge in Metern einguiehen.

III. Wollte man nidht Dad Meter alg” Lingeneinbeit
benutien, fondern 3. B. dad Centimeter, fo wiirde die Fladhen-
3000 audy den Jnbalt in Quabdratcentimetern (vevgl. die
ZTabellen T und I im Anbange) angeben.

Stetd abex miifjen die tn Fr. 177 big 179 fiiv bie NAus-
mejjung bermwerteten Strecen in einer und devielben Lingen=
einfeit audgedriictt fein, diivfen alfo nie mehrfad) benannte
Babhlen fein.
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177. ie findet moan den Fladpeninhalt cined Dreiedd uyp
cined Bievedd )

1. Die Flachenzahl eined Quabdrated ift dad Quabdrat
(vergl. Jr. 19 V ) ber Qnugenaa{][ i1 Temu Seite a, tweil nad
$r. 175 II. [al: 10" = a*: 1* = a* ijt, alfo:

8| = ot 107* = &',

II. St die Seite bed Quabrates 10, 100™ ., jo ent-
filt Da3 Quabrat (10*=) 100", (100*=) 100007 1.

III. it bie Seite bed Quabrates 0,1™, 0,01™ 2c., fo ent
hiilt bag Quabdrat (0,1*=) 0,01[7*,(0,01* =) 0,0001[7 2.

IV. Die Jlichenzahl eined Redhteds ift das Produft
aud ben Lingenzahlen a und b bon Fwei nidyt=parallelen
eiten a und b; weil nad) Fr. 173 VL. [a,b|: 1" =
ab:1.1=ab ift, fo wirdb:

8, bl =ab[]™

V. Riiczer fagt man: ber Sgladeninfalt eines Redt-
edd ift bad Produft aus dejfenbeiden Seitenaundh.

Jn dhnlicher Weife pflegt man aud) die Siipe iiber den
Snhalt ded Quadrated (1) und anbever Figuren (VL. bis IX.,

Sr. 178 und 179) tur;

a _z__p audzujpredyen. Bergl, die

7 4 V% Unm. gu Fr. 159 IL b
Ry gl e au Fr. 169 L.

z N | T VI. Die Flachenzahl

) U 129 Apr einedParallelogramms

Bia. 162, NEKPQ, $ig. 162, ijt bad

Prodult gh aus ben Siingen-

3ahlen g und § der Grundfeite NQ = g und der §ih t 11

(IV.); benn da3 Parallelogramn gleicht dem Reyted | g,
(a_’fl 166 IIL).
VII. Die Flichenzahl D bes Dreieds NKU = D,
&ig. 162, i]t bag fhalbe Produft aud den Liingenzahlen g
*) Weiteres DHieriiber und Beijpiele Hiersu enthalt ber Jatechidmus \

Raumberedinung” (3, Aufl, Leipzig 1888, Fr. 61 big 128) unb ber ,Ratechismu
ber Feldmeptunit (5. Anft, Reipzig 1891, Tr. 108 bis 121).
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und § Der Grumbfeite NU = g und Hohe h (VL). Da

nimlid) D die Hiljte eined Pavallelogramms von gleidjer
Grunbdfeite und Hobe ift (Fr. 108 1L.), fo ift:

D = 3 gh(d".

VIIIL. Dad Dreiet D mit den dret Seiten a, b, ¢ lift
fih aber aud) vom Mittelpuntte M, (bergl. Fig. 102 auj
©.108) bed eingejd)ricbenen freifed in drei Dreiecte gerlegen,
beren gemeinjdaftliche Hohe der Halbmefjer v, jened Kreifes
ift, deven Grundlinien aber a, b, ¢ {ind; daher finbet man
mit Fr. 159 XVIL, wenn a, b, ¢, 8 und r, bie Langenzahlen
bon a, b, ¢, s und r, bebeuten:

D=4ar,-F3br +fey=4r(a4-0b-¢)

w8 — [y 8

|/8(8 — a)(8 — b)(3 — ¢)
= 1 {/(a4-54-c) (6 c—0) (a—-bf}—c)“("{-lt{_—ﬁ"—c) [

IX. Die Jlichenzahl T ded Trapezed T =— NKLM,
ig. 162, it bag Halbe Probuft aud den Lingenzahlen p
wnd § der mittleven Parallelen p = SV = § (KL--MN)
und ber Hihe h.

Man fann nimlid) dad Trapey durd) eine Diagonale in
swei Dretecte von dex Hihe h und den Grundlinien KL =a"
und NM = 0™ zexrlegen; daber ijt nad) VIL:

b

X. Die Flachenzalhl 3 bes Trapezoids Z (vergl.
§r. 106 V. und Fig. 165 in Fr. 180) ift bad Probuft aus
der Qingenzahl d einer Dingonale XF/= d und dem arith-
metifchen Mittel der Ltingenzahlen h, und h, dex Entjermumgen
by und b, jener Diagonale d bon den beiden anberen, auf
beridiedenen Seiten von d legenden Cctpumften Y unbd V,
begw. U unbd 8,
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Tenn diefe Diagonale d teilt Z in jwei Dreiece von dey
®runbdlinie d und den Hohen h, und h,; daber ift nad) VII..

b5 .
7= 30h,+10h, = }*_l»iJ b= O",

wenn §, = 4 (6, -+ 0.) dem avithmetijchen Mittel aus f,
und B, ift. Vergl. Fr. 180 VL

178, Wi findet man den Fladeninhalt®) eined Bieleds?

. Tos Bieled (dft jid) behuis feiner Audmefjung oder
ber Beredhnung feines Fldcheninhalted auf verjdjiedene Weife
in Dreiecte, Trapeze, Trapezoide gerlegen. (BVergl. RKated.
ber Roumberechnung, 3. Aujl. Fr. 78 bid 81 und Kated).
der Felbmefifunit, 5. Aufl. Fr. 122 big 131.)

II. Fiiv die Jnbalte £, und F, der demfelben Kreife vom
Halbmeffer r eingefdriebenen und umgejdriebenen
vegelmifigen n-ede finbet man wegen Fr. 113 IV. nady
@r. 177 VII., 163 VI. und VIL:

f—=1les.n—73ue md F,=Iirt.n=30r

Wiahrend alfo bei bemjelben Kreife dad BVexhaltnid F,: U,
bon n unabbingig und unverinderlid) = 1 r ift, wird dad
Berhiltnisd £,: u, = e um fo grofer, je grofer e, d. . fe
grifer n wird, dod) bleibt £, : u, ftets tleiner ald § r, tweil
o= |/1"— 3 g2 (Fr. 168 1.).

III. Dividbiert man die nad IT. bejtimmten Deiben Ynbhalte
fn und B, mit r°, fo erhilt man bie beiben Quotienten
i = (Uy: 20) (e’ :x) und B, : r* =T, : 2r, toorin e Den
Abftand der Seite ded m-ectd vom Mittelpuntte bebeautet.

Ferner wiirde man aud I1. nadh) Fr. 163 IV., L. und VI.
finden :

*) WX man in Frv. 178 unbd 179 bie Flddenzahlen, jo muf man anjtatt
ber in den Formeln vorfommenten Strecon derem QUngenzahlen einjepen, ivie
in Qr. 177.

W\
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“

fia="5 U0 e,— 3 2n.8e,=n ..1(1—1, |/1 r{r—e)

=nr |/(r—e) (*-Fe) =31nrs = iru,, und
fr =, 2r

Auz den beiden lepten Gleichungen wund. Fo, = Lrl,,
eefenit man, dafp fid) bie beiden Berhiltuijje 12,_ * und

Fo:r* Derjelben ®renze (Fr. 163 XI.) nifhern, wie die
Berhiltnifle w, : 2r und U, : 21

IV. Bei Aufjuchung der in I1T. eriwihnten Grenze famn
man Davon audgehen, Daf beim rvegelmifigen Sed)ded s =1
ift (Fr. 182 I1.); mit BVenubung von Fv. 163 L. bis XII.
findet man davaus:

C:;t{}e{n u, : 2r U, : 2r £ ol F o

o= 6 3 zi,lullulnl“‘hmu 3,46 llﬁl'
123,105 8285/3,215 3903 3 3,215
243,1326286/3,159 6599 3,105 8285|3,15¢ J()JW
483,139 3502(3,146 0862 2C. 2.
963,141 0319(3,1427146

192 3,141 4524 3,141 8730
3843,1415576 3,141 6627, '
768 3,141 5838,3,141 6101 1
1536/3,141 5 5904(3 , 141 5970

V. RNad) Fr. 163 XIL ift die in IIL ermwifnte Grenze

bie Bafhl = 3,14159265...;
angenifjert darf fiiv 7 die Jahl
22 311 333 355
: ; ' pder
7 pber 55 pbex 106 113
aefest werben. Aus dem genauen Werte von 7 evgiebt jich
eiter : 1:7w=—10,81831...

V7=177245... md 1:)/7=1056419...
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179, efdje Formeln findet man fite dew Wmfang wnd Juhatt
Ded Kreijed®) umd jeiner Teile?

1. Die Rreisflidhe K liegt fjtetd jwijdhen f, und F,
(§r. 113 VIIL), ober e ift

e ] L [

L. e mehr mit wad)jendem n jic) £, und F, einander nifern
(r. 178 11L.), defto mebr nihern fie fid) aud) dem jtetd
awifden ihnen liegenden K; daber ijt nad) Fr. 178 V. aug
Kt = o, 0Dex:

Kie—=ont— 2imd.
III. Ridwirtd wive
el =— /h: /"r,
alfo: r—1d— 056419 |/K .

1V. Betradytet man den Kreid K ald ein regelmifiges
BielecE von unzihlig viel Seiten (Fr. 113 VIIL), fo muf
jid) aug Fv. 163 XIL. aud) fitr Den Kreidumfang u ergeben
e — T e— K7
baber ift nidht nur K = L ur, jondern aud):
pe— e —mdeeantt’ d =21 —m:7 =.0,3188 17

V. Gebhirt in einem RKreife vom Halbmefjer r ju einem
Centriwintel bon w Graben ber Bogen b, o hat man
(351 r}i\ ]

b:2raz — w®:860°; b = qaw": 180°,

VI. Beim Kreife bom Halbmefjer r = 1 [ift fih der
au einem Centritinfel w gehirige Bogen w leicht finden;
nach V. ift bei
w = 1° ber Bogen 1° = 7 :180° =0,017 453 2925 ;

e — 45 « 1 =1%: 60 =0,0002908832;
e i o 2 19=1": 60 —0,0000048481.
*) Sergl. Anm, gu Fr, 178, — Beifpiele hiersu enthilt der Kated), der

Raumberedhmung Fr, 82 bis 110,
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VI Der bem Halbmefjer r gleiche Bogen gehort zu
einem Eentritwinfel w®—=157°17"44,806"— 206264,806".
VIL Der Kreidous{chuitt § = CMDEC, &ig. 163
(vergl. Fv. 87 L.), widhft ebenfalld proportional Hem Bogen
CED = b und bem Centri-

;,,_Jf\ winfel CMD = w°. Dafer
//" S o berhilt fih S: K = w°: 360°

/ = b:u, und es ijt:
"‘ M | 8 = mr*w®: 360° = 1.

e et \ .

n‘-‘\'{_.-/ 9ir ( Dexr Ausfdynitt S Lkt fich
BN e tie ein Dreted (Fr. 177 VIL)
e [ e Devecdhnen; ebenjo mwegen IV.
L BT o e $rels Bie Hibe it in
Jig. 168, beiden Fdllen =1, die Grund-

feite gleidht im erftern Falle
bem Bogen b, im andern bem Mmfange u.

IX. Die Kreizabidynitte A = CDEC und Ai=—CDH{
(Big. 163) werden erfalten, wenn man dad A CDM von
Auzjdnitt S = CMDEC fubtrabiert, beziel). aum Aud{dnitt
5 = CMDFC abbiert. Jhre Jnhalte jind demnad :

A={(br—se) und A, =3 (byr-}se),
Wobei b = CED, b, = TI_H e— MN. 8= (CD,

Cine Tabelle gur Veredynung der Abjdynitte enthiilt der
Katechismus der Raumberedynung. 3. Aufl. &, 52.

Bire blofy die Selne CD =35 unbd bie Bfeilhihe NE =

k=1 —e¢ bes Abjynittez A gegeben, fo Batte man
(81. 163 L.):

8= 4(r—e)(r-+e) = 4k (2r—k) = Skr—1 k*,
alfo 8kr = §* |- 4k*, worausd fid) r — (8 4k%) : 8k

bevednen fifit, — 9(fmlich ift o3 Deim griferen Ab-
fdhnitt A,

epide, Geometrie, 3, Aufl. 14
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X. Gin zwijden jwei parallelen ©efhnen AB und K§
(Jig. 164) gelegened tiif ABSKA der Rreidfltiche Heift
eine Rreidzone und (it jid)

alg Diffeveny der beiden A= | F \
jhnitte AEBA und KESK be- I\ | J,
redynen. - By & —4

X1 DieFliiche eines Kreis- 5 s A 5
ringes bleibt iibrig, wam TN _ 7 X
aud einem Qreife K, bom Halb- =

mefjer 1, ein anbdever K, vom
Halbmefferr, hevausgejdnitten
witd, wie in Fig. 92, 98 und 100 (&. 100, 104 unbd 105).
Dafer ift die Flide B eines joldjen Ninges :

B — n(r2—r") = (1) (ry—r) = ug,
eni i=r, — r, die Bueite eined gleichgrofen concentrijdyen
Qreigringed und u, = + (u,—-uy) = 27x, den mittleven
Umfang bedeutet, D. §. Den durch die Mitte von i gehenden
freid K, vom Halbmeffer ry=—1(r, 4 1r2) =124 1.

XII. $iiv einen concentrijdjen Ringausdidnitt, defjen
@entriminfel w°, beffen Halbmefjer r, und r, und Ddefjen
Bigen b, und b, find, hitte man nad) VIL und V. :

wig. 164.

8, = 1 (biry— b)) = (12 —n2) mw’ : 860°
— 1 (r, —15)(r, +12) 7W° : 180°
= 3 i(b, ha) =1k
wenn ieder i = (r,—1,) die Breite und b= 1 (b, 4+ by)

= prw’ : 180° ben mittlevren Bogen bebeutet.

XII. Wenn zivei Kreife vom Halbmejjer v, und r, und
der Centralen MM, =e {ih jdhneiden, tie inFig. 93 bid 95,
fo teifen fie fich in drei Teile: eine (fonbey-fonvere) Linje
L = QAPBQ und zwei Monbde N, = DPAQD umd
N, = (PBQC (fonvey-fonfave Qinjen). Die Linfe laft fid
a8 Gumme, jeder Pond ald Diffeveny 3tveicr Kreidabjdnitte
anfefen.

Sept man nun die Bigen PBQ = b, und PDQ = b,

PAQ'=D, uno PCQ = h,, 1’91-11(.1; M,PM,QM, = AM,PQ

S T
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TAMPQ =2 AMPM, =v, im A MPM, aber s =
Hr—1.4e), jo iit nad) Fr. 177 VIIL

v—2|/8 (8—r)(8 —1)(s—e)
by~ by = 2a1,, und  b,—~+h, = 2ar,;
be3falb nad) IX. tveifer:
Ny = 4 (bsr; — barn) v L = 4 (b~ Dbur) —v
Ny =} (b, —by)+v 2L N,+N, = K, K.
Die Abjdnitte, in weldye e durdy die gemeinjdajtliche

Cebhne PQ geteilt wird, laffen fid) nad) Fr. 170 IV. bequem
finden, weil im A M,PM, einer dexr Winfel M, und M, jvih
jein muf,

Bel vy = x, i) "N, — N,

180. Wie lapt fidy der Fladyeninhalt bei Anjjtelling der Data
fiir pad Dreied und die Bievede verwerten?

I, Danacd) Fr. 177 VIIL. fitv den Jubalt ded Dreiects D
die Gleidjungen
===y e i
D =} |/(a—b—e)(—a—b—-c)(a—b—e)(a—b—c)
gelten, fo lafjen ficd) aud) nody

D,r,s =4(a—+b-4e¢) umnd D,a,b,ec
afé Data fiir a3 Dreied Den in Fr. 187 aufgefiihrien
anxeihen.

1. Cbenfo bilben wegen Fr. 177 VIL bie drei Grifen
D, ¢ und h ein Vatum fitx bagd Dretec.

II. Nady 174 IV, verhalten fich die Jnhalte Fweier
Dreiede, weldje einen Winfel A gemein Haben, wie die Pro-
dufte qus ifven diefen Wintel einjdhliefenden Seiten humbd e.
Dedhalb miiffen fitr zwei in einem Winfel A iibevein-
ftimmende flidgengleiche Dreiecte die Produfte hye, und bue,
gleich grofs fein. Dean fann daber, wenn von den drei Stiicen
D, A unb be gwei gegeben {ind, durch Berwandelung bdes
Drefects das dritte finbden.

IV, Fite basd Pavallelogramm (vergl. Fr. 138 IT. unb I11.)
bilben wegen Fr. 177 VI. aud) nod) der Infalt P, die Grund-
feite g umd die Hihe h ein Datum.

14*
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V. $itc da8 Tvapey (vergl. Fr. 138 IV. bid VIL)
maxfiert die in Jr. 177 IX. gegebene Gleichung nod) den

.'I—|—h
2

al8 Dret zu einem Datum jufammengehirige Grifen.

VI. iiv dbad Trapejoid wiirde Fr. 177 X. ald ein
Datum 7, d und die Summe (h, - hy) dev Hihen liefern,
Yuferdem Defibt man in den beiden Diagonalen d, wmd d,,
pem von diefen eingefchlofjenen Wintel w und dem Fldchen-
inhalte Z ein Datum.

*Sufalt T, die Hihe h und die mittlere Parallele p =

o
/7\\ ]
fi Sl e
i 7 Skl
o RN
~ 3 . e -
il e o
e e
ey~ s 7
= R ‘, =l
S
J
i
Beichnet man ndmlid) in Fig. 165 diber UV = 4, mit
dem Wintel w und der jiwveiten Seite UN = TX = d, bad

Parallefogramm P = JNUV (Fr. 109 L) und zieht NX,
jomie JX, jo ift
UN :ﬁ: TX “: VJ (. b. Sonjtr.)
TU = XNl
TV, = XJ (56 108 V. md.II1)
UV = NJ
AVTU 2= AJXN (Fr. 80 1.)
JNUV = JXNUTV ($r. 20 VIIL)
P = JXTV 4 XTUV (Fr. 20 1L.)
= 2 (AVXT-+ ATXU (Hr. 108 IL)
=2 (YRUT) —2Z.
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us dreien der oben genannten Stiicke fann man dabey
pag bierte findem. Judeffen ift natiiclich (vergl. Fr. 136
IT. und IIL.) buxch drei diefer Stitcte Dag Trapezoid VXUT
nidt beftimmt, da ja 3 B. nur die Neigung der beiden
Dingonalen gegen einander durc) w gegeben ift, nidht abexr
ifr ©dnittpuntt; e3 [aft fich jomit nicht nur der Anfangs-
mmft T mit TX felber auf TX verfchieben, mwobei T auch
(wie in Fig. 118 &. 117) iiber d, Hiniiber auj die Seite
bon X vitfen fonn, jonbern e3 [t fic) aud) d, pavallel ju
TX auf d, verjchieben.

Z-und P {ind iibrigend — dhnlich) wie in Fr. 177 X. —
proportional bem Produlte d,d, aud den beiden Diagonalen ;
Denn entforicht im vechtwinteligen Dreiect mit dem L w Dder
Hypotenufe 1 die w gegeniiberliegende Kathete £, fo gehort
su Der Hypotenufe d, die Kathete h, - hy = 2h,, und e3 it
E— d.: 2 h ettt Zi—thadsi = '{‘ fd,d,. an fonnte
alfo mit Z und w aud) (d,dy), oder (hyd,) mit w, d, und ds
ju einem Datum bereinen.

VIL. Sm Tangentenvieved ABCD, &ig. 103 (©. 109),
gebven afd Datum ujammen: der Fladeninhalt F, Der
Umfang U (oder wegen Fr. 133 V. die Summe jiveiex
geaeniiberfiegenden Seiten) und der Halbmefjer r ded ein-
gejchriebenen Sreijes.

Da man fich) dag Bierect in die vier Dreiede ABM, BCM,
CDM und DAM von dex Hihe r (Fr. 83 X.) zerlegen fann,
bont Denent jeded eine Seite ded Bievedted al3 Grundieite Hat,
jo it nach Fr. 177 VIL aud) F = $Ur = (AB - CD)r.

VIII. 63 mag Gier nod) hervorgefoben werden, daf in
Jr. 141 und 142, bezw. Fr. 161 IX. und X. nebenbei bie
Aujgabe: ,ein Quabdrat (oder aud) ein Redhted) inein Nechtec
3t verwandeln, bdefjen Seiten eimen gegebenen Lingen-
unteridhied befiben” auf Grund von Fr. 161 IL, IV, V.,
Fr. 160 IV, und Fr. 170 IX. mit geldst worbden ift.




Zweiter Abfdmnitt,

die (rcomehw 0es annies,

Hedjtes Sapifel.
Gerade und Ebenen im Raum,

181, Benn jteht cine Gieradbe normal auf einer Ghene?

. Madht man (Fr. 120) in einem ebenen A ABC
c‘gm 166) AF _L BC, ervidjtet man in F quf BC eine
(aufierhalb dev Lbuu 0¢3 /A ABC liegende, §r. 57 IIL)
sweite Senfredhte FJ (Fr. 121), und madyt in der Ehene
AFJ endlich AU L AF in A, fo werden fidh AU und FJ in
K ]'-\f}nm.'tn, jofern nur nidt etwa £ JFA = 90° genommen
murde (Fr. 62 IV.). Dann jteht AK = p zugleid) aud)
auf den beiden Seiten AB =— ¢ und AC = b fenfredit.

Bew. Man ziehe KB = e, KC = d; jugleid) fei AF
— 1, KF = k; FC = q, FB = n.

@illt F 3wifden B und ¢, fo ift (nad) Fr. 170 L):
F=p 41 ¢ =b—1 npP=c—7
& = k*-] q"" =ip {1 —

— ]J'.J | ]}_

F
e =k 4n' ={p’ |-}’ —f{=p'F}¢
17

il 1\_,\(,5 ==t RAB (% 170 VIL):

Ballt AF auf eine Seite AC, fjo veveinfacht fid) der
bovitehende Veweid, infofern mur L KAB ald N nady

sutveijen 1t
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Sillt endlid) AC awijdjen AF und AB 3. B. auf AL, fo
andext fich in Der Beweidfithrung nid)td toefentlides.

I Nady I tamn man im Ckpunite A eined A\ ABC {tetd
¢ine Gexabe AU ziehen, mweldje auf den Seiten AB und AC
sugleich enfrecht jtebt.

1. ©teht eine Gerade AU
(Fig. 166) im Ccpuntte A eined
/A ABC auf ben Dreiectdjeiten
AB = ¢ und AC = b zugleid
fenfrecht, und trifft eine bom A
auf die Seite BC = a gejillte
Genfredite AF = f die Seite
BC in F, jo fjteht BC aud
fenfrecht auf jeder Gtrede
FK = k, felde jih bon F
nad) einem Punfte K in Al
siehen Taft.

Bew. 1) €3 liege yunidyit F wijen B und C; yieht
man nod) die Strecten KC = d und KB =, und begeichmet
man AK mit p, CF mit q, BF mitn =a — q, jo it
(ufolge Fr. 170 L und 169 IL):

d=ilp + b =D ,1 2 e q
el="p|+ [el=Ip - [f]+ la—q
— [0 —%—3 ql +la]—2a,q {
I [s ]

—jd] e — a8y
Siele nun der Fufpuntt P der in dem ebenen (Fr. 14 I1.)
Diciecfe BEC von K auf BO gefillten Senfredyten auf C,
oder auf einen, etwa um x von C entfernten Puntt in dev
iiber ¢ Binaus fiegenben BVerfingerung von BC, jo wire bey.
el = d| 4 [al (§r. 170 I.), oder
—[d|+[al+2|a,x (Fr. 170 V.).

e
Beides widexftveitet Dem fitv (e | eben gefundenen Werte, und
beshalb mufy F' von C aud nad) B Din liegen; ijt aber dabet
CF' = ¢, fo ift weiter nody:
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el =14d -}— a — 2 <'li q'| (Fe. 170 IV.),
d| -+ la — 2/a,q|=|d —+la —2a,q! (§r.20 '\‘.;)’
afio [a,q |=/a, q¢'| (Fr. 20 VIIL) oder g =q'(Fr. 166V.),
b. b. bie t.,enflcdjte bon K auf CB bat ihren FuBmmit (FY)
ebenfall in F.

2) Liige dagegen F auf C, odex B, {o wive ¢ = o, ober

g=—a und aud [e| = [d -+ a| — 2/a,q mwiirde
Bli— d -f— al, oder gl [dilt—ils :
aljo: KF L BC (§r. 170 VIL).

_'

3) Litge endlid) F' in ber Verliingerung bon BC, 3 B.
jenfeit3 B, fo wiire ¢ > a, aljo wiirde jiwar BF = q—a
su fepen fein, fich aber, da C wieder fpip ift, wieder ' =
exgeben.

IV. ©Steht eine Gerade UA (Fig. 166) im Ccfpuntte A
eined A ABC auf ben Dreiectsfeiten AB=¢ mund AC=1
sugleich fenfrecht, fo fteht UA auch auf der von A auf B¢
gefillten Novmalen AF = jenfrecht,

Bew. Nac) 1. fteht KF =k auf BC fenfredit, nad)
Fr. 170 L. ijt aljo:
kel — il 1

=1i|b]| I plt—1Ibl—|f|t= |pl—

und dedhalb L KAF = 90° (Fr. 170 VIL).

V. Steht eine Gerade UA (Fig. 166) im Cclpuntte A
eined Dreiectd ABC auf den Dreiectdjeiten AB =c und
AC==D gugleid) fenfrecht, jo fteht jic audh) auf jeber Strece
AL fenfrecht, welche bon A nady einem Lw[ubmcn Punfte L
in BC (ober deven Bexliingerung) gejogen wird
Bew. Nad) 11T, und IV. ijt

KL = KF _h FL
=| AF \1\‘- -{ AL — AF'}
= AK 4 AL
Al —9107 (01 170 VIL).
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VI. ©teht eine Gevabe UA (Fig. 167) im Durd)jdynitts-
punfte A 3weier fiy jchneidenden Geraben XT 1unp YV
auf Diefen beiden Geraden i
gleidy fentrecht, jo ftebt fie aud)
auf jeder Geraden NL fenfredyt,
weldye man in der (nad) Fr. 14
IL) durdh) XT und YV gelegten
Ebene E durd) den Schnittpuntt
A jiehen farm.

U\ U
\

Bew. Verbinbet man el
beliehige Punfte B umd C Ddev -
©traflen AT und AV, 3wijden 24
benen AL liegt, Durch eine G-
rabe BC, o fdmeidet diefe aud)
AL, und nach V. ijt:

A == G U

VIL Reder der Strafhl UA, nod) jeine BVerlingerung AU,
fann wegent . 57 111, oder 12 II. in Der Ebene B fiegen.

VIII. Gbenjowenig fann aber aud) die Verlingerung AU,
bou UA auf Der nimiichen Seite dex Cbene E liegen, Iie
UA fel6ft. Denn rwenn AU die Berlingerung von UA wiire
md man durd) UAU’ und bdurd) NAL eine Cbene legte
(§r. 14 11.), fo mitBte Dann die ®erade UAU' gang auf der
einen Seite der Geraben NAL liegen™), wad nad) Fv. 27 1L
unmoglicy ijt.

IX. Dafer hat UAU, (in VL) mit der Chene blofy dent
Punft A gemein und durc)dringt in Diejem PBunfte bie
Gbene E (vevgl. audy Fr. 184 IL.).

*) Dabet ift alferdingd jtilljchoeigend angenommeit, baf von der durc) UAU'
ud NAL gelegten Gbene nux bdie eine Halbebene (Fr. 15 IV.) oberfald E liegt,
1wad dod) erjt in Fr. 185 bewiefen vird. Daf indeffen in Fig. 170 (. 220)
nidt KLN und VLN et jufammengehirige, E in §ig. 167 entjprechende
Halbebenen fein fonmen, wihrend ULN und U'LN die Heidvent durh LN und
UAU' gefegten Halbebenen wiivenr, geft Darausd Hetpor, bDaf Dei Drehung ber
lebteten wm LN §ich ULN von VLN entfernt, ivenu U‘LN fidg KLN nibert,
und daf bedhnlb die beidenm Ehenen ULNU' und VLNK nidit sum Deden

acbracht twevben fommen, im Widerfprud) mit Frage 14 IV. Bergl. aud) die
M, ju Fr, 27 IL
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X. Gine Gerade UA nennt man normal (Jenfredt,
perpendifular) su einer Cbene B (Fig. 167), wenn fie
vedyte Winkel mit allen den Gevaden madyt, weldje jid) in
ber Ehene B durc) den Punft A, tworin die Gerade UA bie
Gbene B durdydringt, ziehen laffen (VL.). Der Punft A, in
welchem DA die Chene I durdhdringt, heifst der Fuhpuntt
ber JNormalen.

Auch dag Senfrechtitehen einer Geraden auf einer Ehene
bezeichnet man durd) _|.

XI. Gine Gerade UA fteht (wegen VI.) fdjon normal
auf einer Coene E, wenn fie auj swei Gevaden XT und YV
fenfrecht fteht, weldhe in Der Cbene E durd) den Puntt A
geogen find, in weldem bdie Gerade DA bie Chene E
burdhdringt.

XII. Denft man fid) in Jig. 167 durd) AU und die
willfitclidhe Gerade AL eine Ehene L, gelegt, fo muf jede
®erade AL, welde nod) in E, durd) A gezogen wird, nad
Sr. 57 111, mit AU {dhiefe Wintel madjen. Dreht fid) AL
in Der Ghene B um A um 360°, jo iiberjtreicht die Ehene I,
dabei Den gangen Raum um die Gevabe UAT,.

Daher madyen alle durd) A gehende Gerade, twelde nidt
in der Gbene B liegen, mit UA {dyiefe TWintel.

XIIL Alle Gerade, welche in demfelben Puntte A auf
einer Geraben UA mnormal fjtehen, liegen (iwegen XIL) in
einer Ebene.

XIV. Dreht jid) ein redyter Winfel UAC um feinen feft-
gefaltenen Scentel UA, fo befdyreibt der andeve Schentel AC
nad) XIIL. eine Cbene L. It dex Schentel AC Degrenst, fo
bejcreibt dejjen Endpuntt C einen Kreis.

182, Wobdurdy ijt die Lage ciner Chene beftimmt?

Die Lage einer Chene ift Deftimmt, jobald man bon
ibr fennt:

I drei Punkte, die nicht in einer Geraden liegen;
IL eine Gerade und einen Punft aufer bdiejer
®evaben ;
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TIL 3wei fid) fdhneidende Gevade;
1V. ywei pavallele @erade;

V. ihre Normale und einen ifrer Punite, mag
biefer lepteve in ober auferhalb der Jormalen
liegen.

Siic die Ftlle 1. bid III. liegt dev Beweid in . 14 11,
bis IV., fiiv den Fall IV, in IL und Fr. 26. JIm V. Halle
fanm man, wenn der gegebene Punft P auferhald der Nor=
malen UA liegt, durd) ifhn und die Normale eine Ebene
fegen (11.), und bann dpt fid) von ihm nur eine Gentredyte
auf die Normale fillen (Fr. 57 IV.), daber autd) nur eine
Ghene duvd) P und normal zu UA legen (Fr. 181 XIIL).
Qiegt bagegen im V. Falle Der gegebene Puntt P in et
Normalen UA, jo fann cbenfalld blof eine auf UA normale
Ebene duvdh den gegebenen Punft P gelegt werden, 1weil
diefe (nach) Fr. 181 XIIL.) alle Normalen enthlt, twelche in
P auf UA ervidytet werben fdnnen.

VI. 1lber anbere Beftimmungsiveifen ber Ehene dergl.
. 198 V. und Fr. 203 1L

183, Teun faffen jwei Ghenen jujanumen?

Biei Ghenen fallen zufammen, wenn fie die in Jr. 182
I bi8 V. aufgefiihrten Stiicte gemein Haben.

184, 9Beldhe Qagen Yanu cine Gerade gegen cine Ghene haben?

I Gine Gerade G, (Fig. 168)
liegt in einer Gbene 1, d. b. alle
ifre Puntte find sugleich Puntte dex
Gbene E, jobald fie mit diefer Ehene
svei Punfte A und B gentein bat
(§r. 11 1., obder 12 IL). DBergl
r. 186 XV. (N E

I $at eine Gerade G (Fig. 169 \ A

©. 220) blof eimen Punit A mit il YO
einer Ebene B gemein, fo liegen ihre
anberen Punfte zu beiden Seifen Der Fig. 168.




290 Achtes Sapitel. B, 184—183,

Gbene E, alfo in ben Deiden halbbegrensten Ndumen, in
weldye die Chene E ben unbegrenten Haum teilt.

Der Beieis lautet wortlid) wie in Fr. 181 VIIL, muy
ift iiberall D ftatt U zu feben.

: III. Gine Gerade G, welde bHlof
einen Punft A mit einer Chene B
gemein Dat, (fann die Gbene nidht
beviihren, jonbern) muf die Chene B
durdhdringen oder {dhyneiden (IL.).

Der Punft A, in welchem die Gerade
G bie Ghene B burdhdringt, DLeifit die
©pur der Geraden G in der Ehene E.

IV. Cine Gerade jchneidet eine Ghene

nux in einem Punfte (1.).
V. Cine Gevade fdyneidet eine Ehene, wemn einer ifrer
Punfte in dev Cbene, ein anbever auferhalb bder Ehene
liegt (L.).

VI. Cine ®erade fdjneidet eine Ehene, wenn fie durd)
jwei ju verichiedenen Seiten ber Ehene liegende Punfte
gelegt 1jt.

VIL €8 Dbleibt nun nod) ein dritter Fall dentbar, nimlid
Doy eine unbegremzte Gdevade G gans auf der einen Seite
einer Ebene E [dge, alfo mit der Chene B qaxr feinen Punft
gemein hitte; eine foldhe ®erabe foll parallel (/) aue
Ebene B genannt werden. [n Fr. 196 ff. wird davon weiter
bie Rebe fein.

Sig. 169.

185, Weldye Lagen ciner Ghene
aeaen eine Ebene find dentbar?

. Cine Chene E, fanmn mit
einer anbern Ebene K, nidt
blof einen Punft A (Fig. 170)
gemein Haben. Da nimlid) E,
und E, nidt jujommenfallen
(Br. 183) follen, fo famn
man durc) A hodyjtens eine
Gexade ziehen, welde beiden




[ 4

%, 185—186. ®erade und Cbhenen im Raum.

Ebenen qcumn ift; ficher [t fid) aljo in B, dburd) A eine
Gerabe, 3. B. DC, 3iehen, welde nidht in E, Iu‘gt, da nun
DC dod) mit E, den Punft A gemein hat, fo muf fie B,
fohneiben (Fr. 184 V.), d. h. die Puntte von DC liegen teild
anf dex einen, teild auf ber andern Seite bon B, (Fr. 184 11.).
Berbinbet man mum irgend einen in dex Ebene E, und zwav
etiva jenfeitd B, gelegenen Punft K mit einem in der Geraden
DC, aber biefjeitd ber Ehene K, liegenden Punfte F, jo muf
bie Strecfe KF die Ebene E, in einem Punfte S durd-
bringen (Fr. 184 VI.), und die durd) diejen Punft S und
ben Paunft A gelegte Gyerabe LN liegt nicht biog (wie KF)
in B,, jondern gugleid) aud) in 1, (Fr. 184 1.), weil § und
A aud) in E, liegen.

I Der Durchjdmitt zweier (unbegrengten) Ehenen ift
alfo eine (unbegrenyte) (};un‘w.

Die Geradbe LN, in welder die Cbene E, die Ebene L,
jchneidet, Deifpt dDie Spur der Ehene E, in der Ebene K.

II. Wenn zwei Ehenen zufjammenfallen, fagt Fr. 183.

IV. A8 bdritter Fall ber Lage 3tweier Ebenen gegen
einander vive nur um[} denfbar, bdaf eine unbegremzte
Chene E, gany auf der einen Seite mm andern unbegrenjten
Gbene B, liegt, alfo mit der Gbene E, gar feinen Punft
gemein i)nt. Gine folhe Gbene B, foll der Cbeme E,
pacallel (/) heifen. Jn Fr. 205 werden weitere Unter-
fudjungen dariiber folgen.
186, Welde Lagen gegen cinnuder
fomen Oei gwei Gevaden imr R
borfontmen?

I. Riegt bie Gerade G, (Fig.-171)
in der Chene 1, wihrend die Gerade G,
diefe Chene in dem auperhalb G, liegen-
den Punfte € jchneidet, jo fann G, die
®erabe G, nidht jdhneiden, weil alle
Punfte von G, in B liegen (Fr. 184 1.),
bon G, hingegen nur der Puntt C.
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II. ®ibe €3 ferner eine Ebene Ky, in welder G, und ¢,
sugleic) enthalten wiven, jo mii}‘;t}* Der in t; liegende Punit
C fomwobl af8 aud) G, in diefer (xﬁens E, Imglm; C und @,
{agen aber aud) in E, und deghalb miifte E, mit E g,u[apuueu:
fallen (Fr. 183, 182 1L.), fonnte jedod) dann ficher nidyt G,
und G, zugleid) enthalten, weil jo E von G, gejdnitten muxde,

1L, Wenn alfo G, eine Ehene E, welde G, enthilt,
einem auferhalb G, liegenden Puntte C {dyneidet, jo it fidy
feine Ebene durd) G, und G, jugleid) legen.

IV. Bwei Gevade, durd) weldje man eine Ehene legen
fann, find entweder pavallel, oder jie jdneiden fid
(Fr. 56 V.).

V. Bwei Gerabe freugen jid), twenn 3 nicht miglid)
ift, eine Ehene durd) beide zugleic) u legen (IIL.).

VL. Durd) swei pavallele und ebenfo duvc) ziwei fidh
fdneidende Gerade fann man ftetd eine Chene legen (Fr. 26;
182 IIL. und IV.).

VIL Aud) im Raum fann man durd) einen gegebenen
Punft C nur eine Pavallele G, zu einer gegebenen (nidgt
purd) C gehenden) Geraden G, ziehen (vergl. Fr. 119, 57 L.).

Gg liegt nitmlid) in der Chene K (Fig. 171), weldhe man
burd) C und G, legen fann. Wiire nun aud) die duvdy ¢
gehende Gevabe G, 3u G, parvallel, jo wiirde die ourd) Gy
ud G, gelegte Chene B, (VL) mit E zujommenfallen
(Fr. 183 und 182 IL.), weil fie mit B den Vunft ¢ und
bie Gevade G gemein fat; dann miifste aber G, audy mit ¢,
sufammenfallen (Fr. 57 1.); o8 giebt daber ourd) C nur eine
Parallele (Gs) ju G

VIIL Jebe ber Geraben, welde fich) aufer G, durd) C
siehent laffen, jdjneidet G,, wenn jie in E liegt, wenn fie bas
gegen E chneidet, jo freust fie G,.

Nicyt blog die G, fdhneidenden (Fr. 56 1.), jondern aud
die G, freuzenden Geraden Haben eine andere Ridtung
al8 Gy, weil die G, freugenden Geraden, 3. B. (., die u G,
parallele Gerade G, in C jdhneiden (Fr. 26), baber eine
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andere Ridhtung ald G, und die mit ihr gleidgevidhtete
(Br. 56 IV.) Gy faben.

IX. Bwet fid) treuzende Gerade haben weber einen Puntt
mit einanber gemein (V. und L; vergl. VI, oder Fr. 13),
nod) Haben fie gleige Richtung (VIIL). Bergl. XII.

X, @3 (apt fidh) alfo durd) einen gegebenen Punft ¢ audy
im Raume nur eine Gerabe G, ziehen, welde mit G, in dex
Ridytung iibeveinftimmt (VIIL). DBergl. Fr. 57 L

XI. Bwei Gerade von gleicher Richtung find (aud) im
Saume) parallel (X. und Fr. 56 IL.), liegen alfo jtetd in
einer Ebene (VI.).

XIL Die Richtungdverjdhiedenfheit zweier jid) freuzenden
®eraben G, und G, Fig. 171, mifst man duvd) den Winfel w,
welden wei durch Denfelben Punft C gehende Pavallele ju
G, umd G, einfchlieBen; diefen Winfel nennt man Tfurziveg
dent Winfel 3mwijdhen den beiden fidh freuzenven Geraven,

XIIL. $aben zwei Gerade G, und G, (Fig. 171) von
perfdjiedener Richtung feinen Puntt gemein, fo muf jede
durd) die eine Gerade G, und einen Punft ¢ von G, gelegte
Ebene £ von G, gefhnitten werden (0. §. G, und G, freuzen
fidy), weil jonft G, und G, fid) jdymeiven miiften (Fr. 56 ILL.).

XIV. Bei ywei Gevaden im Raum fonnen affo nuv die
in IV, und V. aufgefiifrten ille vorfommen; demn Die
beiben Geraben Haben :

{eutmeber einen Puntt gemein (fdyueiden jid),

oder feinen Puntt gemein und dabei:
gleidhe Richtung (find parallel),
{uug[cici)e Ridhtung (freuzen fic)).

XV. Rad) VI (oder VIL) ift v. 184 L. u evginzen:

Die Gerade G, liegt in der Ehene E, wenn fie duvd) einen
Puntt A in E hindurchgeht und gu einer in E liegenbden
®eraden pavallel ift. BVergl. Fr. 198 IIL

XVI. Durd) einen gegebenen Puntt Q ldft jich o dy jtens
eine Gevade CB, Fig. 171, legen, weldje zivei fid) freuzende
(nidht duvch  gefende) Gevade G, und G, jugleid) jdneidet.
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Gine burd) Q und G, gelegte Cbene E mufy (nadj v))
entweber G, fdneiden (wie in 1IL), ober G, pavallel fein
(Fr. 184 VIL). Jebe durd) Q unb cil_lun Puntt von G,
gelegte Gevabe liegt in E (Fr. 184 1.); ift demmad) G, /K,
0. . hat G, teinen Punft mit E genein, fo fann audy G, von
feiner burd)y Q und einen Puntt in G, gelegten Geraden
gefdhnitten werben; wenn dagegen G, die Chene E in (
fchueidet, fo fann (weil ja Gy wur Den Punft C mit B gemein
Hat) nur die durd) C und Q gelegte Gerade CQ die beiden
Gexaden G, und G, ugleid) jdmeiden, und CQ {chneidet
beide wirflid), fofern nicht CQ // G, ift.

187, Wie 3ieht man durd) einen gegebenen Paunft cine Novmale
s einer gegebenen Gbene?

I. Wil man von einem Puntte K (Fig. 172) aufer-
halb einer Ebene E auj diefe Ehene eine Normale fillen,

fo falle man von K
auf eine in dexr Ehene

U r:’.} I liegende Gyerade
|/ BC eine Senfredte
K KF ($r. 120), e

vichte Davauf in bey
Chene I eine durdh
dent Fufpunft F ber
erften  @enfrechten

B o L KF gehende 3iveite
L | 2\ Senfrechte FQ auf
BB i 1 & ber Geraden BC
\ SR N (Pr. 121) unbd fille
V) e / endlid)y bon Ddem
e e Punfte K auf bie

o A auy

siweite  Sentredyte
F(Q eine dritte Gent:
redhte KA (Fr.120);
bann fteht KA (auch wenn fie mit KI' sujammenfillt) auf
der Gbene E nornal




®erade und Ehenent tm Rowm.

Gr. 187—188.

Bew. Jieht man nod) KL und AL nady einem in BC
gelegenen Puntte L, fo ift:
KF _L FL (Ronjtx.)
KL = KF -+ FL (S 160 IIL.)
KA | FA AF _L FL (Sonjtr.)
KF =FA +AK FL = AL — FA (§r. 160 IIL)
KL = {FA -} AK | - {AL — FA'| (8. 20 IV.)
KL = AK -} AL
KA L AL (Fr. 170 VIL)
KA L QF (Ronjtr.)
KA L E (Fv. 181 XL).

Fiele KA mit KI sufammen, jo wive KE ebenjalld auf B
normal (Fr. 181 X1.), weil dann KF L BC und KF _L FQ.

II. Will man in einem Punfte A einer Chene E
(Tig. 172) auf diefer Ebene eine Normale ervidyten, jo fille
mon bon A auf eine in E legende, nicht durd) A gehende
®erade BC eine Senfrecdhte AF (Fr. 120), dann ziehe man
it einer andern burc) BC gelegten Ebene E, in F eine Sent:
redyte FJ auf BC, und evvidyte endlic) in der dbuvd) AF und
FJ beftimmten Ghene B, im Puntte A eine Senfrechte AU
auj AF (r. 121); dann fteht UA auf E novmal.

Bew. Scyneiden fich) AU und FJ in K, fo ift der Beiveid
gleichlantend mit dem in 1. (ober Fr. 181 I.).

Wiive AU /FJ, fo braudyte man in B, blof eine AU
jdyneidende Gerade FK, ju ziehen; dann wive, weil BC _L E,
(§r. 181 XI), aud) FK, L BC (Fr. 181 X.), und man
finnte Den Beweid wieder wie in L. fithren.

188, Wic viele Normale u ciner gegebenen Ehene lajjen
fih duvdy cimen gegebenen Puntt zichen?

L Bon einem Punfte K fann auf eine Ehene B nuv eine
Normale Hevabgefdllt werben; bdemn wire in Fig. 172
KA _L B und aud) KF _L B, fo hitte dag nad) Fv. 186 VL.

Jebide, @eometrie. 37 Uujl, 16
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chene Dreiect KAF zwei vedyte Wintel (Fr. 181 X.), wad
r. 69 IV. widerfpride.

L Sn einem Punfte A (Fig. 172) einer Ehene 1 lifst
fich auf B nuv eine Novmale AU errichten; denn wive A8
aud) novmal 3u E, und inficde B in der Geraben AR bon
ber durd) AU un“\ AS Deftimmten (Fr. 182 I1I.) Uom‘ 108
qvhf\mmn (Fr. 185 1L), jo miifite nad or. 18 1X. /UAR
=90 " SAT fein, wad nad) Fr. 20 IIL nnnmqlul}m

[II. Durdy einen gegebenen Punit (dkt fid) alfo muw
eine Gerade normal 3u einer gegebenen Ebene iehen.

189, Weldie Siike itber die Novmalen {ind nod) su cvwahnen?

I Bieht man in einer Chene B (Fig. 172) bom Fufs-
mmfte A der Normalen UA die Gevabe AT fentredit ju einer
in E (iegenben Geraben BC, fo iteht bie lebtere Gerade BC
audy fenfredyt auf jeder Geraden KF, mmhn einen Punft K
der Normalen mit demt Schnittpuntte F zwijdhen AF und BC
berhinbet.

Der vorjtehende Sab ift von jenem in Fv. 181 lll nidt
bexfchieden, weil dort UA normal zur Ebhene E ded /A ABC
ift (Fr. 181 XL.).

1. Filt man auf eine in der Ehene B liegende Gevade
BC (Fig. 172) eine Senfredhte KF von einem Puntte 1K dev
Normalen UA auf E, fo fteht die Gerade AF, iweldye bie
Suppuntte T und A ber Senfredyten KF und ber: ormalen
UA verbindet, aucdh auf dex Geraden BC fenfredyt.

Triife die vou A auf BC gefillte Sentrechte die Gevade
BC in F,, dann wive KF, L BC (I.); da {ich aber bon K
nur eime Sentredhte auf BC J,ia[mtlh‘f (Fr. 57 IV.), fo mufs
KF, mit KF, b. §. F, mit F jujammenfallen, und 8 ift:

AR B0,

1. BC fiv{ltllllr[)iczlfl‘n‘t[ auf der duvd) die Normale UA

und die Gerade AF, oder KF gelegten Ehene (Fr. 181 XL).
Bwei Novmalen KA und YF (Fig. 173) auf ders
felben Ghene B find pavallel. '
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Hlm sundchit su Deweifen, DaP fich — wad wegen Fr. 26
erfobertid) ift — purd) KA und YE eine Ebene legen (aft,
jiehe man auf der ifre Fuppunite A

md T verbindenden Strede AF in i ¥

F eine in E liegende ©entredyte BC; 3 : i

ban fteht BC novmal auj dex Ehene VoE i A
KFA (IIL); teil ferner YF) L E \™ | X "J;_ﬁl
povausdgefet wurde, jo ift aud) LYFC Ve S L AR [ \
= 90° (Fv. 181 X.), und YF liegt \ /’ |
enfall3 in der Ghene KFA (Fr. 18 \ &2
ebenfall3 in Der Ehene KFA (Fr. 181 /0B

XIIL); fomit liegen KA und YF
in Derfelben Eherne.

Da mm nad) Fr. 181 X. L KAF = 90° = L YFA,
jo ijt UF /KA (Br. 62 1L 3.).

V. Steht eine Geradbe G auf der Ebene I normal, jo ijt
badurd) die Nichtung der Gevaden Dejtimmt (IV.); denn alle
parallele ®exabe Haben ja gleihe Ridtung (Fr. 56 1V.).
Bergl. auc) Fr. 188 IIL und Fr. 25 1L

VI. Wird eine Ebene B von Der einen KA bon jivei
pacallelen Geraben in A gefdynitten, jo wird fie aud) von der
andeven YF gejchnitten. Denn die durc) KA und YT gelegte
Gbene (Fr. 186 VI.) fdhneidet (Fv. 185 IL) B in einer Ge-
wden AF, welche (nac) Fr. 60 I1.) YF in I jdjneidet. YF
Dat demnach mit der in E liegenden AF, aljo aud) mit E
jelbt den Puntt F gemein, auferdem abeyv feinen Puntt, weil
fonit YF gany in 1 (ige (Jr. 184 L) und KA freuzen miifste
(Fv. 186 TIL, V.), wibhrend dod) KA // YF fein follte.

VIL. ©teht die eine KA (Fig. 173) von gwei parallelen
®eraden auf einer Ghene E novmal, fo jteht aud) die andere
YF auf E normal.

Da nimlich £ von KA in A gejdnitten ird (Fr.181 X.),
fo wird E aud) von YF gefdymitten (VL). Bieht man mum
bued) den Scnittpuntt F zwifchen E und YF exft in der
durd) KA und YF gelegten (r.186 VI.) Ehene E, die Ge-
taben FA und FK nac) den Punkten A und K in KA, bavauf
in 1 die Gerabe BEC _L FA, jo ift BC novmal zu der duvh

16*
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FK, KA mnd YF gehenden Cbene E, (I. und I1L), aljo
BO_LYF (Fv. 181 X.). Da aber YF /KA bovaudgefest
tpurde und pemnad) YF L FA (Fr. 62 V.) fein mup, fo ift
auc) YF _LE (Jr. 181 XL.).

VIIL ©ind zwei Gerade G, und G, (im FRaum) einer
oritten ®eraden G, parvallel, fo find fie aud) untexr fic) pavallel.

Qegt man nintlid) durdh ivgend einen Puntt bon G, eine
Ghene B normal 3u Gy (Fr. 181 XL.), fo ift nad) VIL:

(b B D e Bl
g, /G, v,

A IX. Sind bdie Scentel
il siveier nicht in dexjelben Ehene
= ti\= liegenber Winfel BAC und
o Ty FDK (Jig. 174) paavmeije
xx T ‘ gleichjinnig pavallel, fo find
AN 5 bie Wintel gleid). Vergl.
T s Broes T
T e e
N | -.\_@\ i e
\‘;' d N 4\ AC I DE.
KV F\ Beh. L BAC = L FDK
= fonfte.  Man made A=
oig. 174, DQ, AN = DV unbd iche

die Strecten AD, LQ, NV.
Bew. ALFHEDQ  ANFDV (Bor. und Konjtr.)
DA4ELQ DA=ENV (Fr. 108 V., IIL)
LQ == NV (VIIL b Fr. 20 V.)
LN=QV (Jr. 108 V., IIL.)
AL=DQ, AN=DV (fonjtr.)
Z LAN = Z QDA ($r. 80 1., 67 IL.).
X. Qu gleicher Weife (afit fidy zeigen, dap aud) der

©ap Fr. 63 1. nod) fiiv in verfdyiedenen Ehenen liegende
Wintel gilt.
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190. 8ad ift die Projeftion ecined Punited auf cine Chene?
I Den Juppunft N (Fig. 175) der vom Punite P auf
vie Ghene B gefillten Mormalen PN nenut man die (red)t=
wintelige, orthogo-
wale ober normale) 7
Projeftion ded r
Runftes P auf Ddie
als Projeftions:
ehene gewablte A
Ehene E. i
Die Novmale PN
fieipt die Projizie: o
rende. Pafilf == o
1L Seber Puntt o (e e h
P fat wux eine Pro- el bl i | o
jeftion N auj Ddie THEAE L8
felbe Gbene E (Fr. el 0
188 1.). ' s it
IL. Der Puntt Sig. 176
N ift augleid) bdie
Brojeftion aller in der duvdy P auf E gefallten Normalen ZN
gelegenen Puntte oder die Rrojeftion Der ganzen ormalen ZN.
1V. Die Projizierende PN ijt Heinex al jedbe anbere bou
bem Puntte P nad) cinem Punfte § in dex Brojeftiondebene K
gejogene Gerade PS (Fr. 181 X, 74 VIIL).
Die Projizicrende PN miBt den Abjtand ober die Ent-
fernung ded Puntted P bon Der Ehene L.
V. Nadh Fr. 160 1L it PN + N§ = PS§.
VI, St NS = N8, = NS =:-+ o ift oud) PS =
PS, =— P8, = ... (V.), . D. alle Punfte in 1, welde im
Sreife wm N fiegen, Haben gleiche Entfernung vow demielben
Puntte P der Projizievenden NZ. Bergl. Jr. 47 1L
VIL Qft umgefehrt SP = S, =8, = -, fo ijt
nad) V. aud) N§ = N§ = NSpr=— oy 0.0 alle Puntte
ber Ghene 1, weldhe bon dem Puntte P gleidhweit entfernt
find, fiegen im Rreife um N (v, 47 I1.).
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101, 9%Bad ijt die Projeftion einer Geraden anf eine Ehene?

I. Die Projettionen famtlicher Punfte einer Gevabden G
auf eine Ebene E (Fr. 190) bilben die Projeftion G dey
Geraden G auf die Ehene L.

II. Die von den Punften einer Geraben G auf eine
Gbene B gefillten Projizierenden liegenw in derfelben Chene
(bex projizievenden Ebene). Legt man ndamlid) (Fr.189
IV., 186 VI.) éine Gbene B, durd) die Projizierenden P,N,
und P,N, und eine Ghene E, Dnrd} Die ‘]Srnjioicrcubcu P,N,
und P;Ns, jo liegt G fowobl in B, ald in E; (Fr. 184 1),
weil fie mit E, bie Puntte P, und P,, mit E, die Punfte J’
und P, gemein Hat. E, und E, Haben nu];c Faud) lmt[} dip
PBrojizierende P,N, gemein, m[lu aljo gufommen (Fr. 183,
182 IIL.). Pl ‘, und PN, und (tweil ja P, und P, gany
willfiixlich waven) auch alle anberen ﬂ:l[‘]ljlt‘uilbt'll [tegen
jomit in dev Cbene, welde durch G und ivgend eine Pro-
jizievende, 3. B. P,N,, gelegt werben fann.

[1I. Die Fufpunfte N,, No, N, 2¢. der von Punften P,
P,, Py 2c. einer Geraden G auf eine Ehene E gefillten Nor-
nmhn liegen jamtlich) in Der Geraben G, in weldher nad

.185 1. und II. bie Ehene E von der Duu‘f) die Mormalen
,,u hqm‘w (I1.) Gbene ge n’;m“cn mwird,

Die Projeftion einer Geraben G auf eine Ehene B
ijt mcgcu I. wnd IIL. wieder eine Gerade G'. Stehtjedod)
G auf E fenfrecht, wie ZN in Fig. 175, jo befist fie ald
Projeftion (nad) Fr. 190 11L.) blofs den Puntt N.

Jede Gevade hat nur eine Projeftion auf diefelbe Ehene.

V. ©Sdyneidet die Gerabe G (Fig. 176) bie Projeftions:
ebene 1, o liegt die ©Spur 8 in dex ‘xmldtwn G'; aur Be:
|rmummq ber lepteven braudht man dann aufer S nux nod
die Projeltion N eines eingigen Punttes P dev Geraden G,

192, Wobduvdy geidynet fich der Neigungdwintel ciner Geraden
gegent eine (Ghene aug?

L. Der Wintel w (Fig. 176) swifdjen einer Geraben G
und ihver Projeftion G* auf die Ghene 1 heifit der Neigungs:
winfel dexr Gevaden G gegen die Chene E.
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®erade unth Ehenen fm Raum, 231

1. Dex fpibe Neigungdointel w der Gevaoden G negeq
bie Gbene B und der Winfel NP amifden G und einer
mormalen NP gur Ebene I
erglimzen fichau90°(Fr.71IL.).

1. Der (fpike) Neigungsd
winfel w einer Geraden G
gegen eine Chene ijt fleiner
(fein Mebemwinfel w, aljo
guifer) ald jeber  MWinfel

pPS(i=v, weldhen die Gerabe

¢ mit einer in der Ebe
burch Die Spur S geaoge

@eraden  BC  einjdhliept
(Die Betvadhtung itberftumpfex 5 s
Wintel bleibe dabei audgeidloffen. Vergl. Fv. 193 VL)
Bewn., Madht man SY = SN, fo mup, el
pP§ — P8 (Fr. 20 1) und PY >PN (Jr. 190 1V.
ijt, nach Fv. 78 L. L v - fein und ivegen
. 39 V. meifer 180" — v = 180° — w ober

PSB < w,.
®anz diejelben Sdjl
it audh L w < a:
$r. 89 IV.:
180° —w, < 180° —v ober W, >V.
IV. Wiirbe £ w = 90°, fo miigte audy L w, = 90°

iiffe gelten jiiv £ P8B; alfo
SR, und davaud folgt nad

i v—90° terden, weil nad)IIL L w< L v < LW,
fein mup. Domn wire die in Ddev Ghene PNS liegende
Gevade ¢ L E (Fr. 181 X.). — Bergl, Fr. 189 VIL;

denn jebt ift G/ PN.

V. $itte man in Fig. 176 NY _L BC gemadt, fo wive
and) PY L BC (Fv. 189 L). PMean farm aljo die Stvede 5Y
a8 PS entweder dure) etnmalige Projeftion unter Ddem
TWintel v. oder durch zweimalige Projettion: exft unter bemt
RNeigungdwintel w und dann unter 'Demt’ in Dev Ebene B
liegenden, bon G und BC gebildeten Winlel NSC=u erhalten.
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Da mun nac) Fr. 112 I1X. die Projeftion bon PS unter
£ (u-}-w) fleiner fein tvitrde, ald bie burd) die jweimalige
Projizierung unter 2 w und dann untex u erlangte
Projeftion, lepteve aber der Projeftion bon PS unter / v
gleicht, fo mufy wegen Fr. 112 IV. der Winfel v fleiner fein
a3 die Summe aud dem Wintel u und dem Neigungdwintel v,

193, Wie widhdt ber Wintel v mit dem Wintel u?

I Jft der Wintel NSC = u (Fig. 176), welchen die
PBrojeftion G' der Geradben G mit dem in dev Projettions-
ebene B liegenden Stralhle SC einjdhliefit, = 0, fillt aljo 8¢
auf SN, fo gleiht der Winfel v Fwijdhen G und SC dem
fpiten MNeigungsdvintel w der Geraden G gegen E.

I It der Winfel u fois (0 << L u < 90%), o fillt
der Fuppuntt Y der vom Fuppuntte N der Normalen PN
auf SC gefillten Senfrechten NY giwijchen Sund € (Fr.71 V),
und ba £ PYS = 90° (Jr. 189 L), o ift aud) £ v fpity
(&r.70L). Wegen Fv. 192 IIL ift alfo L w < L v< 90",

Je grofer aber £ u wird, dejto nifer viidt Y an S hevan,
oefto grifer wird alfo aud) 2 v (Fr. 112 IIL und IV.),

Bugleid) ift ftetd £ v > L u; wenn man ndmlid) dos

PYS um YS in bie Ghene E niebertlappt, jo fommt YP
auf YN 3u liegen (Fr. 31 und 89 IIL), P fillt aber von Y
aud jenjeitd N (Fr. 190 IV.), alfo SP jenfeitd SN.

IS S =907, Jo Tt Y mit s aufanumen
(&r. 57 IV.), und e ift aud) L v = 90° (Fr. 189 L),

V. it dber Winfel u ftumpf (90 o = RS
jo fallt Y in bie Vexlingerung SB (Fig. 177) ded Strafls
SC(3r.71V.), £ PSY ift daber fpis (Fr.70 L), v ftumpf
(8. 39 IV.). Wegen Fv. 192 111, ift aber

S el

e griBer £ u wird, defto weiter viict Y von S gegen B
hin, defto grifer wird v (Fr. 39 Iv.). Die grifite Cnt-
fermung von S, welde Y ecveidjen fann, gleicht aber nad
&r. 160 IIL der Strece SN, Bergl. V.

S
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Beim Niebertlappen des A PSY in die Ghene I} fillt
jebt P bon Y aus ivieder jenfeitd N, alfo P und SP in den

Wintelcaum NSC, 0. h. jept ift £ v <ET
V. 3t Lu=180° fo fillt wicder Y auf N, aber
8C in bie “\Ltlﬂm;mnn; von SN; daber ift £ v = £ w,.
VI. Wit £ u iiberftumpf, fo
bertaufdhen in Fig. 176 und 177 die /
Gtraflen SB und SC ifhre Nolle. ®)
Wiihrend alfo 2 u von 180° bis

360° wiichdt, twicberholen fich die
fhon dagewefenen Werte Hes3 ./ v.
0. 0. ¢5 wirb der exft ftump e “mnhl
v ibieber l.mml, pavauf = 90° (Dei \
u=270%), bamn fpiy und endlich
ieber — .__'_ W.

VII. Madht man in den beiden

8ig. 176 und 177 SP = SP und ijt Sig. 177.

£ NSC inig. 176 dem /. NSB in

Sig. 177 gleid), fo ift A PNS 22 A PNS (§r. 81 1), alfo
NS = NS (Fr. 67 I1L.); daber weiter A NSY =2 A NSY

(r. 81 IL) und 8Y = SY (Fr. 67 IL): bdaber endlid
A PSY =~ A PSY (Fr. 81 L) und £ PSC in Fig. 176
gleidyt (Fr. 67 I1.) Dem ~ PSB in Hig. 177.

Wenn man alfo in E linfs und vedh)td von SN einen
©trahl unter demfelben Winfel (u) gegen SN mltrﬁqr jo
madjen biefe beiden Straflen aud) gleiche Wintel (v) mit SP.

VIIL G€benfo miifjen daber aud) zwei in B gelegene
\.,tm{}[ul gleiche Winfel mit SP bilben, twemn der eine unter
vem / y, Der andere unter dem (360° — u) gegen SN
geneigt ijt.

IX. us bem *Timfjujc[)cnbut folgt nody, baﬁ jeber
L v, weldjer grifier ald / w, aber Heiner ald 2w, ijt,
wcmml borfommt und ﬂnm el aivei Straflen SC und SC,,
deven Wintel C,5C (= 2 u) von SN Halbiert wird.
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194, 9Wic widhét der Wintel [ = TIN mit dem Winfel u?

St w ieber der (fpibe) Neiqungsivintel dex Geraden G
(Fig. 176 und 177) gegen die Projeftiondebene i und N
der Fufpuntt Der vom Dem Punite P in G auf E gefillten
Novmalen PN, legt man in der Gbene F durd) die Spur §
Ser Geraben G einen Strafl SC, welder mit G den (hohlen)
Winfel v, mit dex Brojettion G’ bon G aber den (Hohlen,
pergl. Fr. 193 IX.) Winfel u einfdliept, und fillt man von
P und N Senfrechte PY und NY auf die Gerade BSC
(Fr. 189 I1.), fo finden jivijchen dem (fpitern) Winkel
PYN — f. Den Diefe Deiben Genfrechten einfdhlieBen, und
den Winteln u, v, w folgende Begiehungen ftatt:

[. Beiu=0 (v=w, Fr. 193 L) fillt PY mit PN
sufammen, alfo ift £ = 90° (Jr. 181 X.).

[ Vet 0 <7 Lu < 90° (Low < Lov<i Dl
Fr. 193 I1.) ift NY zwax ftetd feiner al8 NS (Fr. 74 VIIL),
wird aber um fo qeofer (Fr. 160 IIL.), je Heiner SY, fe
qrifer alfo u (imd 2 v) wird. Klappt man mm dad

PYN um PN in die Gbene PSN, fjo fommt Y jtets
aifdhen N und 8 zu liegen, viictt aber defto ndber an §, je

arifer £ u witd. Daber ift ftetd 90° > LI > Lw
(¥r. 69 VIL), und / f nimmt ab, wemn 2L u (und £ v)
sunimmt.

1. Bei L u= 90" (Lv=90° Fr. 193 IIL,) fallt
PY auf P8, alfo ift £ f = /L w.

IV. Bei 90%< /. un<= 180° (90° < Lw<c /Wi,

Fr. 193 1V.) fallt Geim Umflappen Ded A PYN in die
Ebene PSN tvieder Y ftetd sivifchen S und N, aber um fo
niher an N, je griiBer /. u wird. &3 ift daler zwar ivieder

90° > A > / w (Fr. 69 VIL), aber 2 f widst mit
£ u (umd £ v) gleidyzeitig.

N Bet. Lon = 180" (Lv="7Z W, T 198 V)
wird wieder /. f = 90°,

VI. Bei £ u ™ 180° wicderholen fic) diefelben Werte
bon f, @hnlic) tie in Fr. 193 VI
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VI Bieht man in dex Ehene E 3wei Straflen SC und
§0, unter gleidem Wintel (u==u,) gegen SN, fo ift tieder
Ly = /v, unb ANSY =2 A NSY, (r. 193 VIL.), baher

NY = NY, (§v. 67 11.), APNY == PNY, (3r.811) und
wegen Jr. 67 1L endlich L f = Lf.

VII Aud dem Borhergehenden folgt nody, daf jeber
L1, weldyer fleiner alg 90°, aber-grifer ald w ijt, sweimal
porfommt, und zwar bei jwei Strahlen SC und 8C,, deven
Bintel C,SC vor SN Halbiert wird (L u = Lu,), welde
affo madh $r. 193 IX. mit SP gleiche Wintel maden
v — 2 v)

195, Wenn fdueidet eine Gevade cine Ehene?

Die Gerade G (Fig. 176) jdyneidet die Ebene E, wemn G
nift ihrer Projettion G’ auj
wennt G nicht auf einer aud e C
Ghene B gefitllten Novmalen PN fentvedht jteht, ober wenn
jwei aud den Puntten P und P, in G auf E gefallte und auf
derfelben Geite von B liegende Movmalen PN und PN,
ungleic find.

S allen drei Fllen liegen die Gerade G und ifre Pro
jeftion G (Fr. 191 I1.), alfo aud) PN und P,N, in dexfelben
Ebene, jugleich fdhneiden fid) G und G' (nadh) Fr. 26, oder
r. 621V.. ober Fr. 108 XIIL wnd XIV.), und da G’ gony
in B liegt (Fr. 191 1), fo ift dex Sdynittpuntt 3wijden G
und G gugleich ein Punft vor B, b h. G fdueidet E
(Bv. 184 IIL, V.).

196, ie sicht man cine Gerade
baralfel s einer Ehene?

I. Gine Gerabe G (Fig. 178)
ift einer Gbene E pavallel (Fr.
184 VIL.), wenn fid) in 15 eine 3u
G pavallele Gerade G, jiehen [dft.

Denn dbann fann man durd) G
md @ eine Gbene B, legen
(Fr. 186 VL), und wenn €3 nun

Ebene E parallel ift, obexr

inem Punkte P in G a
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einen Puntt, ehwa Q, gibe, welden G mit E gemein Ditte,
jo mitgte Q in B und G jugleid) und (tweil alle Punfte von
G in B, fiegen, Fr. 184 1) aud) in B, liegen, aljo jugleid)
in B und B, d. §. in der Geraden G, weldje E und F,
gemein haben (Fr. 185 1L). Da aber G, und G nad) dex
Boraudjepung feinen Punft gemein haben (Fr. 26), fo hat
audy G feinen Punft mit B gemein, und e8 ijt G/

1. Gine Gerade G ift daher aud) einer Ehene 10 pavallel,
wenn fie ihrer Projeftion G* auf die Ebene E pavallel ift (L.).

1. Gteht eine Gerade G (Fig. 178) auf der Novmalen
PN einer Ghene B fenfrecht, fo ijt fie der Ehene 1 pavallel.
Demn G liegt mit ihver Projeftion G' in einer Cbene
(Fr. 191 [LundIIL); wavit[ ift £ NPG = <m°(nm'[ .Bor.)
und £ PNG' = 90° (r. 181 X.), daler G // G' (Fr. 62 I1.)
und G /B (IL).

[V. ©ind die Projizievenden PN, und P.N, (Fig. 179)
steier auf devjelben @eite ber Projeftiondebene 15 gelegenen
Bunfte P, und P, einer Geraden G gleidhlang, jo ift diefe
®exade G Der Ebene E pavallel. Jn der Ehene N, PPN,

191 IL) ift ja P,N,== P,N, (Bor.), daher N, N, // P,P,
(Fr. 108 XV.), folglidh G /B (I1.).

V. Bl man nun duvch einen gegebener, oder durd) einen
willtitrlid) m.m flten Punit P, Fig. 178, eine Gerade G
parallel ur Ebene E ziehen, fo braudyt man nur durd) P
eine ‘Parallele G zu einer in E gezogenen Geraden G,
(Fr. 119), ober eine Senfredhte G auj der Mormalen PN
qu B (Fr. 122) 3u ziehen; ober man erridhtet auf B nod)
eine Normale N,P, (Jr. 187 I1.) von gleidjer Liinge wie die
Normale NP und zieht G durch) P und P,. [n allen drei
Sallen ift G /E (L big 1V.).

VI. Durc) einen gegebenen Puntt P laffen jich wumpihlige
pavallele Gerabe zu einer nidht durch P gehenden Ebene E
aiehen; Diejelben ftefhen aber wegen Fr. 195 fimtlicy auf dex
Normalen PN 3u I fenfrecht, liegen aljo nad) Fv. 181 XL
jdmtlich in einer Ehene.
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197. 208 folat nod) aug Fe. 195 und 196 iiber cine Gerade,
weldie cine Gbene jducidet, oder diejer parvallel ift ?

I St bie Gervabe G (Fig. 178) der Ehene T parallel,
fo iit fie threr Projeftion G' auf die Ebene B pavallel, weil
jie fonft nachy Fr. 195 die Chene [dhneiden miifte.

I1. St bie Gerade G der Ebene E pavallel, fo jdhneidet
eine durc) G und einen Punlt Q in B gelegte Ebene E,
(Pr. 182 II.) die Gbene B in einer Pavallelen G, zu G.
Wire nimlich G, nicht parallel zu G, jo miifte fie G {dhneiben
(r.26), und G {dmitte dann aud) K, was der Bovaudjehung
wibderfpricht.

L. St bie Gevade G dexr Ehene B pavallel, fo fteht fic
jenfredht auf jever aus einem ihver Punfte P auf die Ebene K
gefiillten Novmalen PN.  &onjt miiten fid) jo G und E
nac) Fr. 195 jdyneiden.

IV. Alle aud einer zur Ehene I (Fig. 179) pavallelen
Gevaden G nad) diejer Cbene I gegogenen pavallelen Strecken
find gleichlang. Legt man
durd) die Pavallelen P, S, und
P.S,, twelde die Ehene 10 in
8, und S, jdmeiden, eine
Ebene 15, (Fr. 186 VI.), und
jhneidet letere Die Ebene E
in 8,8, iu-iﬁ :

8,8, // P,P, (IL)
B,/ PsSs (Bor.)
P8, =P,S8, (Fr. 108 I1L).

V. St bie Gerade G der Cbhene E parvallel, fo jind alle
ifre Puntte, 3. B. P, und P, (Fig. 179), gleidyweit von E
entfernt (Fr. 190 Iv., 189 IV., 197 IV.).

Die Entfernung oder den Abftand devr jur Chenel
paralfelen Gevaden ¢ von B miBt eine aud G auf E
gefillte Senfredhte PN.

VI. Raffen fid) von jtvei auf der nimlichen Seite dex
Gbene 1 gefegenen Puntten P und P, einer Gevaden G jiwei
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gleiche Parallefen P,S, und P8, nad) diefer Ehene E 3iehen,
jo ift G // E. ;

Bew. Sn ber Ebene (Fr. 186 VL) PS,S.P, it PS8, 4k
P.S, (Bor.), folglich 8,8, // P, Py (Fr. 108 V.), folglich G /1
(Fr. 196 L.).

VII. @dneidet bie Gerade G die Ehene I, fo {dyneidet G
aud ifre Projeftion G' auf E; dann fteht ferner G {dhief
auf jeder aud ihr auf E gefdllten ormalen PN, endlid
liegen Die Puufte von G in ungleiher Entfernung von K.
Sonft miifite jo G /B fein (Fr. 196 1. big IV.).

VIIL. TWihrend eine Ebhene umd eine ihr parallele Gerabe
unzihlige gemeinfdaftliche Novmalen befiben (IIL),
haben eine Ebene und eine fie {dneidende Gerade feine
eingige gemeinfdjaftliche Normale (VIL).

198, Wic legt man eine Ebene pavallel i ciner Geraden?

I. BWill man eine Cbene B (Fig. 180) durch einen ge-
gebenen, obder einen willkivlic) gemdhlten Puntt Q pavallel

su einer gegebenen ®evaben G

» . legen, fo Darf man nur (in der

7 &/ 7 durd) Q und ¢ Deftimmten Ehene

7 : ) durd) Q eine Pavallele G,
"“*f*};’**‘ . 3u G aiehen (Fr. 119); jebe
T b "“ burd) G, gehende Chene T ijt

= J ' bann zu G parallel (Fr. 196 L).
_,,?.T—Jﬁ;/’( I1. Sind et Gerade G
o " und ¢, parvallel, jo fann man

T burd) jede diefer Deiden Gerabden

gitg. 180, unzihlige Ehenen pavallel ur

andeven Geraden legen (I.).
11 it dbie Gevade G pavallel zur Ehene E, o liegt
eine 3u G parallele Gerade G, in dex Gbene B, fobald fie
mit biefer einen Paumft Q gemein Hat. BVergl. 186 XV. —
Jach Fr. 185 II. wird E bon einer durd) Q und G gelegten
Ehene 1, in einer Geraden G, gejdynitten, nach Fr. 197 IL
aber muf G,/ G fein; nun gehen G, und die in E liegende
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G, durd) Q, find Deide / G und miiffen Deshalh wegen
%r. 186 VIL aujammenfallen.

IV. Durd) einen gegebenen Puntt @ (Gt i) nuv eine
Ebene B Tegen, weldhe zugleich su zivei jich {hneidenbden, ober
jidy freuzenden Gervaden G, und G, pavallel ift.

Wm nimlic) eine Ehene B zu erhalten, welde ju G, und
G, jugleich parallel ijt, miifte man nad) I. durd) Q eine
Gerade Gy / G, und eine anbere Gerade G, // G, 3iehen, und
[ muf damu fowofl durd) G, ald durd) G, gehen; durd
G, und G, LBt fid) aber nux cine eingige Chene legen
(Fr. 182 1IL.).

V. Die Lage einer Chene B (GGt fidh aljo aud) dure)
einen ibrer Punfte Q und zmwei Gerade G, und G, be
jtimmen, 3u denen E pavallel ift.

Aus einex Nebeneinanderjtellung diefed Saped mit Fr. 2511,
fann man eine Veftitiqung dafiiv jdhopfen, daf die Ebene
awei Ausdehnungen hat (Fr. 5 IIL.).

199, Wie verhilt jid) cine Stvede zu ihrer Projeltion onj
tine Cbene E?

I. DieProjeftion N,N, (Fig. 181) einer jur Projeftions-
¢bene I pavallelen Strede P,P, ift diefer Stvede gleid).

Beil P,N,F=P.N, (J.
189 IV, umb 197 V.), jo ijt
aud); NN, = P,P,

(Fv. 108 V., 1IL.).

1I. Die Projeftion NN,
(Tig. 181) etner gegen Ddie
Projeftionsebene E geneigten
Ctrefe PP, ift fleiner al3 3
diefe Strecte. L

Da PP, i)t parallel gu N,N, ijft (Fr. 197 VIL), fo
fann man PP, // NoN, machen und hat bann: N,N,=P,P; (L)
und PP, > P,P, (Jr. 74 VIIL), dafer aud) PP, > N,N,.
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(Diejer Beweid hovt nicht auf zu gelten, wenn PP, die
Ebene B in einem wijdhen P und Py gelegenen Lanfte
fchneidet.)

1. Gine Strece PP, welhe ihrer Projeftion NN,
gleicht, ijt Dev Projeftionsebene B pavallel; derm jonft miifte
nad) II. die Projeftion Eeiner fein ald die Strede.

V. Gine Gtrede P,P,, weldje grifer ijt ald ihre Pro-
jeftion N,N,, fdjueidet die Projeftionsdebene 1; denn fonjt
miigte jie nadh L. ihrex Projeftion gleichen.

V. fnlichy wie in L. (aft i) aud) Geweifen, daf 8,8,
+4EP,P,, Wwenn G /B und P,S, // PoS,. Bergl. Fr. 197 1V,

200, Wie zicht mon cine Gevade G jenfred)t ju jwei fid
freugenden Gevaden G, wud 6o ?

I. Bieht man durd) einen Paunft U in Der einen G,
(Fig. 182) von zivet {ich freuzenden Geraben G, und G, eine
®erabe G, // G, und legt dburd) G, und G; eine Chene E
(Fr. 182 IIL.), jo ift B/ G, (Fr. 196 L.

[I. Nad Fr. 198 IIL ent
hilt I in L. ugleid) alle Gerade,
twelche durd) ivgend einen Punft
in G, pavallel zu G, gejogen
terden tonnen.

Daher (At fid) durd) Gy
eine Ebene E legen, weldhe dev
anbeverr Gevaden G, parallel ift.

[IT. Bieht man durch einen Big. 182,

Puntt U (Tgiq 182) in G, eine

Gerade G, // G,, legt man dann durd) G, und G, eine Ehene
[} und projiziert man G, auf diefe ( (3u @, umnllv[ e, . 196 1)
Gbene 1, fo mufp @&, die Projeftion G von G, Td)nchm
(&r. 60 1L, weil ja G/ G, // Gs (Fr. 197 L und .,51 189
VIIL). nslf nun der \.nﬁmftﬂ,nmit N awijden G' und G,
die Projeftion ded Puntted P in der Geraden G, fo ift
PN_LE (§v. 190 1.), bafer PN _L G, (Fv. 181 X.), 3
gleid) aber auch PN _L G, (Fv. 197 IIL.).
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Fillt man alfo bon N eine Senfrechte NP auf Gy, fo ift
NP die gefuchte gemeinjdjaftliche Novmale G zu G, und G..

IV. Die Lage der in L. durd) G, und G, gelegten, 3u G,
parallelen Gbene E ift tvegen Fr. 200 II. nidt ablingig
pon Dex Lage ded Punfted U; daber dnbert fid) aud) weder
die Qage ber Projeftion G (Fr. 191 IV.), nod) ded Schnitt-
punftted N, wenn man oud) einen andeven Pumft U in G,
wiflen wollte; endlidy (afit fich in N mur eine eingige Nor-
male NP auf E (Fr. 188 II.) ervidjten.

Dafer giebted nur eine eingige Gevade G, weldhe auf den
fith freugenden Geraden G, und G, zugleid) fenfredht fteht.

V. Die auf den fid) freuzenden Geraben G, und Gy
sugleich fenfrechte Strede NP ift fiivzer al3 jebe anbeve
Girede TL, welde zwei Punfte T und L in G, und G,
berbindet.

Macht man nimlich) TN, L E (Fr. 187 L), und jieht
man in der durd) G gelegten, zu G, pavallelen (Fr. 200 IL.)
Ebene E nodh N,L, fo ift £ TN,L = 90° (Fr. 181 X.),
paferTL > TN, (Fr. 74 VIIL) ; weil mm G, // G (Fr. 197 L. ),
fo ift TN, = PN (Fr. 108 XIIL.) und TL > PN (Fr.20 IX..).
VI. Die Hirzefte Cntfernung gweier fid) freuzenden

Bevaden G, und G, (II1.) gleicht der Entfernung der eimen
®evaben G, von der (nach Fr. 200 II.) durch die anbdere
®erade G, gelegten, ju G, parallelen Chene E und fteht zu-

gleid) fenfrecht auf den beiden Geraben und der Ebene E.

201, Welde Begichungen bejtehen swijdhen ciner Ebene und
swei parallelen Gevaden?

I. St die eine von 3wei pavallelen Geraden einer Ebene 1
paxallef, jo fann auch die andere diefe Ebene nidht {dyneiden;
benn fonft miiftte B nad) Fr. 189 VI. bon beiden Geraben
gejhmitten werdben. Die zweite Gevade liegt alfo entweder
it E (Fr. 198 IIL), ober fie it /K (Jr. 184 VIL).

II. Sind G'und G“ bie Projeftionen 3iweier Geraben G,
und G, auf diefelbe Ehene und fchmeiden fih G und G in
einem Puntte A*, fo ift A‘zugleich die Projeftion eines Punttes

Bebide, Geometrie. 8. Anjl. 16
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A, in G, und eine Punfted A, in G, (Fr. 191 L); 1wegen
Fr. 190 L. {dmeidet baber oie in A’ auf der gemeinjdaftlicdjen
Projeltionsebene B ervidhtete Novmale (Fr. 188 II.) beide
®exade G, und (,; Dedwegen brauchen jedoc) A, und A,
nicht ujammengujallen.

[IT. $Wexden zwei parallele Gevade G, und G, auf bie-
jelbe Gbene I projiziert, fo find ihve Projettionen G’ und G
entweder parallel, oder fie fallen zujommen; lebtered tritt
ein, fobald G* unb G einen Puntt gemein Haben.

$aben nimlich G* und G einen Punft A’ gemein, {o
johmeidet Die in A’ auf B evrichtete Novmale die Gerade G,
in einem Punfte A,, die Gerade G, in einem Puntte A, (IL.);
pa mum bie durd) die Parallelen G, und G, gelegte Ehene K,
(§r. 186 VL) mit dex durd) G, und G’ gelegten brojizievenden
Ghene E, (Fv. 191 I1.) den Punft A, und die Gerade G,
gemein Hat, und Da B, mit der durd) G, und G“ gelegten
projizievenden Ebene 1, den Punft A, und die Gerade G,
gentein fat, fo fallen bie drei Ebenen E;, I, und By jufammen
(Fr. 182 1L.), und deshalb fallen audy ihre Scnitte G und
G in E zujommen (Jr. 185 1L).

Xallen bagegen die projizievenden Ebenen E, unbd E, dex
beidben Gevaben G, und G, nidht jujammen, fo fovmen die in
[ liegenben Projeftionen G’ und G” von G, und G, aud
feinen Puntt gemein haben, jondern ed ijt:

G' // G" (Fr. 186 1V.).

V. Bwei parallele, die Ehene E jdhneidende Gerade G,
und G, (ergl. Fr. 189 VI.) madjen mit £ gleidhe Wintel w,
und w, nach) berfelben Seite hin. &ind namlid) G' nd G"
die Projeftionen bon G, und G,, jo ift:

G, // G, (Bor.) G’ // G (IIL.)
Low; = Low, (Fr. 192 1. und Fr. 189 IX.).

Der Fall, wo G und G ujammenfallen (T11.), ift hier

it
nicht weiter u beviidfichtigen, vielmehr jhon in Fr. 62 L. 1.
exfedigt.
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v. Die Projeftionen N, L, und N,L, gleichlanger Strecen
P,Q, umd P,Q, in wei pavallelen Gevaden G, md G, auf
bigjelbe Ehene L find gleidhlang.

Beww. 1) Sind G, und G, pavallel ur gemeinjdajtlichen
Rrojeftiongebene 1, fo ift:

NL, = P,Q und N,L, = P.Q, (§r. 199 1)

B0 —E.05 (Box)
N,L, = N,L, (&t. 20 IV.).

9) MWird dagegen B bon G, und G, gefdnitten, fo
siehe man (ihnlic) wie in Fig. 181) durch) Q, und Q. parallef
au LN, und LN, die Streden Q,V, und Q.Vs, big fie bie
Projiziecenden P,N, und PoN, in V, und V, freffen; Dbamn
find die Winfel P,V,Q, und P,V,Q. rechte (Jr. 62 V.), da
it £ PN,L, = R = P.N,L, (Jr. 190 L); ferner ift
PV, = £ PQ.Y. (Fr. 20 IV.), denn diefe Winfel
gleichen Den jugehovigen (nach IV. unter fid) gleichgrofen)
Reiqungdwinfeln w, und w, (Fr: 1928155 0a endlich
P,Q,=P.Q. boraudgejestwourde, foit AP,V,Q == AP Y.Q,
(§.8111.) und V,Q, = VoQ, (Fr. 67 11.). Rady Fr. 199 L.
ift aber V,Q, = N,L, md V.Q, = N.L,, Dabes endlich
auch N,L, = N,L, (Fr. 20 IV.).

VI. ©ind die Projettionen G’ und G iveier mit der
Projeftionsebene E nad) derfelben Seite hin gleiche LWinfel
w, und w, madhenden Geraden G, und G, parvallel, jo jind
bie Gevaben G, und G, felbft parallel.

Wiire G, nicht pavallel zu Gy, o fonnte man durd) einen
Punkt P in G, eine Gevade Gy // Gy 3iehen. Die Projeftion
P' bon P Yiegt Dawm zugleidh in G und in et LBrojeftion G
bom Gy (Fr. 191 L), aud) fallen G* und G entweder Fu-
fammen, oder 8 ift G // G' (1IL). Fiele mun G auf G,
fo hitten audy G und G* ben Punit P’ gemtein, im TWibex-
fprudy gegen die Vor. G // G und Fr. 26. TWiive dagegen

L)

6" // &', jo miipte G"' mit G“ 5uim1nneufnl£en, weil G // G’
bovauggefest wurbde, und fic) duvd) P’ mur eine Parallele zu
G' piehen faft (. 57 L); ba ferner zugleidh G,/ Gs, fo
glidie 2w, dem Neigungdwinfel w, von Go gegen 1 (IV.)

16*
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und aud L w, = 2 w. (Bor.) folgte weiter / wy= 2/ w,;
mim fegen w, und w, (Bor.) und ebenfo w, und w, (nad)IV.)
nady derfelben Seite hin, und in w;=—w, Wiirde daler ein
Widerfpruc) gegen Fr. 69 VIL ftecten, wemm nidyt w, und w,
fich decktent und demnadh (wegen Fr. 46) aud) die durd) P gelegte
(G, und G alfo ift: e

VIL Bieht man in dex einen (15,) bon 3iei fich jhneidenden
Ehenen B, und E eine zur andeven (E) parvallele Gerade G,
fo ijt biefe bem Durd)jdnitte G,
beiber Ebenen pavallel (Fr. 26).

G und G, liegen ja beide in
der Ebene E,, Fig. 183, und
fonmen fid) nicht jchneiden, tveil
jich fonjt audy G und E {dyneiden
miifiten, ba jeder Punft von G,
aud) ein Punft von B it
(G und G, fallen nicht zufammen,
&r. 184 VIL.)

VIIL St eine Gevade G pavallel zu ziwei fich fchneibenden
Ebentent B, 1md K,, o ift G aud) pavallel yum Durchicynitt
(&, der Deiden Chenen E, und I,

G ift ndmlich au ihrer Projeftion G auf B, pavallel
(Fr. 197 1.), zugleid) ift enttveder G* // G,, oder G' fillt mit
G, zujommen (1.); Ddafer ift — im exftern Falle nad
&r. 189 VIIL., im andern
unmittelbar — aud) G J/ G-

202, 2Wag verjteht man
unter einem  Fladen- oder
Seilwinfel und wad  wnter
vent  Neigungdwinfel jweicr
Ehenen?

I. $alt man bon einem
Punlte P (Fig. 184) zwei

Novmalen PN und PL auf

aioei fich {dneidende Ehenen
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B und K, fo fchlicgen die Deiben Forvmalen immer Den
pimlidyen Winfel u ein, wo aud) P fiegen mag. Hallt
man ndmfic) von einem andern Punite P die Jtormalen
PN, und PL, auf E; und E,, fo ift nad) Fr. 189 IV.
PN, /PN und P,L, // PL, daber aud :

/NPL, = £ NPL = Zu (Fr. 189 IX.).
II. Qegt man durd) die Deiden Normalen PN und PL
cine Ghene 10, jo jhneidet K, die Ebhenen I, und K, in givei

Gevaben UQ und XQ, weldje fid) ebenfall3 ftet unter
demjelben Winfel w jdhneiden Sn dem ebenen Bievede

PNQL ift nimiid) £ PNQ =130 / PLQ (%r. 181 X.),
jolglidy £ NPL -~ £ NQL 80° (Fr. 72 II1.), oder:
w= /_ NQL = 180 /. NPL = 180° — £ 1.

[T, Jieht man &
Sdmittlinie AC chen | i Fr. 196 1
PF /B, und PF // E,; dabe 31 ch Jentredy
en beiden Stormalen PN und PL (Pr. 197 1IL.), alj

PF | E, (§r. 181 XI.) und, weil ja PF // AC gemad)t
wuede, jo fteht audh die Sdjnittlinie AC auf [, novmal
(Fr. 189 VIL).

V. Bmijden den beiden ourdh die Sdnittlinie AC halb=
begrenzten Ehenen B, und E, ift ein Halbbegrenjter Raum
enthalten, weldher ein Flidhen= oder Qeilwintel Deift.
F, wnd B, heifen die Seiten, AC die fante e3 Flichen:
infel3.

Diefer Raum wird bon der Ebene I, {iberftrichen, wenn
fidh Dicjelbe von der Gbene B, aus bi8 in ifre fehliefliche
Qage um die Sdnittlinie AC dreft. Bei diefer Drehung
bewegt fich die nach IIL und Fr. 181 X. auf AC normale
Sduittlinie QX zwifdhen B, und K, bon der Sdnittlinie QU
swijden I, und B, aug in dev Ebene E; bis in ifhre endlidye
Qoge (Fr. 181 XIV.) umd bejchreibt Dabei Den ebenen TWinfel
NQL — w.

V. Diefer chene 9Rinfel NQL = w, Defjen Schentel in
den Ghenen I, und I, liegen und peide auf der Schnittlinie
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AC Dbiefer beiben CEbenen fenfrecdht ftefen, wird bder
Neigungdwinfel der beiden Ehenen B, und E,
genannt.

Geime Grdfe ijt zwar von ber Grofe ded Flachen-
infeld (IV.), nicdht aber von der Lage ded Puntted P obder
Q abbingig (1L.).

VI. Den Fliachemminfel der zwei Ebhenen E, und K,,
meldhe jid) in AC {dyneiden, bejeichnet man entiweder burdy
£ (E,, E,), ober burd) £ U(AC)X, wobei U und X 3ivei
PBuntte in B, und B, bebeuten.

203, Welde Siike diber den Neigqungdwintel sweicr Ghenen
cegeben id) aud v, 2022

I. Nad) Fr. 202 IV, und V. lift fich der (ebene)
Neigungdwintel w zur Bejtimmung dex Grife des Bliden-
infeld und der gegenjeitigen Lage der beiden Ebenen K,
und I, benuben.

Sebe Inderung deg Winkeld w fat eine (nbderung bes
Slachenwinteld im Gejolge, und umgefehrt.

Wird der eine Winfel 2, 3, 2. mal fo grok, fo wird
aud) dex andeve 2, 3, 2c. mal fo groff. Neigungdwintel und
Blidenmintel {ind alfo einander proportional.

Wenn man dafer fitr die Flahenwintel gany dhnliche
Begrifisbeftimmungen einfiihrt, wie friifer fitr die ebenen
Winfel, fo erhalt man fehr leicht eine gange Neihe von
Giiben, weldye mit frither dagewefenen wortlid) gleidhlauten.

IL Jur Beftimmung der Lage der Cbene E, braudht
man aufer der Ehene B, und der Spur AC nur die Gevade
QL, ober den Neigungdwinfel NQL = w (Fr. 182 IIL).

L Jft der Neigungdwintel w sweier Ehenen E, und K,
{piB, ved)t, jtumpf, flach obex iiberftumpf, fo ift e8 aud) ife
Slihentointel.

IV. Jeder hohle Flachenwinkel ift fleiner, jeder iiber-
ftumpfe grdfer af8 ein flacher.
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V. Bu jedem Hoblen Flachenwintel giebt es eimen iiber-
fumpfen, feldjer mit exjterem aufammengenonumen Den gangen
Slachenwinfelraum um die Scnittgevade AC hevum erfiillt.

VI Bwet Flachenmmintel heifen Nebentoinkel und Seitel=
winfel, wenn ihve Neigungdiwintel s jmd.

VI Seder Flachenmwintel ift feinem Scheitelwintel gleid.

VIIL Sjeber Jfachentinfel evgingt feinen Nebemwintel
ju einem flache.

IX. Alle vechten Fltchemintel jind unter fich gleid.

X. Gine Gbene E,, Deren Neigungdwinfel gegen eine
andere B, ein techter ijt, fteht mormal oder fenfredt
(L) ouf E,.

XI. Der fpibe MNeigungdivintel
Ghenen B, und E, ijt gleid) dem fp
swifen ifren Normalen NP und LI
§r. 39 1V.).

904, 908 ift itber swei auf einander jenfredt ftehende Ehenen
e bemerfen?

L Steht eine Gerade PN (Fig. 184) auf einer Ehene E,
fenfrecht, fo iteft jede duvd) PN gelegte Ebene B, aud) auf E,
fenfrecht.

Bieht man nimlid) in B, im Suppuntte N eine Senfredjte
NK 3u der Scnittgeraden QU pwijdjen Ey und B,, jo ift
/ PNK et Neigunggintel ywijden By wnd B, (Fr. 202 V.);
weil nun £ PNK = 90° (. 181 X.), fo ijt:

B, _LE, (%r. 208 X.).

I 98ill man durd) zwei gegebene Puntte P, und P,
ober die duvd) P, und P, gehende ®erade G (Fig. 179 ©.237)
eine Ghene I, jenfrecht auf eine andere Cbene It fa (fen, weldye
auf G, bezw. auj dex Strede PP, nicht normal jteht, jo
braudjt man mur zwei Normalen PN, und PN, auf E; 3u
fllen (Fr. 187 I.): durd) diefe Deiden Normalen ift dom
bie Ehene £, zu legen (Fr. 191 1L).

@3 giebt nur eine folde Ehene (Fr. 191 IV.).

(Fig. 184) 3ziveier

, QUi Pal 1 ]
en Wintel HPI
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IIL. il man durd) einen gegebenen Puntt P eine Chene
2, legen, weldhe ju der Cbene E, novmal und ju einer Gexaden
G parallel ift, fo iehe man durd) P eine Gerabe PL /G
(Br. 196 V.), made PN_LE, (Jr. 187 L) und lege E,
ourd) PL und PN. Dergl. Fig. 184.

€5 giebt nur eine foldje Ebhene (Fr. 186 VIL, 188 ).

IV. ©dneiden fid) die beiden auf einander normafen
Chenen By, und B, in UQ (Fig. 184), fo fteht die in B,
gezogene, auj UQ fentrechte Gerade NP audy auf E, jentredht.

Bieht man in B, nod) NK | UQ, {o ijt dex Neigungs-
winfel PNK =90° (§r. 202 V. und 203 X.), und da auch
/£ PNQ=90° (Bor.), fo ift PN _L E, (3. 181 XL),

V. ©teht die Chene E, auf einer Chene B, fentredt, jo
(apt jid) die Schnittgerade UQ diefer beiden Ghenen alz die
Projeltion von E, auf E, anfehen. Denn die durd) einen
Puntt P in By auf UQ gefillte Gentredite PN fteht aud)
auf B, jenfrecyt (IV.) und N ift alfo die Projeftion von P
(Fr. 190 1.).

VI Fillt man von einem Punkte P einer Ghene K eine
Normale PN auf eine ju K, novnale Ehene Ey, fo trifft PN
nad) V. und wegen Fr. 188 1. die Shnittlinie UQ bex beiden
Ehenen. PN liegt alfo gany in dev Ehene E,,

VIL Crridtet man in einem Punfte N der Sehnittlinic
UQ gweier auf einander fenfrechten Gbhenen E, und B, auj
ber Ebene B, eine Novmale NP, fo liegt diefelbe ivegen IV,
in er andern Ebene B,, tveif i) in N nur eine Novmale
auf B, evvichten lGft (Fr. 188.1L.).

VIIL. Steht eine Ehene K, sugleid) fenfrecht auf zwei
fid) jdhneibenden Ehenen B, und I, fo fteht jene Gbhene E,
aud) auf der Sdnittlinie AC aoifden B, und B, fenfredt.

©dyneiden fid) in Q (Fig. 184) die Schnittlinien NQ
gwijen B, und 1B, und LQ 3ifchen 1, umd By, fo liegt
eine in Q auf I, errichtete Normale tn B, und in E, sugleich
(VIL) und fillt deghalb mit AC jujammen (&v. 185 11)
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IX. Seber Puntt P dex Chene B,, weldhe den Winkel
swijen gwei Chenen E, und E, Dalbiert, ijt von diejen
Gbenen 1, und E, gleichiweit entfernt.

Um die Cntfermung ded Paumtted P bon B, und E, zu
finden, miiBte man von P zwei Normalen PN und PL auf
B, und B, fillen. Die duvd) PN und PL gelegte Ebene K,
(vergl. Fig. 184) ftiimde banm auf B, und auf 1, sugleich
fentrecht (1.), folglidh ftiinde B, in @ auf dem Sduitt AC
awifden K, und E, jenfrecht (VIIL) und ebenjo auf 1, (L).
Der Neigungdwintel NQL zwifdhen E, und E, foll mm duvd)
B, d. b. ducd) PQ (Fr. 202 V.) Halbiert werden; daber ijt

urtd PL =PN (Fr. 67 IL.)

APQL 22 APQN (Fr. 81 IL)

205, Wenn find gwei Ebenen pavalfel?

I, Sede Gervade G, (Fig. 185), weldje in der einen E,
bon jwei pavallelen Ehenen B, und K, liegt, ift der anberen
K, pavallel.

Dandmlid) £, feinen Puntt mit E; gemein hat (Fr. 185 IV.),
jo fann aud) die in E, liegende (Fr. 184 L) G, feinen Pantt
mit B, gemein DHaben,
fonbern 8 it G,/ B
(Fr. 184 VIL).

1. 2Werden zwei pa
vallele @benen E, und E,
bon einex dritten Ehene Iy
gejdynitten, fo find Ddie
Sdnittlinien G, 1wnd Gy
paxallel.

Wenn fich nimlich G, und G, in einem Punfte P fchnitten,
jo (dge diefer Puntt P Fugleid in B, und E, (Fr. 184 L);
weil mum K, / B, fein joll, jo founen aud) G, und G, feinen
Puntt gemein Haben (Fr. 185 1V.), und da G, und ¢, beibe
in 1, fegen, fo ift:

.;:'?J

G, /J/ Ga (Sr. 26).
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II. 3Bwei Chenen E, und E, find pavallel, wemn jie eine
gemeinjhaftliche Nornale N, N, haben.

Hitten B, und B,, Fig. 185, einen Punft P gemein, fo
ivitrbe die durd) P umd NN, gelegte Ebene B, die Ghenen ,
und B, in 3iwei Geraden G, und G, jdyneiden, welde pavallel
wiven (I, oder Fr. 181 X. und 62 II.) und dod) den
Puntt P gemein hiitten, wad Fr. 26 widerjpridt. Daber it

E, // E, (. 185 1V.).

IV. Bmwei Cbenen B, und B, {ind parallel, wenn ifre
Normalen NN, und Q,Q, parvallel fillb.

it in Fig. 185 NN, LE, und Q.Q. |_I'L1 fo muf,
wenn Q,Q, // N,N, bovaudgefeist tvird, aud) Q,Q. L B, fein
(Br. 189 VIL); Q,Q, fteht demnady forwohl uu'[ E, al3 auf
E, novmaf, we3halb E, /E, fein mufy (IIL).

V. Dwei Ebenen E, und E, (Fig. 186) find pavallel,
enn m[) i B, 3wei fid) jhneidende Gerade G, mnd G, zichen
lafjen, weldhe 3u B, pavallel find.

Fallt man vom Sdynittpuntte § der Gevaden G, und Gy
eine Normale SNEaufE, (Fr. 187 L), fo ift nach F. 15)7]11.

SN _L G, und SN _|_ G,, folglich SN _|

normal gemadht wurde, joift E, /B, (IIL).

VI. Bmwei Ebenen E, lmb [, find
2 | = pavallel, wenn fid) in der einen B, jiwei
\ V; \G‘i ﬁi jih jchneidende Gerade G, und G, ziehen

- S=F Imqm weldje 3u 3iwei Geraden G,und G,
in Der andecen Ehene E pmu[ el find (V.),

g, 186. teil ja:ibamn aud) G, /B, umd G,/ E,
ift (3r. 196 L.).

VII. Bwet Chenen E, und B, (Fig. 187) nub parallel,
enn drei Fwifdhen ihnen geyogene, nidhgt in einer Cbene
liegende (vergl. Fr. 182 I.) parallele Streden AD, LQ, NV
gleidglang find; wegen Fr. 189 V. fonmen an Stelle diefer
orei Parallelen aud) drei Normale treten.

(Fr. 181 XL.); ba mun SN jdjon mn l ;

oy
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Qegt man duvd) AD wid LQ, beagleichen durc) AD und
NV eine Gbene (Fr. 186 VL), fo it :
ADZELQ und  AD=ENV (Box.)
AL // DQ AN / DV (§r.108V.)
E, //E, (VL.).

206, MWelde Gigenjdhaiten haben jwei patrnllefe Ehenen?

1. ©ind swei Ehenen E, und E, parallel, fo fteht jede
Rormale SN der einen Gbene B, aud) auf E, normal.

Bieht man durd) 8 inE, atei Gevade G, und Gy, Fig. 186,
fo ift G, // By und G, // B, (1. 205 1), folqfich G, L SN_L G,
(§r. 197 IIL) und dedhalb:

SN | B, (Fr. 181 XL.).

1. Gind zwei Eheneri By, und B
swifchen ifnen gezogenen Parallelen g

Qegt mon ndmlich duvd) trgent
NV, $ig. 187, eine Ebene, jo
DV Diefer Gbene mit H, und
B, aud) pavallel (Fr.205 I
umd  Ddedhalb AD — NV
(§r. 108 TIL).

TIT. Ale Normalen zwijden
stvei pavallelen Chenen B, und
B, find parallel (L. und Fr.189
IV.) und gleichlang (IL.).

Sede Diefer Novmalen mift
det Abftand ober die Ent=
fernung der Deiben pa-
vallelen Ebenen.

Der geometrifde Ori Big. 187.

(vergl.74 X VIL.)eined Punttes,
welder auf Yer einen Seite einer Ehene E, in einem gegebenen
bftande von diefer liegt, ift eine zu I, pavallele Chene K.

V. @dneibet cine Gerade G Dbie eine E, bon Ftoei
pavallelen Ghenen B, und B, fo jdneidet G aud) Die anbere
Ebene L.

(lel, fo jind alle
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Fallt man von dem Punfte 8, (Fig. 188), in dem G bdie
Gbene K, {dneidet, eine Normale SN auf B,, und legt maon
dann durd) G und S,N eine Chene 1,
jo jind die Sdmittlinien A8, und
AN ifden B, und den Ebenen B,
und B, pavallel (Fv. 205 11.); dabex
muf G aud) AN jdneiden (Fr. 60 1)
und over Punft §,, in weldem dies
gejchieht, ift suglei) ber Scnitt
sivifhen G und E,, weil ja AN
gany in K, liegt.

ig. 188 V. Bwei pavallele Ehenen B, und
I, maden nach derfelben Seite Hin
gleiche Wintel w, und w, mit dev fie jdneidenden Geraben G,

Weil 8N in Fig. 188 nicht blof auj E, (IV.), jonbern
auch auf B, novmal ift (L), jo {ind GS,A, und GS,A, die
Neiguugswinfel zwijchen G und den Ebenen E, mnd I,
(Fr. 192 L. und 191); nady JFr. 62 1. 1. aber ift:

£ G8,A, = 2 G8,A,.

VI. $ft eine Gerade G pavallel 3u der einen E, bon jtvei
pavallelen Ehenen B, und E., jo fann jie aud) bie anbdere
Ebene B, nidht jhneiden. Denn (dnitten {idy G und E,, jo
miifte G nad) IV. aueh E, jdneiden, wibhrend dod) G /E,
jein foll.

VII. ®urd) einen gegebenen Punfi S (vergl. Fig. 186)
faft fich nur eine Cbene E, pavallel ju eciner gegebenen
Ebene E, legen (Fr. 181 XIIL); denn nach) L mufy B, alle
®eraben enthalten, weldye in § fenfrecht zu der von S aufk,
hevabgefillten Normalen SN ftehen. — Bergl. Fv. 198 V.

VIIL. Daber lift fid) oud) nur eine eingige Chene E,
poxallel su B, durd) eine yu B, pavallele Gerade G, legen.

IX. Durd) zwet fic) frewzende Gerade G, und G, lapt
fich nach Fr. 200 I, nux ein Paar pavallele Ehener B, und
B, Tegen; dennt wegen Fr. 205 I muf 3. B. die duvd) G, ju
legende Ebene E, audy ju G, pavallel fein.

=
3
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Die Cntfernung bdiejer Deiben CEbenen ift 3ugleich die
fiivaefte Gntfernung dex Deiden Geraden. Vergl. Fr. 200 VL
i : gL 8

207, Welde Sibe gelten vou gwei {ich jdhucidenden Ehenen?

I. Bwei Ebenen miijfen ficd) jdhneiden, fobald eine auf B,

ecrichtete Movmale nid)t audy zugleid) auf B, novmal {teht

(. 206 L.).
1. Bwei Ebenen, welde fich {dmeiden, Haben wegen

gr. 205 111, feine gemeinjchaftliche Novmale *).

I Bivei Chenen jdyneiden fid), wenn zivei zivijden ihnen

gesogene parallele Streden ungleid) find (Fr. 206 I1.).

IV. eun zwei Ehenen E, und E, fid) {dhneiden, jo jind
aiwei 3iwifden ihnen gezogene Parallefen P, und P, ungleid,
jofern Die duvch diefe Lavallelen gelegte Ehene 1, nid)t etioa
jur ©dnittlinie G, dex Ebenen E, und I, pavallel ift.

Bei E, // G, (vergl. Fig. 192 . 255) find nimlid) die
®eraben G, und G,, worvin B, und B, bon E, gejdnitten
werden, iyt mit G, (Fr. 197 1), dedhalb auc) unter
i) parallef (Fr. 189 VIIL) wnd P, = P, (Fr. 108 IIL.).
Dafer fonnen wegen Fr. 205 VIL P, und P, nidht nod)
einer aufer I, liegenden Pavallelen gleid) jein.

V. Wie die Varallelen P, und P, in IV. wadyfen, mwenn
ihre Ghene I, die Gerade Gy i O fdneidet (Fig. 193), jagt
or. 148 1.

VI. Umgefehrt wive bei P, = P, in $Fig. 192 aud)
G /B, (. 197 VL), baber G,/ G (Fr. 197 IL) mwnd
Gs // Es (Br. 196 1.).

¥ Nennt man pwei Eoenen mit einer gemeinjdajtlichen Jovmalen, oder
mit parallelen Novmalen Ghenen von gleider Stellung, jo lauten I.,
IT., §r. 206 1. (IT1.) und 206 IIT. (IV.) {hnlich, wie die Siibe in Fr. o6, -

Bergl, Fr. 182 1L
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208, Welde Lagen fonuen drei Ehenen gegen cinander haben?
L. Drei Gbhenen I, B, und E; fnnen nur fiinj ver-
jthiebene Qagen gegen einander haben. €3 lafjen fid) ndmlid
jwei Hoauptfille unterfdeiden :
smei Ebenen jind parvallel;
feine Ghene ift der andeven parvallel,
Beim exften Hauptfalle farm darm die dritte Ehene bex
exften Gbene parallel jein, ober fie jdneiben.

Beim zweiten Hauptfalle fonn bdie dritte Ebene den
Durchfdynitt der beiden anderen in fich enthalten, ihm pavallel
fein, oder ihn {dyneiden.

I1. @in‘\ 3ioei Ehenen 1, und I, einer Dritten I,
parallel, fo find fie unter fic) jelbft povallel.

['ﬁ\

2 S
iy \

Big. 169. Fig. 100.
Dann fteht namlich jede auf B, ervidjtete Novmale NN

)

(Big. 189) aud) auf E, und B, normal (Fr. 206 L), und
baber ijt: E, // E, (§t. 205 1IL).

[1I. ©dneidet eine Ehene L, (Fig. 190) die eine E, bon
stei pavallelen Ehenen K, und E,, fo fdyneidet fie aud) bie
andere B,. Eine auf B, ervidtete Normale ift war auf K,
normal (Fr. 206 1), aber nidt auf B, (Fr. 207 1L.); B,
und L, mitfjen fid) daher jdueiden (Fr. 207 L.

Dabei jind die beiden Schnittlinien AB und CD parallel
(Sr. 205 11.).
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IV. TWerden jtvei Chenen B, und By, Fig. 190, bon einer
pritten €bene B, in den parallelen Geraden AB und CD
gefdymittent, fo fteht jede auf AB normale Ebene B, aud) auf
oD noxmal (Fr. 189 VIL). Sdneidet mun I, die Ehenen
B, B, b E, inF,K,, F.K, und XK ,K,, fo find0 £ F,K,X
und £ TLK,X die Neiqungdmintel (Fr. 202 V. und 181 X.)
bon B, gegen I2, und B,. Demnad) gelten von diejen Neigungs-
pinfeln und dafer aud) von ihren Fladenwinteln gany die
nimlihen Stige, weldpe in Fr. 62 fiir wei Gevade aufgefithrt
wurden; Denm bei B, / B, ift MK, / F.K, (IIL) und
umgefelrt aus F.K, // F.K, bei AB // CD folgt B, // E,
(§r. 206 VL).

Sig. 191, Fig. 192, Fig. 193.

V. Qiegt der Durchjchnitt G gtoeier Chenen I, und E,
(Fig. 191) in dex dritten Ehene Ky, jo haben alle dyei Ghenen
bie Gevade G gemein, fonjt aber nid)td weiter.

Dermn die dret Ghenen frelen nady Fr. 182 1L jujammen,
fobald fie nur nod) einen Punit aufer G gemein hitten.

VI it der Durchjchmitt G, (Fig. 192) pioeier Chenen 1,
umd E, der dritten Ehene I, pavallel (umd ijt feine Ebene dex
anbdeven parallel), fo johneiden fid) aud) B, und E,, jowie K
und By, leptere in G,, erfteve in G,.

Hievbei it nach Fr. 197 IL G, // Gy und Gy// G, dafer
audy G, // G // Gs (Jr. 189 VIL), . §. die drei Durd)-
jdnitte G,, G, und G, find einander parallel.

VIL ©dueidet die dritte Ehene £y Den Durdyjdnitt G,
Per beiden Ghenen B, und B, in O (Fig. 198), jo {dneiden
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fich in dem Puntte O die drei Ehenen wund auch ihre drei
Durdhfdnitte Gy, G, und G,.

Die drei Ehenen Haben aber aufer O feinen Punft
gemein, weil fonft aud) diefer Punft in jedem der brei
Durchjdhnitte | IL{]LII und allen drei Durdyjdinitten gemeinfam
fein miifite, Da ja nad) Fr. 185 L. je zwei Ehenen fic) nuy in
einer Geraben jdneiden finnen.

Wenntes Kapifel,
Das Drethant.

209. 9%

Bag it cin Dreifant?
1. Dent

Denft man fich die drei nidht in einexr Ehene liegenden
Durdhichnitte OA, OB und OC (Fig. 194) der drei fidy in
blof einem Punfte O jdhneidenden
Ebenen E,, E, und E, (Fr. 208
VIIL.) al8 drei bon O oudlaufende
Strahlen, fo bilben fie zunddit
drei ebence Winfel AOB = «
\ A BOC — a und COA=Db
(o — Bwijden Ddiejen Ddrei ebenen
LWinfeln ijt aber ein hHalbbegrenytes
Stiid ped unendli [)Cll Natmes
enthalten, tweldhed man eine dreifeitige ke, einen drei-
feitigen lﬁl‘L‘\‘l‘lifiJ ert WinTel ober ein Dreifant nennt
und durd) O(ABC) begeichnet.

[I. Mimmt man nul)uu‘ bon O audlaufende Strafhlen
und Ebenen, fo erhilt man in gleidjer Weife ein BVielfant.

1L Der Luntt O ijt Der ©djeitel ober die Spife, bie
orei Straflen OA, OB und OC find die Ranten und die bon
ifunen gebildetent ebenen Winfel a, b, ¢ die Kantenwinkel,
Geitenmwinfel ober Seiten ded Dreifantd. Bon den (nidt
itber die fanten hinaus eviveiterten) drei Seitenebenen erden
gegen Dad Jnunere ded Dreifantd hin drei Fliadentvintel A(OB)C

g, 194

. —_—n
.
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=B, B(0C)A =C und C(0A)B = A gebildet (Fr.202IV.)
unb feifsen die (inneven) Wintel bed Dreifants. Die Seiten
a, b, ¢ liegen Der Reihe nad) den Winfeln A, B, C gegeniiber.

210, Wie vielerlei Dreifante giebt e3?

I. Dreifante mit fladjen Seiten giebt e nicht ; wird namlich
£ a=180°, jo fallen bie Ebenen AOB und AOC zufammen
(Fr. 182 IIL.), ihr Flacdenwinkel wird zu einem fadjen (vgl.
St. 203 I11.), und man hat dann fein Dreifant mehr, jonbdern
Dlof einen Fldcheninkel.

II. Gbenfo wird ein Dreifant u einem Flachenwintel,
jobald ein Winfel bed Dreifantd fad) wird.

TI1. eil Die drei Seiten dad Dreifant begrengen (Fr. 209 L),
fo barf feine Seite durch) dad Dreifant hindburdhgehen oder
sum Teil innerfhalb ded Dreitantd liegen. Da nun bie dritte
Rante 0A mit feiner Geraden in ex burd) die beiben anderen
Quntern OB und OC gelegten Ehene E einen iiberjtumpfen
Bintel macht (Fr. 192 IIL), fo miiffen die Seiten b und e
BoBt fein, jobald man fitv die Seite a die Moglichteit, Hohl
obex iiberftumpf zu fein, ulojjen will.

Daber giebt e3 fein Dreifant mit mehr a3 einer itber-
ftumpfen Seite.

IV. Sebes Dreifant hat Demnad) wenigitens zwei hohle
Seiten. St die dritte Seitehohl, oder iiberftumyf, jo ift
aud) ihr Gegentwintel Heiner, ober grifer ald ein fladjer
Winfel, b. §. Hohl, ober iiberftumpf (L, Fr. 203 IIL
umbd V).

St umgefefrt dex dritte Wintel hohl, odex iiberftumpy,
o it aud) jeine Gegenfeite Hohf, ober iiberftumpj.

V. Gin Dreifant mit drei hohlen Winfeln hat aud) drei
hohle Seiten (IV.).

VL. Bu jedem Dreifant mit drei Hohlen Seiten und
Winteln giebt 8 ein Dreifant (Aufendreifant) mit den-
felben Qanten und Seiten, aber mit drei iiberftumpfen

Befhfde, Geometrie. 3. Aufl. 17
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Winfeln, deven jeber einen Wintel ded urfpriinglichen Drei-
fants (be8 Urdreifantd) su 360° ergingt™). Bgl. VIIL

VII. uch zu jedem Dreifant mit zwei Hohlen und
einer itberftumpfen Seite und Wintel giebt e8 ein AuFen-
breifant mit denfelben Qanten und Seiten, aber mit ywei
itberftumpfen und einem BHofhlen Winfel, Deven jeder
einen Winfel ded Urbreifantd zu 360° ergingt. BVgl. VIIL.

VIII. ©owohl in VI ald in VIL ecfiillen die Beiden
sufommengehivigen Dreifante den ganmgen forperlidhen
Winfelvaum um den Scpeitel. Nennt man diefen ganzen
Wintelvoum Bolldreifant, jo madt jebed Dreifant mit
feinem Aufendreifant ein Volldreifant aud. (Vgl. Fig. 195.)

IX. Bu jedem Dreifant mit drei Hohlen Seiten und
Winfeln giebt e drei Dreifante (Gegendreifante) mit
penfelben Santen, aber mit je einer dberjtumpfen Seite
und Winfel, 3. B. a, und A, in Fig. 194, weldhe die betveffende
Seite a, besieh). Winfel A ded Urbdreifantd ju 360° ergingen;
die Deiben anderen Seiten in beiden Dreifanten find gleid) ; die
beiben anberen Winfel evgingen die Wintel ded Urbreifants
it 180° Man erhilt ein jolded Gegendreifant durd) Cr-
foeiterung einer Seitenebene E ded Urdreifants.

X. Jebed Dreifant erfiillt mit feinem Gegendreifante den
Fladeninfelvaum auf der einen Seite einer Ebene E, bilbet
alfo einen fladjen Fldchenwintel ober madht eine fladje oder
geftredte Cdde, ein Fladhdreifant, . 1. bie Hilfte eined
Bolldreitants aus.

XI. Wegen VI. bid VIIL braudht man blof Dreifante,
ieldje Heiner find al8 ein Flad)dreifant, und wegen IX. und X.
blof hohle ober fonfave Dreifante mit drei Hohlen
Binfeln und Seiten zu betradjten. Jm Folgenden wird daher
ftet3 bon joldjen die Rebde fein.

*) Denft man fid) dad Urbdreilant aud ecinem Stoff gebildet, fo twird dex
leeve Raum um basfelbe von dem ufendreifant eingenommen., Wenn man
bagegen bas Urbdreifant (al3 Mobell) in cine Formmafje eindriidte und wicder
Bevausdszige, fo tofirbe die mit einem bem Urbdreitante gleidjenden odje verjefene
ormmaffe bad Aufendreifant ftofflich darftellen. Bergl. VIIL
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211, Wie entjteht ciw Neben=, Hinter-, Scheitel-Dreifant?

Griveitert man die drei Ranten und Ehenen eined Dreifantd
O(ABC) iiber defjen Scheitel O (Fig. 195) hinaus, fo exhilt
man nod) {ieben Dreifante:

I Die brei Nebendreifante O(A,BC), O(AB,C) und
O(ABC,) haben mit dem Urdreifant nux je 3wei Santen und
eine Seite gemein, wahrend die anderen Seitent und Winfel
bie Seiten und Winkel ded Urdreifantd zu 180° ergingen.

tg. 195.

Xe 3tvei Nebendreitante liefern als Summe einen Flichen=
infel. Bgl. Fr. 210 I, und IL

II. Die drei Hinterdreifante O(AB,Cy), 0(A,BC))
und O(A,B,C) haben mit Dem Urbdreifant nux je eine Rante
gemein,

Die Seiten 1md Winfel an diefer Kante find ald Scheitel-
winfel gleid) (Fr. 42 11.); die anderen Winkel und Seiten
ergiingen fich paarmoeife yu 180°.

IIL. Da3 Scheiteldreitant O(AB,C,) hat feine Qante
mit Dem Urbreifant gemein; feine Seiten und Winkel find
al8 Scheiteliwintel denen des Urdreifants gleid).

17*
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Diefe beiden Dreitante fonnen aber trofdem (weil ihre
Geiten unb Wintel in umgelehrter Folge*) an einanber ftofen)
im allgemeinen nicht zum Decen gebracht werden, jonbern
nux wenn in jedem wei Winfel gleich find.

Mtan nennt folde Dreifante fymmetrijd-gleid, da fie
fid) mit je einer Seite [ dburd) Drehung von O(A,B,C,) um
0A, 3 %B. mit £ COB und £ C,0B,] fo auf einander legen
laffen, Daf3 Die beiden Dritten Ranten [0A unbd 04,] fym-
metrijch gu beiden Seiten der durd) die anderen beiden Ranten
gelegten Ebene [ COB | liegen.

212, Wie erhlt man g cinem Dreifant dad Volardreitant?

L Fallt man von einem Punkte O, (Fig. 196) innerhalb
eined Dreifantd O(ABC) drei Normalen 0,A,, 0,B, und 0,C,
auf die Chenen Hed Drei:
font8, und legt man durd) je
et Novmalen (ald8 Stral-
len Detrachtet) eine Ehene
[A,0B,U, B,0,C;X, ober
C,0,A,V], fo echiilt man dag
Bolar= oder Supplemens
—¢ tardreifant 0,(AB,C);

1. Die Seiten und Winfel
bed Polarbreifantd erglingen
die Winfel und Seiten ded
WMrdreifants zu je 180°.

©8 ftehen nimlid) aud) bie
Gbenen A,0,B,U, B,0,0,X
und C,0,A,V auf ben Ranten OC, OA und OB normal
(Jr. 204 1., VIIL); daber ift nady Fr. 202 V. und 181 X.:

A — LBXC), LB =/.0CVA;, L0 =L A4UB
L A= LUAYV, /B=/XBU, /C=/LV0X.

Fig. 196,

») ‘jifmgidj wie die Finger an der vedjten und an der [infen Hanb; ber
vedite Handichul) pafit jo auch nidht an die linte Hand.
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Jn jedem der fechd Vievede A,0,B,U, B,0,C.X, C0AV,
A,VOU, B,UOX und C,XOV {ind aber 3tvei Wintel vechte
(Br. 181 X.), und dedhalb ijt nad) Fr. 72 IIL:

LA+ 2L a,=180° LA/ a=180°
LB+ £Lh,=180° LB+ /£ b=180°
L O L e, =180° 220, = Z. c=180".

IIL. Da3 Polardreifant vom Polardreifante gleiht in

feitten Seiten und Winfeln dem Urbreifante (1. obexr L.).

213. Welde Begichungen beftehen wijden den Seiten und
Winfeln ded Dreifants ?

I. €in (hohles) Dreifant Beifit gleichidjentelig, ober
gleidfeitig, wenn in ifhm 3iwei, odber alle drei Seiten gleidh-
grof finbd.

I Fallt mon in eivem gleichjchenteligen Dreifonte aud

" eimem Punfte P der Den Deiden gleichen Seiten a und b

gemeinjchaftliden Scheitelfante OC eine Normale PN auf die
Orundieite ober Bafid e, jo fann dber Fufpunft N der
Yeormalen nur in der Seite ¢ Jelbft, ober in ihrem Sdeitel-
tinel liegen, und ywar halbiert ON biefe Seite ¢ (Fr. 193 IX.).
Byl. Fig. 198.

II. Dafer find die Winfel A und B an der Bafi ¢ ded
gleichjchenteligen Dreifantd gleidhgrof (1L u. Fr. 194 VIL).

IV. Ulle gleichjchenteligen Dreifante {iber derfelben Grimd-
feite ¢ haben ihre Sdjeiteltfanten OC in der (burd) dbie Normale
PN in II. gelegten) Ebene, tweldhe die Grundieite fenfrecht
halbiert.

V. Sn einem Dreifant mit atei gleichen Winfeln A und B
muf bie Projeftion ON der Kante OC auj die Gegenfeite ¢
mit ber Halbierungsdlinie diejes Winfels ¢ (oder feines
Sdyeitelminfels) gujammenfallen (Fr. 194 VIIL).

VI. Aud der Gleidhheit ziweier Winfel A und B exgiebt
fid) daher die Gleichheit der Gegenfeiten a und b (Fr. 193 VIL).

VIL. a8 gleidyfeitige Dreifant ijt audh gleichvintelig (111.),
und jebed gleicdhivintelige ijt gleidyfeitig (VI.).
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VIIL Ju einem Hohlen Dreifante fteht der groferen Seite
(a>b) aud) ein grofever Wintel (A > B) gegeniiber.
Der Veweid ijt aud Fr. 193 und 194 ofne bHefondere
Sehwierigleiten 3u fiitren, dabei aber ju untevideiden, ob
bie Projeltion ON ber Kante OC auf die Seite e innerhald ¢
jelbit, ober in defjen Scheitelwintel, ober Nebenmwinfel Fallt,
IX. Ju jedem hohlen Dreifante liegt dem griBeren Wintel
aud) bie grofere Seite gegeniiber (I1T. und VIIL).
X. ®ie Diffeveny a—b
2 3iveier ©eiten a und b eined
7 hohlen Dreifants ift Heiner ala
die dritte Seite c.
Madht man in der Ehene
BOC ($ig. 197) den /. COD
= / COA = Z b (alfo

0D = OLj; jieht man burd)
D eine Gerabe FDK, mwelde
OBinFunb OCinK {dyneibet,

dlg. 197. umd verbindet man K, D und F
geradlinig mit I, fo ift:
£ KOD = £ KOL = b (Ronjtr.)

0D = OL (Ronftr.)
OK = OK ($r. 20 L)
AKOD = AKOL (Fr. 80 IL.)
KD =KL (§v. 67 1L.)
Z LDF > 90° (Zr. 74 IIL)
FL > FD (§r. 74 VIIL)
OF = OF (§r. 20 1.)
OL = 0D (Ronftr.)
ZFOL > ZFOD (. 78 IIL.)
e D R
X1 Jnjedem hohlen Dreifant ift die Summe jroeier Seiten
grifer al8 die dritte Seite.

Z BOD = a—b) unbd
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N X. ift Le> L a— L b, bafer aud) (wegen

$.20 1K) Le+ Lb>{La— Lbl 4+ L,
2.9 Let+Lb>La.

XML Aud) im Nebendreifant (Fr. 211 1), in weldem
a,=2a, b, = 180° — b unb ¢, = 180° — ¢ ift, wiice
nod) XI. b, ¢, > a, odex (180° —b) 4 (180° — ¢) =>a,
woraud fid) nad) Fr. 20 IX. leicht

860° >a-+-b-4e¢ >0
jinbet, D, . in jebem Hoblen Dreifant liegt die Summe der
brei ©eiten 3wifchen 0 und 860°.

XL Sm Polardreifant (Fr. 212) ift ebenfalld 360° >a
41, ¢, > 0; daber im Urdreifant 860° > (180°— A)
4 (180° — B)(180°—C) >0, odex 540° —A—B—C
> 01unb 360° > 540°—A—B—C, woraus durc) Andition
bon A B C nad) Fr. 20 IX. jid)

540° > A+ B+ C>180°
ergiebt, b. §. in jedem hohlen Dreifant liegt die Winkeljumme
jwifhen 180° und 540°.

214, Welde Stiide bejtimmen cin Dreifant?

1. Bwei Dreifante laffen fich) zum Decfen bringen (jind
tongruent), wenn ifre drei Winfel und ifhre drei Seiten
ber Reihe nadh einander gleid) find und dabei aud) in derfelben
Reibenfolge an einander ftofzen.

Folgen die gleichen Seiten und Wintel in entgegengefettex
Didnung auf einander (iwie 3. B. bei O(APN) und O(BPN)
in §r. 218 IL und V.), fo find die Dreifante fymmetrifd-
gleid) und lafjen fidh zu Odeiteldreifanten madyen
(wl. §r. 211 1IL.). ;

I Jn fongruenten (und in fymmetrijd-gleidien) ':E'Il‘ﬁ‘l:
tanten finb bie Gegenvintel gleicher Seiten und die Gegenjeiten
gleicher Wintel gleidh. '_

I Gin Dreifant ift beftimmt, wenn man bon tf)n} fo
biel Stiicke (umd deren Reifenfolge) fennt, dafp fic) aus biefen
tiicten Hlof ein Dreifant geichnen lapt, oder bafs alle Dreifante
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fongruent find, weldje diefe Stide in der nimliden Reifen-
folge befigen.

IV. ‘Davon, daf ein, oder wei Stiice eined Dreifants jur
Beftimmung desfelben nicht audveichen, farm man fich (ahnlid
foie in Fr. 79 IL wund ML) leicht iiberzengen.

V. Owei Dreifante 0,(A,B,C,) und 0,(A.B.C,) find
fongruent, tvenn ihre drei Seiten der Reibe nad) gleich find
und in derfelben Orbnung auf einander folgen.

Trigt man auf den Kanten 0,C, und 0.0, (Hig. 198)
3toei gleidje Stiife O,P, und O,P, auf, fillt von P, und P,
atvet Normalen P,N, und P,N, auf die
Ebenen A;0,B, und A,0,B,, bann bie
enfredpten P,E,, P,D, und P,E,,
P.D, auf O;A; und O;B,, 0,A, und
0.B,, fo ijt nad) Fr. 189 I aud
NE, L 0,A;, NuE, L. 0,A,, N,D,
2B =D, OB, i it
AP,0E, 22 AP,0,E,und AP,0,D,
>~ A P,0.D, (Fr. 81 I1.), daber O,E,
= Q,E, und 0,D; = 0,D,. Legt man

Big. 198, alfo bie beiden Dreifante 0,(AB,C)
und 0,(A.B.C.) mit den gleichen
@eiten A,0,B, ud A,0,B, auf einander, fo fillt E, auf E,
und D, auf D, (Jr. 22 V.), deghalb fillt EN, auf E.N,,
DN, auf D,N, (§r. 57 IIL) und N, auf N, (Fr. 26). Wil
fomit O,N; = O,N,, audj O,P, = Q,P,, jowie 2 ON,P,
=90° = £ 0.N,P, (§r. 181 X.) ift, fo ift A O,N,P,
= A O,NoP, (Fr.81 L) und N,P, = N,P, (Br. 67 IL.).
Demnad) fillt aud) P, auf P, (Fr. 188 II., 22 V.) und das
britte Rantenpaar O,P, und O,P, der beiben Dreifante
auj einander (Fr. 21 IL); 8 Decken fich aljo auch bdie drei
Geitenebenen (Fr. 182 IIL.) und die Dreifante felbit.

VI. Drei Seiten und deven Reifenfolge beftimmen
toegen V. Dad Dreifant, — Bgl. aber Fr. 213 XII.

VII. Bwet Dreifante find fongruent, wenn jie in ifren
drei Winteln und deven Aufeimanderfolge itbeveinftimmen.
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Die Polardreifante der beiden Dreifonte ftimmen nad)
Jr. 212 1L in thren Seiten und deven Reihenfolge iiberein, find
alfo fongruent (V.), haben baher aud) gleidye Wintel in gleidjex
Folge (IL), und dedhalb Haben die Mrbreifante audy gleide
Ceiten in gleicher Folge (Fr. 212 IL) und find fongruent (V).

VIIL Dret Wintel und deren Reihenfolge beftimmen
nad) VIL dad Dreifant. — Bgl. aber Fr. 213 XIIL

IX. Bei Dreifante {ind fongruent, wenn fie in ywei
©eiten bund ¢ umd bem eingejdloffenen Winfel A und
in deren NReihenjolge iibereinftimmen.

Qegt man bie Kante 0,A, auf 0,A,, jo loffen fich bie
Ebenen A,0,B; und A,0,B,, A;0,C, und A,0.0, zum Decken
bringen (Bor.und Fr.203 L) ; bamum L A,0,B,= £ A.0.B,
mb £ A0,0, = £ A.0,C. (Bor.), jo decken fich biefe
paaviveife in Derfelben Ebene liegenden Winfel (Fr. 31),
b.h. 0,B, fallt auf 0,B,, 0,C, auf 0,C, und dbaher aud die
Gbene B,0,C, auf die Ehene B,0,C, (Fr. 182 IIL), und ed
bectent fich wieber bie beiden Dreitfante.

X.8weiSeitenhundcund dereingejd)loffene Win-
fel A beftimmen bei gegebener Neifenfolge dad Dreifant (IX.).

XI. Bmwei Dreifante jind fongruent, wenn fie in jwei
Winfeln B und C und der von diefen eingefdjloffenen
©eite a und in Deren Reibenfolge itbereinftimmen. Der
Beweid ikt fid) mit Hilfe der nad) IX. fongruenten Polar-
breifante dhnlid) fithren wie in VIL

XII. Bwei Wintel B und ¢ und die eingejd)lofjene
Seite abeftimmen Dei gegebenerReihenfolgedbadDreifant (XI.).

XIIL Uud zwei Seiten b und ¢ und einem Gegen-
tinfel B ober aud zwei Winfeln B und € unbd einer
®egenfeite b nebit dexen Neihenfolge lafjen {id) im allgemeinen
siwei Dyeifante fonftruieren.

Die Unterfudhung dariiber, wemn ivei in biefen Ddrei
Stiicfen iiberveinjtimmende Dreifante fongruent jind, laft fid
mit Fr. 193 und 194 unter Beviidfichtigung von Fr. 213
L. bid 11T durchfithren, ift aber etiwad wumftindlicher.
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Befnfes Sapifel.
Dag Prisma.

215. Wie entiteht cine Pridmenfladpe?

I. Bewegt jich an bem ald Leitlinie (Directrix) dienenden
Umfang ABCDK (Jig. 199) eined feftliegenden ebenen n-jei-
tigen Bielectd F (Der Grundfladye) eine unbegrenjte, die
Grundildde {dneidende Gerade
G (bie Grzeugende) fo bhin,
bafy fie ftet3 Diefelbe Michtung
behilt, fo erzeugt fie eine
Bridmenflade.

Diefe befteht aud Teilen von
n Ebenen, die fid) in n parals
lelen Ranten (Jr. 186 XIV.)
jchneiden.

Der von der Pridmenflache
umfcjloffene pridmatifde
Raum ift nur Halbbegrenst.

Sig. 199,

1. Die Pridmenflache und der pridmatijde Raum fonmen
aud) durd) die Bewegung der Grundjlide F=ABCDK ent-
lang einer die Grundflache jhneidenden Geraden G entjtefen.
S(nbert dabei F teder feine ®rofe, nod) feine Geftalt, Hleibt
ferner jede Seite der Grundflache F (und wegen Fr. 205 VI
aud) die gange Grundfldche) immer pavallel gu fich felbit,
fo bejchreibt jebe Seite eine der n Ehbenen, AB 3. B. die durd)
AB und G Deftimmte Ghene (Fr. 182 IIL.), mit welder ja
alle Ebenen zujammenfallen (Fr. 182 I1.), welde fich durd
AB unbd eine ifver fpateven Sagen, 3. B. A B, nach Fr. 186 VI.
fegen laffen. jeber Ccpuntt bon F befdreibt wegen Fr. 108 V.
und 57 1. bei jener Parallelbewegung der Grumbdfldcde eine
au G pavallele Gerade, alfo nad) I. eine Kante.

I11. Bei einer endlicgen foldjen Pavallelbewegung dex
Grundjliche F bejdreibt alfo jebe Grundflichenieite nad II.
et Parallelogramm.
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216. Welde Gigenjchaften Hot die Pridmenflade?

1. Sebe durch einen Punkt P der Pridmenflache gelegte
Barallele G, zur Crzeugenden G liegt gany in der Pridmen-
fliche (Fr. 198 TIL).

I, Sebe zur Grundfliche F pavallele Ebene jdhneibet alle
Gbenen der Pridmenflade in Strecen, welde je einer Seife
ber Grundfldche pavallel (Fr. 205 11.) und gleidh (Fr. 108 I1L.)
find. TWegen Fr. 189 IX. find dbemnach der Schnitt A, B,C,D K,
und die Grumbdflicge I aud) gleichwintelig und daber endlid)
fongruent (Fr. 66 IL.).

1. Gfeiches gilt .von jedem Paar parvalleler Ebenen,
weldje eine Rante (und dann wegen Fr. 189 VL aud) alle
Ranten) jdyneiden.

217, Wad ijt cin Pridma und cin Pavalelepiped?

1. Dex wijdyen 3iwei parallelen Schnittebenen (Fr.216 I11.)
gelegene Teil ABCDKK,D,C,B,A, eined pridmatijdjen Raumes
mit n-ectiger Grundfldche heifit ein n-feitigesd Pridma.

Diefes Pridma iwird von zwei fongruenten Grund-
fligen ABCDK und A,B,C,D K, (Fr.216 IL.) und bon n
in einer Seite iibereinftimmenden Parallelogrammen (Fr. 215
IIL) af8 Seitenfladyen begrengt; e3 Defipt 2n Grunb-
fanten AB, BC ¢, A,B,, B,C, 2c., welde paariveife
pavallef wund gleih find, n pavallefe (und gleichlange)
Seitenfanten AA,, BB, 2c.und 2n dreifeitige Gcen A, Bac,
A,, B, . Die n Ceitenflichen zujammen bilden Dben
Prismenmantel. Die Entfernung I bev beiden Grund-
flichen (Fr. 206 I11.) Deift die Hhe bed Prismas.

11. Dag Pridma ift alfo der bei einer endlichen Vewegung
ber in Jr. 215 T1. Defchricbenen Avt von der Grundilicye F
burdlaufene Famum.

[II. Beim geraden Pridma jtehen die Seitenfanten
auf den Grundfldchen normal (vergl. Fig. 201) und find bex
Hihe gleich (Jr. 206 1UL). BVeim fdyiefen Prisma find
die Seitenfanten qegen die Grundjlddhen geneigt (Fr. 192)
und grdfer ald die Hohe H (Fv. 190 IV.).
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1V. ©a2 Parallelepiped ABCDNLKF (Fig. 200) ijt
ein Pridma mit einem Parallelogramm afg Grundildde; o5
wird bon drei Paar parallelen und fongruenten Parallelo-
grammen begrenjt.

Da jebed der drei Poave ald@ Grundflachen gelten fanm,

fo {ind je bier der 3wilj Kanten parallel und gleid).

Fig. 200. Tig. 201,

V. JIm Pavallelepiped laffen fich) drei Paar Diagonal-
ebenen AFLC und BEND, FECD und NLBA, KLDA
und FNCB durd) je jwel gegentiberliegende Ranten
(L, §r. 182 1V.), aud) vier Diagonalen AL, CF, BN
und DK durd) je 3ivei gegeniiberliegende Ccfen ziehen; exftere
hreiben fich in einem Punfte M, denn lepteve jdhneiden und
Dalbieven ficy in M (I. und Fr. 110 IIL.).

uch die drei den Kanten pavallelen Strecfen, in denen
fih bie drei Paare der Dingonalebenen hneiden, Halbieren
fid) gegenfeitig in M (Fr. 110 IV.).

VI. Beim dreimalvedtivinteligen Parallelepiped OPQRV-
UTS (Fig. 201), einem geraben (Fr. 217 IIL) mit redt-
ecfiger Grundfldche, find alle fechd Begrenzungsflichen
Hedhtede, teil alle Ranten auf einander fentredt jtehen.

VIL." &ind bei einem Dreimalvedhtivinfeligen Parallel-
epiped alle Ranten gleichgrof, jo twird e8 von fechs fon-
gruenten Quadraten begrenzt und heift ein Wiix fel (Cubud).
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218, Wie bevedynet man die Oberfliiche cined Pridmns?

I. Die Dberfliche ded Pridmasd wird nach Fr. 178 L.
und 177 VI. beredynet.

[I. Beim gevaden Pridma (Fr. 217 IIL) Haben alle
Geitenflichen die niimliche Hihe H wie dad Pridma jelbit;
bafer ift die Oberfliiche O =2 F - UH, wenn I eine Grund-
fladye und U deren Wmfang bedeutet (Fr. 177 1V.).

219, Wenn find pwei Pridmen fongruent?

I Bwei gevade Pridmen von fongruenter Grundilide
und von gleicher Hobe laffen fich zum Decen bringen, find
fongruent.

Denn bringt man ein Paar ihrer Grundflddhen zum Deden,
jo Decen fich auch die Kanten (Fr. 188 1L, 22 V.).

1. Bwei jdyiefe Pridmen jind bei gleicher Hohe und Fou-
gruenten ®rundflichen nur dann fongruent, wenn die Seiten=
fanten (umd deren Projeftionen) gleiche Neigung wnd Lage
gegen die Grundfliache haben (vergl. Fr.201 VI, 186 VIL).

L. Teilt man bdie Hohe H eined Pridmas in n gleidhe
Teile (vergl. Fig. 201), und legt man durd) die Teilpunitte
Parallelebenen zur Grundflade, jo echilt man n fongruente
Pridmen (Fr. 216 I, und 219 1., odexr IL).

220, Wie verhalten fid) die Nauminhalte zweier Pridmen?

I. Bwei gerabe Pridmen M, und M, mit fongruenter
Grundfldche vexhalten fich wie ithre Hihen.

©ind die beiden Hohen H, —xm und H, = ym fommen=
furabel und man teilt fie in x und y gleidje Teile bon ber
®rige m, fo lipt fid) M, durd) Pavallelebenen in x, M, in y
fongruente Teile p (Fr. 219 1L und 1) zerlegen; dafer ijt
My: M, —xp:yp —=x:y = xm:ym — H,: H,.

©ind H, und H, infommenfurabel, fo find aud) M, und M,
infommenjurabel, ihr Verhiltnid liegt aber (dhnlid) wie in
§r. 173 IIL.) ftetd zwijdhen denjelben Grenzen, wie dad Ber-
hiltnid Der Hohen, weshalb nad) Fr. 147 wieder:

M,: M, = H,:H,.
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II. Qorper gwifden parvallelen Chenen haben gleide Hohe
und umgefehrt (Fr. 206 I1L.).

III. Bwei breimalvedtivintelige Pavallelepipede P, und P,
von gleicher Hohe H verhalten fid) wie ihre (fommenjuvabeln,
ober infommenjurabeln) Grund-
fladen F, und F,.

Legt man P, und P, (Fig. 202)
mit der Rante CK {o an einanber,
bafy die an Diefer Rante ge-
fegenen  Flachenwinfel Neben-
winfel mwerden, und erweitert
man die Grundflidhen F, =
ABCD —= VJKL und F,=—
CMNO = KPQS, fomie bdie
Ceitenflichen ABJV und PMNQ,

ig. 202, bi3 jie jid) in FU fdneiden, {o

ift nod) ein Dritted dreimalvechts

winfeliged Parallelepiped P, = JBEUPMCK bon der nim-

lichen Hohe CK entftanden. Da nun Pymit P,—VABIKCDL

die Grundjlide BJIKC, mit P, = KOMPQNOS aber bie

Grundflide KCMP gemein{daftlih hat, jo ift nad . P,: P,

— CD:CM und P,:P. — BC:CO; baher P :P; =

(Py:Ps). (P3: P;) = CD.BC:CM. CO (Fr. 20 VIIL.) unbd
nad) §r. 177 IV. endlich P,: P, = F,: F..

1V. Bmwei dreimalredytwintelige Pavallelepipede P, und P,
berhalten jidh wie die Produfte qud ihren Grundfldden F,
und ¥, und ihren Hihen H, und H,.

Denft man fid) nod) ein dritted dreimalveditivinfeliged
Parallelepiped P von der Grundflddhe Fo2 F, und der Hibe
H—H,, {o ift nad) I, P,: P = H,:H = H, : H, und nad)
L P:P; — F:H, = F\,:F,, baber nad) Fr. 20 VIHIL
PPy —(Pa P) (P2 Py) =— FH :F:H..

V. Bwei dreimalrechtwinfelige Lavallelepipede verhalten
fich tvie die Produfte aud ihren in einer Cede ujommens
ftofienben drei Geiten (IV. und Fr. 177 IV.).
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VL. Seded jdhiefe Bridma ABCDVUYX (Fig. 203) lift
fidh in ein gevaded AB,C,D,V,U,Y,X von demfelben Jnbalte
und Dexfelben Seitenfante AX bertoandeln, indem man durd)
pic Cnbpunfte A und X ciner Rante AX jwei Ehenen
AB,C,D, und XY, U,V, legt, tveldhe auj bdiefer Kante (und
paber aud) auf allen anberen Ranten, Fr. 189 VIL) normal
fteben. Denn die Kbrper ABCDD,C,BA und XYUVV,U, Y, X
find dann fongruent, da fie fid) wegen der bereinftimmung
in allen ihren Stiicten um Decken bringen laffen. Addiert man
mm gu diefen beiden Kdrvpern den Korper AB,C,D,VUYX,
jo exhdlt man die Pridmen

ABCDVUYX wund AB,C,D,V,U,Y\X,
welde nach Fr. 20 VIIL. inhaltdgleid) find.

Fig. 204,

VII, Wegen Fr. 166 1L ift in VI. ADVX = AD,V,X;
fafit man diefe Parallefogramme al8 Grunmdfldchen auf, fo ijt
in VI. bag Parallelepiped ABCDVUYX in ein infaltgleiched
AB,C,D,V,U,Y,X bon gleidjer Hobe (I1.) und inhaltgleicher,
techtectiger Grundiftiche verwandelt worden, dad mit jenem
die Rante AX gemein hat, die aber jept auf den Seitenfliichen
AB,C,D, und XY,U,V, normal fteht.

VIII. Wiederholt man Dad in VI. angegebene Berfahren
Bei Dem Parallelepiped AB,C,D,V,U, Y, X (Fig. 204) in betreff
Der Qante AD,, Jo laufen die auf AD, novmalen Chenen ALNX
und D,STV, burd) die Qanten AX und D,V, (Fv. 181 X.).
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Bwifcjen diefen Ehenen und den Pavallelebenen AB,Y,X und
D,C,U,V, liegen dann zwei (nach) Fr. 219 L) fongruente
bretfeitige Pridmen AB,LNY,X und D,C,8TU,V,; abbiert
man ju diefen den Kbrper AB,SD,V,TY,X, {o exhilt man
bie (mac) Fr. 20 VIIL) inbaltgleichen *Parallelepipede
AD,SLNTV,X undb D;AB,C,U,Y,XV,. Da nun in erfterem
ALSD, | AX und ALNX _| AD, gemadyt wurbe, fo ift
L XAL=90°und /. D,AL==90° (Fr. 181 X.), aljo aud:
AL_L AD,V,X (%r. 181 XI.).

Demnad) lifit ficdh) jebed {dhiefe Pavallelepiped
ABCDVUYX in ein breimafvechtiwinfeliged ALSD,V,TNX
von gleichem Jnhalt, gleicher Hohe AL (VIL. und Fr. 206 111.)
und gleicher Grundflicde (AD,V,X = ADVX) verwanbdefn,
welched mit bem exftern in einer Geite AX iibereinjtimmt.

IX. Daber gilt der Sop IV. aud) fiiv jhiefvintelige
Parallelepipede (Fr. 20 IV.); Ddenn bdie zwei Ddreimal-
rechtwinfeligen Pavallelepipebe, in welche jie fich nach VIIL
verwandeln laffen, und weldye fid) nadh IV. wie bie Produtte
aud ifren Grundffachen und Hohen verhaltenr, Haben ja die
nimlide Hohe und gleidhgrofe Grundfliche wie die jdhief-
winfeligen.

X. Jebed gerade Parallelepiped ABCDLKIV (DL_LABCD;
$ig. 202) wird durd) die Diagonalebene BDLJ in 3wei fon=
gruente Hilften zerlegt (Fr. 108 L und 219 1).

XI. SSebes jchiefe Parallelepiped ABCDVUYX (Fig. 203)
tird durd) die Diagonalebene BDVY in jiwei inhaltgleidje
Diilften zexlegt.

Bringt man die Kirper

ABCDD,C,B,A umd XYUVV,U,Y,X
aum Deden (VIL.), fo decten {ic) audh die Trapese BDD,B, und
YVV,Y, und die forper ABDD,B,A und XYVV,Y,X, fowie
BDCC,D,B, und YVUU,V,Y,; nad) X. und Fr. 20 VIIL
1jt Dabex:
ABDVYX = AB,D,V,Y,X = B,C;D,\V,U,Y,
= BCDVUY.
®ang basjelbe gilt fitx die Dingonalebene ACUX.
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XII. Jebed dreifeitige Rridma [t fich ald die Hilte
eined Pavallelepiped? anjehen (X., ober XL.).

XIII. Daber verhalten fich dreifeitige Pridmen wie bie
PBrodufte aud ihren Grundildchen und Hohen (XIL und IX.).

XIV. Qebed Pridma it fid) in Dreifeitige zerlegen;
Ddafer gilt (wegen X1I1.) ber Sah IV. fiiv alle Pridmen, d. J.:

Biwei Pridmen verhalten fich wie die Produtte aud Grund-
fliche und Hilhe.

Biwei Pridmen von gleicher Grundflicde und gleidyer
Hobe {ind inbaltgleic) (XIV.).

221, MWie Devecdhuet man den Jubhalt eined Pridmad?

I A2 Map fiir den Rauminhalt der Kibrper twihlen
wir ba3 Kubifmeter (1 @A™ = 1), b. §. einen Wiirfel
(§r. 217 VIL), deffen Seite bev Lngeneinbeit (1 Mieter)
gleiht. Vevgl. Fr. 146 TIL. und Fr. 176.

[[. Gin Kubifcentimeter 2c. ift ein Wiirfel von 1 Centi=
meter 2c. Seite.

L. Die Safl, weldhe angiebt, wie viel Kubifmeter ein
Korper enthilt, Heiht defjen Inhaltdzahl ober Raumzafhl.

Damit die nadyfolgenden Formeln den Rouminhalt in
fubifmetern liefern, find die in ifhnen bvorfommenden
Mafe in Metern einzufesen.

IV. Die Jnhaltdzahl eines Wiirfeld W ijt die dritte
Poteny der Qingengahl a feiner Seite a. Denn nad
Fr. 220 IV. findet man W: 1 ™= (a*[J™.a™) : (1 [J". 17)
— ('[3, GITD W — a*B™

V. $iir die Witrfel W, und W, ber Summe (a--b) obex
per Differeny (a—b] 5me1e1 Cfrecfcu T)ut man nadj Vit
“I, _ (LL i [ b)a — d '—]— ‘ﬂb —=— al) —I'bs
Wo=— (n. = h)Y ==tat=—Ha + 3ab* — b%,

*) Bergl, Katedhizmus der Raumberednung Fr. 88. — Eine Hilbjde Deutung
biefer zwel Syormeln geftattet VII. in Berbindung mit Fr. 177 L Hiernad
gt fich ndmlid Wy in goel Wilefel und fed)® Pavallelepipede gerlegen. —
Bergl, bie AnmerTung *) su Fr. 178,

Bepide, Geometvie, 3. Aufl 18
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VI Aus IV. folgt leid)t, weshalb
1 @™ = 10° b.5. 1000 BDecimeter
= 100* D.5. 1000000 EHCentimeter 2.

VII. Die Roumzahl eined dreimalredhtwinfeligen
Baxallelepipedd P ift dbad Probuft aud den Lingenzahlen
feiner dret Seiten a, b, ¢ (Fr. 220 V.):

== albjc bl

Sede Diagonale diefed Kbrpers hat nad) Fr. 170 L. (wegen
Sr. 181 X.) die Qinge d = |/a* - b* ¢’

VIII Die ‘:}mumonf) pinesd ﬂSuwmm M 1]i bad ‘_btubuft
aud der Flachenzahl F feiner Grundfldche und der Liingen-
3000  feiner Hobhe:

M = FH @™,

Beifpiele ent'f)ﬁlt ber Si'nmi)iémuﬁ der Raumberedymung.

3. Aufl. 1888. Fr. 139 f.

Gffes Sapifel.
Der Cylinder.

222, o3 ijt eine Cylinderfliche und ein Cylinder?

I. WBewegt fich an einer feftliegenden alg Leitlinie L,
&ig. 205, dienenden Kreislinie eine unbegrenyte, die Ebene
ber Qeitlinie {dhneidende Gerade (die Erzeugende) G, bon
unperdnderliher Ridhtung (Fr. 186 XI.) hin, fo bejdjreibt
fie eine Rreis-Cylinderflade, welde (da andere
Cylinderjlichen hier nidht betvachtet werdben follen) furzweg
Cylinberjlade genannt werbde.

II. Die dburd) den Mittelpuntt ¢ dex Leitlinie L gelegte
Parallele A zur Crzengenden G Heift die Axe, die Chene F
ber Leitlinie die Grundflide bex Cylinderflide.

II." ©teht die Crzengende G und demnac) (wegen
&r. 189 VIL) audy die Axe A normal, oder jdjief auf der
@bene Der Qeitlinie, fo ift die Cylinderfliiche gervade,
ober fdhief.
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IV. Der von der Cylinderfliche umijdhlofjene Halb=
begrenzte Maum Beit ein cylindrijder Raum.

V. Gine durd) eimen Pumft €, ber Axe parvallel zur
Grundfliche F gelegte Chene muf die Erzengende in allen
ihven Sagen jchneiden (Fr. 206 IV.), bie Cylinderfliche alfo
in einer gejchlojjenen Linie.

"W
y B

Fig. 205.

V1. Der von der Grundfldche I und einer dagu parallelen
Gbene und Dem wifchen beiden liegenden Stiicte Der geraden,
ober {dyiefen Cylinderfliche (bem Mantel) begrenzte Kirper
Beifit ein (gevader, oder jehiefer) Eylinder (Walze). —
¥l Bergl. Fr. 224 VI

Die Entfermmg diefer beiden parallelen Ebhenen (Der
Beiden Grundflddyen) heipt die Hohe H des Ehlinders.

18*
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223, Welde Lagen fann ein Puntt und eine Gerade gegen
eine Eylinberfliche Haben?

I Jebe durd) einen Puntt P, Fig. 205, der Chlinder-
fliche gelegte Porallele G zur Wxe A liegt ganz in der
Eylinderfliche (Jv. 222 1. und 186 VIL).

II. SJede anbdere Parallele (3.2B. BB, ober VV') jur Age
A Dat Teinen Punit mit dex Eylinderflidche gemein (L),

IL Nennen joiv den Punit P, in weldem eine durch
ben Punit P gelegte Parallele PP’ (die Projizierende) jur
Axe A die Grundflddye F trifit, die Parvallelprojeftion
(ober Dier furg die ,Projeftion”) von P auf F (vergl.
gr. 190), fo liegt ber Puuft P innerfhald, auf ober
auferhalb ber Cylinderjliiche, jenachdem feine Projeftion
P*innerhalb, auf odber auperfhalb der Leitlinie liegt (I und IL.).

IV. Jeber Punft P' ber Grundiliche F ijt die Projeftion
ber gamgen durd) P’ gehenden Parallelen PP zur Ue A
(&v. 186 VIL), und biefe Parvallele liegt auf der Cylinder-
flitche, fobald P* in ber Leitlinie L liegt.

V. Jede der Are A parallele Gerade G hat ald Pro-
jeftion nur einen Punft P, ndmlidh) die Spur von G in F
(Fr. 188 IIL).

VL. Cine ur Axe parallele Gerade G liegt gany inner-
halb, auf oder aufierhalb der Cylinderfliche, wenn ifre
Projeltion innerhalb, auf, oder auferhald der Leitlinie L
liegt (I. und IL).

VIL. Die Hiohe H ded geraden Cylinders ift gleidh, die
D3 {dhiefen Heiner al3 eine Eylinderfeite a, 0.5, eine auf
befjen Mantel von einer Grundflade zur anbern gegogene
Strede P'P, (Fr. 190 IV.).

VIIL. ‘Die Projeftion G* jeder nicht zur Age A parallelen
Geraden G ijt wieber eine Gerade, wad fid) gang dhulich
toie in Fr. 191 bemweifen lift.

IX. Die Chlinderfliche mwird wegen I, big V. von der
®eraden G,, G, ober G, in gwei Punften N md Q
gejdnitten, in einem Punfte P berithrt, ober in

Tuntte P*lege
::i Hd‘ '
I %
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H feinem Puntte getroffen, jenachbem bie Projeftion die

Qeitfinie fchneidet wie G,, oder beriifhrt wie G, oder wie
' gar nidyt trifft (Fr. 83).

S der durc) Dem BVeriihrungdpuntt, odber durd) einen
Sduittpuntt wifhen Projettion und Leitlinie gelegten
Projizievenden fann nimlid) wegen Fr. 21 L und 223 I1L
nue ein Punkt der Geraden G liegen.

X. Die Cylinderflache it alfo frumm (Fr. 16 L und
12 1.), ba fich durc) jeden ifrer Punite P nur eine ®erade
G (L) 3ichen fafit, welche gamz in der Cylinderfliche liegt.

XL ®Durd) jeden Puntt P der Cylinderfliche laffen fich
unzifhlige Berithrungslinien oder Tangenten an die
Cylinderfliche legen (IX.); bdiefelben [liegen aber Iwegen
Sr. 184 1. in der (3ur Ure A parallelen) Ebene PBBT,
welhe fid) durd) P und die Tangente G, der Leitlinie im
Buntte P’ legen [ifit (Jr. 182 II., oder 200 IL, ba A und
Gy fidy freugen).

XII. Bon jedem Punfte B auferhalb ber Cylinderjliche
foffen fich nach) XI. 3wei Sdjarven bon Tangenten an
bie Gylinderfliche fegen, weil fich von Der Projeftion B
Ded Punfted B ztvei Tangenten B'P’ und BT" an die Leit=
finie fegen faffen (Fr. 108 11.). Jede Schar liegt in einer
Ebene BPP'B’, bezw. BT, T'B".

994. %Wie Yann eine Ghene gegen cine Eylinderjliiche liegen?

I. Die Projeftion einer gur Ave A pavallelen, ober durd)
bie Uxe felbjt gelegten Ghene E ift die Gerade G* (Spur),
in welder 1 die Grundiliche F {dhneibet; denn alle Pro=
jisierende von Puniten in E legen gang in diefer Ehene B,
bie Projeftionen der Punfte alfo in G (Fr. 223 IIL und
198 TIL ; ober Fr.186 XV.).

IL Die ur Age A parallele, oder durc) A gehende Ehene
ol B {dneidet die Cylinderfliiche in zwei Geraben NN und
: Q.Q (Fig. 205), beriifrt fie in einer Geraben P,P’, oder
Bat gav nichtad mit ihr gemein, jenachbem die Projeftion G,




278 Glftes Sapitel. Fr. 224,

Der Ebene E die Leitlinie jhneidet, beviihrt, ober nidyt trifjt
(vergl. Fr. 223 IX.). Die Scnitt= und Vevithrungd-Geraden
siifchen einer foldjen Cbhene E und der Cylinderfliche find
ver Axe A parallel (Fr. 228 X.).

II. Durd) einen Puntt P der Eylinderfliche (&ft fidh
mur eine, durd) einen Punft B aufierhalb derfelben lafjen
fi zwei Verithrungdebenen an die Cylinderflide
Tegen (II.; bergl. Fr. 228 XI. und XIL.).

IV. Mad) Fr. 222 V. {dneidet eine durdy einen PunktC,,
&ig. 205, ber Uye A parvallel zur Gunmbdflide F gelegte
Cbene E bie Cylinderflache in einer gefchlofjenen Linie.
Legt man durd) einen belichigen Punft P, der Schnittlinie
eine Parvallele P,P* zur Aye A, o liegt P,P' gany in der
Cylinderfliche (Fr. 223 1.) und trifft die Leitlinie in einem
Buntte P, Legt man nun nod) durd) die Pavallele PP’
und bie Axe A eine Cbene, fo fdyneidet letere B und I in
wei Parallelen C,P, und CP' (Fr. 205 IL); bdedhalb ijt
CPy=CP' ($r.108I1L.), b. §). jeder Punkt P, ded Schnitted
ift bon C, um den Halbmejfer (CP*) der Leitlinie entfernt.

Die Schnittlinie ift alfo ein ber Qeitlinie fongruenter
Rreid (Fv. 47 1L.), bdefjen Mittelpuntt in der Aye A liegt.

V. Daber find bie beiben pavallelen Grundflicdien bes
Cylinderd fongruent (Fr. 222 VIL.).

VI Aud) der Cylinder (vergl. Fv. 217 I1.) fann daher
durd) jtetige Parallelbewegung feiner Grundflide entftehen;
dabet muf aber der IMittelpunft C Der ifre Grofe nidht
dndbernben Grundfltiche die Wxe A befdhreiben.

Cin geraber Cylinder entjteft aud) durd) Umbdrehung
eined Jledhtedd um die eine feftgehaltene Seite, wobei die
lebteve die Aye C, liefert (Fr. 181 XIV., 106 I1L., 108 VIL).

VII. Cine Cbene E, welde weder der Grundilidie F,
dig. 205, noch der Are A pavallel ift, jdhneidet die Ehlinder-
fliche ebenfalls in einex gefchlofjenen Qinie, deven Punfte P
jedoch in ungleicher Entfermmmg pon dem Puntte C, liegen,
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worin B die Axe A fdyneidet. Bieht man ndmlid) PU // P‘C,
fo ift wieber PU = P‘C (IV.); mit P aber dndern fid) die
Streden CU = PP (Jr. 207 IV.) und C,U = CU — CC,
(Fr. 20 IX.), ebenjo der Wintel PUC, = P'CA (Br. 198),
dafer aud) die Stvede PC, (Fr. 170 L, IV., oder V.).

VIIL. Am einfachften geftaltet e8 fid) Depiiglic) des in
VIL befprodjenen Scnitted beim geraden Cylinber, weil
bei diefem £ PUC, = 90° ijft. Der hiev auftretende
Sdnitt Beipt eine Ellipfe (vergl. Kated)idmus ver Raums:
beredyrumg. 8. Aufl. Fr.123; Kated)idmus der analytijdyen
®eometrie, § 21).

IX. Beim jdhiefen Cylinder it der in VIL bejprodene
©dynitt meijt aud) eine Ellipje, bei einer Deftimmten Sage
ber fehneidenden Ehene jedod) ein Kreis.

X. Bei der jhiefen Cylinderjlide ijt ein Normaljcnitt
sur Age eine Cllipje (IX.); baher laft fid) jede fdhiefe
Rreidceylindberflidye als eine gerane elliptijdye
Cylinderflidye auffafjen.

995, Wie quof it die Mantelliiche cined Cylinders?

I Die Mantelflache jeded Cylindersd vom Halb-
mefjer P'C = R, Fig. 205, [kt fidh auf einer Ebene
abwideln, Da ja nad) Fr. 224 1L der Cylinder diefe Chene
Beftindig beriihren fam.

Die abgewidelte Mantelflade ijt eine Figur, welde durd)
Rarallelverjdjiebung von dex Cylinderieite P,P" abefdrieben
yperden Fann, toenn leptere fich an der abgewidelten LQeitlinte
L = 27R DHinbetvegt; dabet befdyreibt jeder Punft der Seite
den Weg 27R. Bergl. Fr. 168 und 177.

I Die Mantelfliche M bed gevaden Eylinderd bon
der Hihe H ift ein Rechtect aud den Seiten H = a und L.

Dafer ift die Mantelflige M = HL = 27RH,

und die gefamte Oberfldde O e Cylinders

0 = 27R* -} 27RH = 2aR(R -+ H).
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1. Die Oberfliche O ded geraden Hohleylinderd ober
einer Mihre (Fig. 206) befteht aud dbem immern Cylinder-
mantel M, = 2aR,H, dem dufern
Cylindexmantel M, = 2aR,H und
ben beiden ringformigen Grund-
flachen, bon demen jebe Den Jnfalt
(R*—Ry")r= (R, 4 Ry)(R,—R,)n
hat (r. 178 XL.).

Dabet ift bei der lidyten Weite 2R,
und der Wanbftirfe e = R,—R, der
dufere Durdymefler D, = 2R, —
2(R, - e) und ber mittlere Duvdy-
mefiet D = 2R = 2R, 4 e=R,
—+ Ro. Daber ift:

0 = 2a(R,+R,)(e-+ H) = 47R(e - H).

IV. Beim fdjiefen Cylinder ijt die abgemwidelte Mantel-
fliche eine gemijchtlinige Figur, lafit fich aber in ein Redytect
bon den ©eiten a und b verwanbdeln, tenn b den Umfang
ber Cllipfe bebeutet, weldje ein Novmaljdhnitt sur Age liefert
(Sr. 224 X.).

226, Wie Devedinet man den Jubalt ciwed Cylinderd und
fetmer Teile?

Da ein Pridma mit regelmifiger Grundiliche 3
einem freideylinder wirb, fobald bie Seitengahl der Grund-
jliche ind Unendlidje wichst (vergl. Fr. 113 VIIL), fo behilt
bie Jnhaltdformel fiir bag Prisma (Fr. 221 VIIL) aud) fiiv
ben Cylinder Geltung; der Inhalt des letstern ift Daber:

= B —

II. Fiir den Jnhalt T von Cylinderteilen, Heven Grund-
flacge ¥ ein Abjdhnitt, Ausjdnitt, Sone, Ring, oder Mond
ift, gilt (fobald nur bdiefe Teile nod) die in Fr. 224 IV.
und V. vorausgefeste Cigenfdhaft haben) ebenfalls die Formel:

T =— FH.
III. Der Hohleylinder (Fig. 206) Hat demnad) den Fnhalt:
Ty = aH(R,*—R,’) = nHe(R, - R,) = 27HeR.
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IV. MNach derielben Fovmel darf aud) der Jnbhalt von
prigmatifhen (Fr. 217 1IL) RKodrpern mit ivgendiveldher
frummlinigen, oder gemijdhtlinigen Grundilice Derct[)iwt
werden, weil man einen moglichft fleinen Bogen jeder frummen
Qinie al8 einen fleinen freidbogen anfehen darj.

9297, Wenn find jwei Korper inhaltdgleich?

I. Dentt man jid) in Fig. 207 die eingelnen pridmatijdjen
(odex cylindrifchen) Schichten jo auf einander gejet, Dap die
Klchen, mit denen fie fid) berithren, fid) nicht deden, jo entjteht
ein treppenformiger Korper, welder dem Pridma STUVRQPO
an Inbalt gleidht.

L e i tia O0Q
Sig. 207, Tig. 208

T, Bwei folche treppenformige Rorper (bon gleider Hibe)
terben demnad) gleichen Inhalt Haben, wenn alle eingelnen
prismatijchen Schichten ded einen denjelben Snbalt haben ivie
bie entfprechenden Schidten ded anberen, . D. (fvegen Fr. 220
XV.) wenn bie Schichten beider Rirper paarmweife gleidhe Hohe
und gleiche(wenn and verfdhieden gejtaltete) Grundildchen haben.

Dabet ift ¢& aber feinedmeqd ecforderlich, daf jamtlice
Sdichten eined jeden der beiden Kbrper unter fich gleich find,
pielmehr famn fich Der Queridynitt jeded Korpers von Schicht
u Schicht an Grife und felbit an Geftalt gany beliebig dndern,

IT1. Qifit man in I1. die Schichtenfhdhen immex Heiner und
fleiner merden, jo werden unter itbrigens gleihen Umitdnbden
bie Treppenabiite immer unmerklicher, und in Fig. 208 3. B.
viicfen Die fic) entfprecdjenden oberen Ecpuntte A,, A,, A, 2c.
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ber einjelnen Sdhichten immer nifer an einander, olne
bafs die in IL ermittelte Jnhaltdgleidhheit verloven geht.

fbnute man die Sdhidtenhihen verjhwindend fein machen,
{o mwitrben jene Ectpuntte zu einer (gevaden, ober frummen)
Qinie, die gebrochenen Seitenfliichen 3u einer (ebenen, oder
fommen) Flade sufommenriicfen, welde bie Kanten AB,,
A,B, 2c. enthdlt. Der Sab IL. wiirde damn lauten :

IV. Bwei firper find inhaltdgleid), wenn je 3wei, 3u den
Grundflichen Der beiden Kbrper pavallele und in gleicher
Gntfernung von diefen Grumbdilicdhen liegende Querfdynitte
Der Deiden Rivper infaltdgleid) find.

Bwilfes Sapifel.

Die Ppramide.

228, Was ijt eine Pyramide?

L. Werm ein Strahl OS (die Erzeugende), welder in
jeinem Enbpuntte O (Fig. 209) feft gehalten wird, jich fo bewegt,
bap er ftetd einen ‘Punkt
mit dem Umfange (Dex
Leitlinie) eined jeine Lage
nidht anbernden Bieleds
ABCD (bex Grundfliade
F) gemein hat, defjen Chene
nicdht durd) den feftgehalte-
nen Punft O (bie Spife)
gebt, fo erzeugt OS eine
Byramidenflide.

II. it die Grundiliche F
ein n-ect, {o bejteht diePyra-
midenflche ausd Teilenbonn
\ fidy fchueidenden Chenenumd
Fig. 209. , hat n Ranten 08,, 08, 2.

Deffen Eeite
phramioe
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/228, Die Pyramide.

I Dad an der Spite O entftehende Dreifant, oder
Bielfant (Fr. 209) ift durd) die Leitlinie und die Lage Dex
©pite gegen die Leitlinie Deftimmt.

Bur Bejtimmung dex Lage der Spibe O gegen die Grund-
fliche I geniigt Der Punit N, in yoeldhem eine bon der Spibe
auf die Grundiliche gejallte Normale ON bie Grundflide
trifit, und die Liinge diefer Novmalen (Fr. 188 IL.).

Die age und die (von ber Grundiliche aud gerednete)
Qiinge einer Kante (Fr. 214), ober die Liinge von Dret
Qanten (Fr. 79 V.) wiirden die Lage von O gegen F eben-
fall8 Deftimmen.

IV. Berlingert man die Kanten iiber die Spige O hinaug,
fo entfteft nod) bad (jymmetrifdj-gleide) Scheitelvielfant, und
deffen Seiten Lilben mit den jdon borhanvenen die Doppel-
pyramidenflide.

V. Der inmerhald der Pyramidenjlache liegende, bon ihr
halbbegrengte Raum (Dad Bielfant) Heifse ein pyramibaler
Rauwm.

VL Die n-feitige Grundfliche F und der Pyramivens
mantel (b.1. Der swifden F und der Gpie O liegende Teil
der Poramidenfliche) begrengen einen Kdrper, weldjer eine
n-feitige Pyramide Heift.

Die Normale ON von O auf F Heifit die Hohe Dex
Pyramide. Die n-feitige Pyramide Hat n Seitenfanten
0A, OB 2., ud n Grunbdbfanten AB, BC 2c.; bon
ifren n - 1 Vegrenzungsjlichen nd bon thren n 1
G den O, A, B 2. find je n dreijeitig (vergl, §r. 209 L.).

VIL Qiegen die Gcfpunite A, B 2c. dev Grundflide F im
Rreife um den Fuppuntt N dex Hhe, fo find alle Seitenfanten
gleichlang (Fr. 190 VL), und Die Pyramide Deift gerabe.

VIIL Die Pyramide ift vregelmidpig, wenn ifre Grund-
fliiche eine vegelmiifige Figur ift, beven Mittelpuntt mit dem

Hihenfuppuntte N sufammenfallt.

IX. Die dreifeitige Pyramide Deifit Tetraeber. Jebe

ifrer bier Flichen famn ald Grundiliiche angefehen werden.
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229, Welde Eigenjdaften hat die Pyramive?

I Sebe burd) die Spite O (Fig. 209) und einen Puntt
der Leitlinie gelegte Gerade G liegt gany in der Pyrvamiden-
flache (Jr. 228 1.).

1. Jebe durd) ben Puntt N, der Hihe ON = H gelegte,
sur Grundflide F = ABCD parallele Cbene E {dyneidet
alle Ghenen der Pyramidenjlache (Fr. 208 IIL.), liefert alfo
eine gejchlofjene Sdnittfigur A,B,C,D;.

Berlegt man bon dem Hohenfuppunite N und bon dem
©dmittpuntte N, aud bdie Grundflide und ben Scnitt in
Dreiecfe, fo ind aud) deren Seitenn paariveife parallel
(Fr. 205 II.), die Dretecte, 3. B. A,N,B, und ANB, jind alfo
gleichivintelig (Fr. 189 IX.) und dhnlich (Fr. 156 1.); daber
ift benn (nach Fr. 150 1) ouch dexr Pavalleljhnitt der
Grundiliche dhnlid.

1. Gbenfo ift wegen Fr. 155 II. A A,ON, ~. /A AON,
AB,ON; ~ /A BON 2¢., unb demnad) verhalt fich

ON;:ON=0A, : 0OA=0B, : 0B =-.-.
— A Bt AB— B0 :BC —..-

IV. Dex JInhalt £ ded Pavalleljhnitted finbet fich aud
Fotli— A.ILE; AB’ (Fr. 175 1I1.), wofilc man nad) 1L, aud)
f: F = z*: H* fegen fann, wenn ON; = z.

V. Ubnliche Sibe, wie II. bi3 1V., gelten auc) von je
stwei andeven pavallelen CEbenen, welde alle Qanten der
Bhramive jdyneiden.

VI. il mon aud) die Pyramide durd) ftetige Parallel-
bewegung eined Bieledd F entftehen {afjen, fo miijjen defjen
Seiten ftetd pavallel zu fid) felbft bleiben und die Ecken fich
auf den Ranten geradlinig fortbetvegen, damit die Grife
bon F {id) nad) Dem in IV. gefumbenen @efebe {tetig
finbere,

VII. Die Summe der ebenen Winfel der n dreiectigen
Seitenfliichen der n-feitigen Phramide betrigt 2nd (Fr. 68 IL.).
Da nun die jiwei Winfel, weldje irgend eine Kante mit den

{ontex hobd
wifdyen 0 !
IX, Di
fiegt 310
VIIL. it
finet.

230, %
L. 2([:1
!'Bil‘,‘ 209
dued) eine
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swet zugehorigen Grundianten einjchliefst, yujommen grifer
find, af8 Der von diefen Grundianten ' gebilbete Winkel
(§r.213 XL.), fo muff bie Summe § der n ebenen Wintel
bei O Heiner fein ald der Jeft 3wifden 2nM und der Summe
ber n Winfel der Grundfliiche (Fr. 20 1X.); nadh Fr. 72 1IL
iit aber feptere Summe = (2n — 4)R, unbd deshalb ift die
erjtere Summe 5 < 4N,

VIIL. Bei einem BVielfant (einer melhrieitigen Ece) mit
{onter Hoflen Fladenwinteln liegt die Summe S der Seiten
swifden 0 und 360° (VIL). Bgl. Fr. 213 XIL

IX. Die Summe der Winfel eined n-feitigen Vielfanis
liegt 3wijdhen n.180° und (n—2) 180° wad man aus
VIIL mitte(d De3 Polar-Bielfants ebenfo wie in Fr. 213 XIIL.
finDet.

9230, T0ad berfteht man unter einem Pyromidenjtuntp;?

I. Sdneidet man bon einer n-jeitigen PByramide OABCD
(Fig. 209) das nad) bex Spibe O hin gelegene Ctiid0A,B,C.D|
purd) eine zur Grundilide F pavallefe Ehene weg, jo bleibt
ein Pyramidenftumpf (abgejtubte, abgefiivyte ober
abgeftumpite Phramide) iibrig, mit 2n dreifeitigen e,
3n Santen und n - 2 Begrengungsilichen ; von den leteren
find zwei (die Abftupungsflide £ und die Grundflidye F)
dhnliche n-Cce (Fr. 229 IL), die n anberen find lauter
Trapeze und bilben den Mantel.

II. St N,N=nh biec Hihe be8 Stumpfes, D. B ber
Abftand swifdhen £ und F, ift ON, = z die Hihe des weg-
gefdnittenen Teild, aljp ON = H = h 4z Ddie Hikhe
er urfpriinglichen Pyramide, jo findet fidh) aud Fr. 229 IV.
und Fr. 19 VI. zunichit

hdnie= {F: [/ £ und hieaus
z[/l“:—"(ll—|—z)1/i'} Z(L/F — ]/f ):—11st

7 =- b/ f md h-tz= ]l--l/—]i--_--.
VE—Vf VEF—Vf
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III. D3 abgejdnittene Stiick ijt der gangen Pyramide
dhnlid; die dhnlichen Begrenzungsfldden beider folgen in
gleicher MWeife auf einander, jdhliehen gleidhe Flichenmwintel
ein und bilben fongruente Eclen.

231. Wie geofp ijt die Dberflude der Pyromide?

I. DieDbexrflache der Pyramide und ded Pyramiden=
ftum pfs ijt nad) Fr. 177 und 178 zu beredynen.

II. $at eine regelmiifige n-feitige Pyramide Hei Der Leit-
linie [, = ns die Hihe H und der ihrer Grundflade ein-
gejthriebene Sreid ben Halbmefjer r, fo ift bie Hobe jeber
Seitenfliidge k = |/ H*-r* (Fv. 189 IL). Die Grund-
fliche Hat nach Fr. 178 1L den JInhalt F = JLr. Daber
mifit die Oberflache

0=4+4Ir+4Lk = 4 L(r| k).

I11. ‘iﬁ]n[id} ij’8, wenn die Fuppuntte aller Dreiedshihen
im Sreife um den Fuppuntt N ber Hohe ON der PLyramibde
liegen (Fr. 190 VL.).

IV. Beim regelmipigen n-feitigen Pyramidenftumpf haben
alle Trapeze gleidhe Hohe k (Fr. 189 IL), baber ift die
Dberfliacde

O0=F —l f—-}ﬁ (U )k,

wenn F und £ (Fr. 230) die Umfiinge U und u Haben.

232, Welden Juhalt Haben Pyramiden, Phramidenjtumpfe
wid in foldie ju zerfegende edige Svrper?

1. Biwei Pyramiden von gleidher Grundfldde F, 1md F,
und gleicher Hohe H find inhaltdgleid (Fr. 227 IV.). Demn
legt man bei beiben in der Entfernung z von der Spibe einen
Borallelfhnitt £, und £, zu der Grundflicdge F, und F,,
fo ift nad) Fr. 229 IV. f:F, =2 : H' = f,: Fy, D. I
f: B, = f,: F, odex f,—*,, weil jaF,— F, borausdgejebst
tourbe.

1. Das dreifeitige Pridma ABCKNQ (Fig. 210) laft
fich durd) die Ghenen AKN und ACN in drei infaltdgleiche

w283,
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Pyramiden erlegen. Weil ndmli) A ABC 4F A QNK
(. 217 L), foift (I.; §r. 220 IL) NABC = AQEN;
die Deiden Phramiden AQKN und ACKN
ferner Haben gleiche Hibhe, weil fie eine
gemeinfdjaftliche SpiBe N befiben unbd
ihre ®rundiladen AQK und KCA (twelde
nad) Fr. 108 1. fongruent {ind) in einer
Ghene ACKQ liegen; baber ift aud)
AQKN — ACKN (L) und nach Fr. 20 V.
endlid) :

NABC = AQKN = ACEKN.

I Jebe dreifeitige Pyramide ift
alfo der britte Teil eined Pridmasd bon
berfelben Hihe H und derfelben Grundilide F.

Dasfelbe gilt aber aud) von jeber n-feitigen Phramide,
eil fid) biefe in lauter dreifeitige Pyramiden mit einer
gemetnfchaftlichen Spige zerlegen lafjt.

IV. Die Raumzahl einer Pyramide ift L von bem Produft
aud der Flichenzahl der Grundiltiche und der Liingenzahl dex
Hivhe (1L, und Fr. 221 VIIL).

V. Bwet Pyramiben verhalten fich wie die Produfte ausd
Grundfliche mnd Hihe (IV.);

Y:: Y. = F,H;: F.H,

VI. Bei der abgeftubten Phramide A von der Hihe h,
der Grundfldche F und der Abjtupungsfldde £ fei z bie Hohe
e weggejdnittenen Teils (Fr. 230 L). Dann ift nad) IV.

A= }F(h+2z) — Ifz
woraud nad) Fr. 230 I1. weiter folgt:

A=1}h £ Vﬁ.-.-----F—l-/i = $h(F |/ Ff -} ).
VF — /1
VII. Gcige Rorper, deven Bevedymumg nidyt jhon in
VI und §r. 221 gelehrt wuxde, zerlegt man durd) Diagonal-
ebenen in drei- oder mehrfeitige Pyramiben und berechmet {ie
domn nad 1V,

Sia. 210.
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VHI. Wirb ein gerabed Dreifeitiged Pridnma ABCNKD
(Fig. 211) von der Grundfliche ABC = F unbd der Hilea
purd) eine Ebene fo abgejdinitten, daf
feine &eiten AD —=a, CU=1¢ und
BV =0 find, fo fallt der Fuppuntt Q
der Hihe DQ =h Dder bvierfeitigen
‘.Ll)mmzbc DNEKVU in die fante NK
(Br. 204 L. und VL). Nad) Fr. 177 IX.
ijt bie @ruubflﬁd)c UNKV =

‘(\l' I\\)\l‘;——
"l—— J-—(‘) \i\,
Hmm\h 101 a mlf( N und KB fenfrecht

Fig. 211 fein (Bor. nnb dr. 181 X.).
Daber hat die Pyramide DNKVU
den Jnbalt: Y = L (UNKV)h
= —_.!;(tagb*{') INK.h
= +4(2a—b—c) ADNK
= 1 Bi{28 —h—¢).

Daraud ergiebt fuf) aber wegen Fv. 221 VIIL. ber Jnbalt
bed {dhief, aber eben abge{dmittenen Pridmad ABCUVD zu:
J=Fa—4{F(2a—b—=c)

= 1F(a-Fb-+o).

Diefelbe Formel ergiebt jid), wenn aud) nod) auf dex
anderen Seite Ded Pridmad ein Stitct durd) eine Ehene ab-
gejhnitten wivd. (BVergl. KatechidBmud der Raumberedynung.
3. Aufl. Fr. 155.)

IX. Bwet dhnlide Pyramiden (vergl. Fv. 230 I11.) und
Deghalb aud) et dhnlide ectige Rorper (welde fid) in
dhnliche Poramiden zexlegen laffen; vergl. Fr. 150 1I.) ver-
halten fid) toie die dritten Potenzen dhnlichliegender Seiten
oder Stredfen (V.); denn bei Den dfnlichen Pyrvamiden ift
iy — H. 5 (Fr. 229 IV.).

Aud ztwei dhnlicdhe Kdrper, welde gang ober zumteil
bon frummen Flachen begrenzt werden, verhalten fid) twie
bie dritten Potenzen dhnlichliegender Strecten.




Sr. 299. Dreigelnted Kapitel, Der Kegel. 289

Dreizelinfes Stapifel.

Der Keael.

233. MWad it cine Seqelflide und cin Kegel?

I. Bewegt fid) ein an feinem Endpunfte O (Fig. 212)
feftaehaltener Strahl O (die Erzeugende) an einem ald
Qeitlinie L dienenden
Rreife bin, deffen Ehene
(die Grundflide F)
nidgt durc) den feften
Endpuntt O gebt, fo be-
jehreibt der Strafl eine
(Rreis-) Kegelflide,
beren ©piBe ober
Mittelpunitt der fejte
Punft O it

II. Bewegt jih) an=
ftatt bed Strahled OS
eine 1nbegrenzte Ge-
rabe in Derjelben LWeife,
jo Dejdhreibt fjie eine
aud  jwei fpmmetriz
jehen Hiilften beftehende
Doppelfegelfladye.

[II. Der bom Dder
Reqelfliche umidylofjene
Dalbbegrenzte  Raum
feift ein fegelfiir-
miger oder fonifder Fig. 212,
Paum.

IV. Der Kirper zwifhen Spite 0, Grundilide F und
dem zwijchenliegenden Kegelfldchenitiict (bem Mantel) heift
ein Regel. — Bergl. aud) Fr. 236 XIV. und XV.

Bepjde, Geometrie. 3. Aujl 19
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V. Die burd) die Spibe und den Miittelpuntt ¢ bex
Grundjladye F gelegte Gerabe OC heift die Are der Kegel:
fliche.

Jenadydem die Aye auf der Grundflade novmal, oder
fchief fteht, Heifen die Regelfliche und ber Kegel felbit gerabe,
ober jdhief. Die Holhe [l ded Kegeld ijt die Normale ON bon
der ©pige O auf die Grundjlidye F.

VI. Die Segelfliche hat ald duferfte Falle einerieitd die
Cylindexjlade (wenn OS // OA), oder die Gerade (wenn der
Grundfldchenhalbmefjer = 0), anberfeitd aber bdie Ehene
(wenn £ AOS = 90°; §r. 181 XIV.).

VIL. Durd) jeden Punkt P der Kegelflache und die Spise O
Lt fid) eine Gerade legen, weldje gany in der Kegelfliche
liegt (I.), a iu (in P*) durch die Leitlinie geht.

VIII. Di IDI](][‘!] per ©pige und der Leitlinie gelegene
Strede O [)uu eine Stegelfeite.

l,uqumuuqollnrlnumq[rmv eiten (Fr.190VL),
und alle Geiten madjen einen Winfel von der ndamlichen
®roge mit der Aye (Fr. 81 L.).

Der {chiefe Kegel ift ungleidhfeitig (Fr. 193 und 78 1L,
oder 170 /L, IV. und V.); fjeine &eiten find nur paar-
meife gletd) (Fr. 193 VIL, 80 II.), mit Audnahme der in
der Neigungsebene der Aye liegenden tleinften und groften
Seite (Fr. 192 IIL.).

234. ag verjteht man unter Centval=Projeftion ?

I. Central-Projettion (ober bier furzweg ,Pro-
jeftion”) eined Punited P (Fig. 212 und 21 3) auf Ddie
Grundfldde F heift die Spur P (Fr. 184 I11.), tworin die
purd) ben projizierten Lunft P und die Spise O gelegte
Gerade OP bdie Gurumdjliche F durchdringt. OP’ ijt bie
Projizierende.

(1. Die Spipe O it bann {treng genommen nicht projizier-
bar (Fr. 24 1).

IH. Alle anderen Puntte der durcd) die Spipe parallef
gur Grundffide I gelegten Ehene K, haben feine Projeftion




. 234—286. Der fegel, 291

in endlidher Cntfernmung von € in Fig. 212 (Fr. 26
205 I.).

IV. Die Projeftion eined Punfted dey Grundflide F
jallt mit bem projizierten ‘bmmu jelbit zufantmen.

V. Die Puntte innerhalb, auf, oder auferhialb ber Kegel
fliche aus O haben ihre Projeftion innerhalb, auf, oder aufer-
halb der Leitlinie L.

235, Wie fann cine Gerade gegen cine Keqeliladie licqen?

I. Jede Gevabe G in Der durch bie \‘:,I.JihL 0, Fig. 212,
mml aur Grundfliche F gelegten Ebene E, hat mit ber
Kegelflade nur die Spise, oder gar nidhtd j,clnuill und Hat
teine Projeftion in endlid)er Entfernung von ¢ (Fr. 234
ELoSELL:):

[I. Sebe burch bie ©Spie O gehende und der Grund-
{liitl"‘ I nidt allele Gerade G, bat ald Projeftion mur
einen Punit P (01 1841V., 2111.). Ziegt diefer Punft P!
innecfalh, auf, ober auferh ﬁ[[! per Leitlinie, fo liegt die
(evade G, ium‘r[}ui[’w, auf, oder auferhalb Dex S‘L(gmm([)r
(. 234 V.).

I Jever Punft P! der Grundilade F fann ald bie
Projeftion einer dburd) die Spie O gehenden Geraden G,
gelten, weldye innerhalb, auf, oder auBerhalb ber Kegelfliche
!‘L&"ﬂt f‘“."‘l.

V. Die Projeftion G einer weber durd) bdie Spige O
gefjenden (IL), nod) in der dburd) O parallel u F gelegten
Chene E, liegenden (L) Geraben G,, G, ober G, ift wieder
eine Gevade; denn alle Projizierenden liegen in der duxdh O
und die Gerade G,, G, 0dex G, beftimmten Ehene (Fr. 182 IL.),
Dicje aber fdhneidet I' muv in einer Gevaden G (Fr.185IL).

V. Wenn in IV. die Projeftion die Leitlinie fchneidet
tvie G,’, ober beriifrt wie G, ober wie G,' gar nidt trifft,
fo wird die Kegelfliche bon dex Gevaden G,, G., oder G, in
awei Punften K und Q gefdynitten, in einem Lunite
P bevithrt, over in feinem Punktte getvoffen (Fr. 234 1.
und V.).
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Jn der durd) den Bevithrungdpuntt, ober einen Schnitt-
puntt ywijden Projeftion und Leitlinie gelegten Projizievenden
fann niimlid) wegen Fr. 21 1. nur e i n Punft dex beviihrenden,
oder {djneidenden Geraden (iegen.

VI. Wirb eine Gerade durd) einen von der Spite O ver-
jdhiedenen Puntt P dev Regelflidie gelegt, fo fann fie mach
L, IL und V. nur dann gang in der Regelfliche liegen, wemn
fie aud) durc) bie Spipe geht. Bergl. Fr. 233 L

VIL Die Kegelfldce ift alfo frumm (Fr. 16 T und 121.),
Da fid) Durd) jeden ifrer (von der Spibe verdiedenen) Punfte
nur eine Gevade (IL und VL) iehen [ift, welde gany in
der Segelflache liegt.

VIII. ©djneibet die in IV. befprodhene Gexabe G, Fig. 213,
die Grundilide F in D, die durd) O pavallel zu F gelegte

Ehene E,in Dy, und jdmei-

¥ Det die burd) O gelegte

G/ Parvallele 0Q 3w G die

—— ] % Grundilide in Q, fo liegt

/ Q in Der durd) O und G

gelegten, B, in G, {dnei-
penben Ebene, alfo in bex
Projeftion G* von G (.
186 VI, XV.). Bugleid)
ferden G und G durd) D,
und Q in je jwei Strahlen
D,DY und DX, QDY' unbd
QX" zerlegt; DY und QY
jhneiden fich) in D; babei
ift QX‘ bie Projeftion von
XDy, QY die Projeftionvon
Big. 218, YD,, unb jwar QD bdie von

YD unb DY’ bie von DD,.

IX. Die jiwet Punfte Q und K, Fig. 212, in denen eine
©erade G, die Regelfliiche {dhneidet, fonmen enttweder auf der-
felbent oder auf verfdjiedenen Hilften der Doppelfegelfliche
liegen.
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S ecfteven Falle Hat Dad innerhalb der Regelfliche
liegende, begrenzte Stiit QK der Geraden G, eine endliche
Projettion Q'K'; im anbderen Falle (vergl. Fig. 216 €. 296)
hat Dad auferhalb der Kegelfldcie liegende, begrenzte Stiick
QE ber Geraden et (unendlidhe) Strahlen QX! und K'Y’
afs Projettion, wifhrend die Strede 'K’ bie Projettion der
Deiden inmerfalb der Regelfliche gelegenen Strafhlen QX
md KY ift.

X. Durd) jeden Punft P der RKegelfliche lafjen fid)
unziflige Beriihrungslinien oder Tangenten an den
Qegel Tegen (V.); Diefelben liegen aber in Der Ebene, welde
fidy burd) OPP' (Fig. 212) und die dburd) P* gehende Fan-
gente G’ ber Leitlinie fegen [GHt (Jr. 182 111.).

XI. Bon jedem Puntte B auferholb der Kegelflidye lafjen
ji) zmwet Scharen von Veriihrungslinien an Ddie
Regelfliche legen (V.), weil fich von der Projeltion B’ Ded
Punfted B zwei Tangenten B'P und BT an bie Leitlinie
fegen lafjen (Fr. 108 IL). Jebe ©dar liegt aber in einex
burd) P, bezto. T und duvc) BB gehenden Ehene.

936. Wie fann cine Ghene gegen eine Kegelfliiche liegen ?

1. Sjebe durd) dbie Spipe O, Fig. 212, gelegte, die Grund-
flache T in einer Geraden G’ fdhneidende Cbene E jdhneidet
entmeber Die Regeliliche in jwei Geraben OQ' und OK’,
ober Deriifhrt diefelbe in einer Geraden OP, oder hat
blof Die ©pie O mit der Kegelflacde gemein, wenn die
(a8 Projeftion von E aufzufafiende) Spur G' die Leitlinie
in Q und K femeidet, in P* berithrt, ober gar nicht frifft
(. 83).

II. Jeber die Are A enthaltende ebene Sdynitt POK
(Hauptidnitt) befteht aud zwei Kegeljeiten, twelde burd)
die 3wei Endpuntte P und K' dedfelben Grundilichendurd-
mefjers P'K’ geben (Fr. 48 IL.).

111, Durd) jeden Punft P in der Kegeljlache fann man
eine, durd) jeden Punft B auperhalb dev Kegelfliiche 3iwet
Berithrungsebenen an die Kegelfliice legen (Jr. 235 X.
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und XIL.). Die Projettion jeder Veriihrungsebene Dexiift
die Leitlinie (I.).

IV. ®ie burd) die Spite O gefende, der Grinbdjlide F
pavallele €bene B, befigt feine Projeftion in endlicher
Cnifernung von ¢ und fat mit der Regelflache nur die
©pige O gemein (Fr. 284 1L, IIL.).

V. Jede nidht durd) bie Spige O gehende, der Grund-
flidge F pavallele Cbene B, (Jig. 214) {dneidet die G-
geugende in allen Lagen derfelben;
ibr Sdnitt mit dev Kegeliliche
ift aljo eine gefchlofjene Qinie wnd
liegt in einer und derfelben $Hiilfte
be3 Doppelfegels. Alle Puntte P
Des Sdmitted find in gleicher
Entfernung bon dem Puntte C,
worin die Snittebene die Aye A
trifft; Denn weil C,P//CP* (.
206 IL), fo ift Q,P:C,0 =
CP': CO (Fr. 148 1.); die Grife
over Strede C,P ift alfo nidht von
ber Lage des Punftes P abhingig

ba ja C,0, CP' wnb CO fitv alle Puntte P diejelbe Liinge
haben.

Daber ift dev Schnitt ein Kreisd (Fr. 47 11.). Der Halb-
mejjer C,P Ddiefed Rreifed verhilt fich aum Halbmeffer CF
Dex Grundiliche, mwie dex durdy die Sdnittebene B, erzeugte
obere Abfdnitt OP, OC,, ober ON, einer Segeljeite OP’, dex
Axe OC, ober ber Hihe ON ur gangen Kegelieite, Axe, oder
Hishe (Fr. 148 L.).

VI Jebe duvd) irgend sivei Qegelfeiten gelegte Ghene B
{chneidet jene Pavalleljhnittebene B, und die Grundfftiche in
et pavallelen (Fr. 205 I1.) Sehnen (beztw. nach II. in
atwei parallelen Durdymeffern), welde jich) (Fr. 148 1) eben=
falld tie die Halbmefjer Ded Paralleljchnittsd wnd der Grund-
flidhe (V.) verhalten.

(&heme En |
g G 1
1t B

i.m
i&vgi: Dt
einegeidlo]
(in Hig. 21
fih Dbet

fuchung alé
(bexgl. gt. -

-

IX. Jm
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VII. ©dneidet eine nidt durd) die Spike O qehenbde
Ghene B, (Fig. 215 wmd 216) die ®rundiliche F in ber
Spur G, fo jind mur die drei Fille u unterjcheiden, ob eine
sit B, parallel ourd) die Spipe O gelegte Ebene E blof bie
©pite, blof eine Geradbe OFY, oder jwei Gerade OJ uno Q%
mit der Regeliliche gemein Hat (1.).

VIIL Smoexftecen Falle in VIL jchneidet die Sdynitt=
ebene B, alle Qegelfeiten (Fr. 206 IV.), und Fwav alle in
derfelben Hiilfteded Toppel=
fegel3, weil die andere Hi
gang auf ber L, en 1
gefepsten Seite Dex Ebene B
liegt; Der Sdmitt it alfo -
einegefchlofjene Linie TPQE =
(in Fig. 215) unt
fig bei e
juchung ald ewme ipfe
(vergl. Hr. 224 VIIL ).

IX. Sm zweiten Falle
in VII. ijt bie Sdynittebene
E, 3 einex Beriihrungsd-
ebene parallel (1.), aljo aud)
au Dex Detrefjenven SRez Sl
vilbrungslinie OP' (8. | |
205 1.), aber blof Ddiefer | s
einert egelfeite; alle an= & 4
deren Qegelfeiten iverben
gejdgnitten und wieder alle

511

auj der nimliden Seite
pon B, 0. §. in Dexfelben

%ig. 215.

Regelhilite (Fr. 206 1V.),

Ser Sdnitt AUB (Big. 216 ©. 296) it aber feine ge-
- . . - i 'I o pey -~ 1

jdhlojjene Xime, jonbern ereift fid) ald eine Parabel

(vexgl. Katechizmud ver Raumberedhnung. 3. Aufl. &. 55;

Qatech. d. analptijchen Geometrie, ©. 167). Die Grund=
)

jlicche F wird hier von B, in einer Gevaben AB gefdnitten,




296 Dreizehnted Sapitel. Tr. 286,

welde ur Tangente des Punttes P* der Leitlinie parallef ijt
(L und Fr.205 1L.).

X. Jm oritten Falle in VII. endlich ift bie Sdnittebene
E. 3u 3wei Kegelfeiten 0J und OZ, Fig. 216, pavallel, jchneidet
wieder alle anbeven Keqelfeitent
(Fr. 206 IV.), aber einige in
Der einen, die anberen in Der
stoeiten Segelfldchenhilfte, je-
nadhdbem die von O aud der
Grunbdflidye zugervandte Hilfte
ber eite mit der Schnitt-
ebene B, auf berfelben, ober
auf entgegengejehten Seiten
fener burd) die Spige gelegten
Larallelebene E gur Sdnitt-
fliche E, liegt; Der Sdnitt
bejteht aud zwei fid) nidht
fdlieBenben Jeigen CVD unbd
CyV,Dy, und Deifit eine Hy-
pexbel (vgl. Kated). d. analyt.
Geometrie, ©.152). Die Spur
Der Ehene ZOJ in F ijt zu der
Spur CD bont B, in F pavallel
(Br. 205 1L).

Wmgefehrt ift jede die Deiden Regelhilften (chneidende
Eberte I, pavallel zu ben beiben Geiten OJ und OZ, in
telden eine pavallel jur Sdnittflide B, durd) die Spite
gelegte Cbene I die Kegelflidhe jdneibdet.

XI. Unbdere ebene Regelidynitte, ald Rreis, Ellipfe,
Pavabel und Hyperbel, giebt ed nicht; diefe Linien bilden
eine abgefdhlofjene Gruppe. Die Pavabel erfdjeint al3
Bwijdenglied gwifden Ellipfe und Hyperbel.

XII. Bei jeder {chiefen Kreidlegelflice ift ein (nidht duvd
bie ©pie O gehenber) Novmaljdhnitt jur Aze eine Cllipfe
(VIIL).
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Wegen Fr. 73 VIIL geht aber die Aye ded {dhiefen Rreid
fegels nidyt durd) den Mittelpunit der Ellipfe.

XII, Qeber jdyiefe Rreisfegel [dht fid) als eint
geraber efliptijder Kegel aufjajjen.

Die Aye diefed elliptijchen Kegeld liegt in Dev Ebene ded
Reigungswinteld (Fr. 192 1.) der Aye ded {dhiefen Rreid-
fogeld gegen Deffen Grundilache und BHalbiert den Wintel,
unter weldjem fich die in diefer Ehene liegenden beiden Geiten
fdmeiden (vgl. Fig. 53 &. 63).

XIV. Der Kegel entfteht durd) die ftetige Betvegung eined

ftets zu fich felbit parallel Dleibenden Qreifed, wenn defjen

Mittelpuntt nicht ausd der Axe A Hevaudriict und fein Halb-
mefjer fidy jo, wie e V. verlangt, jtetig dnbert.

XV. Der gerade Segel wird aud) durd) ftetige Bemwegung
eined vechtwinfeligen Dreieds OCP’ (Fig. 217) um die eine
Qathete OC erzengt (Fr. 181 XIV).

Qo

237, TWad ift ein Keeljtwmpf?

. Der {brper, weldher von der Grundildde F, etnem (in
berjelben Regelflidenpiljte gelegenen) Ravalleljdynitte £ zu
{6t und dem iwijdhentiegenden Kegel-
flachenftitct (Dem M antel) begrenst
yoicD, heifit ein abgeftupter Kegel
pber ein Regelftumpf; bie Ent:
fernung h feiner Beiden parallelen
®Grundfldden F und f it feine
Hibhe.

1. Der gerabde Kegeljtumbf
(Fig. 217) fann duvd) die Um-
drefhung eined Trapezed PC,CP’ ent=
fteben, Deffen Pavalleljeiten C,P
und CP' auf ber Geite CC;, um
welche die Umbrefung exfolgt, fent:
recdht ftefen (Fr. 181 XIV.).

L Hat der Kegelftumpf, Defjen Grundflicge T umd
Abftupungsilade £ Sreife vom Halbmefjer r, wnd r, wnd bent
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Umfingen u, ind u, find, die Hohe h, wihrend die abgefdinittene
@bibe die Hile z hatte, ift ferner v dev Halbmefjer und u dex
Umfang bc% iu pex Meitte der Hohe h (aljo in der Entfernung
Zn, — z—-+h bon bm ©pite 0) gelegten ‘,].samlic (jchmit tué%,
jo findet mh aud Jr. 236 V. 7.1mm[ ftrg:ry, =2:(h-+2)
und r:v; = ($ h-{-2): (h—2z); hievaud mguht nd) (eicht:

L L e R

al',

Ty =T, =14 - —— .
' "h-fz h-z

Damn it aber u=2mr = a(r, - i',,:}: 1 (0, 1)

258, Wie grof ijt der Seqelmantel?
I. Aud) der Kegelmantel MLi§t fich (wegen Fr. 2 236 111.)

auf einer Ebene abwideln, — Vgl. Fr. 225 1.

II. Beim um\m ﬁqul bom Halbmejjer CU = R und
ver Hohe OC = H, Fig. 217, exhilt man (Fr. 233 VIIL)
einen freidaudjhnitt, defjen Halbmefjer dev Kegeljeite OU

— 5 = |/ R*--H* und dejjen Bogen bder Leitlinie I —
27R gleidht; nlm 11 umh BE GOV M — Mg —
R8s, — :l“ql 35\. ' 0
III. Der Mantel Ded Mi_‘;ivfrar Regeld ift fein RKreidaus-
{dhmitt (Fr. 283 VIIL).
IV. Der ‘JJmnhl M be3 geraben Segelftumpfes

(?\1. 237), defjen Seite PP'— 5 — OP' — OP = 5, — 5,
ift, hat Den Snl}ﬁit M= ;8 — 3ugse = (18, — ro8,)-
Nach Fr. 286 V. ift aber s,: 8, = r:1y; daber audy

(84 fﬁ,‘,):n‘,r(rl -1y) ¢ 1,1111“H1mqu1 (\l 37 I1I.) weiter:
M=:; S;(lt — 1) 1y = sy 1) (1, — 1) i1y
ity —-1p) (8 — &) = % (u,—}ug)s = us.
&3 (dpt Id} alfo ber Mantel dicjed Stumpied tie ein
Trapey (Fr. 177 IX.) berechnen. BVgl. Fr. 179 XII,

239, Wie grop ijt der Jnbhalt ded Keqeld?
I. Begen Fr. 236 V. und 229 IV, dnbern fich bet einem
Regel vom Halbmeffer R die der Grundflide F = =R’
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pavallelen Querjcdnitte genaut fo tote et einer Pyramide von
ber ndmlichen Hohe H und einer gleichgrofen Grundflache.
Nach Fr. 227 I\ Iat Dabex M qu Denfelben Jnfhalt (
toie diefe Biramibde, d. §. nad) Fr. 232 IV, ijt:
— JFH = 1xHR%
II. Dex \mu(mtmm \8’1 ‘_’J‘) lmt nad) Fr. 232 VI. den

SJnhalt A= 1L(F - V Ff—-f), woral mt hnady Fr.179 1L
mweiter ergiebt: A=—-1zh(r] +1 I,
Biersehntes Sapitel.

Die Hugel.

240. Wasd ijt eine KSugelflide und eine Kugel?

I. Die Kugelflade enthalt alle Punfte P bed Raumes,
weldje in gleigem Abjtande bon eimem Punfte M (dem
Wittelpuntte) liegen. Diefe unverinderliche Cntfernung
MP = R 0eifst der Halbmejfer ber Sugel.

II. Bwei \mibm(ml, deven jeder die Verldngerung desd
anderen bildet, geben einen Durdymejjer D = 2R. Vgl
&r. 48 1II.

III. Dafer find alle Halbmefjer und alle Durchmefjer

per Rugelfldche lmtc i) gleidh.

IV. Wird ein Halbtreid FOP, (Fig- 218 &.300) um
feinen fc]’t[irgenbcu D wdymeffer FP, gedreht, bid ex wieder in
feine anfingliche Lage fommt, fo bejdjreibt ex wegen Fr. 47 IL.
eine volle Qugeljliche.

Die Kugelf imhc ijt demmnad) eine gefd)loffene Flache;
ber Mittelpuntt M liegt innerhalb ﬁuu[bm.

Die mmmmu ijt ber geometrifdje Drt (vgl. Jr. 74
XVIL) eined Sreifed von gegebenem Halbmefjer und bon
Um‘ge]’t}mhumm Mittelpuntte. Vergl. Fr. 242 VL

V. Der von einer Rugelflache umichlofjene Kbrper Heift
eine Kugel.
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Ijt die Entfernung eined Punfted P bom Mittel=
puntre gwf;ez pber gleid), ober ffeiner alg ber Halbmejjer R,
fo liegt der Puntt P auferhalb, ober auf, oder innerfhalb der
Qugeljliche.

241, Wie fonn cine Gerade gegen cine Kugelflade liegen?

I. Jft die Entfernung MN, einer Gerabenm G, bom
WMittelpuntte M grofer al8 der Halbmefier R, jo liegt G,
gany auferhalb der RKugelflade (Fr.240 VI.). Demn alle
anderen Punfte von G, find nod) tweiter bon M entfernt
ald N, (Pr. 74 IX.).

I it bie Cntfernung MN, einer Geraben G, bom
Mittelpuntte M dem Halbmeffer R gleidh, fo hat G, blof
einen Punft N, mit der Fugeljlide gemein (Fr. 240 VL),
tweil alle anderen Puntte
bon G, tpeiter ald N,
bon M entfernt {ind
(Fr.74 IX.).

IILI. Cine®erade G,
welhe mit ber Kugel-
flache blof einen Puntt
gemein Hat, Deifst eine
lnlul‘ rung3linie
ober Tangente.

IV. Jebe Senfredyte
auf einem $Halbmefjer
MN, int defjen Endpuntte
N, ift eine Tangente (I1.).

V. 3t bie Entfernung
MN — e einer Gevaben

oig. 218, vom Mittelpuntte M fleiner ald der Halb-
meﬁm R, jo jdueidet G die Sugeljlide in 3w ei Punkten
P, unb Py; N liegt ndmlich innerhaldb der Rugelfliache
(Fr. 240 VL), die beiden Luntte K und L in G aber, welde um
KN = NL = R bon N abjtehen, liegen auferhalb bder
RQugelflade (Fr. 74 VIIL), und Dedhald muf ed in G Fwei

Sig. 218,

it 1=
Lunm P
fiegen { (\r |
VL,
pelegene
on 06t
E 160
VIL
Wl‘ 1,1 “\

VIIL

‘_," QR

A

A Iy 4
q;_]qgjr[.‘... ¢

Denn fal
pegen 3. 7 4
fillf, ober i
it MN

md dyief
idueibet b
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tediten M)

oa 10 MN
X1, Jet

meffer bed
All,
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Punfte P, und P, geben, weldje in der Entfernung R von M
fiegen (Fr. 74 X.).

VI. Die Qugelfehne, d.§. die innerhalb der Kugeliliche
gelegene ©trefe PP, = s der 1fjucibcnbcn Geraben G ird
pon der Sentred) tm MN TJnI{nmt (Fr. 75 V.umd VL). FNad
§r.160 IIL. ijt bafer R* = &’ 1¢°

VIL ¢ ndber die Kugeljefhme am Nittelpuntte M liegt,
defto grifer ift fie (VL)

VIIL. Die Kugelfliche ift frumm (Fr. 16 1. und 12 L);
benn nac) I. 6i3 V. lafjen fid) auf ihr gar feine Geraden
aieDen.

IX. Sebe Gerade G durch einen Punft Q innmerhalb der
Qugelflache jdyneidet die \tuqd[laci)L in 3ive qglllltttll(\ Bl

Denn [n‘lt man von \l eine Senfredhte MN auf G, o it
wegen Fr. 74 IX. MN <7 MQ, jenadydem N mit Q ,)u}nmmut
fallt, oder nicht; da nun nad) Fr. 240 VI. jdhon MQ < R,
fo it MN < R (§r. 20 IV., obexr VIL), und G jdjneidet
bie Sugelfldche.

X. Sede Gerabe G durd) einen Punft P, der Kugelflidhe
und fdhief gegen Dben mad) P, gezogenen Dalbmefjer MP,
jchneidet die Rugeljliiche in zwei Puntten P, und P, (V.),
weil Der Fuppunit N der von M auj G gefillten Gent:
rechten MN mnu[)nlb ber Kugeljliche liegt (Fv.240 VL),
= R ijt (Br. 74 1X.).

X1 LDL ~nngultu (I11.) fteht wegen X. auf dem $Halb-
e meffer b[’h Berithrungdpunttesd fenfrecht.

e | XII. Sn jebem Punfte der Sugelflidye giebt e8 unziblig
piele Tangenten, diefelben fiegen aber fimtlid) in einer Chene
(Sr. 181 XIIL).

242, Wie tann cine Ehene gegen cine Sugelflide legen?

I. Gine Gbhene E, (Fig. 219 ©.802), deren Entfernung
MN, vom Mittelpuntte M den Halbmejjer R dibertrifft, liegt
gany auferhold der Rugelflache (Fr. 240 VL), mweil alle
anderen Punfte der Ebene E, nod) mweiter von M abiteben,
ald N, (Fr. 190 IV.).
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II. Cine Cbene E,, deven Entfernung MN, vom Mittel-
punfte M Ddem Dalbmefjer R gleicht, Hat blof einen
Punktt N, mit ber Sugelfliche gemein (Fr. 240 VI.), denn
alle anderen Punfte von E, ftehen weiter von M ab, als N,
(Br. 190 IV.).

1. Cine foldhe Ehene E,, die mit der Sugelfliiche blof
emen Punit gemein Hat, heifst eine Veriihrungsebene.

IV. Jede Mormalebene auf einem Halbmejfer MN, in
deffen Endpunfte N, beriibrt alfo die § ugelflache.

V. Sit bie Entfernung MN = e einer Gbene E bom
Mittelpuntte M Heiner al8 der Halbmefjer R, jo liegt der
mit bem Halbmefjer R um den Fufpunft N ber vom Mittel-
punite M auf die Ebene gefillten Novmalen MN gejdhlagene
Streid gany auferhald der Rugelfliche (Fr. 74 VIIL wund
240 VI.). Ule dburc) N in E gezogenen Geraden fdhneiden
Die Rugelfladhe zweimal (Fr. 241 V.), und lehtere wird
pemnad) bon ber Chene K in einer gejchlofjenen Qinie
gejchmitten. Jeber Punft P der Schnittlinie KPL ift um
NP =1= |/ R*— e¢” von dem Fufpuntte entfernt (Fr. 160
L), d. .

ber ©dnitt ift nad) Fr. 47 11 ein Kreid (Rugeltreid),
und fein Halbmefjer r ift um jo grifer, je niher der Schnitt
am IMittelpuntte liegt.
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VI. Cin durch) ben Mittelpuntt M gehender Sdynitt
liefert einen gridften Kreis CJC, der Kugelflicie, dejjen
Mittelpuntt mit bem Kugelmittelpuntte sujammeniillt und
beffen Halbmefjer MJ dem ber Rugelfliiche gleicht (vergl.
Br. 240 IIL uamd 1V.).

VIL. Je 3wei gropte Sreife jdmeiden fih in einem
Sugeldurchmefjer (VL) und halbieven einanbder.

VIIL Jeder gripte Kveid halbiert die Kugelfliche, zer-
legt fie in 3wei Jid) becfende Halbfugeln (Fr. 22 V.).

IX. Die Normale MN vom Mittelpuntie M der Kugel
auf einen Sugelfreid geht dburd) den Mittelpunft N bes
lelstern (V. und Fr. 188 1.)

X. Die Gevade MN buvd) den IMittelpuntt M der Kugel
und den Mittelpuntt N eined Kugelfreifes fteht auf diefem
Streife normal (IX. und Fr. 21 1

« )

XL Die im Mittelpunfte N eined Kugelfreifed auf diefem
Sreife exvichtete Normale geht duvc) den Kugelmittelpuntt M
(IX. und Fr. 188 1IL.).

XIL Durd) zwei fid) {chneidende Kugelfehuen (aft fich
eine Ebene fegen (Fr. 182 IIL); in bem von diefer Ebene
geliefecten (V.) Sugelfreije find die beiben Kugeljehnen Sehren,
und dedhalb gelten die Siibe in Fr. 161 aud) von gwei fid
jdhneidenden Sugelfehuen.

XIL  Wenn zwei Kugelfehuen fidh in N gegenfeitig
halbieven, jo fdneiden fie fid) im Mittelpuntte N Ded duvd
jte gelegten Sugelfreifes, ftehen aljo beide fenfredit auf dex
Strecfe MN (Fr. 93 unb 242 X.).

XIV. Palbieven fich zwei Kugelfreife gegenfeitig, fo
fhmeiben fie fid) in einer Kugeljehue, weldhe fiix beibe
Sugeltreife ein Durchmeffer ijt, und daher Hhaben die beiben
Rreije einen gemeinfchaftlichen Mittelpuntt N; tenn mum N
auperhalb M lige, jo miifste die Strecte MN auf beiden Sreifen
normal ftehen (X.), d.1. e8 miifiten die Chenen beider Rreife,
weil fie ja den Punft N gemein bHaben, zujammenfallen
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(Fr. 182 V.); weil fie died aber nac) der BVoraudjeung
nidht follen, fo mufy MN = o fein, d. §.
die beiden Rugeltreife find grishte freife.

XV. Jebe Tangente P,'T, (in Fig. 218) an einen Kugels
frei3 im Punfte P, beriihrt aud) die Kugeljliche in P,; denn
auf der Tangente fteht wegen Fr. 83 X. der Kugelfreis-
halbmejjer (NP in Fig. 219), baher auch der Kugelfhalbmeffex
MP, fenfred)t (Fr. 189 L.).

XVI. Jn jeber die Rugelfliche fneibenden Ebene lafjen
fich 3twei Tangenten N, T und N, T, (Fig. 218) von einem in
diefer Ehexte, aber auferhalb der Kugel liegenden Puntte N,
an die Sugel ziehen (XV. und Fr. 103 IL.).

XVIL. Jedbe Ebene E duvd) einen Puntt Q (in Fig. 219)
innerfalb der RKugelflache fdyneidet die Rugeljlide (V.);
benn eine bon M auf B gefdllte Normale MN it < MQ
(Fre. 190 IV.), und dba MQ < R (Bor.), jo it MN <ZR.

XVIIL. Jebe Ebene K burd) einen Punft P der Kugel-
flache und {chief gegen den nach dem Punfte P gejogenen
Halbmeffer MP jchneidet die Kugeljlache (V.), weil die von
M auf B gefdllte Normale MN einer ijt al8 R (Fr. 1901V.).

XIX. Jebe Berithrungsebene 1, (Fig. 219) jteht normal
ouf dem nad) Dem Veriihrungdpunfte N, gezogenen Halb-
mefjer MN, (XVIIL).

XX. Sn jedem Punite der Kugelfliche giebt e8 nur eine
Berithrungdebene (XIX. und Fr. 182 V).

XXI. Jebe burd) ben Beriihrungdpuntt N, (Fig. 219)
gebenbde, in der Beriihrungsebene K, ltegende Gevade Devithrt
dbie Qugelfliche (XIX. und Fr. 181 X.).

XXII. Legt man bdurd) die LVerbindbungsdftrede MB,
&ig. 219, bed Kugelmittelpuntied M und eined auferhalb ber
Qugelfliche gefegenen Punfted B eine Ehene B und in diejer
einen Halbtveid iiber dex Strecfe MB, jo {djneibet diefer bie
RQugelfliche in einem Punfte V, und BV ift alfo Tangente an
ben groften Rugelfreid (Fr. 108 IL.) und an bie Kugel (XV.).

Drelt m
(ugel fort;

v ouf MB g
Daler Liegen
um e G5
fifben aber |
ilade.
XXIIL
fidy cine
leitfinie glei
ver Yxe der
XX1V.
(it fidy eime
torher durd

male auf MV
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Dreht man mm die Ehene B um MB, fo viidt V auf der
Sugel fort; bdaber lafen fich von dem auferhalb gelegenen
Puntte B unzihlige Tangenten an die Kugelfladye legen;
alle Beriihrungspunfte find von B gleidyieit entfernt
(. 103 V.). Bei der Drehung um MB befchreibt die bon
V auj MB gefillte @enfrechte VU eine Chene (Fr. 181 XIV.).
Daber liegen (nad) v.) alle Berithrungdpuntte V im Kreife
um den FuBpunit U der Senfrechten VU auf MB. Denmad)
bilben aber die fimtlichen Tangenten eine gerade Regel-
fliche.

XXII Aud) in eine gevabe Cylinderflache Iift
fid) eine Rugelfldche einfchreiben, weldhe mit der Cylinder-
leitlinie gleichen Halbmefjer hat, und deven Mittelpuntt in
Der Aze der Eylinderflade liegt.

XXIV. Durd) jede der unzifhligen Tangenten in XXIIL
(Bt {idy eine Berithrungsebene legen (IV.), wenn man nux
porher durd) den Verithrungdpuntt V nod) eine zweite Nox-
male auf MV erridhtet (Fr. 181 XL.).

Daber lajjen fid) von einem aufterhald der Kugel gelegenen
Puntte B aud) unzifhlige Veviihrungsdebenen an bie
Rugel legent unbd bdiefelben Deviihren zugleih) den in XXIL
evmwifnten gevaben Regel (V.).

XXV. Cine burd) den Mittelpuntt M einer Qugelfliche
normal gu einer aufer der Rugelflidye liegenden Geraden G,
(ig. 218) gelegte Cbene fdyneidet die Gevade in N, bie
Rugelflade in einem groften Kreife. Bieht man in diefer
Ytormalebene von N, aud die ywei Tangenten N,P, und N,P
an den grifiten Kveid (Fr.1031L), jo ftehen die Halbmefjer
MP, und MP nidjt blof; auf N, P, und N, P fentredjt (Fr. 83 Xk
fonbern aud) auf den durd) P, und P gelegten Parallelen 3u
Gy (§r. 189 VIL und 181 X.); daber wirb die Rugeljlache
(nach IV. und Fr. 181 XIL) bon den beiden Ehenen beviifrt,
weldje fi) dburch die Gerade G, und fe eine der Deiden
Zangenten N,P, und NP legen lafjen.

Die Berithrungdpunfte P, und P diefer beiden Ghenen
find gleihiveit bon N, entfernt (Fr. 108 V.).

Jepide, Geometrie. 3. Hujl.
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243, Weldie Sipe iber Paralleliveife und Meridiane find
s merfen’?

1. ©ind zwei ober mehr Schnittebenen parallef, fo
fallen nad) Fr. 206 L. die aud dem Kugelfladenmittelpuntte
M (Fig. 220) auf fie gefllten Normalen in eine Gerade AA,
(bie Aze), weldhe die Kugelfltiche in den beiden Polen A
und A, der Parallelfreife SXYV und KPQL {dneidet.

1. Der grofte Parallelfreid DBOD, Heift Aquator;
jeber griBte Qreis AXA, durd) die Aye heipt Meridian.

I Sede Meridianchene fteht auf dem Parvallelfreifen
normal (Fr. 204 L).

IV. Sugeltreife, welche die nimlichen Pole haben, liegen
in pavallelen Ehenen (I und Fr. 205 IIL).

V. Bieht man von einem Puntte P, Fig. 220, eined
Parvalleltreifes Strecfen PA und PA, nac) defjen Polen A
und A,, o ftehen dieje auf einander fenfvedyt (Fr. 96 IIL).

VI. Der Halbmeffer NP = r eined Kugelfreifes ijt Die
mittlere Proportionale gu den Abjdynitten AN und NA,, in
weldje der Kugelfreid die Wxe AA, zerlegt (Fr. 161 IL.).

VIL Sedber Pol ift von allen Puntten desfelben Parallel-
freifed gleidyweit entjernt (Fr. 190 VI.).
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VIIL. Die Meridianbigen XP und Y zwifjdhen zwei
Larallelfreifen jind gleihgrop (VIL, Fr. 91 1V, ., 20 VIIL.).

IX. Bwifden denfelben Meridianen liegen Parallelfreiss
bgen P() und XY von gleichem Centriwinfel (Fr. 189 IX.).

Diefem Centriminfel gleicht ber Winfel wifchen Den
(ebenfalls auf dev Ure AA, fenfred)t ftehenden) Meridian-
tangenten AU und AJ am Lol A,

Die namliche Groge hat dex von den Leiden Meridianen
am Pole gebildete jphavifdhe Winfel PAQ umd der
Meigungs [ (Tr. 202 V.) der beiben Meridianchenen,

snintel

244, Wie heifjen die Teile der Kugel 1'1Lh oer Sugelflide?

L Jeder Schnittfreis KPQL (Fig. lr) zerlegt Die
Sugelflache in zwet Hauben, Kappen oder Kalotten,
pie Sugel in zwei ADJdhnitte ober chmu:m&

I1. PBwifden zwei Parallelfreifen SXYV und KPQL
[tegt eine Kugelfladhenzone und eine Kugeljdhidt.

I1I. Bmwijden einex .\umm‘ SXYVA (ober SXYVA,) und
der burd) ihren ©dnittfreid gelegten Regelfliche SXYVM,
deren Gpibe im RKugelmittelpuntte M liegt, ift ein Kugel
Ausdjdynitt ober Seftor enthalten.

IV. Bwei jid) ‘it{}ncibuﬁv Meridione APXA, und AQYA,
zerlegen bw\tuqn flade in vier Zweiede (3. B. ABPA,QCA)
und die Kugel in vier Kugel (feile (3 B. ABPA,ACQA,).

e el benadhbarte Der erjteren bildben eine Halbfugels
fliche, je zmei benachbarte der lehteven eine Halbiugel
(Br. 242 VIIL); je wei qrqmitDuftvguzm find fongruent.

V. Drei (ntd parallele) grifite freife AQYA,, APXA,
und 111;(‘I), &ig. 220, fmﬂhw m'[) in fech® LPunften und
aerlegen bie Qugelflache in ad)t | m,[u[)n Dreiede oder
SQugeldreiede, entfprechend uua purd) ifre Ebhenen am
Mittelpunfte M der Kugel entftehenden acht Dreifanten
(Jr. 211).

Die jphdrifden Winfel A, B und € (Jr. 243 IX.)
jeded fphirijhen Dreiedtd ABC find den Neigungémwinteln
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der Ebenen Ded jugehirigen Dreifantd gleidy; Ddie drei
Geiten AB, BC und CA bded fphirifden Dreiedd find
Bigen, deven Centriminkel bpen Seitentvinfeln ded Dreifantsd
gleidhen. Deshalb lafjen fid) die Siige in Fv. 209 bis 214
and 229 VIIL und IX. auf jphirijde Dreiecte und Bielecte
fibertragen. Bergl. aud) Fig. 222.

VI. Sebe Halblugel laft fich ald Settor, ald Segment
und afé Kugelteil betvachten.

VIL Seber grifere Abjdynitt, Ausfdynitt, Keil, Kappe
und Bweiect ift grofer, jeder fleinere fleiner ald die Halb=
tugel, Deziehentlich bie Halbiugeljlade.

VIIL. Qappe und Jone, Segment, Scdhidt und Seftor
entitehen bei der Graeugung dex Kugel (Fr. 240 1IV.) durd
bie Drehung Des8 Bogend AV und VL, Dded halben Kreis-
fegmentd8 AZV, bder halben Bone VZNL und bed Rreis-
jeftors AMY.

245, Welde Lage hoben zwei Kugeljliden gegen einander?

[. Bwei fonzentrifde Qugelflidhen haben denjelben
Mittelpuntt und entiweder feinen, oder (bei gleidhem Halb-
meffer) alle Puntte gemein (Fr. 240 1.).

II. Regt man burc) die Centraljtrede, d. §. die Cnt=
fermung MM, = c Der Mittelpunfte M, und M. jtveier
excentrijdhen Rugelfladhen eine Ebene, jo erhilt man
ftetd biefelbe, aud zwei groften Kreifen beftehende Schnitt-
figur (Jr. 242 VL).

Dabher miifjen (wegen Fr. 240 1V.) fiiv zivei excentrijde
Kugeln gang dhnlide Siige gelten, wie fiiv zivei excentrijde
Sreife (vergl. Fr. 102). Namlid):

I it die Summe R, |- R, der Kugelhalbmefjer fHeiner
ald die Centraljtrede ¢, {o liegt jede der Leiben Kugelfliden
gany auferhalb ber anderen.

IV. it bie Differeny R,—R, der Halbmejjer grofer ald
die Centralftvede ¢, fo liegt die eine Kugel gany innerhalb
Der anbevern.

Vil 4%
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V. Oleidt die Summe R, 4 R,, ober die Diffeven;
R,—R, der Halbmefjer der Centraljtvecte ¢, o Haben bdie
Rugelfladen nur einen Puntt gemein, Deviihren fid) von
aufen, oder innen. Der Verithrungdpuntt jweier Kugeln
liegt in ber Centralen MM,  Die gemeinfdaftlide
Beriihrung3ebene ber beiden Rugeln fteht in dem
Berithrungdpuntte auf der Eentralen M, M, fenfredyt.

V1. Die grifere Rugelflache jhmiegt jid) der Beviihrungs-
ebene Deffer an al3 die fleinere; leptere fritmmt jidh
Demuach ftivfer. VWergl. Fr. 86 IIL.

VII. it die Summe der Halbmejjer qrdfer, und ihre
Differen gleichzeitig Heiner ald die Centrale (R, - Ry >¢ >
R,—R.), jo {dmneiden jid) die Deiven Kugeljlachen.

Die beiden Schnitttreife, welde eine durch bdie Centrale
gelegte Cbene in beiben Kugelfldchen fiefert, Daben eine
gemeinjdjaftliche Sehne, weldhe von der Centvalen jenfredyt
halbiert wird und bei jeder Lage der Scnittebene diefelbe
®&rofe und denfelben Sdynittpuntt mit der Centralen Hat;
bedhalb fhneiden f{ic) die Deiden Kugeln in einem auf der
@entralen normalen Kreife (Fr. 181 XIV.). — Bergl.
aud) Fr. 242 XXII.

VIIL. $aben 3wei ercentrifdhe Sugelfliichen einen Punkt
auBerhalb dex Centralen gemein, jo {dhneiben fie fih in einem
Sreife; haben fie einen Puntt der Centralen gemein, o haben
jie weiter nichtd gemein.

246, Wie ijt die Kugeloberflade su beredyuen?

I. Der JInhalt der durd) die Umbdrehung bed Vogend
VL = b, &ig. 221 &. 310, um bie Are MA erzeugten
Rugelflacdhenzone nifert fich bem Jnhalte bed gleichzeitig
von der Sehne VL = s erzeugten Manteld des abgeftubten
Regeld um fo mehr, je mehr fich dex Bogen b feiner Selhne s
nibert (Fr. 179 IV.), und je mehr er fich vedhalb mit Der
Sebne vertaufhen lift, je teiner alfo der Bogen ift.
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11. Bieht man den Haldmejjer MT =R (Fig.221) nad) dex
Mitte T bed Bogend VL, und madht man TS // VZ /LN | MA
und VJ / MA L LN, fo find bdie beiden Dreiecfe MST
und LJV gleidhwinfelig (Fr. 71 VI.) und Ddedhalb dlhnlid)
(Fr. 156 1.); baber ift BT:MT = JV:LV (Fr. 163 L)
ober r:R=h:s, D.0. rs==Rh, twenn
TS =r und VJ=NZ=h gefept wird.
Darf man aber den Vogen b al gerad-
{inig auffafjen, jo ergiebt fich nady I und
or. 238 I\‘ nii’v i‘g::’ alt ber Home
7 — AITrR = 2gith, ijt die Hobe h
einex Jone z ‘[D {[un, Wut, man ben Die
Bone erzeugenden Bogen b mit Defen
Sefhne s vertaujdhen darf, fo gleicdht die Zone dem Wantel
eined geraben Gylinberd (Fr. 225 IL), welder mit ber
Bone gleiche Hihe h und mit Der Snm gleihen Halb-
mefjer R Defibt.

ITI. Teilt man den Bogen VL = b, weldyer durd) feine
Wmbrehung um MA die Rugelzone VSKL (Fig. 220) bon

ber Hihe NZ = H crgcllgtc, in n Teile, deven Projeftionen
auf AM mit h,, hy, hs. ~ Deseidynet erden mogen, o
ex )nlt man den Jnhalt Z \w \mu al8 ©umme von n fleineren
Bonen bon den Hiben h, hy, hy... b, nad) IL angendbert:
7=t 212
= 2aR (h, +hs |+ hy 4 - - - h,) = 2aRH.

Diefe Formel wird um jo ridtiger, je grifer n ober je
fleiver Die Bogenteile werben; Dei nod) fo weit getviebener
Berfleinerung der Vogenteile und “wc‘m‘{mmq der An-
safl Derfelben Dleibt aber bdie auggefiihrte Summierung

b by -hy - h,=H immer nod) miglidy und
liefert aud) immer noch dad nimliche Refultat. Daber giebt
bie obige Formel Z = 27RH nidht einen angendberten,

fondern den ftreng ur[ ytigen Wert fiiv den Soneninfalt Z.

IV. ®any bie ndmlide vdﬂm,mlqmung pafpt aud) auf

die Qugelfappe k von der \)L\E}c H; daber ift auc deven Inbalt
— .71 €
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V. Sebe Sappe und Bone gleidht demnadh dem Mantel
eined geraben Cylinbers, weldjer mit der Rugel gleichen Halb-
meffer R und mit der Rappe, oder Jone gleiche Hihe H Hat.

VI. Der Infalt O Der gangen Kugelfliche evgiebt fich
aud 1V., wenn man 2R fiiv IT jebt; O = 4aR? b. ).

die Oberflide jeder Kugel ijt vievmal jo grop als deren
grofter Kreis.

Da man aud) O = 27R(2R) fdhreiben daxf, jo gleidht die
Qugelflide der Mantelfliche eined der Kugel umidjriebenen
geraden Cylinders, im Cinflang mit V.

VII. Den Inhalt ded Rugelzmweiedd W mit dem

fohir Wintel w° (Fr. 244 IV. und 243 IX.) erhili
man (wegent Fr. 210 I, VIIL wnd X.) aud ber Proportion
W:0 = w’:860°, ndamlid:

W = aR*w’: 90°.

VIIL Segt man durd) die drei Gkpunite A, B, C, Fig. 222

(8. 212), cined RQugeldreiedd ABC (Fr. 244 V.) eine
Ebene (Fr. 182 1.), jo jdneidet diefelbe bie Rugeljlide in
einem Rreife K (Fr. 242 XVIIL); jeder Pol P (Fr. 243 L)
bicfed Sdnittireifes ift von Den bdrei Cpuniten gleidjiveit
entfernt (Fr. 248 VIL); daber (aRt fich ABC von Dem einen
(mit A, B, C in der nimlicjen Rappe ABCP, gelegenen)
Bole P, aus in drei gleichjhentelige jpharijde Dreiece ABP,,
BCP,, CAP, 5'&‘1‘10&:@‘1?,

Sede Der Drei Meridian-Chenen, duvd) welde Ddiefe Ber=
fegung bemwixft wird, geht aber aud) durd) Den gweiten Pol P,
1 einen Gckpuntt desd Sceiteldreteds A,B,C, (Br. 244 V,
und 211 IIL), fo dap jugleid) aud) dag Sdeiteldreied vom
jweiten Pol P, aud in Ddrei gleichjchentelige (Fr. 42 II.)
Dreiecte A,B,Ps, B,C,Pa, C,A, P, jexlegt worden ijt, und 3war
ift jebes diefer lepteren drei Dreiecte je einem Der Drei Dreiz
ecfe Ded Urdreiedtd fongruent (Fr. 214 X.; . 42 II,
243 IX. und 203 VL.).

Daber Hat jeded Kugeldreied ABC gleichen Inhalt mit
feinem (ihm fymmetrijd-gleichen) Sdyeiteldreiecte A B,C,.
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IX. Die Summe aud einem Kugeldrveie ABC und einem
Hinterdreiect AC,B, (Fr. 211 IL) dedfelben ift (wegen VIIL)
bem Rugelzweied AC,A,B,A = ACA,BA gleid), welches
jenem Wintel A enﬂpuri)t weldjer in beiden Dreiecten (als

Sdyeiteliwintel) vorfommt; denn diefed Biweiect ift die Summe
aud dem Dreiedt ABC und bem Cdjeiteldreied A,BC des
SHinterdreiects AC,B,.

oig. 222.

X. Abbiert man bie et Qugelzieiete ABA,CA und
CAC,BC, mwelde zu den 3ivet Winfeln A und C ved Kugels
preiet8 ABC gehivenr, ju den Deidben Dreiecfen ABC und
A,BC,, weldje nach IX. bem (zu bem Wintel B = A,BC,
gehirigen) Bweiede BAB,CB = BA,B,C,B gleidjen, fo exfilt
man (vergl. VIIL) al8 Summe dag Doppelte Hed Dreiects
ABC melr a3 bie iiber dem griften Rreife ACA,C,A (nach
born zu) ftehende Halbfugelflidhe 27R*  Daler exgieht fich
aud VII. fiir den Jnhalt D ded phirijden oder Kugel-
breiecds:

2D +4-27R* = aR(AJ-B-C):90°
oDer D = aR*(A—+B--C—180°):180°

b nad) ¢

Iy = MV

I, 94
md den &
erffeved ¢
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gleidt. 3
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247, Weldye Formeln licfern den Jnbalt der Kugel?

I. Bieht man in bem Quadrvat MAFC (Fig. 223) von
ber Geite R bdie qummu MF, ben Quadranten AVC und
eine ©trecte ZE /MC, welde Dden
Luadrant in V. und Diu Qingmmlc ! RS
in U jdjneidet, fo ift MV=MC=ZE Zipr—7 —'/

[Z5% /
(Fr. 240 III., 108 II1.); / ZMU o B ,7\ ;

w QO 7 T e T " o B Z
=45 = AL ZUM (Jr. 110 II, o
62 1.), baber ZM=7U (Fr.73 L) i

A & B “:J/lr
ud nach Fr. 170 L. -

N =MV — ZIM — ZE — Z0.

[I. Lapt man nun in Fig. 223 dad Quabdrat, bad A MFA
und den Quadrant AVC i) um MA Ddreben, ﬁu LL‘Qqut
tYTELTL’" einen Eylinber, dagd Dr einen. Kegel und Dex

Quadrant eine Halbtugel, deven Halbmefjer R der Hihe unbd
\cm Grunbjl m[)ml)nlbnm er Des Cylinderds und ded Regeld

gleicht. eber auf MA normale Quqcl Ll]ustt (Fr. 242 V.)
[)ut pen Jnbalt 7.2V —a(ZE — ZU ), gleidt alfo dem
Sreidringe von der Breite UL in bem ‘Dmd)Du»» Dreiect MFC
exzeugten Hohltdrper, weldjer aud) entfteht, wenn man ben
purd) MFA erzeugten Segel aud dem burd) MCFA erzeugten
Cylinder herausnimmt.

Dabher hat nac) Fr. 227 IV. nicht nur die Halbfugel mit
jenem Hohlfdrper, jonbern aud) jede Kugeljchicht und jeder
Kugelabidynitt, weldjer durcy eine halbe Kreidzone ZVV,Z,,
Deztw. einen halben Kvei2abjdnitt ZVA erzeugt wird, mit der
sijchen Ddenjelben Pavallelebenen enthaltenen Schicht bed
Dohltorpers gleiden Jnhalt.

IIL AB Juhalt ber Halbiugel (LK) finbdet fich) aus IL
nac) Fr. 226 L und 289 I.:

1K = aRR — aR’R = $aR"

Aud erfennt man feicht, daf Der Cylinder, bie Halbfugel
und der fegel in IL fic) wie 3:2:1 verhalten.
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IV. Der Inhalt der gangen Kugel ift
K = 4wR* =— 10R.

Die Kugel 16§t fich alfo aud) ald eine Pyramide bon einex
ber Qugelflace gleichen Grundiliche O = 4aR* (Fr.246 VL)
und der Hihe R auffaffen (Fr. 232 IV.).

V. Der Jnbalt eined Kugelabjdynittesd T diber Dem
Rreid VYXS (Fig. 220 und 223) vom Halbmejjer ZV=r
und bon ber Hihe AZ="h ift (weil AF =R und ZU=ZM
= 7 — R—h) nad) II., r. 226 I. und 289 II.:

T = aR*h —47h [R2~R(R—h) -+ (R—h)"]
— niR*h — 47h [3R* — 3Rh 4 1] ;
weil mm nady Fr. 170 IL, odber 163 I. A AL=TV,
0. . (2R—h)h =1, alfo 2Rh = r*—-1* ift, fo ixd ¢
== 7(31’—11 h? = 1a(2R+}z)(R— z)’
= '7(1 - Rh)h = 4a(81* l'lil.i“i]

VI. Der ollhﬂ{t § einer Kurgel fd}ui)t Deren 3ipel (‘ntqc‘[
freife © ‘m‘ ‘pn bmefier ZV = r unb %,V, = r, haben und in
den Entfermungen MZ = z = ZU und M%Z, = z, = Z,U,
pom Rugelmittelpuntte auf der nimlidjen Seite dedfelben
liegen, fo daf3 alfo h—=z, — = die Hibe der Sdidht ift, findet
fich aug 11. nad) Fr. 226 I und 259 1I:

8§ = aiR*h — 4ah [z} -} 2,242

= inh [6R*— 22,"— 22" — 2z,2].

Da nun aber — 22> — 222 — ?‘/ z = —38z,,— 32" |-
(z,"'—?z.z—l—z“’) = —8z2— 32"+ (m 169 IL) mm
3(R*— z,") = 3r,%, Joivie 3(1 Cfg) — 3r* ift, {o wixh:

8 = 4ah (r,* - - 31).

Auf die niimliche Formel fommt man jdhlieplid aud,
enn man den Snhalt der Kugelfcyicht nad) V. al8 Differeny
bed [nbalted iweier Abjdnitte bevechnet.

VII. Den Snbalt J eined (von MVAM, Fig. 223,
exzeugten) Qugelaudjdynittesd findet man entroeder al3
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Gumme feined Abjdnitted (V.) und ded (bom A MVZ er-

seugten) Regeld fiber Deffen Rugelfreid, oder man fafit nad

IV. dent Ausdjdynitt a8 einen S‘cqv[ bon Der Hihe R und einer

Grundifiiche auf, welde feiner Kappe k (von der Hibe

A% = h) gleiht. Man ml)uli pann (wegen Fr. 246 IV.):
J = 1kR = §aR’h.

VIIL. Die iiber dem Kugeldreiefe ABC =D (Fr. 246 X.)
ftehende, mit Der Spiye im Mittelpuntte M liegende Kugel=
pyramide hat nach IV. den JInbalt

P = 1RD = {aR* (A} B-C—180°):180°

iN "u‘ Snhalt eined Sugelfeild vom Winfel w°
(r. 246 VIL.) hat den Jub holt:

W = aR’w":270°%,

248, 2Wic viel gicht e3 vegelmipige Polyeder?
I Ein regelmifiges Polyeder (uhqﬂl Qidrper) twird
pon {outer fongruenten vegelméfpigen Figuven begrenst, die
in lauter fongruenten, gleiche Flachenwintel bejifenden Biel=
fanten aneinanbexitopen.
Alle Ranten eined regelmiBigen Polyederd find gleid,
ebenjo alle feine ebenen und alle jeine Fltichen-Tintel.
1. MWegen Fr. 229 VIIL und 113 IL. {onnen bei einem
rc_qu[nmq,u}ml Kbrper
mit Drefecten nur dret, bier, oder fitnf Fldchen,
mit Quadraten mur bwl Sladen,
mit Fitnfecfen nur drei Fldden

in einer Gcte ujammenitoBen.

©8 giebt alfo nur fiinf regelmdBige Polyeder.

[II, Dasd (regelmifige) Tetraeder wird bon vier gleid)-
feitigen Dreiecten begrent, Hat vier Ecen und fechs Ranten.
PVergl. Fr. 228 IX.

IV. Das .\;w;;n eber gleiht Dem Wiirfel (Fr. 217 VIL).
V. Das Dobefaeder wird bon 3wilf rcqe[mh‘f’iqcn
Fiinfecten ﬁumn , bat zwanzig Eden und dreiftig Kanten.




316 Bievsehnted Kapitel. Die fugel, St. 248,

VI. Dag Dltaeder wird von adt gleichieitigen Dreiecen
begrenzt, beren je bier in einer der fechd Ccen jufjammen:
{tofen; e8 fhat 3wolf Kanten wnd fift fi) in zwei gerade
bierfeitige Pyramiden mit quadbratifcher Grundildde zexlegen.

VIL. Bon den gwangig gleidyjeitigen Dveecen bed Ffo-
faebers ftofien fe fiinf in einer der wdlf Ceen zujammen.
@eine Kantenzahl ift dreifig.

VIII. Jn jedem rvegelmifigen ectigen SKbrper giebt ed
einen Mittelpuntt, von weldem ousd ficdh der Kbrper in
fo biel fongruente vegelmiBige Phramiden zerlegen [afHt, ald
er Geitenjlichen hat.

IX. Bom IMittelpuntte jeded vegelmiiBigen Korpersd ausd
(@Bt fich eine Qugelflache duvd) die jamtlichen Geken, eine
jiveite durd) bie Santenmitten und eine dritte duveh) Ddie
Mittelpuntte der Seitenfldchen legen.

@abellen iiber die Einteilung yud Urrn.lridl;um der Alafe verfdicdemer Linder.

HAnbhango.
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JIm Berlage bon N, 3, Weber in Seipsig find erfdhienen und
durch) jebe Budghandlung au beiehen:

 Ilufrierte Ratedyismen,

Belehrungen and dem Gebicte

- Aigsensdhuiten, Hiinste und Gewerbe ele.
; In Priginal-Teinenbanden, I

| WUckerbau.
LBon Wilhelr
Sdmicter,
Ugrituiturchemi
Won br. €, W

— Satechidmusd bed praitifchen WUckerbaned.
Auflage, ginglidh umgearvbeitet von U. @.
Tept gedructen Abbibungen, . 8
1ge, Satechidmud der MUgritulturdenie
! pearbeitet unter BVenupung ber |
fitnjten Aujlage vo baudjemie, der Bobdens
tunbde und Diinge 1 Mn. 8 ‘
Ulgebra, Dritee | iated ver 4 ebr ¢ Die Grunbs
lehren der allg ; ann. Duite
Nujlage, verme it 8 i ben e
gebrudten Figuren u &2
| YUnprandelehie §. Ton, I
Urchaologie. — Karechi rehiiologie. Wberficht fiber die EGnt=
mwidelng der Sunjt ber den Wollern des Yltectumd. Von Dr. Eruijt Krol
Pt 3 Tofeln und 127 in den Tept gedrudien Abbilbunger, 2
Urchiveunde . Reglitcatur,
rithmetit. Dritte uflage. — Katechidmusd der praftifchen Urithmetik.
furagerafited Lehrbudy der Yechentunit fite Qehrende u. Lernende. Bon €. Sdid.
Pritre, umgearbettete u, permehrie Uuflage, bearbeiter vou MarWMeyer. PN.3
Yjtpetie. Bweite uflage, — Raredhismus ber Mijthetif. Belehrungen
fiber die 2tfienjchaft vom Schonen und der funjt. Lon Robert Brolp.
Hweite, vermehrte und verbefjerte Anfjlage. In. 8
MUftronomie. Sicbente Uuflage, — Statechidmus _ der Ufitronomie. Bes
lehrungen iiber pen pejtivnten Himmel, die Erbe und den Salender. Bon Dr.
Adolph Drechadler. Siebente, verbefjerte und permehrte Auflage. Wit elner
Gterntarte und 170 in den Text gedructter Abbidbungen M. 2. 650
Yuewanverung. ©Sedste Auflage. — Hompak riir Uuswanbderer nach
lngarn, Humamen, ©ecbien, Bosuien, Holen, Supland, Wlgerien, ber Kop-
tolonte, nad) Uujrralien, den Sanoa-Jnjeln, den Hid: und muttelamerilanijden
©taaten, den Lejtindijden Fujeln, Nierito,  Det Weretmigien Staaten vou
Mordamerita und Canaba, Won Eduacdpels. Sedyste, vollig umgearbeitete
Yuflage. Wit 4 Sarten und emer Ubbildung. Dt. 1. 60
Bantwefen., — fatechismus des Ban foefens. Bon Dr. &, Gleisberg.
Wit 4 Ehed=Formularen und etner Lberiid)t iber bie deutjchen Notenbanten. AN, 2
Bautonpruttionstepre.  Hweite Uujlage. — SRaredpsmus der Paukon:
ftruttionglehre, Wit bejonderer Berudndtigung von Reparaturen und ms
bauten, on Walther Lange. Hweite, vermehrie und verbefjerte Auflage.
st 277 in ben Tept gedructien bbildungen, M 8
| Bauijtite. SJehnte Wujlage. — Katedhidmus Der Baujtile, oder Lehre der
ardjuettont|cyen Stilarten von Den altejien Jetten bis auy dle Gegenwact.
| Pon Dr. €0, Fretherrnvon Saden. Hehute, perbefferte Auflage. it eliem
| Berzerynis von funjraugdriiden und 108 i ben Tept gedructien Ubbild, B 2

%)
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k& Die mit * verjehenen Bindden find suczeit nur gefejtet su haben.
Ginansfiifrlides Berzeidhnis mit Snbaltdangabe jebed einjelnen

Banbes with auf Berlangen unberednet abgegeben.




2 Weberd SGlluftrierte Katechidmen.

Bergbanfunde, — Katechidmud der Bergbanbunde. Bon Bergrat G,

J sophler, MMMt 217 in den Tegt gedvuctten Ubbildungen, M, 4
Bergfteiger. — Katechismud fiir Bergfteiger, Gebirgdtouriften und |
lpenveijende. Vou Julius Dieurer. Mit 22 i den Text gedrudien YWb-
bilbungen. 0n. 8 ; m- A
Bewegungdipicle, — Katechidmns der Bewegungdipiele fiir die dentjehe mff S
Sugend. perausgegeben von J. €, Lion wd J. . Wortmann, Wit 29 | @thi et
1 in Den Fept gedbructien Abbilbungen, . 2 | gledn .r
| Bibliothetslehre. — Grundziige der Bibliothetdlehre mit bibliographifchen | ﬁﬁgbgr_slluu
| unb erlduternden Anmertungen. eubearbeitung von Dr. Julius Pepholdts bet L
Statechigmug dex Bibltothetentehre. Bon Dr. Urnim Srajel, it 88 tn den | arbetett
| Text gedructten Abbildungen und 11 Scyriftaieln. M, 4. 60 | Enfb\l‘ﬂ““h
Bienenfunde, Dritte Uujlage. — Natechidmud der Bienenfunde unbd peovt.
Brenenzucdyt, Von G. Kirjten. Dritte, vern. und verb. Aujlage, heraus: | Felbmehfut
gegeben von 3. Stiviten. it 61 in ben Tegt gedructen bbildbungen. M, 2 ‘I . Wé T
. 2 % n
Bleicherei {. Wiijcherel 2c. e e\rfr
o ; "
*Botanif. — RKatechidmusd der Ullgemeinen Botanit. Bon Prof, Dr. hlflﬂ?'f a
Grnft Dallier, Wit 95 in den Text gebrudten bbilbungen. m, 2 brmnﬂ
*Botanif, landwirtichaftliche, Bweite Uufloge, — Katechismud der land. iinﬂni“‘iﬁ
wutidaitlichen Voranil. Bon farl Mitller. Pweite, voljtindig umes idiaft obe
geacbeitete Auflage vont M. Herrmann, Mit 4 Tajeln und 48 n den | per @tact
Tert gebructten Abbilbungei, M. 1. 50 | %ifrh;lld“
Buchvrucerbunit. Filnjte Aufloge. — Katechidmud der Budydruckers | | oletidbaft
funjt und ber verwandien Gejdjaftdzweige. Won €. A, Franle. Finfte, | it 52 |
permehrte und verbefjerte Uuflage, bearbeitet bon Ulerander Waldow, | *glachdbar
| it 43 in den Tert gedbrudten bbilbungen und Tajeln. 0. 2, 60 [ “amo &
Budhfiibrung. tte Auflage. — Katechidmusd der Laufmdinnifchen Budh. ‘;‘i‘tliﬂ\bfm
filbrung. Won Dstar Klemid. Bierte, vermehrte und verbejjecte | [ eelidibete
SRit 7 tn den Text gedrudien Abbildungen und 3 Ledyjeljormularen. <2000 | ,WIHHME
1 Bucdfitbrung, landwirtidhaitliche, — Katechismud der landwirticdhaft- | | Forftbota
lidjenn Buchfubrung. LVon Prof. K. Birnbaum, m.z | | ", il
Chemie. Se Auflage, — Katechidmus der Ehemie. BVon Prof. Dr, . | Tert aed
Sirzel. Seddte, vermehrte Uufl, Wit 81 in ben Text gedructien Wbbilp, . 8 Treimant
|  Shemibalienfunde, — Katechidmud der Ehemitalientunde. Eine Furge ‘ Gmitt,
‘ Bejdyreibung der widhtigiten Chemitalien bed Handels, BonDr.@. Heppe, M. 2 Galvanop
Ehronologie. Dritte Auflage. — Kalenberbiichlein, HKatechidnud der | Ein Ho

Ghronologie mit Bejdhreibung von 83 Kalendern vericytedener Volter und Feiten.

| Bon Dr. Wo. Dredyd ler. Dritte, verbefjerte und jehr verm. Anjl. WM. 1,60
Dampimajchinen. Bierte Aufloge. — Katechidmusd der ftationdren |
Dampjlefjel, Dampimajdinen und anderer Wirmemotoren, € Lehr= und |

Nacyjdhlagebiichlein fiiv Praftiter, Technifer und Jndujtvielle, Lon Jngenieur ‘ | Tehr berb
Th. ©dhwarse. Biecte, vermehrte und vevbefferte Anflage. Tttt 264 m den | Gefliigelsn
Lept gedructten und 13 Tafeln Abbildungen. M. 4. b0 fitr Oiehk
Darwinismus, — Katechidmud ded Darwinidmud. Bon Dr. Otto Diielger
Badariag, Mit dem Portrit Darwing, 30 in den Text gedrudten "?run‘r\w!m
und 1 Tafel Abbildbunger. 2N, 2. b0 Sl
Drainierung. Dritte uflage, — Katechidmud der Drainierung und det l‘!w B
Cntwifjerung bes Vodens iiberhaupt, Von Dr. William Lobe. Dritte, ;"quﬂt*h:.
glinglich) wmgearbeitete Aniflage, Ditt 92 in ben Tegt gedr., Abbildungen. ne | “\‘w“ br. &
*Dramaturgie.— Katechismud der Dramaturgic, Bon R, Prolf. M.2.50 | ""”f“'“f-
Droguenfunde. — Katechidmusd der Droguentunde. Von Dr.G.Heppe. E""_" ¢
Dt 80 tn ben Text gedructren Abbilbungen. . 2. 60 "Edn“, -

dk®" Die mit * verfehenen Binbdehen find guvzeit mir geheftet su Haben. =
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MWeberd Slnuftrierte Katechidmen. 7!
@injdhria:-Freiwillige, Der Weg jum Sinjdhria-Freiwilligen und
sum Dfffsier ded BWenrlaubtenflanbed in Avmee und Marine, Bon Dberft=

{ientenant 3. D, Erner. m 2
®lePtrotechnif. Bierte Antilage.— Katechidmus der Glebtrotedhnit. Gin Lebirs
fch Fitr Prattiter, Techniter und Snbuftrielle. Vo Ingenteur Th. Sdhiwarhe.
Mierte, berbefierte 1. vernt, Yufl. Mit 243 in den Text gebdr. A66ID. M. 4. 50
@thit. Ratechidmud der Sittenlehre. Bon Lie. Dr. Friedreid
Rirdiner, M. 2. 50
Fhirberei und Sengbrud. Bweite Auflage. — Katedhidmus der Farbervei und
%8 Reugdrucd, BVon Dr, Herm. Grothe. Bivelte, pollftindlg meu bes

e

arbeitete Muflage. it 78 tn bem Tert gebrudten Abbilbungen. Im. 2. 50
¥arbwarenfunbe. — Ratechidmud der Farbwarenfunde, Bon Dr, G.
Hepye, m. 2

Felbmefifunft. Silnfte Auflage. — Katechidmusd der FeldomefBunit. Bon
Dr. € Biet{d. SHinfte, nen bearbeitete uflage. Mit 76 in ben Tert
gebructten Fimevern, Mm. 1. 50

Feuermerferei. — Ratechidmusd der Luiftfenermwerierei. RKurjer Lehrgang
fir die qrilndliche Ansdbilbung tn allen Teilen ber Pocotechnil, Bon €. A
v, NMiba., Mit 124 in i ert gebrucdten Whbilbungen. m. 2

Finanzwiffenichaft. 1 RKRatechidmud der Finanywifiens
fhaft ober bie fie unb Houptlehren ber Verwaltung
ber Staatdetntiinf %infte, verbeffecte Auflage. IN. 1. 50

Fifchiudht, — RKatechidmud ber piinfelichen Fifchiucht und ber Teidhs
wirtichaft, Wirtida fire der safmen Nifdherel. Bon €. . Sdiroeder.
Mit 52 fn ben Tert gedructen Abbilbungen. m. 2. 50

*Flachdbau. — Katechidmusd ded Flachdbaued und ber Flachdbereitung,
Pon ®. Sonntag Mit 12 tn den Tert gedrudten A66IDbunge. m. 1

Fleifchbefchau.  fuwelte Auflage. — Katechidmusd per mifroffopifchen
eiffbeichmt. BVon F. . Riiffert. Bwelte, verbefferte unbd vermehrie
Juflage. Dt 40 it ben Text gedrucien Abhilbungen. m. 120

Forftbotani?. Biecte Auflage. — Ratechidmud der Forfibotanif. Ton
6, xtidbadh. Bierte, vermefrie und berbefjerte uflage. Mt 79 in ben
Tert qebrudten Abbilbungen. I, 2. 50

Freimaurerci, — RKatechidmud ber Freimaurerei. Bon Dr. Willem
@mitt, Meifter vom Stuhil dev Soge Apollo su Leipsig. m 2

@alvanoplaftif. Dritte Auflage. — Ratechidmud ber @alvanoplafitif.
Etn Hanbbuch filr dad Selbitftudium und den ®ebraud) in ber Werlitatt, Bon
Dr. . Geelhorft. Dritte, hurchgeichene und permehrie Auflage. Von Dr.G.
Qanabein. Mt Tielbild und 42 in ben Text gedrudten Abbilbunger. M, 2

Gebichtnidfunft. Sicbente Muflage. — Katechibmud der GeddchtnidPunit
ober Mnemotedhnit, Vo Hermann Rothe, Slebente von %, B, Montag
fehr verbefferte und vermehrte Auflage. [Minter ber Preffe.

Gefliiaelyucht, — Katechidmud ber Gefliigeliucht. Gin Merbbiichlein
fie Qicbhaber, Biiditer und Ausfteller jchdrern Raffepefliiaeld, BWon Bruno
Ditrigen, Tt 40 in ben Tert gebructen und 7 Tafeln AbHIbungen. M. 4

Geoaraphie. Bierte Auflage. — Ratechidmud der Gieographlie. Biecte
Muflage, pinglidh umgearbeitet von KarlArens, ftatferl. Rat und Diveltor
ber Trager Hanbel@afademie. it 57 Karten und Unfichten. Im. 2. 40

®eogravhie, mathematifdye. — Hatechidmus der mathemat. Geographie.
Bon Dr, M. Drechsler, Mit 118 in den Text qebr. Abbilbungen. I, 2. 60

@eologie. Fiinfte Muflage. — Katechidmud ber Beologie, ober Lehre vom
tnmern Baw der feften Grbfrufte und vom beven Bilbungsweife. BVon Brof,
o, Haad, Fiinfre, verbefferte Wuflage. Rit vielen in bden Tert qebrudten
bbidbungen unb einer Tabelle. [Unter der Rreffe.

& Dte mit * verfefenen Binden find gurgeit mie gehejtet ju Haben.




4 MWeberd Slluftrierte Katechidmen. ‘

IRtt 209 tn den Text gedr. Figuren u. 2 Tabellen jur Mafvermandlung. m. s
Gejangdfunft. Vievte Auflage. — Katechidbmusd der Gefangdfunft. Bon | -
H. ©treber, Bierte, verbefjerte und vermehrie Auflage. Mit vielen tn ben |
Tept gedructten Notenberfpielen. M 2. 40 |

Gefchichte |. Weltgefd idhte

*Gefchichte, deutiche. — Katechidmusd bder bdeutfchen Gefchichte. Ton |
Dr. Wilh, fenpler, M. 2. &0

Gefunbheitsichre. — Naturgemdije Gefundheitdlehre auf phyfioloqifcher |
Grundlage. Bon Dr., Friedrid Sdols Mit 7 tn den Text gebrutien ‘

|  Geometrie, analptifhe, — Ratechidmnud der analptifchen Geometrie, ‘
Lon Dr. Mayx Friedvid. Mit 56 tn den Tert gedr, Abbild. M. 2,40 | |

Geometrie, Dritte Aufl. — Katechidmusd der ebenen und réumlichen Geos |

metrie. Bon Prof, Dr. &, Eb, Bepide. Dritte, vermehrte unb verbefjevte Aufl, |

|

Abbildbungern, M. 3. 50 | ﬂ:ti}llﬂi
(Unter gleihem Titel auch BVand 20 von TWebers Iufte @efundbeitdbildern ) | “Ei. 3
Girowefen. fatechidmud bded Girowejens. Von Karl Berger, ﬁuu'l_ml

Mt 21 Gefdy Formularen, m. 2
Handeldémarine, — Katechidmud der Handeldmarine. BVon Kapitdn Jur

See . D M. Dittmer, Mit 66 in den Text gedructen A6oildungen. M. 3. 5
Handeldrecht. Dritte Auflage. — RKatechidmus ded deutfchen Handeld: |

recht3, nad) bem Allgem. Deutfdjen Handeldgefepbuche, Bon Reg.-Mat Robert

Fifdher, Dritte, umgearbeitete Auflage. M. 1. 50 1
Landeldwiffenfchaft. Sedate Auflage. — Katechidmud der Handeldwifien- |

fchatt, Bon K. Arens Secdste, verbefjerte und vermehrte Yuflage, bearbeitet ‘ ‘

m. 2

bont Buft, Rothbaum und Ed, Deimel,

Heerwefen, — Katechidmud ded Deutfchen Heerwefend, BVon Oberfis |
leutnant o. D. . Bogt. Nad) dem Tode ded Veriafiers hHerandpegeben von Logit,
R. v, Hirfd, Hauptmann a. D.  Mit efnem Nadjtrag und 7 tn den ot L]
} pebrudten AbbiMDungen. Mn. 2. 50 | Malere
|  Seisung, Belenchtung und BVentilation. tatechidmud der Heizung, | n ber
| Beleuditung und BVentilation. Von Jngenieur TH, SHwart Mit 159 Marim
| In dent Tert gebructten Abbilbungen. m. 8 | Marke
Heraldik. Vierte Nuflage. — RKatechidmud bder Heraldib. Grunbdiiige | fn
ber Wappentunbe, BVon Dr. Ed. Freth. b, Saden. Bierte, verbefjecte
Uuflage. Pt 202 tn ben Tert gedructten Abbilbungen. m. 2 R
Hurbefhlag. Dritte Auflage. — Katechidmus bded Hufbeichlaged. Jum |
©elbftunterridit fiic jedbermann. Bon & TH, Walther, Dritte, ver= | et
mefte und verbefjerte Auflage. Mit 67 in den Tert gedr. ALHID. M. 1. 50 ‘ Bieis
Hunderaffen. — Katechidmud ber Hunbderaffen. BVon F. Krvichler, | it de
Mit 42 in den Text gedrucften Abbilbungen. 0n. s ‘ [ | mites
Hiittenfunbde. — Katechidmus der allgemeinen Hilttenfunde. Bon Dr, '
€ F Dilrre. Mit 209 tn den Tert gedructten Abbilbunagen. M. 4, 50 ‘

JagbPunde, — Katechidmusd fiir Fdger und Jagdfreunde. BVon Frang
Striditer. Mit 83 in den Text gedrudten Abbildbungen. m, 2, 50

Salenderbiichlein . Chronolopte,

*Salenderfunde. — Karechidmus der Kalenderfunbde. Belebrungen iiber |
Settrechmung, Lalendermefen und Fejte. Von D. Freth. v, HReindberge | I
Dilringsfeld. Mit 2 tn den Tert gedructen Tafeln, . 1

Rindergdrtnerei, Dritte Auflage, — Katechidmud der praftifchen Kinbers
gdrtnerel. BWon Fr. Setdel. Dritte, vermefirte und verbefferte Auflage.,

Nt 35 tn den Text gedructten Abbtunger, M, 1. 60
Rivchengefchichte. — Ratechismusd der Kirchengefchichte, Bon Lla, Dr, i
Friedeld Kirdner. M. 2. 5 o L.

JES Dle mit * verfelhenen Bindhen find purzeit mur gebeftet zu Haben.
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MWeberd Jluftrierte Katechidmen, b

RKlavierfpiel, — Katechidmus ded Rlavierfpield. BonFr.Taylor, deutfdh
vonMath.Steqmaner. Diirvtelen in ben Fext qebr, Notenbetivielen. M. 1. 50
Sinabenhandarbeitd-lntervicht, — Katechidmus ved Knabenhandarberts=
Untervidtd, Gin Handbuch ded ersrehlichen Arbeitéunterrichtd. VWon Dr,
Woldemar Bipe. Mit 69 1 ben Text gedructen Abudbungen, m 3
RKompogtivnslehre, Fiinrte Nuflage, — Satechnsmus der Sompofitiong.
lehre. Wom Prof, §, €. Cobe. Fitnfte, verbefferte Anuflage. it vielen in
ben Text gedbructen Mufitbeiipielen, m. 2
Korrefpondeny. Kmweite Auflage. — Katechidmus der Paufm, Korrefpondeny
in beuticdher ©Sprache, Bon €. F. Findeljen. Bwette, verh. Nuflage. M. 2
KoftiimEunbde. — Katechidmus der KoftiimPunde, Von Wolfg. Quince,
Mit 453 Koftiimfiguren tn 150 tn den Tert gedructten Abbildungen. M. 4
Reiegdmarine, Deutfche. — Katechidmus bder Peutfchen Krieqdmarine,
Bon fapitin §, See 3. D. M. Dittmer. Mir 126 £ b, Tert gedr. Nbbild. M. 3

Kutrurgejanchre, Bwette Auflage. — Katechidmus der Kulturqefchishte
Bon J. J. ponegger. Bweite, vermebrie und verbeijerte Uuflnge. M. 2
Runftgefchichte. Dritte Huflage. — SKatechismus der Kunjtgefehichte.

Bon Bruno Budyer. Dritte, verbefferte Aufiage. Wit 276 in den Text
gedrudten Abbilbungen, m. 4
Ritteraturgefchichre, Dritte Aufloge. — Hatechidmusd der allgemeinen
Lttteraturgefchichte, Bon Dr. U D, Stern, Dritte, burdhgef. ufl. m. 3
Ritteraturgefhichte, deutfche. SedHdte Nuflage. — Ratechidmud der
deutichen Lttrevatuvgefchichte. Vo Dberfhulrat Dr. PBaul Mobius, Sedste,
bervolljtandigte Auflage. m. 2
Logarithmen. — Katechidmus bder Logarithmen. BVon Mar Meper.
Mt 3 Tafeln Logartthmen und trigonometrifchen Bahlen -und 7 tn ben Text
gedrudten Abbildungen. m. 2
Rogif. Bwette Nuflage. — Katechidmus der Logif. Bon Lie. Dr. Frieder.
Stirdhner, Bweite, burdhgel, Aufl, MRt 36 in den Text gebr. Ubbild, A, 2. 50
Malerei, — Katechidmud der Malerei: Won Karl NRaupp. Diit 48
In den Tert ‘gedructten Ab6ildungen und* 4 Tafeln. *IN. 8
MWRarine §. Handeld- bes. Krlegdmarine,
MarticheideFunit, — Katedsismusd der MarfideidePunit, Bon O, Brats
hubhn, Mit 174 in den Tert gedrucdten Abbildungen. 1. s
Wiechani?, BierteNuflage. — Karechidmus der Mechanif. Bon Ph.Duver.
Bierte, wejentlich) vermehrte unbd verbefferte Auflage. Mit 181 tn ben Tert
gedrudten Abbildungen, m, 2, 50
*Dieteorologie. Hweite Auflage. — Katechismusd der Meteorologie, Boii
Hetnr, Bretidel. Bweite, berbefjerte und vermebrte Auflage, Mit 58
in den Text gedbructten Abbildungen. M. 1, s0
Mitroffopie. RKatechidmud der Mifroffopic. — BVon Prof. Carl
Chun, Mit 97 tn den Text gedructen Abbilbungen, m. 2
Milchwictichaft, — Ratechismud der Mildwirtfchaft. Von Dr, Gugen
Werner, Mit 28 In den Tert aedructten Abbtlbunaen, m s
Mimil. — Katechidmud bder Mimil nnd bder_ Gebirdenforadhe, Bon
ftarl Gfraup. Mit 60 in den Tert gedvnctien Abbildungen. M. 8. 50
Mineralogie, Rterte Auflage, — Katechiomusd der Mineralogie, Bon
Privatdogent Dr. Gugen uifal. Bierte, neu bearbeltete Auflage, Dt
154 in ben Tert gedructten Abbildungen. o 3
MiinsPunde. — Grundyiige der MinzPunde. BVon H. Dannenberg.
Mit 11 Tafeln Abbildungen, 1m. 4
Mufie.  Blevundywansigite Auflage, — Katechismuad der Weufle. @ridure.
tung ber Begriffe und Grundiage ber allaemeinen Tujitiehre, Won Prof,
3. € Sobe. Blerundymanigite Anflage. m. 1. 50

JBE Die mit * verjefenen Baudcden fir
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6 iﬂeberﬁ Sluftrierte Katechidmen.

Mufitqefchichte. — Katechidmud der Mufitqefchichte. Won M. M ufiol,
Mit 15 in hen Tert aedbructten Nbbilbitrtaen unbd 84 Notenheifvielen. M. 2. 50

Mufitinfirumente. Fiinfte Auflage. — Katechidmud der Mufitinfirumente,
Pont Midard Hofmann., Kiinfte, volftindig nen bearbeitete Auflage.
Mit 189 in den Text pedbrudten UbbIDungen, m. 4

SMuthologie. — Katechidmud der Mutholoaie aller Kultursdlver. BVon
Dr. G Qroler, Mt 73 fn den Tert gedructten Abbilbungen. m. 4

*Naturlebre. Dritte Muface. — Ratechidmusd der Naturlehre, ober
Erfifivuma ber wichtiaften vhnfitalifhen 1mb dhemifchen Grichelmimaen bed tiglidien
Qehend, Mach bem Enalifden be2 Dr. €. & Rrewer. Dritte, von Hetnrid
®retidiel umaeardh, Mnuflaqe. Dt 55 in ben Tert qebr. Abhithungen, M. 2

RivelMierPunft, Dritte Muffage. — Katedhidmud der NivellierPunft. Von
Dr. €. Tietidh, Tritte. vollfjtindlg umgearbeitete MAuflage. Mit 61 in den
Tert qebrudten NHHilDungen, m. 2

ftubafivtnerei. ierte Miflage. — Hatechidmud der Nusiadrinervei, ober
®runbaftae bed Glemiife: 1unb DHfthaied, Hermann Sdaqger. Biecte,
wernt, und berh, IMuffage. It 54ty hen Tert aebr. MHHilbunaen. m.

Oyrden, — ﬁnn‘\{n(rﬁ ter Witter: und Werbienfforden aller f‘ulml‘ﬂ'n‘ﬁtml
her foperhalh hegd XTX, Safirh, Auf Byund omtlider und and

ffen aufammenarstellt von Mazimilian Gritner,

t aebridten MWoHiTbungen, [Mnter der P g

DOrael. Dritte M ﬂaoc — Ratechidmud der Drael. Greldrung ihrer
am-‘ﬁm Beforherd in Bezrtehing a tifdhe Rehanbluna beim Spiel, Ron

“‘?m*rv Dritte, }nmﬁﬂrieﬁmr Mitflage, Mit 25 in ben Tert

ERTMITraet. m. 1. 50

Miface. — Katechidmud bder Or nmmnf P. Qeitfaden

nttdeling und le‘ dinrnt titert ber Ler=

% ®an

Irwr bie -\Mr"irﬂn‘ (
madfle olfler .(‘P"‘I_ Non

181 i1 bert Tert aebmurctten AR ettt Be Spestals
werferr srm Shrbhitm ber m. 2
*Mrthoaravhie, Rierte Mufloae, — & 13 der benttfchen Orthoaraphie
Nont Dr. D, ESanherd, Dierte, he Muflaae m. 1. 50

Pibaaoa Satechidmnsd der Padaqoqif. Von Lic, Dr, Fr. Kirdher. M, 2

Porfneftive fatedhidmud der Mnaemwandten Verfpeftive. Mebft einem
Dnfiana ither Shattenfonftruftion und Splegelbilber. Bon Mar Kletber,
Mit 129 in den Text gebrudten AHGIdNGen. m, 2. 60

Petroaraphie, — Ratechidmud bder Petroaraphie, Lehre von der
RefdaFenhiett, Qaaerina 1nh Bildbunadmeife der Gefteine. Von Dr. . Blaad,
Mt 40 11t Dent Tert gebructen Abbilhumaen, m 2

Philofophie. Dritte Mufone. — RKatechidmud der Philofophie. Von
N 5. b ftrdhmann, Dritte, verbefferte Auflage. . 2. 50

Riwette Mufnae. — Katechidmud der Gefchichte dber Philofophie
von Thales B8 aur Glegenmart. Bon Lie. Dr. Fr. Kirdhner. Bwelte, bers
ntefrte 1und verbeferte Anflage, m. 8

Vhotoaraphie. Bierte Mufage. — Hatechidmusd bder Vhotographie, ober

MrTettina sr Graewmunag bhotograph, Bilder, VonDr. K. © dinauk. Bierte, bent
netteftert Stortfchritten entfpr, verh, MAufl, MMit 34 in ben Tert qebr. AGGID, M. 2
Phrenoloaie. Siebente Muflage. — Ratechidmusd der Vhrenologie. BVon
Dr. G. S diene. Gtebente MAuflage. Mit einem Titelbild unb 18 in ben Tert
aebrirdten Whhifbunagen, m, 2
Phnfie. Rierte Miffage. — Ratechidmud der Vhnfie. Ton Dr, . .'?‘oll ert,
Bierte, vollftiindig neu bearbettete Anufl, Wit 281 in dent Tegt gedr. AGHID. M. 4

Jr@ fe_mit *perfehenen Q‘hnbtﬁcn finb gurgeit mir gefeftet s I;nhm.
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MWieberd Jluftrierte Katechidmen, {

Poetit. Bweite Auflnge, — Katechismus ver deutfchen Poetif, Bon Prof,
Dr. 3. windwiy,  Sweie, vermeycre und verbejerte Wuplage, . 1, 80
Projetoionsdlehre. — Katecdhidmus der Projecrionslepre. Won Fuliug
Dod. Wir 1u0 tn ben Tept gedrucren AUbbUDUngen. N, 2
Pivmologie. — Katehiomus der Pipweivgie. Bon Lie, Dr, Fr.
giLimner, n, 8
Haumbereshnung. Dritte Auflage, — Katechismus der Raumbe nung,
Unlettung sur Wrijpenvejtimmung von sladjen und forpern jever Art, Won
51 Perrmann, Drule, vermehrte und vecbe)erte Aujlage von Dr.
@, Brerjd), Mit 66 tn den Tert gedrudien Ubbilbungen, IR, 1. 80
FRebetunit, Biecre dujiage. — HRatechiwwmus der Yieoetunft., Unleitung
aum mitndligen Borirage. Von Dr. Stoderid Benedig Blecte, duvds
gejebene Auflage, W, 1. 60
Regutratur: und Urdhivfunde, — Katechidmusd der Negiftraturs und
Urdy 1 nbbudy jur dag Regijtratur= und Urchivwejen ber vex dieldyds,
Stac Rirder duls und Gemembdebehorden, den Hedrsammalien €.,
jowte bet den Staatsardjiven. Bon Georg Polpinger. Wiu Betlvagen von
Dr. §riedr, Letijt. n s
Reichspoft. — Katedhidmusd ber Deutichen Neichdpoft. Bou Wily.
Meng, Mt 10 tn den Tegt gedrudten Formulaven, M. 2, 60
Reichdverfajiung. Bwete Unflage Satednsmus ded Deutfchen Neiches
| Slaatgsred)is, der Wers

m Dr, W11h. Beller,

fajjung paebung Deutjgen Heide
Bwette, vermehrte und verbejjerte il K. 8
Jlojenzucht, — SKatechismus der MNojenzucht, Bon Herm, Jdger.
Pit 62 In den Tegt gedbructren Abbilbungen. W, 2
Sdyachipiclbunjt. Hehnte Unjloge. — Katechidmus ber Schachfpielfunit,
Bon S, J. ©.Porrius. gehute, vermelhrre uud verbejjecte Aufl. IR, 2
*@chreibunterricht. Bweite U jlage. — Hatechismus des Schreibuntervichtd,
pweue, neubearbettere Uuflage. Von Herm, Kaplan. Wit 147 wm den

Text gebrudien Figucen, M, 1
Scywimmeunit. — Katechidmusd der Shwimmbunit. BVon Wartin
Sdgwdgerl. Mt 118 in den Tegt gedructten Ubbidungen, m, 2

@pinnerei und Webevei. Dritte uflage. — Katechismus der Spinnceei,
Webever unb Appretur, oder Vehre von der medui, Beracbettung der Sejpinjts
fajernt, Dritre, bedeut, verm. ufl., unter teilweljer Benupung des Grothe jhen
Priginalg beavh. . Dr. W. Ganswindt, Wit 196 inden Zegt gedr, Abbuld, WL 4

Sprachlehre. Dritte Anflage. — Katechidmus der deutyehen Sprachlebhre,
Bon Dr. Konvad Midelfen, Dritte, verbefjerte Rujlage, herausgegeven
von Eb, Widyeljen. M. 2. 50

Stenographie. BweiteAuflage, — Katechidmus der beutichen Stenographie,
€in Leitfaden fiir Lehrer und Lernenve der Stenograplie im allgemetnen und ded
©yftems von Gabeldberger tm bejonbern. Bon Heine ld) $rieg. Hweite, ver-
befjerte Uufl. Piit vielen in den Tegt gedr. jtenogr, Borlagen. M. 2. 60

@tilifeie. Jweite Auflage, — Katechismus der Stiliftie. Gine Hnweifung
gut Uusarbeinung jdrijiider ufjoge. Bon Dr. Koncad M tdelfen. Bloette,
durchgeiehene Auflage, herausgegeven von €, Mideljen, ", 2

Eanzbunit. Fimjte Aujlage. — Karechismus der Tanzbunft. Gin Leitfaden
fitr Lehrer und Lernenve, Bon Bernhard Klemm, Fiinfte, verbefjerte und
veruehrte Auflage, Mit 82 in den Tegt gedrudien Ubbtlbungern. . 2. 6o

Zechuologie, mechanifehe, — Katechismud der mechanijchen Technuologie,
Bon . v, Jhertng, Wit 163 in den Text gedructien Ubbtlbungen, Wi, 4

Eelegrapbie. ©edijte Anflage. — Katechidmusd der elebrrifchen Zelegraphie
Bon Prof, Dr. &, €b, Jep|de. Sedyite, vollig umgearbettete Uuflage. Mit
816 tn den Tept gedructten Abbiloungen, M. 4

= == == T — e
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8 Weberd SHuftrierte Katechidmen.,

Efersucht, landwirtichaitliche. — Katechidmud der landwirtichaftlichen
Tterzucht. Von Dr.Eugen Wer ner. PMit 20 in ben Text aedr, ULiD. M, 2. 50
Ton, der qute. — Katechismud bded guten Tond und der feinen (?,ittc.
Bon Cufemin v, Adlevsfeld, geb. Grdfin Baleftrent. Mm. 2

Erigonomerrie. — SKatechiomud der ebenen und fphdirifchen ‘Imqtmn-
s metrie. Bon Frang Bendt, Mit 86 in den Text gedr, Abbild, M,
Turnfunft. Sedite Auflage. — Katechismnus bder Turnfunit. Bml Dr.
M. Klofi. dyite, vermehrte und verbefjerte 9 1ge. Wit 100 in dben Tept
pedructien Abbilbungen, Mm. 8
Mbrmacherfunit. Deitte Auflage. — Katechidmusd der Ubhrmadherfunit,
Bon §. W. Riiffert. Dritte, vollftindlg neu bearbeitete Auflnge U.lilt
229 in den Tert gedructten Ubbilbungen unbd 7 Tabeler. i

Urfundenlehre. — Katechidmus der Tlv[unmtl?, Paldographie, Ehromos
[ogle und Syhragtitit. Von Dr. Fr. Lelft. Mit 5 Tafeln Abbilbungen. M. 4

Berficherungdweien. Beite Uuflage. — Katechidmus ded Verficherungss
weiend. YVon Dstar Lemde. PBweite, vernt. und verd, Aufl, M. 2. 40
Berdfunit, Bweite Auflage. — Katechidmud der deutfchen BVerdfunit.
Bon Dr. Modervich Benebix. Bweite Nuflage. M. 1. 20

Verfteinerungdfunde. — Katechidmusd der 'l-.'nrumruuqat‘mibe (Petres
faftentunde, Baldontologie). Von Prof, . Haas. Mit 178 in den Text
ebructen Abbitbunagen. Mm 8

Bioleerfunde, Satechiemusd der BVolferfunde. Won Dr. Heinrvich
Sdurp. [Unter der Prefje.

*Boleerrecht, — Katechismusd ded "mifcnuhre. Mit Nucpadt auf die
geit= und Streitfragen bed internationalen Rechted. BVon U. Bijhof. M. 1.20

Boleawirtichaftdlebre, Bierte Auf .'smtn-hi--nnm ver Bolféwilts
idhoftslehre, Satechidmud in ben Unfongégriinden der Wirtfdjaftalefre. Lon
Dr. Hugo ©diober. Bierte, burchgeiehene Auflage. Mm. s

MWarenfunde. nfte nflage. — Katechismusd der ‘!l-c-uufns::*\r BVon
E. Sdid. Fiinfte, verm, 1. verb. Aufl., beor tnml bort Dr. ®, | pe. IR, 8

MWafcherei, Neinigung und Blei duflage. - smrwhli\mlw
ber Wiidperel, Reinigung und Bleidher

erm. (511 ol he in Berlin,

Beite, 1I1H,Iunmnlt' Wiflage. Wit 41 in den Text gedr. UBhild, m, 2
EBechieirecht. Dritte Wiflage. — Katechidmusd des allgemeinen dentfchen
Wedhfelvechtd. Mit befonderer Beriidfidtigung der Abweidhungen und Buitipe

ber biterreidiijhen und ungariicdhen TWecfelotbrtung und b
Wedyfel- und Ched-Gejees, Von Sarl Areny. Dritte, q
unbd vermehrte Anuflage.

eibgeniifitichen
1ty umgearbeitete

\_‘_ 3
Weinbau. Bweite Auflage. — Katechidmud ded MWeinbaned. Von Hr.
i‘mc. Dodinahl. Hweite, vermehrte und verbefierte Au flage. it 88 in
ben Tert gedbructten Abbilbunqert. 1. 20
.k\e;mﬂdmh!r %lmn( A hidmusd der meinen MWelt:
‘J= r ¢ nflage. Mit s € ntajeln und

2

ucktes . 2. 50
Jimmergdrtnerei, — Katechidn i. Mebft einem
Unhantg iiber Anlegung und 1 q Eleiner ert an ben Wohns
gebiuden. Won M. Lebl, Mit 66 in den Text pedr, bbilbungen. 1IN, 2
*Soologie. — Satechismusd der Boologie. Bon Mrof. 6. &, Giebel
Mt 126 in ben Tept gebructten Ab mbaumc'i. . 2

‘gtertag von J. g Weber in oiewmg

Drud von J. J. Weber in Leipjig.

JBE" Die mit * verfehenen ﬂ\ﬁnbd]cn find gucgett nur gehejtet ju Haben.
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