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Worworl .

ä ^ a die drei in Fr . 1 III . aufgeführten , in demselben

(—> Berlage erschienenen Katechismen eine reichliche

Auswahl van Zahlenbeispielen über Anwendungen der

Geometrie darbieten und da der darunter befindliche

„ Katechismus der Raumberechnung
" füglich zugleich die

erste Einführung in die Geometrie vermitteln kann , so

habe ich auch bei Bearbeitung der dritten Auflage des

„ Katechismus der Geometrie " den bereits in der ersten

Auflage verfolgten etwas weiter angelegten Plan bei¬

behalten , so wie das strenger wissenschaftliche Gewand ,

in welches der Stoff gekleidet ist . Zugleich habe ich wieder

der Schärfe und Bestimmtheit in der Darstellung und



VI Vorwort .

Ausdrucksweise große Sorgfalt gewidmet und mich

bemüht , den zu behandelnden Stoff in voller Stetigkeit

und klarer innerer Gliederung vorzuführen .

Ten Inhalt habe ich nur nach einer Richtung hin

zu erweitern mich gedrängt gesehen , und zwar durch

Einfügung einer großen Anzahl neuer Aufgaben und

Übungssätze , besonders in das fünfte und siebente Kapitel .

Mit Recht wird ja diese zugleich anregende und lehr¬

reiche Richtung jetzt auch beim Schulunterrichte gepflegt ,

um den Schüler thunlichst zu befähigen , das Gelernte

zur Durchführung und Lösung von an ihn herantreten¬

den Untersuchungen und Ausgaben zu verwerten , ihn in

der zur Ausübung „ dieser Kunst erforderlichen Technik
"

zu unterweisen . Zum selbstthätigen Weiterarbeiten auf

diesem Gebiete sei namentlich die „ Anleitung zur Lösung

planimetrischer Aufgaben mit Übungsbeispieleu " von

Professor vr . G . Hoffmann . Tritte Auflage (Leipzig ,

Fnes
'

Verlag 1891 ) auch hier warm empfohlen . Auch

die „ Theoretisch -Praktische geometrische Konstruktionslehre

und algebraische Geometrie " von W . Adam (Leipzig

F . A . Brockhaus 1863 ) vermag dabei gute Dienste zu



Borwort . VII

leisten . Von der von mir bisher benutzten Behandlung

der „ Parallelentheorie "
(Fr . 55 VI .) abzugehen sah ich

mich nicht veranlaßt , da ja die Parallelverschiebungen auch

in anderen Büchern verwertet werden . Ebenso habe ich

die „ Projektionen
"

wegen ihrer großen Wichtigkeit für

das Verständnis der verschiedenen Arten des geometrischen

Zeichnens abermals sehr eingehend behandelt .

Wieder sind ferner einzelne Stellen (z. B . Kap . 5

und 7 , sowie Fr . 155 u . a . m .) etwas knapper gehalten ;

wieder wurde wiederholt (z . B . Fr . 111 X . , 161 , 165 ,

175 , 201 und 204 ) dem Leser zugemutet , sich die Figuren

selbst zu entwerfen : beides geschah — wie auch die schon

erwähnte Erweiterung des fünften und siebenten Kapitels —

in der Absicht , im Leser das „ Selbst -Finden "
anzubahnen

und Lust und Geschmack daran zu entwickeln . Zu einer

weiteren Übung hierin böte u . a . eine eingehendere ele¬

mentare Behandlung der Kegelschnitte passende Gelegen¬

heit , wozu ich den Stoff (ohne beigegebene Figuren ) vor

längerer Zeit schon in meinem „ Leitfaden für den Unter¬

richt in der ebenen und räumlichen Geometrie "
(2 . Ausl .

Chemnitz 1874 ) zurechtgelegt hatte .



VIII Vorwort .

Auf eine Reihe von in demselben Verlage erschienenen

Katechismen von teils ergänzendem , teils weiterbildendein

Inhalte habe ich in Fr . 1 III . und IV . und Fr . 18 I .

hinzuweisen Gelegenheit genommen.

Und so empfehle ich denn den „ Katechismus der

Geometrie " auch in seiner verjüngten Gestalt einer wohl¬

wollenden Aufnahme, in der zuversichtlichen Hoffnung,

daß er fortfahren werde , der Geometrie neue Freunde

zu erwerben .

Dresden, im Oktober 1892.

E. Z.
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Einführung

1. Womit »nd wie beschäftigt sich die Geometrie?
I . Die Geometrie oder Raumlehre ist die Wissen¬

schaft vondenRaumgrößen oder räumlichenGebilden ,
d . h . den Größen oder Gebilden , welche einen Raum ein-
uehmen , im Raume Vorkommen oder doch darin gedacht
werden .

II . Die Geometrie ist demnach ein Zweig der Mathe¬
matik oder Größenlehre und unterscheidet sich von dem
anderen Zweige der Mathematik — der Arithmetik oder
Zahlengrößenlehre (vergl . auch Fr . 181 . ) — dadurch ,
daß in letzterem die Größen einfach als abgesonderte oder
diskrete Größen betrachtet werden , d . h . als solche, welche
aus Teilen bestehen oder bestehend gedacht werden , während
die Geometrie ihre Untersuchungen auf die räumlichen Eigen¬
schaften der Raumgrößen beschränkt .

III . Entsprechend dem in I . und II . Ausgesprochenen
wird sich in diesem Katechismus die Untersuchung der Eigen¬
schaften der Raumgebilde in erster Linie auf das Räumliche
angewiesen sehen , auf ein Entwerfen und Darstellen derselben ,
d . i . auf räumliche oder geometrische Konstruktionen .

In das Rechnerische spielt sich die Untersuchung Hinüber ,
wenn es sich um die Vergleichung , Ausmessung und Berech¬
nung des Inhaltes handeln wird . Besondere Abteilungen



4 Einführung. Fr . 1—z .

dieses Gebietes haben in den Katechismen der Raum¬

berechnung (3 . Ausl . 1888 ) , der Feldmeßkunst (5 . Aust .

1891 ) und der Nivellierkunst (3 . Aust . 1887 ) noch

getrennte Berücksichtigung gefunden .

IV . Eine eigenartige rechnerische Weiterbildung der Lehre
vom Dreieck und Dreikant besitzen wir in der Trigono¬
metrie . Vergl . „ Katechismus der ebenen und sphärischen

Trigonometrie " . Leipzig 1882 .

V . Die in III . gekennzeichnete Geometrie Pflegt man die

synthetische zu nennen zur Unterscheidung von der ana¬

lytischen Geometrie (vergl . „ Katechismus der analytischen
Geometrie "

. Leipzig 1884 ) , welche in der Behandlungs¬

weise des Stoffes einen wesentlich anderen Weg einschlägt ,
indem sie zwar von Messungen und Konstruktionen ausgeht ,
dann aber zur Rechnung greift und schließlich die Ergebnisse
der Rechnung wieder in geometrische Sätze , Angaben und

Konstruktionen übersetzt .

2 . Welches sind die Grundeigenschaften des Raumes ?

Der Begriff „ Raum " ist ein einfacher und ursprünglicher .
Man hat sich aber 1 . alle Teile des Raumes als voll¬

ständig gleichartig vorzustellen , so daß ein bloßer Orts¬

unterschied geometrischer Gebilde noch nicht eine Verschieden¬

heit derselben bedingt .
Man hat sich ferner 2 . alle seine Teile als unmittelbar

zusammenhängend zu denken und nennt daher dieRaum -

größenstetig ausgedehnte oder kontinuierlicheGrößen .
Der Raum besitzt endlich 3 . eine unbegrenzte Aus¬

dehnung , d . h . er erstreckt sich von jeder Stelle , von jedem

Orte aus nach allen Seiten hin in ganz unmeßbare Fernen .

3 . Was ist ein geometrischer Körper ?

Ein nach allen Seiten hin begrenztes Stück des unbe¬

grenzten Raumes heißt ein geometrischer Körper .
Ob in diesem ringsum begrenzten Raum ein Stoff (Materie )

enthalten ist oder nicht , ist dem Geometer gleichgültig ; nicht

so dem Physiker . Ein mit einem Stoffe erfüllter begrenzter



Fr . 4— s . Einführung. 5

Raum heißt ein physischer oder materieller Körper
und besitzt noch andere Eigenschaften (z . B . Schwere , Glanz ,
Härte rc .) , über welche die Physik Auskunft giebt.

4. Welche andere geometrische Gebilde treten am Körper auf ?
I. Die Grenzen eines Körpers nennt man Flächen .

Ein Körper kann (wie z . B. ein Ei von seiner Schale) von
einer einzigen, zusammenhängenden Fläche ringsum begrenzt
werden. Wird dagegen ein Körper von mehreren Flächen
begrenzt, so begrenzen sich diese Flächen da , wo sie an einander
stoßen, gegenseitig . Die Grenzen der Flächen heißenLinien ,
die Grenzen begrenzter Linien nennt man Punkte.

Punkte , Linien und Flächen können jedoch auch an sich
selbst , ohne Rücksicht auf Körper , an denen sie auftreten ,
zum Gegenstand einer geometrischen Untersuchung gemacht
werden.

II . Punkte , Linien oder Flächen dürfen aber durchaus
nicht etwa als Teile beziehungsweiseder Linien , Flächen oder
Körper aufgefaßt werden. Die dünnste Schale eines Apfels
z . B . ist noch keine Fläche , der feinste Bleistiftstrich ist noch
keine Linie, sondern beide sind Körper .

Daher lassen sich auch Linien , Flächen oder Körper nicht
durch Neben-einander-legen oder An-einander-reihen mehrerer
einzelnerPunkte , Linien oder Flächen erzeugen oder aus ihnen
zusammensetzen , weil dabei das Unstetige (Diskontinuierliche)
nicht beseitigt wird .

5. Welchen Unterschied in Bezug aus ihre Ausdehnung zeigen
die Punkte , Linien, Flächen und Körper ?

I . Die einen Körper umgrenzenden Flächen scheiden die
zu dem Körper gehörigen , in dem Körper liegenden Punkte
des Raumes von den außerhalb des Körpers gelegenen
Punkten . Beim Fortschreiten von innen nach außen durch¬
schreitet man die Begrenzungsfläche, allein man trifft dabei
in der Begrenzungsfläche selbst nicht auf mehrere Punkte
hintereinander , und darin besteht eben das wesentliche Unter¬
scheidungsmerkmalzwischen Fläche und Körper . Vom Innern



6 Einführung . Fr . ö.

des Körpers nach außen hin ist also die Fläche gar nicht
ausgedehnt ; sie besitzt demnach eine Ausdehnung weniger
als der Körper .

In ähnlicher Weise besitzt die Linie eine Ausdehnung
weniger als die Fläche, und der Punkt wieder eine weniger
als die Linie.

II . In einer Linie lassen sich verschiedene Punkte unter¬
scheiden ; doch steht deren Zahl zu der Länge oder Größe
der Linie in keiner Beziehung , sondern es lassen sich auch in
verschieden großen Linien gleichviel Punkte markieren. In
der Linie hat zugleich jeder Punkt nur zwei benachbarte
Punkte , einen vor sich und einen hinter sich ; in der Linie
liegt Punkt an Punkt bloß nach einer Raumgegend hin , bloß
in einer Reihe neben einander ; man kann innerhalb der

Wg. I . Wg . 2 .

Linie selbst nur auf 'einem Wege (vorwärts , oder rückwärts )
von einem Punkte L. (Fig . 1 ) nach einem andern Punkten der
Linie gelangen. Auch die Linien , welche (wie Fig. 2 bei 0)
geschlossene Züge bilden, machen hiervon nur scheinbar eine
Ausnahme .

Daher hat die Linie nur eine Ausdehnung (oder
Dimension ) .

III . Wenn aber die Linie bloß eine Ausdehnung besitzt,
so kann der Punkt gar keine besitzen ; er bezeichnet vielmehr
bloß einen Ort im Raume , in einer Linie , einer Fläche,
einem Körper .

Der Fläche aber werden zwei (vergl . Fr . 198 V . ) , dem
Körper drei Ausdehnungen zugeschrieben .

IV. Faßt man die Linie als eine Punkte - Reihe , die
Fläche als Punkte - Schicht auf , so kann man in der Fläche
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und im Körper neben einander liegende Punktereihen und

Punkteschichten in ähnlicher Weise unterscheiden , wie man in

der Linie Punkte unterscheidet . Ein passendes Bild hierfür

bietet u . a . ein Ziegelhaufen , in etwas anderer Art eine Zwiebel .

V . Der Umstand , daß die Punkte einer Linie , einer Fläche ,

eines Körpers von einemsinnerhalb , oder außerhalb der Linie ,

der Fläche , des Körpers ) beliebig gewählten Punkte aus

gesehen nach den verschiedensten Raumgegenden hin verteilt

liegen können , widerspricht dem soeben Festgesetzten keines¬

wegs , wie sich später noch deutlicher zeigen wird .

6. Können Linien , Flächen und Körper durch Bewegung
entstehen?

I . Wenn ein Punkt sich stetig bewegt , so gelangt er von

seinem Ausgangsorte ^ (Fig . 3 ) , dem Anfangspunkte ,

an einen andern (oder auch wieder an

den ersten ) Punkt L , den Endpunkt .

Die beiden OrteL , und L sind räumlich

getrennt (verschieden ) und durch den

Fig . s . Weg des sich bewegenden Punktes mit

einander verbunden . Dieser Weg ent¬

hält die stetige Aufeinanderfolge der Orte , an welchen sich

der sich bewegende Punkt während seiner Bewegung vom

Anfangspunkte zum Endpunkte einmal befand . Durch die

stetige Aneinanderreihung der Punkte wird bei einer solchen

Bewegung nur eine Ausdehnung erzeugt , und deshalb

beschreibt ein sich stetig bewegender Punkt eine Linie ,

sein Weg ist eine Linie .
Läßt man einen beweglichen Punkt eine Linie beschreiben ,

so zieht man eine Linie .

II . Gelangt bei der stetigen Bewegung einer Linie jeder

Punkt der Linie immer wieder an einen Ort , wo auch vorher

schon ein Punkt der Linie lag , so entsteht durch die Bewegung

nichts Neues .
Gelangen dagegen bei der stetigen Bewegung einer Linie

deren Punkte an Orte , wo vorher keine Punkte der Linie
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lagen, so erzeugt die Bewegung der stetigen Punktereihe (im
Einklänge mit Fr. 5 IV .) noch eine Ausdehnung , die Linie
beschreibt also eine Fläche . Vergl . z . B . Fr . 13 .

III . In gleicher Weise entsteht bei der stetigen Bewegung
einer Fläche nur dann ein Körper , wenn die Punkte der
Fläche dabei an Orte gelangen, wo vorher keine Punkte dieser
Fläche waren .

IV. Die Bewegung kann in I . bis III . eine willkürliche,
gesetzlose sein , sie kann aber auch an ein bestimmtes Gesetz
gebunden sein .

Auch in anderer Beziehung kann die Zusammengehörigkeit
von Punkten und Punktgruppen durch ein Gesetz , eine Formel
bedingt sein .

Fig . « .

In beiden Fällen aber muß es sich nicht unbedingt jeder¬
zeit um stetig zusammenhängende Punkte und Punktgruppen
handeln , es kann vielmehr die willkürliche, oder gesetzmäßige
Bewegung unter Umständen auch eine sprungweise sein und
es können räumlich getrennte Punktgruppen zu einem Ganzen
zusammengehören. So könnte sich z . B . in Fig. 2 der
geschlossene Zug von der übrigen Linie abtrennen und unter
Umständen ferner zu einem Punkte (einem Einsiedler )
zusammenschrumpfen, wie dies Fig . 4 bei 2 und K zeigt.

7. Giebt es auch halbbegrenzte und unbegrenzte Linien, Flächen
und Räume?

I . An Körpern kommen nach Fr . 4 I . nur begrenzte
Flächen und Linien vor. Die stetigeBewegung eines Punktes
kann aber von dessen ursprünglichem Orte aus auch ohne
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Aufhören fortgehen und liefert dann eine halbbegrenzte ,
d . i . nach einer Seite hin begrenzte , nach der andern Seite

hin aber unbegrenzte Linie .
II . Bewegt sich nun der Punkt von seinem ursprünglichen

Orte aus auch noch nach der andern Seite hin ohne Ende

stetig fort , so entsteht dabei eine unbegrenzte Linie .

Auf einer in sich zurücklaufenden Linie kann sich der Punkt

zwar zeitlich unaufhörlich bewegen , er durchlauft jedoch
dabei (wiederholt ) nur eine räumlich begrenzte Anzahl von

Punkten .
III . Eine ringsum begrenzte Fläche heißt eine Figur ;

ihre Grenzen bilden ihren Umfang (Perimeter ) . Beseitigt
man eine oder einige Grenzen der Figur , indem man die¬

selben etwa in der Fläche ohne Ende fortbewegt , so erhält
man eine halbbegrenzte Fläche ; durch die Beseitigung
aller Grenzen aber erhält man eine unbegrenzte Fläche .

IV . Ebensosind auch halbbegrenzte undunbegrenzte
Räume denkbar . ,

8. Auf welche Weise kann die Lage einer Linie bestimmt werden ?

Wegen der großen Verschiedenheit der Linien unter

einander fordert eine jede besondere Linie auch eine besondere

Weise der Bestimmung ihrer Lage im Raume . Bei den

nach einem bestimmten Gesetze, nach einer bestimmten Regel

gebildeten Linien aber reichen eine gewisse Anzahl von

Punkten ( oder sonstigen Bestimmungsstücken ) zur Be¬

stimmung der Lage der ganzen Linie aus ; stets sind dazu

mindestens zwei Stücke nötig .

9. Wenn nennt man eine Linie eine Gerade , eine Strecke,
einen Strahl ? und welche Eigenschaften hat die Gerade ?

I . Ist die Lage einer Linie bereits durch zwei ihrer

Punkte (z . B . 6 durch 0 und k' in Fig . 5 S . 10 ) bestimmt ,
^

so nennt man die Linie gerade oder eine Gerade .

II . Die Gerade 0 , Fig . 5 , ändert ihre Lage nicht , wenn

man zwei ihrer Punkte , z . B . v und V , zugleich festhält und

sie um diese zwei Punkte dreht .
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III . Die Gerade 6 läßt sich auf sich selbst verschieben
und umlegen , wobei man nur darauf zu sehen hat , daß sie

stets durch die nämlichen zwei Punkte
v und ir geht. Vergl . Fr. 15V.

IV . Jeder Teil einer Geraden
ist selbstverständlich auch gerade und
fällt seiner ganzen Ausdehnung nach
mit der Geraden zusammen, sobald
er an irgend einer Stelle so auf die
Gerade gelegt wird , daß er zwei
Punkte mit ihr gemein hat .

Fig . s .

V . Ein nach beiden Seiten hin begrenzter Teil einer
Geraden heißt eine Strecke .
/ VI . Eine Strecke kann ebenfalls auf sich selbst verschoben

werden und bleibt dabei beständig in derselben Geraden
liegen , sofern man nur dafür sorgt , daß zwei Punkte von
ihr in jeder ihrer neuen Lagen mit zwei beliebigen Punkten
von ihr in ihrer ursprünglichen , bezw . in einer ihrer schon
dagewesenen neuen Lagen zusammenfallen.

VII . Durch eine solche Verschiebung einer Strecke gelangt
man zu einer Verlängerung derselben, wenn man die von
ihr neu eingenommenen Punkte den von ihr ursprünglich
eingenommenen anfügt .

VIII . Verlängert man so die Strecke unaufhörlich über
den einen ihrer Endpunkte hinaus, so erhält man eine halb¬
begrenzte Gerade . Eine solche nur einseitig begrenzte Gerade
heißt ein Strahl .
/ IX . Verlängert man eine Strecke unaufhörlich über ihre
beiden Endpunkte hinaus , so wird sie zur unbegrenzten
Geraden .

Jede Gerade an sich ist also als unbegrenzt zu denken .
ly . Was versteht man unter einer gebrochenen, einer krummen

und einer gemischten Linie ?
I . Eine gebrochene Linie besteht aus mehreren , an

einander gelegten Teilen verschiedener Geraden .
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II . Eine Linie heißt krumm , wenn zur Bestimmung
ihrer Lage mehr als zwei Punkte erforderlich sind . (Vergl . IV .)

III . Eine gemischte Linie besteht aus an einander

gelegten Teilen von Geraden und Krummen . (Vergl . I .)
IV . Kein Teil einer Krummen kann gerade sein.
V . Jede in sich zurücklaufende Linie ist krumm . Dreht .

man sie nämlich um zwei ihrer Punkte , welche man festhält ,
so kommen diejenigen ihrer Punkte , welche außerhalb der

durch jene beiden Punkte bestimmten Geraden liegen , in neue

Lagen und zwar an Orte , wo bisher keine Punkte der Linie

laqen . Über den dabei von jenen Punkten beschriebenen Weg

vergl . Fr . 181 XIV .

11. Welche Flächen heißen Regelflächen und welche nennt man
Ebenen ? was ist eine ebene Figur ?

I . Bewegt sich eine unbegrenzte Gerade stetig , ohne dabei
in ihrer ursprünglichen Lage zu verharren , so beschreibt sie
eine Regelfläche (geradlinige Fläche ) . Jnjedersolchen
Fläche läßt sich durch jeden Punkt (wenigstens ) eine mit der

Fläche ganz zusammenfallende , ganz in derFläche liegende
Gerade ziehen , d . h . eine solche , deren Punkte sämtlich zu¬
gleich Punkte der Fläche sind .

II . Unter den Regelflächen zeichnet sich die Ebene da -

durch aus , daß je zwei ihrer Punkte durch eine ganz in der '

Ebene liegende Gerade verbunden werden können .
III . Ein ringsum begrenztes Stück von einer Ebene nennt

man nach Fr . 7 III . eine ebene Figur .

12. Welche Grundeigenschaften besitzt die Ebene ?

I . In jeder Ebene lassen sich daher von jedem Punkte ^

aus nach allen Seiten hin , also unzählig viele , Strahlen
ziehen .

II . Eine Gerade kann , wenn sie einmal zwei Punkte mit ^
einer Ebene gemein hat , nach Fr . 11II . nicht zumteil außer - ,

halb der Ebene liegen .
III . Daher folgt aus der Unbegrenztheit der Geraden

( Fr . 10 IX .) , daß auch die Ebene unbegrenzt ist .
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13. Wie kann eine Ebene entstehen?
I . Läßt man auf zwei in einer schon vorhandenen Ebene 6

(Fig . 6 ) durch denselben Punkt k gezogenen , verschiedenen
unbegrenzten Geraden 6,
und 62 eine dritte Gerade
6z sich so fortbewegen,
daß sie stets irgend einen
Punkt .-1 mit der ersten
Geraden 6 , und irgend
einen andern Punkt 6
mit der zweiten Geraden
62 gemein hat , so bleibt
die dritte Gerade 6 z be¬

ständig in der Ebene 6 und muß auch , wenn nur die
Bewegung in entsprechender Weise lange genug fortgesetzt
wird , nach und nach alle Punkte dieserEbene Lüberstreichen .

II . Durch die in I . erwähnte Bewegung der Geraden 6z
würde also die Ebene 6 beschrieben worden sein , wenn sie
vorher noch nicht vorhanden gewesen wäre . (Vergl . auch
Fr. 44 II . und 55 III .)

14. Wodurch ist die Lage einer Ebene bestimmt?
I . Haben zwei Ebenen zwei durch einenPunkt 1' , Fig. 6 ,

gehende unbegrenzte Gerade 6 , und 62*) gemein , so müssen sie
ganz zusammenfallen, weil jede dritte Gerade 6z , welche durch
je zwei verschiedene Punkte jener beidenGeraden gelegt wird ,
beidenEbenen zugleich und ganz angehören muß (Fr. 12II .) .

II . Zwei durch den nämlichen Punkt gehende
Gerade bestimmen also die Lage einer Ebene , weil sich
durch dieselben nur eine einzige Ebene legen läßt.

Fig . 6 .

" ) Will man mehrere Gebilde wegen ihrer Gleichartigkeit mit dem näm¬
lichen Buchstaben bezeichnen und doch auch von einander unterscheiden , so kann
man dem Buchstaben unten je eine kleine Ziffer (oder einen Buchstaben) an-
fiigen . In ähnlicher Weise setzt man oben Striche an die Buchstaben, z. B.



Fr . 14—is . Einführung . 13

III . Da aber weiter nach Fr . 9 I . jene beiden in I . und

II . genannten Geraden 6 , und 6 z selbst schon durch drei

nicht in einer Geraden liegende Punkte bestimmt sind , z. B .

L. , 8 und ? , so reichen diese drei Punkte zur Bestimmung

der Ebene aus .
IV . In gleicher Weise ist eine Gerade und ein außer¬

halb derselben liegender Punkt , z . B . 6 z und 8 , zur

Bestimmung der Ebene ausreichend .

15. Welche weiteren Eigenschaften hat die Ebene ?

I . Aus Fr . 14 ergiebt sich zugleich , daß jede Ebene L

sich auf den beiden Geraden 6 , und 62 , d . h. auf sich selbst ,

verschieben läßt . Vergl . Fr . 9 III .

II . Ebenso kann man jede Ebene auf sich selbst ganz um¬

legen (vergl . Fr . 9 III .) , wobei nur darauf zu achten ist ,

daß die nach Fr . 14 II . bis IV . notwendigen Bestimmungs¬

stücke beibehalten werden .

III . Da nach Fr . 14 zwei verschiedene Ebenen höchstens

eine Gerade mit einander gemein haben können , so muß

ferner beim Umbrechen oder Umklappen einer Ebene —

d . h . wenn man den einen Teil derselben , ohne den Zusammen¬

hang der Teile irgendwo zu zerstören , auf den andern voll¬

ständig auflegt — die Linie , in welcher beide Teile an

einander stoßen , um welche das Umbrechen oder Umklappen

erfolgt , eine Gerade sein.

IV . Jede unbegrenzte Ebene wird durch eine in ihr

gezogene Gerade in zwei , zu beiden Seiten der Geraden

liegende halbbegrenzte Teile (Halbebenen ) geteilt . Vergl .

Fr . 21 IV .

V . Die in III . und IV . ausgesprochene Eigenschaft der Ebene

namentlich läßt sich in Verbindung mit Fr . 9III . und VI . gut

zur Prüfung des Lineals — d . i. des Hilfsmittels , womit

wir Gerade zu ziehen pflegen (Fr . 61 .) — benutzen , und zwar

durch Umlegen und durch Verschieben des Lineals in der Ebene

und an einer mittels desselben gezogenen Geraden .



14 Einführung . Fr. 16—IS.

16 . Was ist eine krumme, gebrochene, gemischte Fläche ?
I. Krumm heißt eine Fläche , wenn keiner ihrer Teile

eben ist . Zwei Gerade , welche durch denselben Punkt gehen ,
bestimmen also die Lage einer krummen Fläche noch nicht.

II . Eine gebrocheneFlächeist ausaneinanderstoßenden
ebenen Flächenteilen,

III. eine gemischte Fläche aber aus ebenen und krummen
Mchenteilen zusammengesetzt .

17 . Wie teilt man die Geometrie ein?
Man teilt die Geometrie ein in die ebene Geometrie

(Planimetrie, Epipedometrie) und die räumliche oder
körperliche Geometrie (Stereometrie ) .

Elftere beschäftigt sich bloß mit solchen Raumgebilden ,
welche sich in einer Ebene befinden , letztere mit den nicht
auf eine Ebene beschränkten Raumgebilden .

18. Was versteht man unter Buchstabenrechnung?
I. Im gewöhnlichen Leben führt man Rechnungen mit

den gebräuchlichenin Ziffern geschriebenen (Zahlen -) Größen
aus, wie dies u . a . der „ Katechismus der Praktischen Arith¬
metik " . 3 . Aust . Leipzig 1889 , lehrt. Dabei ist jedoch im
Endergebnis meist der Einfluß der einzelnen in die Rechnung
eingeführten Größen nicht mehr zu erkennen , und eben so
wenig kann man schnell angeben , wie das Ergebnis sich
ändert , wenn in der Rechnung andere Zahlen verwendet
werden. Beides wird möglich , sobald man die Rechnungs¬
größen mit allgemeinen Zeichen bezeichnet . Man hat dazu
die Buchstaben gewählt und nennt dann eine solche , mit
allgemeinen Zahlenzeichen ausgeführte Rechnung eine Buch¬
stabenrechnung. Mittels der Buchstabenrechnungoder
Algebra lassen sich auch allgemeine Regeln in möglichster
Kürze und Übersichtlichkeit ausdrückeu. Vergl . „ Katechismus
der Algebra " . 3 . Aust. Leipzig 1887 .

II . In derselben Rechnung bedeutet der nämliche Buch¬
stabe stets eine genau bestimmte und stets die nämlicheGröße,
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über die Anzahl der in ihr enthaltenen Einheiten aber wird

irgend eine Angabe nicht gemacht ; verschiedene Größen
dagegen (auch wenn sie einmal zufällig gleichviel Einheiten
enthielten) hat man mit verschiedenen Buchstaben zu be¬

zeichnen .
19. Welcher Zeichen und Schreibweisen bedient sich die Buch¬

stabenrechnung?
I. Die Buchstabenrechnung bedient sich im allgemeinen

zunächst derselbenZeichen wie die Ziffernrechnung, in einzelnen
Fällen vereinfacht sie aber die Schreibweise und wendet nach
Bedarf eigenartige Bezeichnungsweisen an.

II . Es mögen hier die allgemein üblichen , auch im

„ Katechismus der Raumberechnung " (3 . Aust. , Fr . 11 —44 ,
unter Beigabe von Tafeln ) und im „Katechismus der

Praktischen Arithmetik " (3 . Ausl. Fr . 18 und IS) auf¬
geführten Zeichen und Regeln für die Gleichheit (—) ,
Addition und Subtraktion, Multiplikation und Division ,
Potenzierung und Wurzelausziehung als bekannt voraus¬
gesetzt und nur noch erwähnt werden, daß das Zeichen :

bedeutet: „ ist größer als "
, z . B . a b , 5 > 4.

- „ ist kleiner als"
, z . B. a << d , 4 << 5.

^ - „ ist größer oder kleiner " .
^ - „ist kleiner oder größer " .

III . ( ) oder § § oder s ) deuten an , daß die innerhalb der
Klammern stehende Größe als ein zusammengehöriges
Ganzes aufzufaffen und zu behandeln ist. Ist diese
Größe in ihren einzelnen , durch -f- und — verbundenen
Teilen oder Gliedern gegeben , so heißt sie eine mehr¬
teilige Größe.

Die Größe nennt man das arithmetische
Mittel aus a und b.

IV. Das Produkt aus 3 und a (oder die Summe a- s-a-f-a)
schreibt man kurz : 3a . — Der „ Koeffizient " 3 giebt
darin die Anzahl der gleichen Posten an .
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Daher ist 4 :r- j- 5a — 9a ; 9a —2g — 7a ; 3a . 4b
— 12 ab ; 12 ab : 3 b — 4 a.

V. Die n - te Potenz von a , d . h . das Produkt aus n
gleichen Faktoren von der Größe a , wird durch a"
bezeichnet und kurz „ a zur u-ten" ausgesprochen. Der
„ Exponent " n giebt dabei die Anzahl der gleichen
Faktoren an. a ' nennt man das Quadrat von a .

Daher ist a°
. a° -^ a°

; a°
: a' — a«

. Ebenso ist
(abP ^ a'V und (a : b)" — a"

: b"
; 3 ' — 3 . 3 — 9 ;

5 ' — 5 . 5 . 5 . 5 ^ 625 ; 10^ 1000 ; 0,1 ' ^ 0,01 .
Auch ist (a -j- bsst — a' - j- 2ab - j- b^.

VI . Wird die Größe a in n gleiche Faktoren zerlegt , so

wird einer dieser Faktoren durch s/ a dargestellt.
Falls n — 2 ist , braucht man es nicht mit zu schreiben ;

. so ist z . B . j/ 9 — 3 , Weil (ffi 3/ — 9 .
Die Größe s/ab nennt man das geometrische

Mittel aus a und b.
Etwa sonst noch nötig werdende Entlehnungen aus der

Buchstabenrechnung mögen an den betreffenden Stellen selbst
eingefügt werden.

20. Welche allgemeine Sätze sind noch zu merken?
Als Grundsätze mögen hier aufgeführt werden :
I . Jede Größe ist sich selbst gleich .

II . Jede Größe gleicht der Summe aller ihrer Teile .
III . Jede Größe ist größer als jeder ihrer Teile .
IV . Von zwei gleichen Größen darf jede für die andere

gesetzt werden.
V. Sind zwei Größen a und b einer dritten o gleich, so

sind sie (wegen IV . ) unter sich selbst gleich.
Ist also a — v und b — o , so ist a — b .

VI . Ist a — b und b ^ o , so ist auch a ^ o .
VII . Ist a j> - b und b e , so ist auch a 7> o ;

kürzer : dann ist a b e .
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VIII . Gleiches zu Gleichem addiert , von Gleichem subtra¬
hiert , mit Gleichem multipliziert , oder dividiert , liefert
Gleiches .

Ist also a — b und o — ä , so ist :
3 - j- o — b - s- ä ,
3 — o — b — ä,

30 — bä ,
3 : o — b : ä .

IX. Ist dagegen 3 — b und o ä , so ist :
3 - j- o b - s- ä , 30 bä ,
6 — u î> ä — b , o : u > ä : b,
3 — o < ^ b — ä , a : o < ^ b : ä.

X . Ist 3 b und o )> - ä , so ist :
3 - j- 6 o b - j- ä , 30 O bä ,
3 — ä ^> b — e , b : o 3 : ä .

Ferner mögen hier noch folgende , im Spätem oft zu
benutzende Regeln über das Rechnen mit mehrteiligen Größen
(vergl . auch „ Katechismus der Algebra " . 3 . Ausl . Leipzig
1887 , Fr . 31 ff .) Platz finden :

XI . Soll eine mehrteilige Größe (vergl . Fr . 19 III . )
zu einer anderen addiert , oder von ihr subtrahiert
werden , so müssen alle ihre Teile nacheinander addiert
oder subtrahiert werden , z . B . :

3 ^ (b — o - f- ä ) — 3 -f- b — v - j- ä ;
3, — ^ b — o - f- ä ^ — a — b ^ - e — ä .

XII . Soll eine mehrteilige Größe mit einer einteiligen mul¬
tipliziert , oder dividiert werden , so müssen alle ihre
Teile mit dieser Größe multipliziert , oder dividiert
werden , z . B . :

3 (b - s- v — ä) — ab - s- 36 — 3ä ;
sb - s- o — äs : 3 — b : 3 - I- o : 3 — ä : 3.

XIII . Soll eine mehrteilige Größe mit einer andern mehr¬
teiligen Größe multipliziert werden , so muß jedes

Zetzsche , Geometrie . 3 . Auf !. 2
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Glied der einen mit jedem Gliede der andern mul¬

tipliziert werden, z . B . :

(a - j- d — o) (x — ^ -j- 2)
— (a. - j- b — cr) x — (a - j- d — e) x

-j- (a - s- d — e) 2
— ux - j- dx — ex — - s-

- s- U2 - s- l)2 - 02 .

XIV. Eine mehrteilige Größe ist richtig durch eine andere

mehrteilige Größe dividiert , wenn das Produkt aus
Quotient und Divisor den Dividend wieder giebt ;
z. B . ist

k? — l? : (u - s- b) — (a — b),
Weil (u — d) (s. — d) — — 1? .



Erster Abschnitt .

Die Keornetrie der Köene .

öches Supjtel.

Eine , zwei, drei und mehr Gerade in derselben Ebene.
Winkel, Kreis , Dreieck , Vieleck.

21. Welche Folgerungen lassen sich noch aus Fr . 9 und 14
ziehen ?

I . Legt man zwei Punkte einer Geraden auf zwei Punkte /
einer anderen Geraden , so müssen die beiden Geraden nach
Fr . 9 I . einander decken , d . h . jeder Punkt der einen muß
mit einem Punkte der anderen zusammenfallen .

II . Durch zwei gegebene Punkte , z . B . durch I ) und I '

in Fig . 5 (S . 10 ) , läßt sich nur eine Gerade 6 ziehen .
III . Werden zwei Ebenen mit den in Fr . 1411 . , oder III .,

oder IV . genannten Stücken auf einander gelegt , so müssen
sie sich ebenfalls decken .

IV . Auch irgend zwei Halbebenen (Fr . 15IV . ) lassen sich
zum Decken bringen .

V . Daher ist die Gerade auf den beiden Seiten , die
man in einer Ebene an ihr nach den beiden durch sie
getrennten Halbebenen unterscheiden kann , von gleicher
Beschaffenheit .
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22 . Welche ähnliche Sätze ergeben sich hieraus für Strecken?

I . Wenn zwei Strecken oder Strahlen sich decken , so decken

sich auch ihre Verlängerungen . Vergl . Fr . 9 VI . bis IX .

II . Jede Strecke hat also an jedem Ende nur eine Ver¬

längerung .

III . Zwei Strecken decken sich , wenn ihre Grenz - oder

Endpunkte paarweise auf einander fallen .

IV . Zwei Strecken , welche sich zum Decken bringen lassen ,

sind gleichlang oder gleich .

V . Zwei Strecken können gleichlang sein , ohne sich zu
decken ; doch kann man sie dann stets zum Decken bringen .

Legt man nämlich das eine Paar ihrer Endpunkte auf
einander und bringt dann noch einen Punkt der einen mit

einem Punkte der andern zum Zusammenfallen , so muß auch
das andere Paar ihrer Endpunkte zusammenfallen , und die

Strecken decken sich .

Auch zwei Strahlen kann man so zum Decken bringen .

Legt man Strecken von ungleicherLänge so auf einander ,
so wird die längere über die kürzere hinausragen .

VI . An Strecken läßt sich außer der Lage nur die Länge

unterscheiden .

VII . Sind von einer Strecke die beiden Endpunkte bekannt ,
so ist die Lage und die Länge oder Größe der Strecke

gegeben . Man bezeichnet daher eine

< « _ > Strecke durch die zwei an ihre End -

^ ^ punkte gesetzten großen Buchstaben ;
Ns - 7 . - in Fig . 7 z. B . ist LI? oder LL die

Strecke zwischen den Punkten L undL .

Noch kürzer bezeichnet man die Strecke mit einem daran¬

gesetzten kleinen Buchstaben , z . B . LL — a .

VIII . Die Strecke LL nennt man die Entfernung oder

den Abstand der zwei Punkte L und ? . Vergl . Fr . 77 III .
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23 . Wie vollzieht man die Addition, Subtraktion , Multipli¬
kation und Division von Strecken?

I . Will man zwei Strecken XII und 81 (Fig . 8 ) addieren ,
so legt man sie mit dem einen Endpunkte 8 auf einander . ,so

daß die zweite die Verlängerung der ersten bildet ; dann ist
XI ^ X8 - s- 81 .

I- !- 1
^ L 2 *

Fig . 8 .

8 . In ähnlicher Weise ist 81 — XI — X8 .
81 . Ist ferner in Fig . 9 10 — 08 — MI — Ll8 ,

so ist 11 — 4x10 — 410 . Vergl . Fr . 144 .

^ s ^ ^
Fig . S.

IV . Umgekehrt findet man durch wiederholte Subtraktion
der Strecke 10 , daß 18 : 10 — 4 ist . Solche Divisionen
sind bloße Vergleichungen ; von ihnen wird in Fr . 145
weiter die Rede sein.

V . Die Division einer Strecke durch eine ganze Zahl n ,
d . h . die Teilung einer Strecke in n gleiche Teile
wird später (in Fr . 127 und 128 ) gelehrt werden .

VI . Wie findet man die Größe zweier Strecken aus ihrer
Summe s und ihrer Differenz ä ?

24 . Was ist über die Richtung der Geraden zu sagen?
I . Aus Fig . 10 ersieht man , daß ein Punkt 1 zur

Bestimmung einer Geraden nicht ausreicht , daß sich vielmehr
durch diesen Punkt 1 viele , verschiedene Gerade 10 , 18 ,
18 , 11 rc . ziehen lassen . Diese verschiedenen Geraden laufen
von dem Punkte 1 aus nach ebensoviel verschiedenen
Richtungen , oder diese Geraden beschreibt ein sich gerad¬
linig bewegender Punkt (vergl . Fr . 61 .) , wenn er von jenem
Punkte 1 aus sich in den verschiedenen Richtungen bewegt .
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II . Die beiden Strahlen l?D und l ' I
'

derselben Geraden DU

laufen von l? aus nach entgegengesetzten Richtungen .

Fig . 1«. F -g. II .

III . Zur Bestimmung der Richtung der Bewegung des

sich von O (Fig . 11 ) aus bewegenden und bei seiner Bewegung
die Gerade OL beschreibenden Punktes reicht (wegen Fr . 21II .)
der zweite Punkt L aus , welcher zugleich mit 0 die Gerade OL

bestimmt . — - Die Gerade OL giebt zugleich die Richtung an ,
in welcher der bewegliche Punkt sich beim Beschreiben dieser
Geraden OL von 0 aus bewegt , oder in welcher irgend ein

Punkt L der Geraden von dem Punkte v aus liegt . Vergl .
Fr . 46 .

IV . Der Punkt L bewegt sich in derselben Richtung ,
so lange er sich in derselben Geraden OL , von demselben

Punkte O aus gesehen , nach derselben Seite hin bewegt .
V . Zieht man von dem Punkte O der Geraden OL nach

verschiedenen , von O aus in demselben Strahle liegenden
Punkten L >, L », L re . dieser Geraden OL Strecken OL „
OL , VLz re . , so fallen diese Strecken (nach Fr . 21 I . )
sämtlich auf einander , wennschon sie sich zufolge ihrer ver¬

schiedenen Länge nicht decken .
Alle Punkte des Strahls OL liegen also von dem Punkte 0

aus in derselben Richtung . Dagegen können (wegen
Fr . 10 IV .) zwar einzelne , jedoch durchaus nicht alle Punkte
einer Krummen von einem und demselben Punkte der Krummen
aus in der nämlichen Richtung liegen .
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VI . Ebenso liegen die Punkte Ich , Ich , Ich re . auch von den

Punkten Vs , oder v ? aus in derselben Richtung wie von

dem Punkte O aus (Fr . 22 II .) .
VII . Die in V . und VI . ausgesprochenen beiden Eigen¬

schaften , durch welche sich die Gerade vor der Krummen

auszeichnet , berechtigen zu der Behauptung : die Gerade

hat überall (an allen ihren Punkten und Stellen ) dieselbe

Richtung .

25 . Aus welche weitere Bestimmungsweise für die Gerade

sühren die in Fr . 24 angestellten Erörterungen ?

I . Nach Fr . 9 I . ist die Lage der Geraden M (Fig . 11 )

durch die beiden Punkte v und L bestimmt . Da nun durch
den zweiten Punkt L die Richtung der Bewegung des von
dem Punkte 0 aus die Gerade VL beschreibenden Punktes
(Fr . 24 III .) oder die Richtung der von 0 auslaufenden
Geraden DL bestimmt wird (Fr . 24 VII . ) und da um¬

gekehrt auch nach Fr . 24 V . alle Punkte der Geraden von v
aus in derselben Richtung liegen , so müßte die Lage einer

(unbegrenzten ) Geraden OIL auch bestimmt sein , wenn man

denPunktl ) von ihr hat und außerdem noch die Richtung
angeben könnte , in welcher sich ein beweglicher Punkt von
dem Punkte v aus zu bewegen hat , um die Gerade OL zu
beschreiben .

II . Demnach ist die Lage der Geraden auch bestimmt
durch einen Punkt und ihre Richtung und man kann

(im Einklänge mit Fr . 24 I .) von jedem Punkte I) aus nur
eine Gerade von vorgeschriebener Richtung ziehen .

26 . Welche Verschiedenheit in Bezug aus die Zahl der gemein¬
samen Punkte können zwei Gerade in derselben Ebene zeigen?

Zwei verschiedene in derselben Ebene liegende Gerade
können (wegen Fr . 21 II .) niemals zwei Punkte gemein
haben , sondern entweder bloß einen , oder gar keinen

Punkt . Im letzteren Falle nennt man die beiden Geraden

gleichlaufend oder parallel (// ) ; im ersten Falle sagt
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man , sie schneiden sich in diesem Punkte (dem Schnitt¬
punkte ) .

Nach dem Schnittpunkte ? (Fig . 12 ) hin sind die beiden
Geraden 8R und 1H
zusammenlaufend
oder konvergent ,
von ihm aus sind sie
auseinanderlau¬
fend oder diver¬
gent .

27. Können sich zwei Gerade berühren ?
I . Wenn zwei Gerade Kl und 18 (Fig . 13 ) einen

Punkt N gemein haben , so ist es unmöglich , daß der eine
Strahl AI der einen
Geraden Kl mit einem
StrahleN8 der anderenIZ
zusammenfällt , während

, - die beiden andern Strah -
- ^ len NK und NI nicht auf

einander liegen (Fr . 221 .) .
II . Ebensowenig kann

dabei die eine Gerade 18
ganz auf der einen Seite
der anderen Geraden Kl
liegen .

Wäre nämlich nicht N8 , sondern N8 , die Verlängerung
von IN , so wäre die Halbebene oberhalb 1N8 , offenbar
kleiner , als die Halbebene oberhalb KNl . Da aber diese
beiden Halbebenen sich nach Fr . 21 IV . decken müßten , so
muß die gemachte „ Annahme " : daß N8 , die Verlängerung
von IN sei, falsch sein , weil man von ihr ausgehend durch
richtige Schlüsse auf etwas Falsches kommt .

Daß rN8 , keine Gerade sein kann, lehrt auch folgende Betrachtung : Dreht
man die Halbcbene DN8 , in der Ebene um den sestgehaltenen Punkt N , so daß
NI sich NH nähert , dann entfernt sich gleichzeitig 118 , von LID, und wenn Hg'
daher auf NH zu liegen kommt, so werden 118 , und NI . doch nicht aus einander
fallen, -in Widerspruch mit I .

Flg . 12.
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III . Die beiden sich schneidenden Geraden D8 und HU
müssen also im Punkte A durch einander hindurch gehen .
Ferner haben sie, wie überall , so auch in dem Punkte U nicht
die nämliche Richtung (Fr . 24 I . und VII .) .

Unter Benutzung eines erst später (vergl . Fr . 83 IV . und
85 Anm .) auftretenden Begriffs könnte man demnach sagen :
Zwei Gerade können sich nicht berühren .

28 . Was ist hiernach über die geradlinige oder krummlinige
Verbindung zweier Punkte zu bemerken?

I . Ist in einer unbegrenzten Ebene eine unbegrenzte
Gerade HD (Fig . 12 ) gezogen , so muß jede neue Gerade U8 ,
welche zwei zu verschiedenen Seiten jener ersten Geraden
liegende Punkte U und 8 jener Ebene verbindet , die erste
Gerade HD einmal , aber auch nur einmal schneiden .

II . Werden diese beiden Punkte R und 8 durch eine in
der Ebene liegende Krumme verbunden (Fig . 14 ) , so kann es
mehr als einen Schnittpunkt geben , stets aber eine ungerade
Anzahl ; doch können dabei mehrere Schnitte in einen Punkt
2 zusammenfallen .

III . Jede Linie , welche einen Punkt II (Fig . 15 ) inner¬
halb und einen Punkt V außerhalb einer mit der Linie und
den beiden Punkten in einerlei Ebene liegenden Figur ver¬
bindet , schneidet den Umfang der Figur wenigstens einmal .

IV . Läuft die eben erwähnte Linie von V nach H und
dann weiter nach einem wieder außerhalb der Figur liegenden
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PunkteX , so schneidet sie den Umfang der Figur wenigstens

zweimal .
V . Jede Gerade , welche in der Ebene einer ebenen Figur

liegt und in die Figur eintritt , muß bei ihrer Unbegrenztheit

(Fr . 9 IX .) den Umfang der Figur wenigstens noch ein¬

mal schneiden ( Fr . 11 III . ) .

29 . Was ist ein Streifen und was ein ebener geradliniger
Winkel ?

I . Das zwischen zwei parallelen Geraden liegende halb¬

begrenzte Stück einer Ebene heißt ein Streifen .

II . Zwei von einem Punkte X (Fig . 16 ) auslaufende

Strahlen ^ 8 und ilO schließen zwischen sich ein halbbegrenztes
ebenes Flächenstück X8I104 .
ein , welches man einen
ebenen geradlinigen
Winkel ( /ck ) nennt .

Der Schnittpunkts der
beiden Strahlen heißt der

Scheitel , die Strahlen
selbst die Schenkel des
Winkels .

Fig . is .

Zur Bezeichnung des Winkels benutzt man gewöhn¬

lich drei große Buchstaben , von denen einer an jeden Schenkel
und einer an den Scheitel gesetzt wird ; letzteren stellt man

beim Schreiben und Sprechen stets in die Mitte . Wo kein

Irrtum entstehen kann , bezeichnet man den Winkel bloß mit

dem am Scheitel stehenden großen Buchstaben . Sehr bequem

ist es , zur Bezeichnung des Winkels einen kleinen Buchstaben
in seine Öffnung zu setzen. Also :

39 . Wenn sind zwei Winkel gleich groß ?

Zwei Winkel sind gleich , wenn sie sich zum Decken

bringen lassen , wozu bloß nötig ist , daß ihre Scheitel und

ihre Schenkel auf einander fallen , weil dann (nach Fr . 141 . )

auch die ganzen halbbegrenzten Ebenen auf einander fallen .
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31. Wie lassen sich zwei gleiche Winkel zum Decken bringen ?

Legt man die beiden gleichen Winkel mit ihren Scheiteln
und je einem Schenkel auf einander (vergl . Fr . 22 V . ) , so
läßt sich zunächst das den einen Winkel bildende Flächenstück
noch mit einem seiner Punkte ans das den anderen bildende
auflegen ; dabei müßten sich (nach Fr . 14 IV .) die ganzen
Ebenen decken . Fielen dann aber die beiden anderen Schenkel
nicht auch auf einander , so wäre (wegen Fr . 20 III . ) der
eine Winkel größer als der andere , was ja nicht sein soll .

32 . Wie vollzieht man die Addition , Subtraktion , Multipli¬
kation und Division von Winkeln ?

I . Bei der Addition zweier Winkel legt man dieselben
in derselben Ebene mit dem Scheitel und einem Schenkel so auf
einander , daß der eine Winkel
außer den anderen fällt . So ist ^ ^
in Fig . 17 6I 'L - s- 688
— ^ 888 . 6 - -

II . Bei der Subtraktion hat
mandenzusubtrahierendenWinkel
auf den mit ihm den Scheitel und ^
den einen Schenkel gemeinschaft - F,g .
lich besitzenden zweiten Winkel

zu legen . In Fig . 17 ist / t,888 — / i. 886 ^ / 1. 688 .
III . Die Multiplikation eines Winkels läßt sich auf die

Addition zurückführen (vergl . Fr . 23 III . ) .
IV . Die Division eines Winkels durch einen anderen

Winkel erfolgt durch wiederholte Subtraktion des letzteren
(vergl . Fr . 23 IV . ) .

V . Über die Division eines Winkels durch eine ganze
Zahl wird später (Fr . 125 und 126 ) Einiges Nachfolgen.

33 . Was ist ein gestreckter oder flacher Winkel ?

Fallen die Schenkel eines Winkels vom Scheitel aus nach
entgegengesetzten Seiten hin in dieselbe Gerade (Fr . 24 II . ) ,
so heißt der Winkel ein gestreckter oder flacher .
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34 . Welche Eigenschaften haben die flachen Winkel ?

I . Alle gestreckten oder flachen Winkel sind gleich

groß , weil sie sich zum Decken bringen lassen ( Fr . 21 IV .) .

II . Jeder gestreckte Winkel ist (nach Fr . 15 IV . und

21 IV .) die Hälfte der unbegrenzten Ebene .

III . Die Summe aller Winkel x , s (Fig . 18 ) in einer

Ebene , an der einen Seite einer Geraden .11 ! und mit gemein¬

schaftlichem Scheitel 8 beträgt einen gestreckten.

IV . Die Summe aller Winkel n , v , v , r (Fig . 19 ) in
einer Ebene um einen Punkt I ' beträgt zwei gestreckte.

35 . Was versteht man unter einem hohlen und einem über-
stunrpfen Winkel ?

Fig . so .

I . Jeder Winkel rv
(Fig . 20 ) , welcher kleiner
als ein gestreckter ist , heißt
ein Hohleroder konkaver .

Jeder Winkel u , welcher
größer als ein gestreckter
ist , heißt ein erhabener ,
überstumpfer oder kon¬

vexer .

II . Mit jedem hohlen Winkel rv entsteht zugleich ein

erhabener u , und beide ergänzen sich (nach Fr . 34 IV . ) zu
zwei flachen . Vergl . Fr . 44 V.
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36 . Was sind anstoßende Winkel und Nebenwinkel?

I . Anstoßende Winkel nennt man zwei hohle Winkel
OI 'O und 0611 (Fig . 21 ) , welche einen gemeinschaftlichen
Scheitel O und einen gemein¬
schaftlichen Schenkel 1' 6 haben ,
und bei denen die beiden anderen

Schenkel l?O und 131 zwar auf
verschiedene Seiten des gemein¬
schaftlichen Schenkels fallen , aber
nicht in dieselbe Gerade .

II . Haben zwei hohle Winkel
111)1' und 601 ' (Fig . 22 ) einen

gemeinschaftlichen Scheitel 0 und
einen gemeinschaftlichen Schenkel
Ol ? , während die beiden anderen
Schenkel OO und 06 vom Scheitel
O aus nach entgegengesetzten
Seiten hin in derselben Geraden liegen , so nennt man sie
Nebenwinkel .

37. Wenn ist ein Winkel ein rechter, schiefer , spitzer und
stumpfer? Was bedeutet winkelrecht oder normal ?

I . Ist ein Winkel LdkH (Fig - 23 ) seinem Nebenwinkel

gleich , so heißt er ein rechter (R ) .
Der Nebenwinkel eines rech-

^
ten Winkels ist daher auch ein
rechter .

II . Jeder hohle Winkel ,
welcher größer oder kleiner als

^ ^ . .
ein rechter ist , heißt ein schiefer ,

^ ^

und zwar ein spitzer , wenn
er kleiner , dagegen ein stumpfer , wenn er größer ist alsein
rechter . In Fig . 2Aist ^ 61 ) 6 stumpf , ^ 1M spitz.

III . Jeder stumpfe Winkel ist größer als jeder spitze
(Fr . 20 VII . ) .

Fig . 22 .
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IV . Die Schenkel eines rechten Winkels stehen winkel¬
recht oder normal (^ .) auf einander . Anstatt winkelrecht
sagt man auch perpendikulär oder senkrecht *) .

Ebenso stehen zwei Gerade
LI und (Fig . 24) winkel¬
recht auf einander , wenn sie einen
rechten Winkel einschließen . Da¬
bei heißt der Punkt di , in welchem
die eine LM, bezw . ()() , der beiden
auf einander winkelrechten Ge¬
raden die andere LD trifft , der
Fußpunkt der Normalen , der
Senkrechten od . des Perpendikels .

2 *

Ng . 24 .

38 . Was ist ein Winkel von 1 Grad, 1 Minute und 1 Sekunde ?
Ein Winkel, welcher genau der neunzigste Teil eines

rechten ist, heißt ein Winkel von 1 Grad (1 °) oder ein
Winkelgrad . Daher ist R — 90 °

, ferner ein flacher Winkel
^ 180°.

Der sechzigste Teil und der dreitausendsechshundertste
Teil eines Gradwinkels heißen ein Winkel von 1 Minute
( 1 ' ) oder eine Winkelminute und ein Winkel von
lSekunde (1 "

) oder eine Winkelsekunde. Vergl . Fr . 50 .
39. Welche Sätze gelten in Bezug auf die Größe der Neben¬

winkel und der anstoßenden Winkel?
I . Wenn zwei Winkel gleich sind , so sind auch ihre Neben¬

winkel unter sich gleich ; denn wenn die beiden Winkel (nach
Fr . 31 ) in entsprechender Weise zum Decken gebracht werden,
so fallen (nach Fr. 22 I . ) auch die Verlängerungen der zu
verlängernden .Schenkel auf einander , die beiden Nebenwinkel
decken sich also und sind gleich (Fr . 30) .

II . Jeder rechteWinkelist die Hälfte eines flachen (Fr. 371 .).
III . Alle rechten Winkel sind unter sich gleich

(Fr. 34 I . und 20 VIII .).
" 1 Eine lotrechte oder vertikale Gerade steht auf der wagrechten

oder horizontale » winkclrecht . In lotrechter Richtung wirkt die Schwerkraft.
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IV. Die Summe zweier Nebenwinkel OVO und OVO
(Fig. 25 ) beträgt einen gestreckten (Fr. 34 III .) , oder zwei
rechte Winkel (Fr . 39II . ) , oder
180 °

(Fr . 38 ) .
^

Der Nebenwinkel eines
spitzen Winkels ist daher stumpf, —
der eines stumpfen spitz (Fr.
37 II) . Fig . 2b .

V . Nach IV . betragen zwei anstoßende Winkel entweder
mehr , oder weniger als zwei rechte (Fr. 36 I . und 20 III . ) ;
auch muß

VI. jeder stumpfe Winkel OVO (Fig . 25 ) größer und
jeder spitze Winkel OVO kleiner sein als sein Nebenwinkel.

VII . Ein Winkel 000 , welcher größer als sein Neben¬
winkel ist , muß nach Fr. 37 I . größer als ein rechter, d . h .
ein stumpfer ) Fr. 37 II . ) sein.

40. Läßt sich der Sab 39 IV. mnkehrcn?
Ja . , Giebt man nämlich den zwei WinkelnOVO und OVO

(Fig . 25 ) , deren Summe 180° beträgt , einen gemeinschaft¬
lichen Scheitel 0 und einen gemeinschaftlichen Schenkel VO,
und legt man die beiden anderen Schenkel 00 und VO in
derselben Ebene auf verschiedene Seiten des gemeinschaftlichen
Schenkels00 , so müssen die beiden anderen Schenkel in eine
Gerade fallen, die Winkel sind also Nebenwinkel. Denn wenn
die Verlängerung von Ov mit DO , bezeichnet wird , so muß der
Nebenwinkel 01) 0 , des Winkels OVO (nach Fr. 39 IV . ) die
Größe OVO , — 180° — / ^ OVO haben ; dieselbe Größe
hat aber nach unserer „ Voraussetzung" *) , daß OVO
-s- /^ OVO ^ 180°

sei , auch der Winkel OVO . Daher
müssen die Winkel OVO , und OVO sich decken (Fr . 31 ) , d . h.
es muß VO , auf VO fallen.

41. Wenn sind zwei Winkel Scheitelwinkel?
Zwei Winkel tzOK und 80D (Fig . 26 S . 32 ) mit gemein¬

schaftlichem Scheitel 0 heißen Scheitelwinkel , wenn beide
*) Vergl. die Amn. zu Sl -I.



32 Erstes Kapitel . Fr . 41—44.

Schenkel k (j und kk des einen Winkels in die Verlängerungen
der Schenkel Dk und 8k des anderen Winkels fallen .

42 . Welche Sätze gelten über die Größe von Scheitelwinkeln?

I . Wenn zwei Winkel gleich sind , so sind auch ihre
Scheitelwinkel unter sich gleich ; denn bringt man die beiden
gleichen Winkel (nach Fr . 31 ) zum Decken, so decken sich auch
die Verlängerungen ihrer Schenkel (Fr . 22 I . ) , die beiden
Scheitelwinkel decken sich also auch und sind gleich (Fr . 30 ) .

II . Jeder Winkel ist seinem Scheitelwinkel gleich . In
Fig . 26 ist ja der Winkel 8kk ebensowohl als der Winkel Hkk .
der Nebenwinkel des Winkels kkk , und deshalb ist (nach
Fr . 20 I . und Fr . 39 I . ) ^ 8kk -- - / . tzkR .

43 . Läßt sich der Satz Fr . 42 II . umkchren?

Ja . Wenn nämlich von zwei Schenkeln k8 und kk
(Fig . 26 ) zweier gleichen Winkel 8kD und kktj mit gemein¬
schaftlichem Scheitelk jeder die Verlängerung des andern
bildet und die beiden anderen Schenkel kD und k (j zu
verschiedenen Seiten der von den beiden ersten gebildeten
Geraden 8kk liegen , so fallen auch die beiden letzteren
Schenkel in eine Gerade , d . h . die beiden Winkel sind Scheitel¬
winkel . Denn da Rk8 gerade,so ist / i. tjkk - - /8 (),k8 — 180 °

(Fr . 39IV . ) , folglich ^ 8kD - j- /iE8 --^ 180 °
(Fr . 20IV . ) ;

deshalb ist (jkk eine Gerade (Fr . 40 ) , 8kl ' und Lktz aber
sind Scheitelwinkel (Fr . 41 ).

44 . Wie kann ein Winkel durch Drehung eines Strahles
entstehen?

I . Hält man einen Strahl 4 .8 ( Fig . 27 ) an seinem
Endpunkte 4 fest , so muß er bei jeder Bewegung in seiner



Fr . 44 . Eine , zwei und mehr Gerade . 33

Ng . 27 .

Ebene seine Richtung ändern (Fr . 25 II . ) ; er kommt

z . B . aus seiner ursprünglichen Lage ^ 6 « nach einander in
die Lagen ^ 6 „ 716», Höz rc.

Eine solche Bewegung nennt
man eine (ebene) Drehung
des Strahls 716 um seinen
Endpunkt 71.

II . Bei dieser Drehung iiber -

streicht der Strahlen (ähnlich
wie in Fr . 13 ) nach und nach
alle Punkte der Ebene .

III . Jeden Winkel 6 ^ 6

(Fig . 28 ) kann man sich da¬

durch entstanden denken , daß der eine Schenkel ^ 6 von dem
anderen , in seiner ursprünglichen Lage liegenbleibenden (fe ste n)
Schenkel 716 aus sich in der Ebene des Winkels um den
Scheitel ^ dreht .

IV . Drehungen von gleicher Größe entsprechen gleich¬
große Richtungsänderungen und gleichgroße bei der Drehung
überstrichene Winkel . Vergl . Fr . 45 II .

V . In einer Ebene ist
aber eine Drehung eines
Strahls nur in einem dop¬
pelten Sinne , nur nach zwei
verschiedenen Richtungen
hin , möglich ; denn der
Strahl 710 kann in der
Ebene von der Lage ^ .6
aus nur durch zwei ver¬
schiedene Drehungen in die Lage 716 kommen , entweder bei
der durch den Pfeil v angegebenen , oder in der durch den
Pfeil u angegebenen Drehungsrichtung . Diese beiden Dreh¬
ungen sind einander entgegengesetzt , weil die Fortsetzung der
bisherigen Drehung des sich drehenden Strahles den durch
sie bereits erzeugten Winkel größer macht , während eine
Drehung in der andern Richtung ihn kleiner macht .

Zetzsche , Geometrie. 3 . Ausl . 3
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Unterscheidet man diese beiden Drehungen als positiv (- j-)
und Negativs— ) , so kann man auch dieWinkel als positiv
und negativ bezeichnen , jenachdem man sie sich durch
Drehung in dem einen oder in dem andern Sinne erzeugt
denkt . Ist z . B . der hohle Winkel O^ U — v positiv, wenn
manL.L als festen Schenkel betrachtet, so kann er als negativ
angesehen werden, sobald man ^ 0 als festen Schenkel wählt.
Entgegengesetzte Winkel sind dann durch entgegengesetzte
Drehungen vom festen Schenkel aus entstanden ; immer
wieder aber erfordern gleiche Winkel gleiche Drehungen .

45. Wovon hängt die Größe eines Winkels ab ?
I . Das als Winkel bezeichnete , nach der einen Seite

(nach O) hin unbegrenzte Flächenstück ist (wegen Fr . 22 II . )
schon bestimmt, wenn man anstatt der beiden Strahlen auch
nur zwei vom Scheitel ^ auslaufende Strecken kennt , mögen
diese lang oder kurz sein ; somit hängt die Größe des
Winkels nicht von der Länge seiner Schenkel ab .

II . Dagegen wächst die Größe des Winkels mit der Ver¬
größerung der zu seiner Erzeugung nötigen Drehung (Fr . 44V.) ,
und ebenso mit der ebenfalls von der Größe der Drehung
abhängigen Richtungsverschiedenheit (Fr . 24 1 . ) oder
der Neigung der beiden Schenkel^ 6 und ^ 6 gegen einander .

III . Umgekehrt ist die Richtungsverschiedenheit zweier
Geraden oder deren Neigung gegen einander um so größer ,
einen je größeren Winkel sie mit einander einschließen .

IV. Als Maß für die Richtungsverschiedenheit oder die
Neigung zweier Strahlen oder Geraden kann stets ein hohler
bis flacher (Fr . 35 II . ) , oder selbst ein spitzer bis rechter
(Fr . 39 IV .) Winkel benutzt werden .

46. Wie läßt sich die Richtung einer Geraden in einer Ebene
noch bestimmen?

I . Während nach Fr . 24III . die Richtung einer von dem
Punkte ^ auslaufenden Geraden ^ 6 ( Fig . 28 ) durch den
zweiten Bestimmungspunkt 0 bestimmt wird , läßt sich die
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Richtung einer in einer bestimmtenEbene liegenden
Geraden ^ 6 durch den Winkel v bestimmen, den diese
Gerade mit einer zweiten Geraden in jener Ebene ein¬
schließt . Vergl . ferner Fr. 54 II.

II . Machen zwei von den Punkten und ^ (Ng - 29)
einer Geraden 6, auslaufende Gerade Oi und 6z nach gleicher
Seite hin gleiche Winkel und >vg mit 6 , so weichen ihre
Richtungen in gleichem Sinne um gleich viel von der sich
nach Fr . 24 VII. überall gleich bleibenden Richtung von 0
ab. 6 , und 6? müßten somit gleiche Richtung haben und
ebenso :

III. ist es in I . gleichgültig, wo in der Scheitel ^
des Winkels v zwischen den beiden Geraden liegt, so lange
es sich bloß um die Richtung , nicht aber um die Lage
der beiden Geraden handelt . Vergl . auch Fr. 55 V.

47. Was ist ein Kreis, und
wie entsteht er ?

I. Ändert eine Strecke ^ 6
(Fig . 30) , während sie sich in
einer Ebeneum ihren festen End¬
punkt dreht (vergl. Fr. 44),
ihre Länge nicht, so kommt
der andere Endpunkt L von L«
ausgehend nach und nach in
die Lagen L„ 62 , Lz re. und Fig . so .



36 Erstes Kapitel . Fr . 47.

schließlich wieder auf seinen Ausgangspunkt L „ in der ursprüng¬

lichen Lage der Strecke zurück .
Der Punkt 6 beschreibt also bei dieser Drehung eine in

sich zurücklaufende ebene Linie , welche Kreislinie oder kurz
Kreis genannt wird .

II . Der Kreis ist diejenige ebene Linie , von deren

sämtlichen Punkten sich gleichlange Gerade nach einem in

derselben Ebene *
) liegenden Punkte ä . (Fig . 30 ) — dem

Mittelpunkte des Kreises — ziehen lassen , oder deren

Punkte sämtlich von diesem Mittelpunkte gleichweit entfernt

sind (Fr . 22 VIII . ) .
III . Der Mittelpunkt .1 liegt im Innern des Kreises .

Die andern Punkte der Ebene liegen innerhalb , oder außer¬

halb des Kreises , jenachdem sie von dem Mittelpunkte in

kleinerer , oder in größerer Entfernung liegen , als die Punkte
des Kreises . Vergl . Fr . 82 .

IV . Auch das von der Kreislinie umschlossene ebene

Flächenstück nennt man zuweilen Kreis und unterscheidet
dann von ihm die Kreislinie als Umfang (Peripherie ) des

Kreises .
V . Auch von einem Kreise kann wegen Fr . 47 II . und

14 III . kein Punkt außerhalb einer Ebene liegen , sobald
einmal drei Punkte , oder zwei Punkte desselben und der

Mittelpunkt in dieser Ebene liegen . Vergl . Fr . 12 II .
VI . Dreht man einen Kreis in seiner Ebene um seinen

Mittelpunkt , so kommt dabei kein Kreispunkt außerhalb der

Kreislinie zu liegen . Diese Eigenschaft des Kreises ist ein

Seitenstück zu der in Fr . 9 III . und Fr . 24 besprochenen

Eigenschaft der Geraden . Vergl . aber Fr . 84 bis 86 .
VII . Zum Ziehen eines Kreises (Fr . 6 I .) benutzt man

den Zirkel . Die Entfernung der Spitzen beider Schenkel

(Fr . 22 VIII . ) muß dabei unverändert bleiben und dem

Halbmesser gleichen , die den Kreis beschreibende bewegliche
Spitze muß sich in einer Ebene bewegen ( II . ) . Die Schenkel
des Zirkels müssen demnach hinreichend steif sein .

*) Vergl. hierzu Fr . 190 VI . und VII .
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48 . Was ist ein Halbmesser und Durchmesser des Kreises ?

I . Jede der unter sich gleichen , vom Mittelpunkte ^

(Fig . 30 ) nach einem Kreispunkte L gezogenen Strecken L.8

nennt man einen Halbmesser (Radius ) .
II . Zwei nach entgegengesetzten Seiten hin in eine Gerade

fallende Halbmesserund bilden einen Durchmesser
( Diameter ) .

III . Alle Durchmesser , ebenso alle Halbmesser desselben
Kreises sind unter sich gleich.

49. Wenn sind zwei Kreise gleich und wenn ungleich?

I . Legt man zwei Kreise mit ihren Mittelpunkten und
einem Durchmesser auf einander (Fr . 22 V . ) , und bringt
man noch einen Punkt des zweiten Kreises in die Ebene des

ersten , so decken sich die Ebenen beider Kreise HFr . 21 III . ) .
Decken sich dabei die Durchmesser , so decken sich auch die

Kreise selbst , weil sonst nach Fr . 20 III . zwei ihrer Halb¬
messer ungleich sein müßten , was bei der gemachten Voraus¬

setzung und Fr . 20 V . in Widerspruch mit Fr . 48 III . stünde .
II . Daher sind zwei Kreise gleich , wenn sie gleiche Halb¬

messer , oder gleiche Durchmesser haben .
III . Legt man zwei Kreise von ungleichem Halbmesser

in derselben Ebene mit ihren Mittelpunkten auf einander ,
so liegen alle Punkte des Kreises mit kleinerem Halbmesser
innerhalb des andern Kreises (Fr . 22 V . und Fr . 47 III . ).

IV . Kreise von verschiedenem Halbmesser sind daher
ungleich ; weitere Erörterungen hierüber folgen später .

50 . Was ist ein Kreisbogen, ein Bogen von 1 Grad , 1 Minute ,
1 Sekunde ?

I . Jedes Stück , z . B . L , Lz , Fig . 30 , eines Kreises
heißt ein Kreisbogen (Arcus ) .

II . Den dreihundertsechzigstcn Teil des ganzen Kreises
nennt man einen Bogen von 1 Grad ( 1 °

) oder einen

Bogengrad .
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Der sechzigste und dreitausendsechshundertste Teil von
einem Bogengrad heißen ein Bogen von 1 Minute ( 1 )
oder eine Bogenminute und ein Bogen von 1 Sekunde
( 1 "

) oder eine Bogensekunde . Bergt . Fr . 38 .
stst - III . Die Bögen von 90 °

, 60 ° und 45 ° nennt man
Quadrant , Sextant , Oktant .

51. Wie bezeichnet man einen Kreisbogen ?

Zur Bestimmung eines Bogens von einem gegebenen
Kreise braucht man (wegen Fr . 47 I . ) nur die beiden End¬
punkte 6 , und Lr (Fig - 30 ) des Bogens . Diese beiden End¬
punkte benutzt man daher auch zur Bezeichnung des Bogens .
Will man aber den Bogen zwischen L , und L 2 schärfer von
der zwischen 61 und L möglichen Strecke 6,82 unterscheiden ,

so bezeichnet man den Bogen als ichU? .

52 . Wenn lassen sich zwei Kreisbögen znm Decken bringen ?

I . Wie sich Kreise von gleichem Halbmesser zum Decken
bringen lassen , ist schon in Fr . 49 I . angegeben worden .

II . Legt man die Mittelpunkte zweier Bögen desselben
Kreises ( oder zweier gleichen Kreise ) und das eine Paar ihrer
Endpunkte auf einander , und sorgt man noch dafür , daß die
Bögen in derselben Ebene und von den aufeinanderliegenden
Endpunkten aus nach derselben Seite hin liegen , so muß jeder
Punkt des kürzeren Bogens auf einen Punkt des längeren
fallen (Fr . 49 I . ) . Die beiden aufeinandergelegten Bögen
decken sich daher und sind demgemäß gleichgroß , sobald
auch ihre anderen Endpunkte aufeinanderfallen .

III . Kreisbögen von gleicher Länge lassen sich doch nicht
so auf einander legen , wie es eben in I . angegeben wurde ,
sobald ihre Halbmesser verschiedene Größe haben . Die Bögen
weichen demnach hierin von der Strecke ab ; vergl . Fr . 22 V.

53 ) Was ist ein Halbkreis ?

Jeder Durchmesser teilt den Kreis in zwei sich deckende,
daher gleichgroße Halbkreise (Fr . 52 I .) , die sich durch
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Umklappen um ihren Durchmesser zum Decken bringen lassen
(Fr . 9 III . , 15 III . und 48 III . ) .

54. Welche Beziehung besteht zwischen den Bögen und den
zu ihnen gehörigen Centriwinkel» ?

I . Die Größe des zwischen zwei Halbmessern 4B und 4,0
(Fig . 31 ) liegenden Bogens L0 ist wie die Größe des von
diesen Halbmessern gebildetenMittelpunkts - oder Centri -
winkels 04L — v (Fr . 45 II . ) von der Größe der
Drehung abhängig , durch welche der Schenkel 40 von 4L aus
in seine Lage kommt; denn mit
der Drehung vergrößert (und
verkleinert) sich gleichzeitig auch
der zugehörige Winkel v und
Bogen LO.

II . Daher kann man auch
aus der Größe des Bogens 66
auf die Größe des Centri -
winkels >v und die Richtungs -
Verschiedenheit der beiden Ge¬
raden 40 und 4L schließen .

III . Zu zwei gleichen Mittelpunktswinkeln des¬
selben Kreises gehören auch gleiche Bögen , weil diese
Bögen , sobald man nach Fr. 31 die Centriwinkel zum Decken
bringt , sich ebenfalls decken (Fr. 52 I . ) .

IV . Daß zu gleichen Bögen desselben Kreises auch
gleiche Mittelpunktswinkel gehören, folgt aus Fr. 52 I.
wegen Fr. 30.

V. Sind in Fig . 31 die Bögen LI) , LL, LL re . der
Reihe nach 2 , 3 , 4 re . mal so groß als LO , so sind die
zugehörigen Centriwinkel I)4L, L4L, I?4L auch 2,3,4 mal
so groß als 64,6 . Ebenso wachsen und verkleinern sich
auch umgekehrt die Bögen genau in demselben Verhältnisse
wje die zugehörigen Centriwinkel , oder, wie man kürzer sagt :

Fig . 31 .
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Die zusammengehörigen Bögen und Centri -
winkel desselben Kreises sind einander pro¬
portional .

VI . Zu einem Winkel von 1 °
gehört auch ein Bogen von

1 °
; der Halbkreis umfaßt 180 ° und gehört zu einem gestreckten

Winkel .

55 . Worin besteht die Parallelverschicbmig eines Strahls ,
bezw . einer Geraden in einer Ebene ?

I . Wenn von einer Geraden 4L (Fig . 32 ) zwei Strahlen
60 und LI ? in derselben Ebene auslaufen , welche mit der
Geraden L4 nach derselben Seite (nach L ) hin denselben
Winkel (w , — Wz ) machen , so machen ihre Verlängerungen

OL und LL gegen V
VF' > s hin ebenso große Winkel
X " Wz und w, , wie die

X X Strahlen selbst gegen L
/«Xe ? i hin ; denn nach Fr . 42II .
UsA

'
ist ^ . w , — ^ w , und

) . Wz.
X. X Dreht man also die

HVL ganze ursprüngliche Fi -

Ng, gz . gur um 180 ° in ihrer
Ebene *) , so kann man

sie so legen , daß die Punkte 0 und L ihren Ort wechseln und
jeder der beiden Strahlen 00 und LL als 0,1 ) , und L,L ,
auf die Verlängerung LL , bezw . OL des anderen kommt .

Schnitten sich nun die Strahlen OO und LL , so müßten
sich auch ihre Verlängerungen OL und LL schneiden ; da aber
nach Fr . 21 II . zwei verschiedene Gerade nicht zwei Punkte
gemein haben können , so können die beiden Geraden LI )
und LL gar keinen Punkt gemein haben , müssen vielmehr
parallel sein (Fr . 26 ) .

' ) Bei V, — Vz — so" würde man auch durch Umklappcn zum Ziel kommen ;
vergl. Fr . S7 V.
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II . Denkt man sich nun die dritte Gerade 414 ganz
unbeweglich , die erste und zweite 48 und V4 aber fest mit
einander verbunden , so daß sie ihre Lage gegen einander

nicht ändern können , und bewegt man dann die beiden letzteren
in ihrer Ebene so , daß die erste 48 ihre Lage nicht ändert ,
sondern bloß auf sich selbst verschoben wird ( Fr . 9 III . ) , so
muß die andere 1) 4 , auf die dritte 414 fallen , sobald der

Punkt O nach 4 kommt (Fr . 31 ) . Überhaupt bleibt die zweite
Gerade 1)4 bei dieser Bewegung immer zu ihrer ursprüng¬
lichen Lage parallel ; daher nennt man eine solche Bewegung
eine Parallelbewegung oder , schärfer bezeichnend ,
Parallelverschiebung in der Ebene .

III . Die Gerade 1) 4 kann bei einer solchen Bewegung
(ähnlich wie in Fr . 13 ) die ganze Ebene überstreichen .

IV . Die beiden unter vv , — v ? gegen 144 geneigten
Strahlen Ov und 44 in Fig . 32 haben gleiche Richtung
(vergl . Fr . 46 II . ) .

V . Umgekehrt machen Ov und 44 , wenn sie gleiche
Richtung haben , auch mit 4 .8 gleiche Winkel v , und ^
nach derselben Seite hin .

VI . Haben die beiden in derselben Ebene liegenden unbe¬

grenzten Geraden 0 , und 62 (Fig . 33 ) verschiedene Richtung ,

Fig . ss.

und verschiebt man 6 , Parallel zu sich selbst (II . ) auf der
zwei Punkte 4 und 8 in 0 , und O2 verbindenden Strecke 48
nach 8 hin , so kommt 6 , endlich in die Lage 6 " und schneidet
jetzt 62 in 8 . Verschiebt man darauf die in die Lage 6 '
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gekommene Gerade 0 , auf der nach Bedarf verlängerten ^ .IZ
immer noch parallel zu sich wieder nach hin zurück (oder
weiter ) , so rückt der Schnittpunkt zwischen 6 , ( 6 "

) und 62
von II aus nach 0 ( oder v ) hin fort ; sind aber die beiden
Geraden 0 , und 62 unbegrenzt , so hören sie bei der Parallel¬
bewegung von 6 , nicht auf , sich zu schneiden , selbst wenn 0 ,
wieder in ihre alte Lage zurückkommt .

VII . Wesentlich anders ist es , wenn die Gerade 6 , um
den Punkt .4 gedreht wird . Dann kann sie (Fr . 25 II . und
44 I . ) durch allmähliche Verkleinerung des Winkels vv schließ¬
lich in die Lage 6 "

gebracht werden , in welcher sie mit 62
gleiche Richtung hat , also zu 6 , parallel sein muß (Fr . 55 V .
und I .) .

56 . Wieviel verschiedene Lagen gegen einander können zwei in
derselben Ebene liegende Gerade haben ?

I . Zwei sich schneidende Gerade haben verschiedene Rich¬
tung . Ebenso haben alle Gerade , welche von einem und
demselben Punkte auslaufen , oder nach ihm hinlaufen , ver¬
schiedene Richtung . Vergl . Fr . 24 1 . und 25 II .

II . Zwei in derselben Ebene liegende Gerade von gleicher
Richtung sind parallel (I . und Fr . 25II . , oder Fr . 55 V . und I . ) .

III . Zwei Gerade in derselben Ebene , aber von ver¬
schiedener Richtung können ( I . ) und werden ( Fr . 55 VI . )
sich schneiden .

Strahlen und Strecken von verschiedener Richtung
schneiden sich ebenfalls , wenn man sie nach Bedarf verlängert .

IV . Parallele (Fr . 26 ) Gerade haben gleiche Richtung ,
weil sie sonst ( wegen III . ) sich schneiden müßten . Vergl .
Anm . zu Fr . 77 IV .

V . Bei zwei verschiedenen Geraden in derselben Ebene
können also überhaupt nur die in Fr . 26 aufgeführten zwei
verschiedenen Lagen gegen einander Vorkommen .

57. Welche Folgerungen fließen aus Fr . 56 ?
I . Durch jeden Punkt -I (Fig . 33 ) einer Ebene läßt sich

in der Ebene nur eine Parallele 6 "
zu einer in dieser Ebene
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liegenden Geraden 0 . ziehen ; denn jede in derselben Ebene
durch 4 gelegte andere Gerade 6 , hat eine andere Richtung
als 6 "

(Fr . 56 I . ) und muß deshalb auch O2 schneiden
( Fr . 56 III . ) . Vergl . auch Fr . 25 II. ^

II . Alle in derselben Ebene liegende Perpendikel (z . B.
in Fig . 34 14) und 4L ) auf derselben Geraden UL haben
gleiche Richtung ( Fr . 55 IV. , weil ja — / . v — R,
Fr . 39 III . ) und sind deshalb parallel (Fr . 56 II. ) .

III . Daher läßt sich auch (wegen Fr. 56 I . ) in einem
Punkte () (Fig . 34) einer Geraden UL auf dieser Geraden
UL und in einer bestimmten Ebene nur eine Senkrechte I)?
errichten .

IV . Auch von einem Punkte 4 läßt sich nur eine Senk¬
rechte 4L auf eine Gerade UL Herabfällen . Denn ließen
sich mehrere Senkrechte von 4 auf UL fällen , z . B . 4L
und 48, so hätten sie nach Fr . 56 I . verschiedene Richtung ,
während sie doch nach II . gleiche Richtung haben müßten .

V. Beim Umklappen der Ebene um die Gerade UL
( Fr. 15 III . ) kommen die auf UL senkrechten ktz und 4L
auf kiH und 4 , L
zu liegen und dabei
sind 4tzk- und4L4,
zweiGerade (Fr .40) .

Aus dieser Be¬
merkung läßt sich —- ^->- ;- F->

V

/
/

/
/

/
/

fahren ableiten , wie
man von 4 eine
Senkrechte auf UL
Herabfällen kann,son- ^ ^
dern auch ein ander- Mg . 34 .
weiter Nachweis für
die Richtigkeit des Satzes IV. Denn wären 48 und 4L
zugleich auf LU senkrecht , so müßten 484 , und 4L4 , beide
Gerade sein, was nach Fr . 21 II. unmöglich ist.
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VI . Stünden in Fig . 35 und XX , zugleich in 6 auf
VIX senkrecht , so wäre / 1. v — 90° — / . v und -si-si ^ r )> 180°

; dies ist
aber als Fr. 341 !I widersprechend
unmöglich.— Hierin liegt zugleich
ein anderer Nachweis für die
Richtigkeit des Satzes III.

2»

V

N /

Ng . ss.

6/
krä

58. Wieviel Fälle lassen sich
in betreff der Richtung bei drei
Geraden in derselben Ebene unter¬
scheiden ?

Drei Gerade in derselben
Ebene haben entweder gleiche

Richtung , oder zweierlei, oder dreierlei verschiedene Richtungen.
59. Was ist über drei Gerade von einerlei Richtung zu sagen?

I . Haben drei in derselben
Ebene liegende Gerade 6„ 6?
und Og (Fig . 36 ) gleiche Rich¬
tung , so schneidet keine die
andere (Fr. 56 II . und 26 ) .

II . Zwei Gerade 6 , und 62
(Fig. 36 ) , welche einer dritten

Geraden 6g in derselben Ebene parallel sind , haben mit 6g
(Fr. 56 IV . ) und daher auch unter sich gleiche Richtung,

sind also parallel (Fr. 56II . ) .
60 . Was ist über drei Ge¬

rade von zweierlei Richtung zu
sagen?

I . Zwei Gerade 6 , und 62
(Fig. 37 ) von gleicher Rich¬
tung werden beide von einer
andersgerichteten, in derselben
Ebene liegendendritten Gera-

Fig . S7. den6ggeschnitten ( Fr . 56III . ) .

Fig . 36 .
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II. Wird die eine 0 , von zwei parallelen Geraden 6 ^
und Os von einer dritten , in derselben Ebene liegenden
Geraden 63 geschnitten , so wird auch die zweite 62 von der
dritten 6g geschnitten (Fr . 56 III . ) ; denn 6 , und 6g haben
verschiedene Richtung (Fr . 561 . ) und deshalb auch 6g und 6g .

III . Es entstehen dabei 8 Winkel , welche (abgesehen von
den Nebenwinkeln und den Scheitelwinkeln ) paarweise mit
besonderen Namen belegt werden .

IV. Am wichtigsten ist die Unterscheidung der 8 Winkel
nach ihrer Lage an der Schneidenden :

Gegenwinkel liegen ans derselben Seite der Schneidenden ;
Wechselwinkel liegen auf verschiedenen Seiten der Schnei¬

denden .

Faßt man daneben zugleich die Lage der Winkel gegen die
beiden Parallelen ins Auge , so nennt man :

Ergänzungswinkel die Winkel , welche entweder bei
gleicher Lage an der Schneidenden verschieden an den
Parallelen liegen , oder bei gleicher Lage an den Parallelen
verschieden an der Schneidenden ;

Gleichliegende (korrespondierende ) Winkel die , welche
an der Schneidenden und an den Parallelen gleich liegen .

Von etwas geringerer Bedeutung sind die

Verschiedenliegenden Winkel , welche verschiedene
Lage sowohl an der Schneidenden als an den Parallelen
haben .

Minder wichtig ist auch die Unterscheidung der Winkel
bloß nach ihrer Lage gegen die beiden Parallelen :

Innere Winkel liegen innerhalb der Parallelen ;
Äußere Winkel liegen außerhalb der Parallelen ;
Gemischte Winkel liegen einer außerhalb , der andere

innerhalb der Parallelen .
Es sind also in Fig . 37 :

d und A s
innere KegenKkikelErgänzungswinkel ,
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Ä und f ) äußere Gegenwinkel und Ergänzungswinkel ,

b und ä , u und A 1 gemischte Gegenwinkel und gleichliegende
v und s , ü und k j Winkel ,

d und ä j
innere Wechselwinkel und verschieden liegende Winkel ,

b und k k äußere Wechselwinkel und verschieden liegende
g. und o ) Winkel ,
d und A , u und ä l gemischte Wechselwinkel und Ergänzungs -
e und k, b und s / Winkel.

6l . Welche Beziehungen finden zwischen den Gegen-, Wechsel -
und Ergänzungswinkeln statt ?

I . Sind ein Paar korrespondierende Winkel unter sich
gleich , so sind auch die Winkel eines jeden der drei anderen
Paare unter sich gleich.
Vor ? ) (Fig . 37 ) .
Beh . 1 .

2 . / H. Ü —
3 . / I. o — 6.

Bew . Sind die Winkel a und x einander gleich , so sind es
auch ihre Nebenwinkel : / i_l> — / (. äund — /? k
(Fr . 39 I .) , und ihre Scheitelwinkel :
(Fr . 42 I . ) .

In dem vorstehenden Satze müßte eigentlich der Reihe
nach jedes der vier Paare korrespondierender Winkel als

gleich „ vorausgesetzt " und daraus die Gleichheit der drei
anderen Paare „ bewiesen " werden . Diese Beweisführung

*) Jeder wissenschaftliche Satz knüpft an eine „ Voraussetzung " svergl .
Fr . 40) , welche das Gegebene , als wahr Angenommene enthält , eine aus dieser
Voraussetzung sich ergebende Wahrheit : die „ Behauptung " . Mutz die Richtig¬
keit eines solchen Satzes ohne weiteres notwendig allgemein anerkannt werden ,
so heißt der Satz ein „Grundsatz " ; die Richtigkeit eines „ Lehrsatzes " dagegen
muß durch einen „ Beweis " erst besonders nachgewiesen werden .

Werden in einer Figur behufs der Beweisführung gewisse Linien re . hinzu -
gesügt , so saht man dieselben unter dem Namen „ Konstruktion " zusammen .
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würde aber nur auf eine dreimalige Wiederholung des eben
geführten Beweises hinauslaufen , weil die vier Paare einander
ganz gleichgeordnet sind . Es mag daher hier und in II . bis
IV . , wie auch in Fr . 62 der Beweis für ein ganz beliebig
herausgegriffenes Paar genügen .

II . Sind ein Paar verschieden liegende Winkel unter sich
gleich, so sind es auch die drei anderen Paare (Fr . 391 . oder
421 .) , weil diese Scheitel - oder Neben -Winkel von jenen sind .

III . Liefert ein Paar Ergänzungswinkel als Summe
180 °

, so thun es auch die drei gleichartigen anderen Paare .
a ) Die Ergänzungswinkel sind innere oder äußere Gegen¬

winkel :
Vor . ^ . k — 180 °.
Beh . —

_ lO/lO- 180 °
.

Bew . 1 :
-ll) u - ---- 180 ° — b

^ ^ ^ ( Fr . 39 IV . ) . .k - 180 °

180 ° - u - j- k
- (180 ° — ^ d) - j- ( 180 ° — s ) (Vor . und

Fr . 20 IV .) .180 ° -- -- ^ b - j-

Bew . 2 :
/ j. b ) - ^ ( /1 . k - j- ^ 8 ) — 360 °

(Fr . 39 IV . ) .

_ / (. u -s- ^ k -- 180 °
(Vor .)

-s- X , A — 180 °
(Fr . 20 VIII . ) .

Bew . 3 :
-ch. a - j- ^ k180 °

(Vor .)

42 II . ) .

o - j- ä — 180 °
(Fr . 20 IV . ) .

*> Ein solcher Strich (sprich : „ folglich ") in einem in dieser übersichtlichen
Form geschriebenen Beweise bedeutet , daß das zunächst unter dem Striche Stehendeans dem über dem Striche Stehenden gefolgert oder geschlossen worden ist .Die hinter jeder Zeile stehenden Nummern geben die früheren Sätze an ,welche als Beweisgrund für die Wahrheit des Inhalts der Zeile gelten .
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b) Die Ergänzungswinkel sind gemischte Wechselwinkel :
Ist ^ 8 - st ä — 180 ° Vor . so folgt aus ( / (. 8 -st b)

st- ( ^ . A - st/ . ä ) — 360 °
(Fr . 39IV .) durch Subtraktion ,

daß auch - st ^ 8 ^ 180 ° ist (Fr . 20 VIII .) . Da aber
nach Fr . 42II . 8 — o , / i. ä — k, ^ d — b
und ^ a ist , so muß auch o st- f — 180 °

und / (. d - st 6 ^ 180 °
sein (Fr . 20 IV .) .

IV . Ist eine der vier Voraussetzungen in I . bis III . erfüllt ,
so sind auch die drei anderen erfüllt .
Vor . 8 - st/j . ä ^ 180 ° .
Beh . 1 . a, — o.

2 . / ^ 8 - st ^ 1 ^ 180 .
3 . 8 — A .

Bew . 1 . / 8 ^ 180 ° ä (Vor .) .
^ 6 ^ 180 ° — ^ . ä (Fr . 39 IV .) .

s (Fr . 20 V .) .
Bew . 2 . 8 - st ä — 180 °

( Vor .) .
(Fr . 42 II .) .

/ . 8 -s- I -- - 180 °
(Fr . 20 IV . ) .

Bew . 3 . / (. 8 ^ 180 ° — (Vor .) .
^ 180 ° — ä (Fr . 39 IV . ) .

^ 8 ^ ^ A (Fr . 20 V . ) .

62. Kann man aus dem Parallclismus zweier Geraden aus die
Größe der Gegen - und Wechsel-Winkel schließen und umgekehrt?

I . Werden zwei parallele Gerade 0 , und l^ Mg . 37
auf S . 44 ) von einer dritten 6z geschnitten , so sind

1 . je zwei korrespondierendeWinkel, z . B . 8 und A , unter
sich gleich (Fr . 55 V . ) , weil 6 , und 62nach Fr . 56IV .
gleiche Richtung haben ; daraus folgt dann nachFr .611V .,
daß

2 . auch je zwei innere oder äußere Wechselwinkel , z . B .
8 und s , unter sich gleich sind und

3 . je zwei Ergänzungswinkel , z . B . a und k, oder 8 und Z ,
zusammen 180 ° ausmachen.
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II . Werden zwei Gerade 6 , und 6 ? von einer dritten 6 z
so geschnitten , daß entweder

1 . je zwei korrespondierende Winkel unter sich gleich,
2 . oder je zwei innere oder äußere Wechselwinkel unter

sich gleich.
3 . oder je zwei Ergänzungswinkel zusammen 180 °

sind , so sind die beiden Geraden 6 , und 62 parallel .
Der Beweis für 1 . liegt in Fr . 55 I . ; von 2 . oder 3 .

aber kommt man durch Fr . 61 IV . auf 1 . zurück.
III . Behalten wir die Benennung der acht Winkel auch

für den Fall bei , wo zwei nicht parallele Gerade 61
und 62 (Fig , 38 ) von einer
dritten ( si geschnitten wer¬
den , so sind beizweisolchen
Geraden

1 . je zwei korrespondie¬
rende Winkelungleich ,

2 . je zwei innere oder
äußere Wechselwinkel
ungleich ,

3 . die Ergänzungswinkel
paarweise entweder
größer , oder kleiner
als 180 °

,
Bew . Wäre a - j- / si ck — 180 °

, oder a - j- I
— 180 °

, oder / I a. — / I s , oder endlich g. —
N , dann müßte (nach II . ) 6 , // 62 sein , und da

dies der Voraussetzung (daß 61 und 62 sich schneiden)
widerspräche , so muß die Annahme (daß z. B . a
^ ^ falsch sein.

IV . Werden zwei Gerade 6 , und 6 » ( Fig . 38 ) von einer
dritten 6 z so geschnitten , daß

1 . zwei korrespondierende Winkel ungleich ,
2 . zwei innere oder äußere Wechselwinkel ungleich ,
3 . zwei Ergänzungswinkel zusammen entweder größer ,

oder kleiner als 180 °

Zetzsche , Geometrie. 3. Aufl. 4
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sind , so schneiden sich die beiden Geraden 6 , und 62 , denn
wären sie parallel , so wären (nach I . ) die unter 1 . bis 3 .
aufgeführten Beziehungen nicht möglich . Vergl. Fr . 69 IX.

An m. Diese vier Sätze liefen! eine Bestätigung von Fr. S7 I.

V . Steht eine Gerade auf der einen von zwei Parallelen
senkrecht , so steht sie auch auf der andern senkrecht (I . 3 ) .

63. Was folgt ans dem Parallclismus der Schenkel zweier
Winkel?

I . Sind die Schenkel zweier Winkel 8X0 und OL? paar¬
weise nach derselben Seite hin , oder nach entgegengesetzten

Seiten hin parallel (8X // 1)8
Vs und X0 // 88 ) , so sind die beiden

Winkel gleich.
Bew . Sind )!und 8 flache Winkel,

so folgt der Satz aus
Fr . 34 I.

Sind X und 8 hohl, oder über¬
stumpf und liegen die Schenkel
gleichsinnig (Fig - 39) , so schnei¬
den sich (nach Fr . 56 III . ) je zwei

nicht parallele Schenkel , z . B . 88 und XO in 8. , und dann
gleicht nach Fr . 62 I . sowohl V. X als V 8 dem V. v ,
daher ist VX ^ ^ 8 (Fr . 20 V.) .

Sind endlich X und 8 hohl, oder überstumpf und liegen
die Schenkel entgegengesetzt , so wird bei Verlängerung
von 88 nach 88 ' und 88 nach 88 '

jetzt der Winkel 8 '88,
die nämliche Lage gegen 8X0 haben , wie der Winkel 888
in Fig. 39 gegen 8X0 ; daher gleicht zunächst V 8 '88 '

und wegen Fr . 42II. dann auch V 888 dem V. 8X0 .

II . Liegen die Schenkel zweier Winkel 8X0 und 888 so
paarweise parallel , daß das eine Paar 88 und XO gleich¬
sinnig , das andere 88 und X8 entgegengesetzt parallel ist,
so ergänzen sich die beiden Winkel zu 180°

(Fr . 39 IV .) .

Ng. 3g .
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Hier wird nämlich der durch die Verlängerung 80 ' von 08
erzeugte Nebenwinkel 0 '88 gegen 8 ^ 6 so liegen , wie in
Fig . 89 der Winkel OH

' - 8 l ;,
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64. Was ist über drei Gerade von dreierlei Richtung zu sagen?
I . Hat von drei Geraden 0, , 62 und 6 z in einer Ebene

jede eine andere Richtung , so
durch einen Punkt 8 (Fig . 40 ) ,
oder es schneiden sich immer
nur je zwei in einem Punkte .

II . Im letzteren Falle be¬
grenzen die drei Geraden eine
ebene Figur ^ 80 (Fig . 41 ) ,
welche man ein ebenes ge¬
radliniges Dreieck oder
kurzweg ein Dreieck ( /^ )
nennt .

gehen sie entweder alle drei

Ng . 46 .

Die drei Schnittpunkte 8 und 6 der drei Geraden
heißen die Eckpunkte oder Spitzen , die zwischen ihnen
liegenden Strecken ^ 8 — 0 ,
80 ^ u und 4 .0 b
heißen die S e i t e n des Drei¬
ecks . Durch diese Wahl der
Buchstaben u , b , 0 deutet
man zugleich den jeder
Seite gegenüberliegenden
Winkel an .

III . Sind alle drei Seiten
eines Dreiecks gleich groß , so heißt das Dreieck gleichseitig ;bei dem gleich schenket ! gen Dreieck sind bloß zwei Seiten
gleich ; bei dem ungleichseitigen Dreieck ist keine Seite der
anderen gleich . Vergl . Fr . 114 und 115 .

Die Senkrechte ä .0 — b, , welche in einem Dreieck 480
von der Spitze 4 . auf die Gegenseite n herabgefällt wird ,
heißt die Höhe des Dreiecks , die von II nach der Mitte 8
von n gezogene Strecke 48 ^ m, die Mittellinie des

4 '
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Dreiecks , beides in Bezug auf die Seite a . Für nennt

man n die Grundseite , 4 die Spitze .

Fm gleichschenkeligen Dreieck heißen die beiden gleichen
Seiten die Schenkel , die dritte Seite heißt Grundseite
oder Basis und der Scheitel des der Grundlinie gegenüber¬

liegenden Winkels die Spitze .

IV . Ein Dreieck und ebenso ein anderes ebenes Gebilde heißt

symmetrisch gegen eine Gerade , wenn es durch diese

(die Symmetrieaxe ) so in zwei Teile zerlegt wird , daß
der eine beim Umklappen um die Symmetrieaxe den andern

deckt . Symmetrisch ist z . B . der Kreis gegen jeden Durch¬

messer (Fr . 53 ) .
° '

65 . Was versteht man unter einem Vieleck ?

I . Ein ebenes geradliniges Vieleck oder kurzweg
ein Vieleck ist eine ebene Figur , welche von lauter Strecken

begrenzt wird , wobei jedoch jede Strecke nur die beiden ihr

benachbarten Strecken schneidet . Die das Vieleck begrenzenden
Strecken heißen seine Seiten , ihre Schnittpunkte die Eck¬

punkte des Vielecks .
II . Das Vieleck heißt ein Viereck , Fünfeck , Sechseck rc . ,

wenn es 4 , 5 , 6 rc . Seiten hat .
III . Die Strecken , welche zwei nicht benachbarte , also nicht

durch eine Seite verbundene Eckpunkte eines Vielecks ver¬

binden , nennt man Diagonalen . Vergl . Fr . 72 I . und II .

In Fig . 42 liegen die von 4. aus gezogenen Diagonalen
4 .6 , 4V und 46 des Sechsecks 4U0V66 sämtlich innerhalb

der Figur . Es kann jedoch
eine Diagonale auch ganz ,
oder teilweise außerhalb der

Figur liegen , ebenso eine ,

Fig . 42 .

oder selbst mehrere Seiten

schneiden , teilweise mit ihnen
zusammenfallen , bezw . ihre
Verlängerung bilden .
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Man könnte z . B . in Fig . 42 das / x 466 um 40 nach
innen klappen . Ferner ließe sich das / X LOO so um 64 >
klappen , daß 0 auf 41 ) , oder in die Verlängerung von 4k ) ,
oder selbst innerhalb 4LV fiele .

IV . Nach I . bilden die Seiten eines Vielecks — im Ein¬
klang mit Fr . 7 III . — nur die Grenzen der Figur , laufen
aber nicht durch die Flache der Figur hindurch .

Man kann jedoch — u . a . durch ähnliche Umklappungen
wie in III . , vergl . z . B - Fig . 64 bei Auffassung der Strecke
4L als Diagonale — auch auf geometrische Gebilde kommen ,
deren Seiten durch die Fläche hindurchlaufen , oder auch

Fig . 4Z.

andere als die beiden benachbarten Seiten schneiden . So
würde man von dem Mittlern Siebeneck 41161 ) 141 in Fig . 43

durch fortgesetzte Verschiebung der Eckpunkte 0 und I zu den
links und rechts stehenden Gebilden gelangen , welche als
Aneinanderfügung eines Vierecks und eines Dreiecks , bezw .
zweier Vierecke und eines Dreiecks aufgefaßt werden mögen .
Noch verwickelter wird die Gestaltung , wenn man in der
rechts stehenden Zeichnung den Punkt 0 über V hinaus nach
links verschöbe . Vergl . auch Fig . 108 bis 110 in Fr . 106IV .

V . Von jedem Eckpunkte 4 eines n -ecks 4I !6I ) 6V , Fig . 42 ,
lassen sich nur u — 3 Diagonalen (Fr . 65 III . ) ziehen , da
außer 4 und seinen beiden Nachbarn 6 und I? nur noch
n— 3 Eckpunkte vorhanden sind .
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VI . Für die u - Eckpunkte des n - ecks würden daher n - mal
(n — 3 ) Diagonalen möglich sein , wenn dabei nicht jede
zweimal vorkäme . Deshalb hat das n - eck nur ^ n (n— 3 )
Diagonalen .

Das Viereck hat somit ^ . 4 . 1 — 2 Diagonalen ,
„ Fünfeck „ „ ^ . 5 . 2 — 5

„ Sechseck „ „ ^ . 6 . 3 — 9 „ u . s . ly .

Zweites Hapitet.

Das Dreieck .
66. Worin können zwei Figuren iibereinstimmen?
I . Zwei Figuren können nicht bloß in Bezug auf ihre

Größe , sondern auch rücksichtlich ihrer Gestalt überein¬
stimmen , oder verschieden sein.

II . Zwei Dreiecke und überhaupt zwei Figuren , bezw .
Körper sind an Gestalt und Größe gleich ( kongruent ^ ) ,
wenn sie sich decken , bezw . zum Decken bringen lassen . —

Vergl . 21 I . und III .
III . Haben zwei Figuren oder Körper bloß gleiche Gestalt ,

so nennt man sie ähnlich iVvZ ;
IV . haben sie bloß gleiche Größe , so heißen sie inhalts¬

gleich , oder kurzweg gleich (— ) .
67. Was gilt von kongruenten Figuren ?
I . In zwei kongruenten Vielecken , also namentlich auch

in zwei kongruenten Dreiecken , müssen alle Stücke ( d . s.
Seiten und Winkel ) der Reihe nach sich decken und demnach
gleich sein .

II . Daher sind in kongruenten Dreiecken die Gegen¬
seiten gleicher Winkel unddieGegenwinkel gleicher Seiten
gleich , d . h . diejenigen Seiten und Winkel , welche beziehungs¬
weise gleichen Winkeln und gleichen Seiten gegenüberliegen .

III . Kongruente Figuren , z. B . Dreiecke , in gleicher Weise
aneinandergesetzt , geben kongruente Figuren .
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IV . Umgekehrt lassen sich kongruente Figuren in gleicher
Weise in kongruente Teile zerlegen .

V . Es ist daher nicht notwendig , die Kongruenz von

mehr als dreiseitigen Figuren eingehend zu untersuchen , da

sich dieselbe auf die Kongruenz der Dreiecke zurückführen läßt .
VI . Um die Kongruenz zweier Figuren (oder Körper )

darzuthun , braucht man nicht immer die Gleichheit aller

Winkel und Seiten nachzuweisen . Etwas Ähnliches zeigte
sich schon in Fr . 21 I . und III . , Fr . 31 und 52 .

VII . Zwei Dreiecke *) z . B . müssen schon kongruent sein,
wenn sie in zwei Seiten und dem von diesen ein¬

geschlossenen Winkel übereinstimmen .
Bringt man die beiden übereinstimmenden Winkel zum

Decken (Fr . 31 ) und sorgt man dafür , daß die paarweise

gleichen Seiten auf denselben Schenkel fallen , so müssen diese

zwei Seitenpaare (Fr . 22 V . ) sich decken und wegen Fr . 22III .

auch das dritte Seitenpaar ; demnach müssen die Dreiecke

kongruent sein (Fr . 66 II .) .
VIII . Ebenso sind (nach Fr . 66 II . ) zwei Dreiecke kon¬

gruent , wenn sie in einer Seite und den beiden Winkeln

übereinstimmen , welche an dieser Seite liegen .
Legt man nämlich die Dreiecke mit den beiden überein¬

stimmenden Seiten auf einander (Fr . 22 V .) , und zwar so,
daß die Scheitel der Paarweise gleichen Winkel auf den näm¬

lichen Endpunkt zu liegen kommen , so decken sich diese beiden

Winkelpaare (Fr . 31 ) , ihre anderen Schenkel müssen sich
daher paarweise decken und in demselben Punkte schneiden
(Fr . 26 ) ; dieser Punkt ist der dritte Eckpunkt beider Dreiecke
und letztere decken sich also .

»1 Zwei kongruenteDreiecke pflegt NIM so zu benennen, daß die Buchstaben
an den gleichen Winkeln sich in gleicher Weise folgen ; ist z. B . 4 i — / (, 42 ,
/ (. 81 — // - 82 , ^ (- 61 — / (,62,so schreibt man .-I26262
und weiß dann zugleich , daß 4 i 8t — ^ 262 re.

Zweckmäßig bezeichnet man ferner die Setten der Dreiecke mit kleinen Buch¬
staben und die Winkel mit denselben großen Buchstaben , so daß z. B . die Seite
u — 86 dem / (. .4 — / (. 8 .46 gegenuberlicgt. Vcrgl. Fr . 64 U .
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68 . Wie groß ist die Summe der drei Winkel eines Dreiecks ?
I . Verlängert man zwei Seiten 66 und -46 eines Drei¬

ecks L.60 (Fig . 44) über ihren Schnittpunkt 6 hinaus nach
6 und I) und zieht man durch 6 eine Gerade IW so , daß
sie mit IW einen eben so großen Winkel einschließt , wie OL
mit L6 , daß also v — / ( L ist , dann sind IW und OL
parallel (Fr. 61 I . 1 .) . Nun kann aber die Gerade kM

zunächst weder mit 60 , noch
mit 6L zusammenfallen,
weil sie dabei (gegen Fr. 26 )
die ihr parallele LO schnei¬
den müßte . Träte ferner
die unbegrenzteGerade IW
bei 6 in das Dreieck L60
hinein , so müßte sie auch
irgendwo wieder aus dem¬
selben herauskommen (Fr.

28 IV.) ; nun kann aber IW weder die ihr parallele Seite
LO schneiden (Fr. 26 ) , noch zum zweiten Male die von ihr
schon in 6 geschnittenen Seiten L6 und 60 (Fr . 21 II . ) .
Demnach kann IW nicht in das Dreieck laufen , auch kann
deshalb weder IW , noch deren Verlängerung 6V in den v
eintreten (Fr. 27 II . ) , sondern sie muß innerhalb der beiden
Winkel L60 und V6L liegen, wie es Fig. 44 zeigt. Weil
nun aber IW und OL. parallel sind , muß u — 6 sein ;
da ferner auch 6 (Fr . 42 II . ) ist und v —

L gemacht wurde , so ist die Summe der drei Winkel ,4,
6 und 0 so groß wie die Summe der drei Winkelu , v und v,
d . h . ^ 2 R (Fr . 34 III .) .

II . Es beträgt also die Summe der drei Winkel eines
Dreiecks stets 180 ° oder 2 R.

69. Welche Folgerungen ergeben sich aus Fr. 68 ?
I . Ist in einem Dreiecke die Summe zweier Winkel so

groß wie die Summe zweier Winkel eines zweiten Dreiecks,
so sind die drittenWinkelder beidenDreiecke gleich (Fr . 20VIII. ) .
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II . Stimmen zwei Dreiecke in einem Winkel überein , so
ist die Summe der beiden anderen Winkel in beiden Dreiecken
-gleich groß (Fr . 20 Vlll . ) .

III . Jeder Winkel eines Dreiecks ist hohl (Fr . 35 I . ) .
IV . Die Summe zweier ( inneren ) Winkel eines Dreiecks

ist kleiner als 180 °
( Fr . 20 III . ) .

V . Verlängert man eine Seite ^ .6 (Fig . 44 ) eines Drei¬
ecks mo nach Ich so entsteht zwischen der Verlängerung W
und der anderen durch denselben Endpunkt L gehenden Seite
LO der Außenwinkel LIIO .

Da nun dieser Außenwinkel LIIO mit dem innern Winkel
06 ^ , zusammen ebenfalls 180 °

ausmacht ( Fr . 39 IV . ) , so
muß V , WO — ^ ch- V!, 0 sein (Fr . 20 V . ) , oder :

VI . Jeder Außenwinkel gleicht der Summe der beiden
inneren Gegenwinkel .

VII . Daher ist jeder Außenwinkel größer , als jeder seiner
inneren Gegenwinkel .

VIII . Sind die drei Winkel eines Dreiecks unter sich
gleich , so ist jeder — 60 ° — -K R .

IX . Zu Fr . 62 IV . 3 . läßt sich jetzt noch ergänzend
bemerken : wenn zwei Gerade von einer dritten so geschnitten
werden , daß die Summe der inneren Winkel von 180 °

abweicht , dann liegt der Schnittpunkt jener beiden Geraden
auf derjenigen Seite der dritten , wo die Summe der inneren
Winkel kleiner als 180 °

ist .
70. Wieviel Arten Dreiecke gicbt es rücksichtlich der Winkel ?
I . In einem Dreiecke kann nicht mehr als ein Winkel

ein rechter , bezw . ein stumpfer sein , und ebensowenig kann in
einem Dreiecke ein rechter und ein stumpfer zugleich Vor¬
kommen (Fr . 69IV . ) , vielmehr müssen stets wenigstens zwei
Winkel eines Dreiecks spitz sein.

II . Daher giebt es rücksichtlich der Winkel nur drei Arten
Dreiecke :
das rechtwinkelige Dreieck mit einem rechten Winkel ,
das stumpfwinkelige Dreieck mit einem stumpfen Winkel ,
das spitzwinkelige Dreieck mit drei spitzen Winkeln .
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III . Im rechtwinkeligenDreieck nennt man die dem rechten
Winkel gegenüberliegendeSeite die Hypotenuse , die beiden
den rechten Winkel einschließenden Seiten die Katheten.

71. Was ist noch über die Winkel der rechtwinkligen nnd der
stumpfwinkeligen Dreiecke zu bemerken?

I . Im rechtwinkeligen oder stumpfwinkeligen Dreieck ist
der rechte oder stumpfe Winkel der größte ( Fr. 37 III .) .

II . Im rechtwinkeligenDreieck ist der rechte Winkel gleich
der (nach Fr. 68 II . 90° betragenden) Summe der beiden
spitzen.

III . Ein Dreieck ist rechtwinkelig, wenn der eine Winkel
desselben gleich der Summe der beiden anderen ist ; denn dann
ist jener Winkel die Hälfte von 2 R (Fr. 68 II . ) .

IV . Sind in einem rechtwinkeligen Dreieck die beiden
spitzen Winkel gleich , so ist jeder — 45° — 4 R.

V. Machen zwei Gerade 8X und XX (Fig . 45) schiefe
Winkel, so kann die von einem Punkte k der einen 8X auf die
andere XL herabgelassene Senkrechte ? () nur auf die Seite
des spitzen Winkels .MX fallen , weil sonst das Dreieck XX
einen stumpfen und einen rechten Winkel haben müßte , was
aber Fr. 70 I . widerspräche.

Fig . 45 . Fig . 46 .

VI. Die Normalen auf den Schenkeln eines hohlen Winkels
schneiden sich stets (Fr. 62IV. ) , und zwar unter einem ebenso
großen Winkel als die Schenkel selbst .

Ist nämlich der hohle Winkel ein rechter , wie H8V in
Fig. 46 , und ist Xtz M 8tz , XV M 8V , so ist Xtz // 8V
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(Fr. 62 II. 3 .) , und deshalb schneiden sich VII und IIH
(Fr . 60 II .) , und zwar unter einem rechten Winkel HIIV
(Fr. 62 V.) .

Wäre dagegen der hohle Winkel ein schiefer , so ist ent¬
weder er selbst , oder sein Nebenwinkel ein spitzer , z . B . v in
Fig . 47 ; errichtet man nun im Punkte 8 des Schenkels 80
eine Senkrechte82 . so muß diese die Gerade V6X, in welcher
der andere Schenkel (entweder 8V , oder 8X) des hohlen
Winkels liegt , in einem von 8 aus nach 8 hin liegenden
Punkte 8 schneiden (Fr . 69 IX . ) , und dabei ist / I 886 —
88V spitz ; errichtet man daher in einem von V aus nach 8 ,

S 767

Fig . 47 .

oder nach X hin liegendenPunkte oder 8 der Geraden 8X
eine Senkrechte .-IV oder 88 , so muß diese die auf 80 senk¬
rechte 80 in V, oder in 8 schneiden (Fr. 62 IV . 3 .) , und
dabei stimmen die Dreiecke ViI8 und 888 mit dem /X 888
in dem Winkel bei 8 und in dem rechten Winkel (bei 8,8 )
überein, weshalb die spitzen Winkel v, n und -lv (Fr. 69 I . )
und auch deren stumpfe Nebenwinkel (Fr. 39 I . ) unter sich
gleiche Größe haben.

Liegt der Schnittpunkt der Normalen 88 mit 82 im
Winkelraume von rv , so ist der gegen v hin gekehrte Schnitt-
Winkel (wie in Fig . 47 der / X882 ) --- 180°— rv (Fr. 39IV. ) .

Aiun . Ein kürzerer Beweis ließe sich aus Fr . 72 III . herleiten.

/
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72. Wie groß ist die Winkelsumme des Vielecks ?

Fig . 4S>

I . Das II - eck 4O0VOO
läßt sich nach Fig . 48 aus
ii— 2 von außen , oder innen
aneinandergelegten Dreiecken ,
die paarweise eine ganze
Seite gemein haben , zu¬
sammensetzen und auch wie¬
der in n — 2 solche Dreiecke
zerlegen .

II . Fügt man an die Seite 40 oder 00 eines Vielecks
400v0 ^ (Fig . 49 ) nach innen , oder außen ein Dreieck .480 ,
oder Otzv an , dessen Seiten weiter keine u -ecksseite schneiden ,

auch nicht die Verlänge¬
rung einer solchen bilden ,
oder zum Teil auf ihr
liegen , und nimmt man
die Seiten 4 .0 , bezw . 00
dann hinweg , so wächst
die Seitenzahl um 1 .

Beim Anfügen nach
außen wächst die Winkel¬

summe des Vielecks um

180 °
(Fr . 68 II . ) .

Im andern Falle vermindert sich die Winkelsumme um
^ u - / i. v und vermehrt sich gleichzeitig um den über¬
stumpfen Winkel (360 ° — v ) bei 8 , wächst also überhaupt
um (360 °— >v) — u — v — 360 ° — (iv - s- u - j- v ) — 360 °

— 180 ° ^ 180 ° .

In jedem der beiden Fälle wächst also die Winkelsumme
um 2 R , wenn die Seitenzahl um 1 wächst .

III . Daher beträgt in Fortsetzung von Fr . 68 II . die

Winkelsumme :

Fig . 4g .
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im Viereck 2 . 2 R — 4 R,
- Fünfeck 3 . 2R -^ 6R,
- Sechseck 4 . 2R — 8R,

- n -eck (n—2) 2R — (2n —4) R.
IV . Das n-eck kann höchstens n— 3 überstumpfe Winkel

oder einspringende Ecken haben (Fr. 72 III . ) ; denn n—2
überstumpfe Winkel würden ja schon mehr als (n—2) 2 R
betragen (Fr . 35 I .) .

V . Stehen zwei Seiten VV und H8 , Fig . 50 , eines
Vierecks VV8H auf der dritten Seite V8 senkrecht, so beträgt
die Summe der beiden Winkel II und 1)
an der vierten Seite VH 2 R (III .) .
Legt man nun das Viereck auf V8 um,
so fällt 8H auf VV (Fr . 39 III . , 31 ) .

Ist dann noch H — R , so ist auch
V — R , und beim Umlegen muß H auf
v fallen ; denn fiele H nachH, , so müßte

v -- - R (Fr. 72III .) und VH,X
R (Fr. 37 I . ) sein , was Fr. 70 I .

widerspricht. Daher :
VI . sind in einem Viereck mit drei rechten Winkeln V, 8

und H je zwei einander gegenüberliegendeSeiten nicht bloß
parallel (Fr. 62 II . 3 .) , sondern auch gleich (V . ) .

VII. Ist umgekehrt bei / ). V — R — 8 auch VV
— H8, so decken sich v und 1) beim Umlegen auf V8 , und
es ist nicht nur / ^ V — H — R ( III .) , sondern es sind
weiter nach VI. auch die Gegenseiten paarweise parallel und
gleich.

73. Ist durch die Gleichheit, oder Ungleichheit zweier Winkel,
dezw. Seiten eines Dreiecks auch die Gleichheit, oder Ungleichheit
- er Gegenseiten, dezw. der Gegenwinkel derselben bedingt?

I. Halbiert man in dem/X 466 (Fig . 51 S . 62) , in welchem
4 — 0 sei , den Winkel an der Spitze II , macht man

§
S -

Fig . so .



62 Zweites Kapitel. Fr . 7S .

also / . m — / l. n , so ist auch x — g (Fr . 69 I . ) ;
demnach stimmen die beiden Dreiecke ^ l >!) und OLV in der
Seite LO (Fr . 20 I . ) und den beiden anliegenden Winkeln
überein , sind also kongruent (Fr . 67 VIII . ) , und deshalb ist
VL — OL (Fr . 67 II .) .

Die Gleichheit der Winkel ^ und 0 bedingt also die
Gleichheit ihrer Gegenseiten 06 und tl.6 .

II . Halbiert man in dem / X L.LO (Fig . 51 ) , in welchem
^ 6 — 06 sei , den Winkel an der Spitze 6 , so stimmen, weil
auch L0 — LI) ist (Fr . 20 I .) , die beiden Dreiecke ^ L0 und
OLD in den Winkeln ia und n und deren einschließenden
Seiten überein , sind also kongruent (Fr . 67 VII .) , und des¬
halb ist auch ^ 0 (Fr . 67 II . ) .

?r

/
Fig . SN Fig . bs .

Die Gleichheit der Seiten VL und OL zieht demnach die
Gleichheit ihrer Gegenwinkel 0 und nach sich .

III . Ist in Fig . 52 0L . )> 06 , so kann man von 0 aus
auf OV ein Stück OL abschneiden , welches 06 gleicht ; zieht
man dann die Strecke LL , so ist ./ x ^ 7 (II . ) . Weil
ferner OLV x ist (Fr . 20 III . ) , so muß auch
^ L > ^ sein , und da wieder ^ V ist
(Fr . 69 VII . ) , so ist um so mehr 6 V (Fr . 20 VII .) .



Fr . 73 . Das Dreieck. 63

' 'X t

Der größeren Seite XO — b eines Dreiecks steht also
auch der größere Winkel 8 gegenüber.

IV . Sind zwei Winkel 8 und 0 eines Dreiecks X80
ungleich , so ist die dem größeren .X, 8 gegenüberliegende
Seite X0 — b größer als die Gegenseite V8 — o des
kleineren Winkels 0.

Es muß offenbar entweder b — v , oder d e , oder
b < X o sein.

Wäre K — e , so müßte / X 8 — / X 0 sein (II . ) ; wäre
b < 1 o , so wäre auch / X 8 <X XX 0 (III . ) ; da aber beides
der Voraussetzung (/X 8 > - / X 0) widerspricht , so muß
d > - o sein .

V. Halbiert man den /X 8 (Fig - 53) eines /X X80 , in
welchem 86 )> 8X ist , durch die Gerade 8X , so schneidet
8X in X die Seite X0 so , daß XO X> XX ist . Vergl .
Fr. 148 IV.

Der Winkel 8X0 ist ein stumpfer (Fr . 39 VII. ) , weil
/ X 8XX > / X80X (III .) _

XX8XX - s- XXm > /X 86X - j- /Xn (Vor . u . Fr . 20IX.)
/ X 8X6 > - l .XX -ch- (Fr . 69 VI.) .

Errichtet man nun in X auf
8X eine Senkrechte 68 , so
schneidet dieselbedieStrahlen80
und 8X in V und IX so , daß I?
innerhalb 80 , X außerhalb 8V
liegt. Zieht man dann noch durch
6 und X zwei Parallelen VV
und X2 zu,8X , so schneiden
diese die Gerade OX in X
und V ; dabei liegt X inner¬
halb ox , V außerhalb XX ,
denn es sind ja / X XXV und
/X XXX rechte (nach Konstr . und Fr.

x

Wg . bS.

62 V . ) , dagegen

!
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/ X ov « stumpf (Fr . 69 VII . ) und / X6L17 spitz (Fr . 701 .) .
Deshalb ist weiter :

/ X MI ' ^ / X 6178 ( Fr . 67 VIII . )
V17 ^ xiv ( Fr . 67 II .)

/ X « 8V R ^ / X 1782 (Konstr . u . Fr . 62 V . )
/ Xk « 8 ^ -X 88V (Fr . 42 II . )
/ X 0X8 ^ / X 8XV (Fr . 67 VIII . )

1717 ^ 17V (Fr . 67 II .)
« 0 > « II (Fr . 20 III . ) ; XV > XX (Fr . 20 III . )

xo > XX (Fr. 20 IV . , VII ) .
VI . Halbiert man in dem / X X60 , Fig . 53 , in welchem

80 X> 8X ist , die Seite .40 , so kann nach V . die vom
Halbierungspunkte 8 nach 8 gezogene Gerade 88 den
Winkel 8 nicht halbieren , und kann ferner

VII . die Mitte einer zwischen 80 und 84 , normal zur
Winkelhalbierenden 8X gezogenen Strecke 08 nicht in der
Geraden 86 liegen ,

VIII . endlich aber kann die Gerade 88 nach VI . und
Fr . 31 die auf ihr zwischen 60 und 6X errichteten Nor¬
malen nicht halbieren ; es würde ja dies nach Fr . 67 VIII .
bedingen , daß / X 860 — / I 88X wäre .

74. Welche Folgerungen ergeben sich aus Fr. 73 ?
I . Im gleichschenkligen Dreieck (Fr . 64 III . ) sind die

Winkel an der Grundseite gleich (Fr . 73 II . ) .
II . Deshalb sind auch die Außenwinkel an der Grund¬

seite XO des gleichschenkligen Dreiecks .480 (Fig . 51 )
einander gleich (Fr . 391 .) ; / Xu — /Xv — /Xx — /X ^.

III . Wegen Fr . 69 IV . sind die beiden gleichen Winkl
an der Grundseite des gleichschenkligen Dreiecks spitz , die
Außenwinkel an der Grundseite aber stumpf (Fr . 39 IV . ) .

IV . Ist ein gleichschenkliges Dreieck rechtwinklig , so mißt
jeder Winkl an der Grundseite 45 °

(Fr . 68 ) . — Vergl .
Fr . 71 IV .



Fr . 74 . Das Dreieck. 65

V . Im gleichseitigen Dreieck (Fr . 64 III . ) folgt aus der
Gleichheit der Seiten n — b und b — o , daß Winkel V — L
und 6 - -- 6 ; daherist/l . V - ^ ^ 6 ^ - ^ . 6 (Fr . 20V .) ,
und jeder Winkel ist — 60 ° ^ § R (Fr . 69 VIII . )

VI . Die Gegenseiten zweier gleichen Winkel desselben
Dreiecks sind gleich ( Fr . 73 I . ) , das Dreieck also gleich¬
schenklig ; ist aber

VII . das Dreieck gleichwinkelig , so ist es wegen Fr . 73 I .
und Fr . 20 V . auch gleichseitig .

VIII . Aus Fr . 73 IV . folgt wegen Fr . 71 I . , daß im
rechtwinkeligen und im stumpfwinkeligen Dreieck die dem
rechten oder stumpfen Winkel gegenüberliegende Seite die
größte Seite des Dreiecks ist . Deshalb ist auch

IX . die von einem Punkte ? (Fig . 54 ) auf eine nicht
durch ? gehende Gerade 0 herabgefällte Senkrechte ? x kürzer
als jede von diesem Punkte ? nach einem beliebigen Punkte 0
in dieser Geraden 6 gezogene Strecke ? 0 .

Diese Senkrechte ? X heißt der Abstand oder die Ent¬
fernung des Punktes ? von der Geraden 6 .

X . Die von einem Punkte ? ( Fig . 54 ) nach verschiedenen ,in einer nicht durch ? gehenden Geraden 6 liegenden Punkten
6 , X , X rc. gezogenen Strecken ? 0 , ? ? , ? X rc . werden
(wegen VIII . ) um so länger , je weiter diese Punkte 0 , X,X rc. vom Fußpunkte X der von ? auf 0 herabgefällten
Senkrechten I 'X abstehen . Die Winkel ? 6X , ? ? X rc. sind
nämlich stumpf ( Fr . 69 VII . ) , da ja

? XX 90 °.
Zetzsche , Gcometrie . S. Aufl. ->
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Lägen die Punkte , wie I? und O , auf verschiedenen Seiten

von X , so klappe man die Ebene um XO um .

Umgekehrt rückt 0 um so weiter von X hinweg , je größer
kl ? wird .

XI . Sind die beiden Punkte 0 und O (Fig . 54 ) einer

Geraden 6 gleich weit entfernt von dem Fußpunkte X der

von einem Punkte I ' auf 6 gefällten Senkrechten OX , so

stehen O und 0 auch von 0 gleich weit ab . Die beiden Drei¬

ecke 0X0 und OXO stimmen ja in den rechten Winkeln

( Fr . 39 III . ) bei X und deren einschließenden Seiten überein ,

sind also kongruent (Fr . 67 VII . ) , und deshalb ist 60 — 00

(Fr . 67 II . ) .
XII . Auch jeder andere Punkt , z . B . () , in X ? und seiner

Verlängerung ist gleichweit von I) und 0 entfernt .

XIII . Nach X . und XI . lassen sich von jedem Punkte 0

in der auf 6 senkrechten GeradenOX (Fig . 54 ) nicht mehr
als zwei unter sich gleiche Strecken nach der Geraden 0

ziehen .
Zwei gleiche Strecken , z . B . 00 und 06 , liegen auf ver¬

schiedenen Seiten von OX ; I) und 0 haben gleichen Abstand

von X .
XIV . Im gleichschenkligen Dreiecke 006 , Fig . 54 , ist

nach X . jede Strecke , welche von der Spitze0 nach einem

Punkte der Grundseite 60 gezogen wird , kleiner als die

Schenkel OO und 0 ? ,
XV . und jede Strecke 06 nach einem Punkte 0 in der

Verlängerung der Grundseite 60 größer als 00 und 60 .

XVI . Jeder Punkts (Fig .55 )
außerhalb der von dem Punkte
0 auf die Gerade 6 herab¬
gefällten Senkrechten OX hat
ungleiche Entfernung von zwei
in 0 liegenden und von X

gleichweit abstehenden Punkten
O und 6 .
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Fr . 74 .

8V (oder 80 ) muß nämlich nach Fr. 28 I . die Senkrechte
XL in H schneiden ; zieht man nun noch die Strecke HO,
so ist :

VH - -- OH (Xv)_
.

'
. HOV — X). HVO (Fr. 73 II . )

/ 1. 800 > / 1. H0V (Fr . 20 III . )
> 80v > OHVO (Fr. 20 VI. )

8V > 80 (Fr. 73 IV .) .
XVII. Daher muß jeder Punkt H ( Fig . 55 ) , welcher von

den beiden Punkten v und 0 der Geraden 6 gleichweit ent¬
sernt ist , in der Geraden X? liegen , welche in der Mitte X
zwischen v und 0 auf 0 senkrecht steht ; wenn nämlich H
außer LX läge , so könnte nach XVI . nicht HO — HD sein.

Kürzer spricht man diesen Satz so aus : Die Senk¬
rechte ?X ist der geometrische Ort eines von den Punkten
v und 0 gleichweit entfernten Punktes *) .

XVIII. Fällt man von einem Punkte 1 (Fig . 66)
der Halbierungslinie LX eines (hohlen) Winkels XLO
Senkrechte VII und VV auf
die Winkelschenkel XII und
LO und klappt man den
/ l, X um LV auf den / . x,
so müssen sich beide decken
lFr. 31 ) . Da nun Daus sich
selbst liegen geblieben ist , so
müssen auch DV und MI sich
decken (Fr. 57 IV .) ; des¬
halb ist also auch

LII — LV und ebenso
DV -- MI (Fr. 22IV. ),

d . h . jeder Punkt 1 der Halbierungslinie LX ist von den
Schenkeln XL und OL gleichweit entfernt (vergl. IX. ) .

Fig . S6.

" ) Vergl. Fr. 134 IV. — über andere geometrische Orter vergleiche XX . ,Fr. S6IX . , Fr. Will . , Fr . IW XIII . , Fr . 1S3 VIII . , Fr. 148 VII. ,Fr. 166 X und XI. , Fr . 170 XI ., Fr. SV6 III ., Fr. 240 IV.
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XIX . Fällt man von dem nicht in der Halbierungslinie 6X
(Fig - 56 ) gelegenen Punkte 8 des hohlen Winkels X80 die

Senkrechten 80 und 82 auf die Schenkel X8 und 06 , so

wird die eine Senkrechte 80 die Halbierungslinie 6X in 1?

schneiden (Fr . 28 I . ) . Zieht man nun IV X, 80 , dann OV

und 8V , so ist Oll ' — VI (XVIII . ) , ^ llOV — ll'VO

(Fr . 73 II . ) , ^ IVO < 8V0 (Fr . 20 III .) , daher
/ , 10V < ^ 8V0 (Fr . 2 0IV . ) und 80 > 8V (Fr . 7 3IV . ) ;
da aber 82V — 90 ° gemacht wurde , muß 8V > 82 sein

( VIII .) und deshalb 80 > 82 (Fr . 20 VII .) ,
d . h . jeder Punkt 8 außerhalb der Halbierungslinie 8X

ist von den Schenkeln X8 und 80 ungleichweit entfernt .

XX . Daher ist die Halbierungslinie 6X (Fig . 56 ) des

hohlen Winkels 8 der geometrische Ort eines innerhalb
8 liegenden und von den Schenkeln X8 und 08 gleichweit

entfernten Punktes ll ,
XXI . dagegen liegt jeder innerhalb 8 gelegene Punkt 8

außerhalb der Halbierungslinie 8X des hohlen Winkels 6 ,
sobald er von dem einen Schenkel weiter entfernt liegt , als

von dem andern .

XXII . Welche Änderung in XVIII . bis XXI . wird nötig ,
wenn 8 > 180 ° ist ?

75. Was ist vom symme¬
trischen Dreieck ;n bemerken?

<771HX

I . Die SymmetrieaxeXX
(Fr . 64IV . ) eines symmetri¬
schen Dreiecks X80 , Fig - 57 ,
kann nur durch einen Eck¬

punkt 8 laufen .
II . Im symmetrischenII . Im

Ng . S7.

Dreiecke X80 , Fig . 57 , werde
die von der Symmetrieaxe
geschnittene Seite XO die

Grundseite oder Basis ,
ihr Gegenwinkel die Spitze ,
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die anderen beiden Seitens und 08 die Schenkel genannt ;
die zwischen Spitze und Basis gelegene Strecke 08 der
Symmetrieaxe heiße Symmetriestrecke. Vergl . Fr. 64III .

III . Da 880 beim Umklappen das /X 884 deckt
(Fr. 64IV. ) , so ist 84. — 86 , d . h . das symmetrische Dreieck
ist entweder gleichschenklig , oder gleichseitig (Fr. 64 III .) .

Von ihm gelten daher die Sätze in Fr. 74 I . bis VII . ,
XIV . und XV.

IV . Zugleich ist /Xm — n,
p — R — /Xg,

und 48 ^ 08 ;
d . h . die Symmetrieaxe XX halbiert den Winkel 8 an der

Spitze , halbiert die Grundseite 4,0 und steht auf der Grund¬
seite senkrecht.

Daher gelten vom symmetrischen Dreiecke auch die Sätze
in Fr. 74 X . bis XIII . , XVI . bis XXI . Vergl . Fr. 73 V.

V . Das gleichschenklige Dreieck ist symmetrisch gegen
die Halbierungslinie des Winkels an der Spitze (Fr. 7311 . ) ,
das gleichseitige gegen die Halbierungslinie jedes Winkels.

VI . In dem symmetrischen Dreiecke fallen zusammen:
1 . die Halbierungslinie des Winkels 8 an der Spitze ;
2 . die Senkrechte von der Spitze 8 auf die Grnnd -

seite 40 ;
3 . die in der Mitte 8 der Grundseite auf dieser

errichtete Senkrechte;
4 . die durch die Spitze 8 und die Mitte der Grund¬

seite gezogene Gerade .
VII. Ein Dreieck 480 , Fig . 57 , ist symmetrisch gegen XX :

1 . wenn ^ m — und — R ;
2 . wenn 40 ^ 08 und 88 4. 40 ;
3 . wenn Xi. in — ^Xn und 48 — 08 .

Der Beweis zu 1 . und 2 . stützt sich auf Fr. 67 VII .
und VIII. , der zu 3 . auf V . in Verbindung mit Fr. 73 VI.
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76 . Welche Beziehungen bestehen zwischen den Seiten des
Dreiecks ?

I . In jedem Dreieck ist die Summe a - j- b zweier
Seiten größer als die dritte Seite v.

Verlängert man die Seite L.6 — b (Fig 58 ) um ein Stück
6V — 66 — a. und zieht 06 , so ist 66V — 6V6
(Fr . 74 I .) ; da nun ^ .6V > / (. 660 (Fr . 20 III .) , so
ist auch ^ 6V > 606 (Fr . 20IV . ) , deshalb ^ .v > F.6
(Fr . 73 IV . ) oder a - j- b > e (Fr . 20 II . ) .

II . In jedem Dreieck ist die Differenz b — a zweier
Seiten kleiner als die dritte Seite o .

Ftg . ss . Fig . ss .

Trägt man auf der (größern ) Seite 6 .4 — b (Fig . 59)
von 6 aus ein Stück 66 — 66 — a ab und zieht man die
Strecke 66 , so ist / , 2 90 °

(Fr . 74 III . ) und deswegen
6 ^ 06 (Fr . 74 VIII .) oder d — L < 0 (Fr . 20 II . ) .

77. Welche Folgerungen lassen sich aus Fr . 76 ziehen?
I . In Fig - 60 muß nach Fr . 76 1 . der Reihe nach

6v -s- vä . > 6 ^
v6 - j- 6v4 > v ^ - c . sein .

Daher ist auch
^ 6 < 66 - ^ 6 ^.
^ 6 < 66 - j- 60 - j- v ^
^6 < 66 - j- 6V - j- 06 > 6l ^ re .,
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Fig . 6».

d . h . die Strecke ist kürzer als jede zwischen den
Punkten ^ und I ! gezogene gebrochene Linie.

Auch wenn die ge¬
brochene Linie , z . B . L"

in Fig . 61 , die
Strecke ^.6 schneidet ,
hört der Satz I . nicht
auf zu gelten , da

Selbst wenn die ge¬
brochene Linie nicht in
einer und derselben
Ebene liegt , gilt der
Satz I . noch , da dann
in Fig . 60 nur jedes
der auf einander folgen¬
den Dreiecke ^,116 ,
^ 00 re . in einer an¬
dern Ebene liegt.

II . In Fig. 62
schmiegt sich die ge¬
brochene Linie ^ V6L6
weit mehr an die
zwischen und L
gezogene krumme Linie

an, als
die gebrochene ^ 06.
Setzt man daher das
in Fig . 62 angedeutete Verfahren weiter fort , so wird man
eine sich um so genauer an die krumme Linie anschmiegende
gebrochene erhalten , je mehr Zwischenpunkte man in der
krummen wählt; um so weniger werden sich auch die ein¬
zelnen Teile der krummen in ihrer Länge von den einzelnen
Strecken der gebrochenen unterscheiden, und wie die gebrochene ,
so wird auch die krumme größer sein als die Strecke H

Mg. Sl .
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III . Die Strecke46 ist also die kürzeste Linie zwischen
den zwei Punkten 4 und 8 . Vergl . Fr . 22 VIII.

IV . Zieht man von einem Punkte I) (Fig . 63 ) inner¬
halb eines Dreiecks .4,86 Strecken 84 und 88 nach

den Endpunkten einer Seite 48 ,
so ist

(IV n) die Summe dieser
Strecken kleiner als die Summe
der beiden anderen Dreiecksseiten ,

( IV b) elftere schließen aber
einen größern Winkel ein als
letztere .

Verlängert man nämlich 68 , bis sie 46 in 8 schneidet,
so ist w > / > und v > / (. 6 (Fr . 69 VII. ) ,
daher auch / . m > > 6 (Fr . 20 VII. ) .

Weiter ist
86 > 68 > 86 (Fr . 761 . )

(48 > 86 ) -s- 68 > ° 48 —- 88 (Fr . 20IX .)
46 > 68 > 48 -

(48 > 88 ) - j- 86 > 48 -
- 88 > 88 (Fr . 20II .)
- 88 (Fr . 7 61 . und Fr . 20IX.)

46 > 66 > 48 - j- 86 (Fr . 20 VII . ) .
V . Ist dabei 46 — 48 , d . h . liegen 6 und 8 im Kreise

um 4 , so muß (wegen IV . ) 86 > 88 sein .
An IN. Aus IV . ist ersichtlich , daß der Winkel zwischen zwei Geraden ,

welche von zwei gegebenen Punkten L und L (Fig . sg ) auslaufen , also auch
die Verschiedenheit der Richtung dieser beiden Geraden um so kleiner wird , je
weiter der Punkt v oder 6 , in welchem die beiden Geraden zusammenlaufen ,
von L.L wegrückt . Rückt dieser Punkt in unendliche Entfernung voniIN ,
d. h . schneiden sich die beiden Geraden gar nicht mehr , sondern sind sie Parallel ,
so wird die Richtungsverschicdenhcit — 0. Vergl . Fr . S6 IV .

VI . Zieht man von
einem im Außenwinkel
688 ( Fig . 64) des
Winkels 8 eines Drei¬
ecks 486 (aber nicht
im Scheitelwinkelvon 0)
gelegenen Punkte 8Fig . 64 .
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Strecken 6X und 68 nach den Endpunkten der Seite X8 ,
so muß die eine Strecke 6X die eine Seite 68 in V schneiden
(Fr . 28 1 . ) . Dabei ist die Summe dieser sich schneidenden
Strecke und Seite größer als die Summe der sich nicht
schneidenden ; denn es ist :

XO < XV VO ; 86 < 6V - s- V6 (Fr . 76 I . )
IO - U 86 < XV - j- V6 VO - f- 8V (Fr . 20 X . )
XO - j- 86 < X6 - s- 60 (Fr . 20 H .) .

VII . Ist dabei XO — X6 , d . h . liegen 0 und 6 im
Kreise um X , so muß wegen Vl .

86 < 80
sein .

VIII . Ist dabei XO ^ 80 , so ist 86 < X6 (VI . ).
Vergl . Fr . 74 XVI .

IX . Daher kann in V. nicht
XO xo - -- 80 — 8V ,

und in VII . nicht
XO X6 ^ 86 ^ 80

sein.
X . In verwandter Weise wie in IV . läßt sich auch der

allgemeinere Satz beweisen , daß der Umfang eines Vielecks
mit lauter hohlen Winkeln kleiner ist , als der Umfang eines
dasselbe umschließenden Vielecks .

XI . Daß die Sätze IV . , VI . und IX . nicht zu gelten auf¬
hören , wenn der Punkt v , bezw . 6 in die Seite 80 rückt und
beide sich in V begegnen , ist aus
Fr . 76 I . leicht nachzuweisen .

78. In welcher Weise ändert sich
ein Winkel, bezw . eine Seite eines
Dreiecks zugleich mit seiner Gegen¬
seite und ihrem Gegenwinkel?

I . Legt man die zwei Drei¬
ecke X8 . 0 und X6,0 (Fig . 65),
in denen XO — XO und X8 ,

X8 „ aber / . 8,X0 >
I . 8,X0 ist , mit den gleichen
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Seiten VO an einander , so fällt die Halbierungslinie ^ 6 des

Winkels 6 , .V6 ,
*

) zwischen,V 6 , und VO und schneidet die

Seite 6,0 etwa in v (Fr . 28 lll . und Fr . 26 ) . Zieht
man nun noch V 62 , so ist

/ X 6 , VV ^ / X 6 ,^ v (Fr . 67 VII . )

6,1 ) — 6,1 ) (Fr . 67 II . )

6,0 ^ 6,1 ) - s- 1 ) 0 ^ 6,1 ) I ' « ' (Fr . 2V II . und IV . )
62V -j- vo > 62O (Fr . 76 I . )

6,0 > 100 (Fr . 20 IV . ) .
II . Läßt man also in einem Dreiecke V60 (Fig . 66 )

zwei Seiten VO und V 6 ungeändert , so wächst die dritte
Seite 06 mit dem

^ - - von jenen beiden
S / Seiten eingeschlosse¬

nen Winkel V . Vergl .
Fr . 77 V . und VII .

III . Stimmen
zwei Dreiecke in zwei
Seiten (a , — N2 undNg . es .

6 , — d, ) überein , während die dritten Seiten ungleich sind
( o> 02 ) , so können die von jenen Seitenpaaren eingeschlossenen
Winkel 0 , und 0 ? nicht gleich sein , weil sonst die Dreiecke

kongruent wären (Fr . 67 VII . ) und e , — e,, sein müßte .

Ebensowenig kann 0 , O 2 sein , weil ja dann auch e , O 2

sein müßte (II . ) . Daher kann nur 0 , > 0 > sein , und

IV . demnach wächst in Fig . 66 bei ungeänderter Länge
der Seiten VO und V 6 der Winkel V mit der dritten Seite 60 .

V . Stimmen zwei Dreiecke in einer Seite n und einem

ihr anliegenden Winkel 0 überein , so wächst auch der zweite

») Die Beweisführung in I . ändert sich weder, wenn N,LN» flach, oder

überstumpf wird , noch wenn 6 in U,U2, oder ini Dreieck liegt .
Führt man dagegen den Beweis zulll . ebenfalls unmittelbar mit Fig. SS

(auf Grund von Fr . IS III . und Fr . 67 VII ., indem man zieht und von
dem großem LiLz^ Zden ^ LiUzll — ^ abschneidct ), so macht
die erwähnte Größen- und Lagenverschiedenhciteine kleine Abänderung in der

Beweisführung nötig , sofern man nicht (In Fig . SS) L.6 HL voraussetzt .
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dieser Seite a anliegende Winkel II , wenn seine Gegenseite b
wächst , und umgekehrt. Fig . 59 vermag dies unmittelbar
anschaulich zu machen .

79. Durch welche Stucke ist ein Dreieck bestimmt ^
I . Ein Dreieck ist bestimmt, wenn man von ihm

so viel Stücke (d . h . Winkel und Seiten) kennt , daß sich
aus ihnen bloß ein Dreieck zeichnen läßt.

II . Durch ein Stück
ist ein Dreieck noch nicht
bestimmt , weder durch
einen Winkel , noch durch
eine Seite.

In Fig. 67 stimmen
die Dreiecke ^V6 , ^ 66,
^ I?I! in der Seite ^.6,
in Fig . 68 die Dreiecke

in dem Winkel ^ über¬
ein, sind aber trotzdem
an Größe und Gestalt
verschieden .

Fig . S7.

Fig . 68 .

III. Auch zwei Stücke reichen zur Bestimmung eines
Dreiecks nicht aus. Denn :

1 . in Fig . 69 stimmen die Dreiecke V?X, v? 0,
in der Seite O? und dem anliegenden Winkel v
überein :
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2 . in Fig. 70 enthalten die Dreiecke 408, , 408 .,
406z zwei gleiche Seiten 40 und 48 , — 48 -
— 46 - ;

Fig . 7Ü.

3 . in Fig. 71 , wo 4,0 , // 4 . 0» //4z0z , sind nach
Fr . 62 I . nicht bloß zwei , sondern sogar alle drei
Winkel der Dreiecke 4,80, , 4 .28O2 , ^ 80z gegen¬
seitig gleichgroß , während in jedem dieser Fälle die
Dreiecke an Gestalt , oder an Größe , oder an Gestalt
und Größe verschieden sind . Endlich

ev c'I c? .

Fig . 72 .Fig . 7t .

4 . lassen sich auch über einer gegebenen Seite 80
(Fig. 72) beliebig viele Dreiecke 84,0 , 64zO , 64-0
zeichnen , in denen der Gegenwinkel4,—4z—4z der
Seite 80 die nämliche Größe 4 hat ; denn man
braucht (wegen Fr . 68 II ) dazu nur 04,8 -j-
/ j. 84,0 — / j. 04z8 - j- / j. 84zO — 2^ 04-8
- j- 4^ 84zO — 180 ° — 4 zu machen . Vergl.
Fr . 98 III .
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IV . Auch die für ein Dreieck gegebenen drei Winkel
bestimmen, wie Fig. 71 zeigt (vergl . III. 3 .) , das Dreieck
noch nicht , selbst wenn sie der in Fr. 68 II . enthaltenen
Bedingung genügen ; eben dieser Bedingung wegen sind ja
die drei Winkel nicht unabhängig von einander.

V. Durch die drei Seiten ist das Dreieck bestimmt;
denn in zwei Dreiecken , welche in den drei Seiten überein¬
stimmen, müssen auch die Winkel der Reihe nach gleich groß
sein , weil sonst die Seiten verschieden sein müßten (Fr. 78II . ) .

Aus drei gegebenen Seiten läßt sich aber nur dann ein
Dreieck zeichnen , wenn die Bedingungen inFr . 76 erfüllt sind .

VI . Aus Fr. 67 VII. folgt, daß zwei Seiten und der
eingeschlossene Winkel das Dreieck bestimmen.

VII. Auch zwei Winkel und eine Seite bestimmen
das Dreieck . Denn sind in zwei Dreiecken zwei Winkel paar¬
weise gleich , so sind es wegen Fr. 69 I . auch die dritten
Winkel ; aus Fr. 67 VIII. ergiebt sich daher stets die Kon¬
gruenz der Dreiecke.

es n ^

VIII. Sind zu einem Dreieck ein Winkel 2X6 — X
(Fig . 73 ) , eine diesem Winkel anliegende Seite X6 — o
und dessen Gegenseite a gegeben , so ist zunächst zu unter¬
scheiden, ob a größer , gleich, oder kleiner ist als die von 6
auf 712 gefällte Senkrechte 6V — ll .

1 . Ist a I>, so ist aus a , e und .1 kein Dreieck
möglich (Fr. 74 IX . ) .
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2 . Ist u — Ii , so läßt sich aus a , v und X nur ein
Dreieck X8V zeichnen (Fr . 74 IX . ) , und dieses ist
bei v rechtwinkelig.

Ist endlich u / > ii , so kann u wieder entweder größer,
oder gleich , oder kleiner als v sein .

Macht man nun VX , — I)X , also 8X , — LX
(Fr . 74 Xl . ) , so fällt

3 . bei e — u/ > Ii *
) der dritte Eckpunkt des einzigen

möglichen (gleichschenkligen) Dreiecks X8X , auf X ,
(Fr . 74 XIII . ) .

4 . Bei « O > ll dagegen giebt es zwar zwei von 8
um die Strecke u entfernte Punkte 0 und 6z in XL
(Fr . 74 XIII . ) , aber nur das eine / X X80 enthält
o , X und u zugleich , während das /X X86X zwar g.
und o , aber nicht X , sondern / XlIXOz— 180 °— x
enthält .

5 . Bei o O a > Ii endlich giebt es zwei Dreiecke
X80 , und XLO2, in denen u und X Vorkommen;
dabei ist VO , DO. (Fr . 74 XIII .) ; / X 86,X ist
stumpf, xX LO2X spitz (Fr . 74 III . ) , / X 80,X -st
/X LO.X ^ 180 ° (Fr . 74 I . und 39 IV .) .

IX / Ist in VIII . / X X > 90 °
, so ist stets 0 < u

(Fr . 74 VIII . ) , und deshalb ist dann das Dreieck durch e ,
u und X stets bestimmt .

80. Wenn sind zwei Dreiecke kongruent ?
Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie übereinstimmen:

I . in den drei Seiten (Fr . 79 V . ) ;
II . in zwei Seiten und dem Zwischenwinkel(Fr . 7 9 VI.) ;

III . in zwei Seiten und dem Gegenwinkel der größeren
dieser beiden Seiten ( Fr . 79 VIII . 4 . und IX . ) ;

IV . in zwei Seiten und dem Gegenwinkel der einen dieser
Seiten , während die Gegenwinkel der zweiten dieser Seiten

*1 Eigentlich sind hier zwei Selten und zwei Winkel iO —
Fr. 78 II .) gegeben .
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beide stumpf , oder beide spitz sind , oder während die
Summe der letzteren beiden Gegenwinkel von 180 ° ver¬

schieden ist (Fr . 79 VIII . 5 .) ;
V . in einer Seite und zwei Winkeln (Fr . 79 VII .) .

81. Wenn sind zwei rechtwinkclige Dreiecke kongruent?

Zwei rechtwinkelige Dreiecke sind kongruent , wenn sie

(außer im rechten Winkel ; Fr . 39III . ) noch übereinstimmen >'

I . in zwei Seiten (Fr . 80 II . , oder III . ) ;
II . in einem Winkel und einer Seite (Fr . 80 V . ) .

Drittes Hapilel.

Der Kreis und die Gerade . Zwei Kreise .

82 . Welche Lagen kann ein Punkt gegen einen Kreis haben ?

Ein Punkt in der Ebene eines Kreises liegt entweder auf
dem Kreise , oder innerhalb , oder außerhalb des Kreises ,
jenachdem seine Entfernung vom Mittelpunkte gleich , kleiner ,
oder größer ist , als der Halbmesser des Kreises (Fr . 47 bis 49 ) .

83 . Wie viel Punkte hat ein Kreis mit einer in seiner Ebene
liegenden Geraden gemein?

I . Liegt der Fußpunkt X , (Fig . 74 ) der vom Mittel¬

punkte LI eines Kreises
vom Halbmesser r auf die
Gerades , gefällten Senk¬

rechten LN , außerhalb
dieses Kreises , ist also
LN , > r , so liegen
alle anderen Punkte der
Geraden 6 , ebenfalls
außerhalb des Kreises
(Fr . 74 IX . ) .

Fig . 74 .

0 , hat also keinen Punkt mit dem Kreise gemein .
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II . Liegt der Fußpunkt X . (Ng . 74 ) der von LI auf die
Gerade 6 » gefällten Senkrechten LlXg auf dem Kreise , ist !

also NX2 — r , so liegen alle anderen Punkte der Geraden 62
außerhalb des Kreises (Fr . 74 IX . ) .

6ghat dann mit dem Kreise nur einenPunkt gemein.

III . Liegt der Fußpunkt Xg (Fig . 74 ) der von LI auf die
Gerade 6g gefällten Senkrechten NXz i n n e r h a l b des Kreises,
ist also LIXgO , so kann man in 6g von Xgaus nach beiden
Seiten hin XzX — Xgll — r austragen , und dann ist (wegen
Fr . 74 VIII .) NX sowohl als Nil größer als r ; X und 8

liegen außerhalb , Xg innerhalb des Kreises , und deshalb muß
6g den Kreis wenigstens zweimal schneiden (Fr . 28 IV . ) .
Da sich aber nach Fr . 74 XIII . von N aus höchstens zwei
Strecken von der Länge r nach 6g ziehen lassen , so hat auch

6g jetzt mit dem Kreis nur zwei Punkte 6 und v
gemein und kann überhaupt eine Gerade auch mit einem

Kreise nie mehr als zwei Punkte gemein haben .
IV . Eine Gerade 62 , welche mit dem Kreise nur einen

Punkt gemein hat ( II . ) , heißt eine Berührungslinie oder

Tangente des Kreises .
V . Die Senkrechte 62 auf einem Halbmesser NXg berührt

in Xz den Kreis um LI ( II . ) .
VI. Jenseits 62 , nach 6 , hin , giebt es keinen Punkt,

welcher von LI um r entfernt ist ( II . und Fr . 20 III .) ; also
geht der Kreis nicht von der einen Seite von 62 auf die
andere .

VII . Eine Gerade , welche wie 6z zwei Punkte mit dem
Kreise gemein hat ( III . ) , schneidet den Kreis , heißt eine

Schneidende oder Secante ; die innerhalb des Kreises

gelegene Strecke Ov der Secante heißt eine Sehne .
VIII . Jede Gerade 6z , welche durch einen Punkt ? inner¬

halb des Kreises geht , schneidet den Kreis zweimal . Fällt
man nämlich von LI eine Senkrechte auf 6z , so ist entweder
k selbst , oder Xz deren Fußpunkt ; da aber im letzteren Falle
NX ' noch kürzer als LI ? sein muß (Fr . 74 IX . ) , so liegt Xg
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UM

ebensowohl als ? innerhalb des Kreises , und dieser wird

(nach III . ) von 6g geschnitten .
IX . Jede Gerade 6z , welche durch einen Punkt v des

Kreises geht , ohne auf dem nach diesem Punkte gezogenen
Halbmesser LID senkrecht zu stehen , schneidet den Kreis (nach
III .) , weil der Fußpunkt Xz der von U auf 6g gefällten
Senkrechten UXg innerhalb des Kreises liegt , da (nach
Fr . 74 IX . ) UXg kleiner als der Halbmesser UV ist .

X . Jede Tangente 6g steht daher (wegen II . und IX . )
senkrecht auf dem nach dem Berührungspunkte Xz gezogenen
Halbmesser UXz in dessen Endpunkte Xz .

XI . Durch jeden Punkt Xz eines Kreises läßt sich dem¬

nach ( wegen X . und Fr . 57 III .) nur eine Tangente
ziehen .

XII . Alle Punkte einer Tangente , den Berührungspunkt
ausgenommen , liegen außerhalb des Kreises (X . und II . ) .

XIII . Liegen der Mittelpunkt U eines Kreises und ein

Punkt zu verschiedenen Seiten einer Geraden 6g , so
schneiden sich Gerade und Kreis (VIII . ) . Denn steht in

Fig . 74 UX , in Xg auf 6z senkrecht , so wird eine durch H
gehende Parallele zu 6z NXz entweder in Xz , oder zwischen
Xz und Xg schneiden , und Xz liegt demnach innerhalb des

Kreises (Fr . 82 ) .
XIV . Nach X . lassen sich nicht drei unter einander

parallele Tangenten an denselben Kreis legen .

84 . Ist der Kreis krumm?

I . Da nach Fr . 74 XII . sich von jedem Punkte Hs in X ? ,
Fig . 64 auf S . 65 , ein Kreis durch die beiden Punkte 0
und v schlagen läßt , diese Kreise aber sich beim Aufeinander -

legen mit ihren Mittelpunkten nicht decken , vielmehr ungleich
sind (Fr . 49 IV . ) , so ist der Kreis und jeder Kreisbogen
krumm (Fr . 10 II . und IV . ) . Vergl . Fr . 88 und 102 .

II . Kein Kreisbogen VLO (Fig . 7 5 S . 82 ) kann mit seiner

Sehne VO zusammenfallen (I ; oder Fr . 83 III . und VII .) .

Zetzsche , Geometrie. 3 . Aust . 6

st
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III . Der Kreisbogen VLO ist auch nicht auf beiden
Seiten gleich beschaffen ; erweichet der Sehne V6 seine hohle
oder konkave , der Tangente IL seine erhabene oder kon¬
vexe Seite zu , er ist nach der Sehne hin konkav , nach der
Tangente hin konvex gekrümmt .

85 . Wie bestimmt man die Richtung des Kreises?

I . Zwischen dem Kreise und der Tangente H Mg . 75 )
läßt sich durch den Berührungspunkt L keine Gerade ziehen ,
weil ja nach Fr . 83 IX . jede andere durch L gezogene Gerade
den Kreis schneidet . Demnach giebt die Tangente H die
Richtung des Kreises im Berührungspunkte L .

Es steht somit der Kreis in jedem Punkte L senkrecht auf
dem nach diesem Punkte gezogenen Halbmesser iM .

Mg. 76 .Mg . 7S .

II . Der Kreis ändert also seine Richtung von Punkt zu
Punkt .

III . Der Winkel n , welchen eine den Kreis schneidende
Gerade VL mit der Tangente ÜL im Punkte L macht , hat
zugleich als der Winkel zu gelten , unter dem sich in L der
Kreis und vüi schneiden .

IV . Die Tangente Lü , (Fig . 76 ) läßt sich als die Lage
auffassen , der sich die Secante W um so mehr nähert , je
näher deren Schnittpunkt 8 an ihren zweiten Schnittpunkt L
heranrückt . Die Secante würde in dem Augenblicke , in

welchem ihre beiden Schnittpunkte zu einem verschmelzen,
zur Tangente werden .
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Ein ähnlicher Übergang der Sehne in die Tangente liegt
schon in Fr . 83 III . und II . angedeutet , insofern die Secante ,
je mehr ihre Entfernung vom Mittelpunkte dem Halbmesser
gleich wird , um so näher an die Tangente heranrückt .

Anm . Die in IV . gegebene allgemeinere Erklärung des Begriffs „ Berüh¬
rung " ivergl . Fr . 83 IV .) läßt sich sür alle krummen Linien beibchalten .

Die so bestimmte Tangente kann aber , wie Ftg . 77 zeigt , die Krumme unter
Umständen an einem anderen Punkte , oder auch an ihrem Berührungspunkte II
selbst schneiden ; im Berührungspunkte L nur , wenn die Krumme in diesem
Berührungspunkte von der konkaven zur konvexen Krümmung gegen dieselbe
Seite der Geraden übergeht , wenn der Berührungspunkt zugleich ein Wende¬
punkt ist . Vergl . Fr . 27 III .

86 . Wovon hängt die Krümmung des Kreises ab ?

I . Durch denselben Punkt k einer Geraden 0 (Fig . 78
S . 84 ) lassen sich beliebig viel Kreise legen , welche diese Gerade
berühren . Die Mittelpunkte dieser Kreise liegen auf der im
Punkte ? errichteten Senkrechten IIV zu 0 (Fr . 83 X . ) .

II . Zieht man zwei solche Berührungskreise von ver¬
schiedenem Halbmesser , deren Mittelpunkte N , und Lch auf
derselben Seite von 0 liegen , so liegt jeder Punkt des
Kreises vom kleineren Halbmesser U .sl? — ^ innerhalb des
Kreises mit größerem Halbmesserlch ? — i-, (Fr . 82 ) , weil ja

kchtz < LI,N 2 - j- Lchtz (Fr - 76 I . )
< LI .Lch -ch- Ll-k ( Fr . 48III . und 20IV . )

LI,tz < LI,? (Fr . 20 11. ) .
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III. Es liegt also in der Nähe des Berührungspunktes ?
( Fig . 78 ) der größere Kreis zwischen der Tangente 6 und
dem kleineren Kreise , der kleinere Kreis entfernt sich rascher
von der Tangente ; deshalb ist der Kreis mit kleinerem Halb¬
messer stärker gekrümmt , als der Kreis mit größerem
Halbmesser.

Fig . 78 .

IV . Derselbe Kreis hat an allen Stellen gleich starke
Krümmung ; man kann ihn in seiner Ebene um seinen
Mittelpunkt drehen . Vergl. Fr . 47 VI.

V . Je größer der Halbmesser wird, desto enger schmiegt
sich der Kreis zwar an die Gerade (I an , dennoch kann er
nie mit der Geraden zusammenfallen ; dazu müßte der Halb¬
messer über alle Grenzen hinaus wachsen , er müßte unend¬
lich groß werden . Vergl . Fr . 148 VII.
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87. Was ist cin Sektor und ein Segment des Kreises ?

I . Zieht man nach den Endpunkten einer Sehne OO

( Fig . 79 ) die Halbmesser NI ) und NO , so entstehen außer
dem gleichschenkligen Dreieck ONO noch zwei Figuren : der

Ausschnitt oder Sektor ONOOO zwischen dem Bogen

OÖO und den Halbmessern , und der Abschnitt oder das

Segment DOLO zwischen dem Bogen VOO und der

Sehne OO .

II . Jede Sehne teilt den Kreis in zwei Abschnitte , von
denen derjenige 1) 001 ) Mg . 79 ) , welcher den Mittelpunkt N

enthält , einen größeren Bogen 1) 00 und eine größere Fläche
hat als der Halbkreis und als der andere VOOO . Elfterer

heißt ein größerer , letzterer ein kleinerer Abschnitt ; beide

ergänzen sich zur ganzen Kreisfläche .

III . Je zwei Halbmesser NO und NO (Fig . 79 ) teilen
den Kreis in zwei Ausschnitte ; der größere derselben

ONOOV und sein Bogen VOO ist größer als der Halbkreis .

IV . Auch die zu Bögen von 90 °
, 60 ° und 45 °

gehörigen
Kreisausschnitte nennt man Quadrant , Sextant , Oktant .

Vergl . Fr . 50 III .
88 . Durch wie viel Punkte ist ein Kreis bestimmt?

I . Denkt man sich die drei nicht in einer Geraden liegenden
Punkte L , 0 (Fig . 80 ) durch zwei Strecken und ^ 0
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Verbunden und errichtet man auf diesen in deren Mitten X
und V die Senkrechten XX und VV , so schneiden sich dieselben
in einem Punkte LI ( Fr . 71 VI . ) ; zugleich ist Ml — LLl
und OLI — ULI (Fr . 74 XI . ) , daher auch 6LI — ^LLI — OLl
(Fr . 20 V . ) . Durch II, 0 läßt sich also ein Kreis legen
(Fr . 47 II . ) .

II . XX und VV schneiden sich aber nur in einem Punkte
( Fr . 26 ) ; daher giebt es (wegen Fr . 74 XVI . ) auch nur
einen Kreis , welcher durch V , II und 0 geht .

Anm . Durch vicr Punkte läßt sich nicht immer ein Kreis legen . Vergl .
Fr . !»7 III . und 16t III .

III . Der Kreis ist also durch drei Punkte bestimmt ,
wenn diese nicht in einer Geraden liegen . Vergl . Fr . 104XIII .

IV . Um jedes Dreieck VLO (Fig . 80 ) läßt sich demnach
e i n Kreis beschreiben . — Der Mittelpunkt U dieses Kreises
liegt indessen nicht immer innerhalb des Dreiecks , wie in Fig . 8 0 .

V . Die drei Senkrechten XX , VV und 112, Fig . 80 , auf
den drei Seiten eines / x VUO in deren Mitten X , V , II
schneiden sich in einem und dem selben Punkte LI . Denn aus
LIL — LIO ( I . > folgt , daß LI zugleich in II >Ü liegt (Fr .74 XVII . ) .

In I . hätte man also auch die Senkrechte llül auf LO in
deren Mitte II benutzen können und würde doch nur den einen
Kreis gefunden haben .

89 . Wie findet man den Mittelpunkt eines Kreises?
I . Macht man LL (Fig . 81 ) senkrecht auf der Sehne 1) 0

in deren Mitte X , so geht LII durch den Mittelpunkt LI
( Fr . 48 I . und 74 XVII . ) .

Der Mittelpunkt LI liegt also in der Mitte des Durch¬
messers LO (Fr . 48 II . ) .

II . Ein anderes Verfahren ergiebt sich aus Fr . 88 I .
III . Ein drittes Verfahren wird in Fr . 102 XVIII . an¬

gegeben werden .
IV . Eine vierte Lösung kann Fr . 123 bieten .
V . Auch schneidet sich im Mittelpunkte LI die Normale LL

auf der Tangente H und die Senkrechte auf der Sehne LI )
in deren Mitte X .
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90 . Was macht die Halbierungslinie eines Zentriwinkels ?

I . Halbiert man den Centriwinkel DLIO (Fig . 81 ) eines

Ausschnittes , so schneidet die Halbierungslinie LID sowohl

den Bogen DO in D , als die

Sehne DO in X (Fr . 22 IV .
und 52 II . ) .

II . Jeder Sektor DLIODD
ist symmetrisch gegen die Hal¬
bierungslinie i ÎD seinesCentri -
winkels DLIO (Fr . 31 , 48 I . ,
64 IV . ) .

III . Die Halbierungslinie ^
LID halbiert daher nicht bloß
die Sehne DO in X und den Bogen ODD in D , sondern auch

den Bogen DDO in D . Vergl . Fr . 54 III .
IV . Zugleich ist die Halbierungslinie LID -V DO .
V . Ebenso halbiert die Verbindungslinie L1X des Mittel¬

punktes LI und der Sehnenmitte X den Centriwinkel DLIO

und in D den Bogen DO ; auch ist LIX -V DO . Vergl .

Fr . 75 VI .
VI . Daher halbiert die Verbindungslinie LID des Mittel¬

punktes LI und der Bogenmitte D den Centriwinkel DLIO

und die Sehne DO winkelrecht in X (Fr . 57 III . ) .
VII . Eben deshalb geht auch die Verbindungslinie XD

der Sehnenmitte X und der Bogenmitte D durch den Mittel¬

punkt LI ; halbiert den Winkel DLIO und steht senkrecht

auf DO.
VIII . Die Senkrechte LIX ferner vom Mittelpunkte Ll

auf die Sehne DO halbiert diese in X , den Bogen DO in D
und den Centriwinkel DLIO . Vergl . Fr . 7 5 VI .

IX . Auch die Senkrechte DX von der Bogenmitte D auf
die Sehne DO halbiert daher DO in X , geht durch den

Mittelpunkt LI und halbiert den Winkel DLIO.
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X . Die in der Mitte X der Sehne VO errichtete Senk¬
rechte X6 geht durch den Mittelpunkt LI , halbiert den Winkel
OL10 und die Bögen DLO und O60 in 6 und 6 . Vergl .
Fr . 75 VI .

91. In welchen Beziehungen stehen die Sehnen desselben
Kreises zu ihren Bögen und Ccntriwinkeln ?

I . Zu gleichen Centriwinkeln gehören nicht nur gleiche
Bögen (Fr . 54 III . ) , sondern auch gleiche Sehnen desselben
Kreises .

Bringt man nämlich die Centriwinkel zum Decken (Fr . 31 ) ,
so fallen die in den Schenkeln und zugleich auf dem Kreise
liegenden Sehnenendpunkte auf einander , und die Sehnen
decken sich (Fr . 22 III . ) .

II . Zu gleichen Bögen desselben Kreises gehören daher
nicht nur gleiche Centriwinkel (Fr . 54 III .) , sondern auch
gleiche Sehnen .

III . Legt man zwei gleiche Sehnen 116 (Fig . 81 ) des¬
selben Kreises so auf einander (Fr . 22 V . ) , daß die Mittel¬
punkte LI von den Sehnen OO aus nach derselben Seite hin
liegen , so fallen die Mittelpunkte nicht bloß beide in die auf
der Sehne 1) 0 in deren Mitte X errichtete Senkrechte 66
(Fr . 90 X . ) , sondern die Mittelpunkte müssen nach Fr . 74X .
(oder wegen Fr . 77 IX . ) auch auf einander fallen .
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IV . Daher sind die zu gleichen Sehnen desselben Kreises
gehörigen Bögen , Segmente , Sectoren und Centriwinkel
entweder gleich , oder sie ergänzen sich zum ganzen Kreis

( 360 °
) , wie VM und ökO .

V . Die zu gleichen Sehnen desselben Kreises gehörenden
hohlen Centriwinkel sind stets gleich ( IV . ) .

VI . Zieht man von einem Punkte L (Fig . 82 ) des Kreises
zwei Sehnen LO und L0 nach zwei Punkten 6 und 0 , welche
auf derselben Seite des Durchmessers LL liegen , so ist die¬

jenige Sehne LI ) die größere , welche zum größern Bogen LI ) ,
zum größern Centriwinkel IML gehört , mit der Verlängerung
L ^ des Durchmessers LL den größern Winkel VLIL einschließt .

Ist nämlich / L DLL / . OLL , so liegt v zwischen 0

undL , es ist also LI ) )> L0 und deshalb / LlML )> / (. (ML .

Daher muß aber in den beiden Dreiecken DAL und (ML
(nach Fr . 78 II ) I) L OL sein.

VII . Macht man auf der andern Seite des Durchmessers

LL den Bogen LO , — LO , oder Ll_ OML — / ( OLIL , oder
0,LL ^ Ls. 0L2 , so ist/XOML ^ /XONL ( Fr . 80II .)

und daher auch die Sehne LO , — LO (Fr . 67 ll . ) .
VIII . Also wachsen die von demselben Punkte L des

Kreises auslaufenden Sehnen mit den Bögen und Centri -
winkeln , bis diese 180 °

betragen ; während dann die Bögen
und Centriwinkel von 180 ° bis 360 °

wachsen , nehmen die
Sehnen in derselben Weise wieder ab . Demnach

IX . lassen sich von einem Punkte L des Kreises aus
nicht mehr als zwei unter sich gleiche Sehnen ziehen ,
und diese liegen auf verschiedenen Seiten des Durchmessers LL .
Vergl . XII .

X . Jede Sehne ist kleiner als der Durchmesser (VIII . ) .
XI . Der zu einer Sehne desselben Kreises gehörige ,

180 °
nicht übertreffende Bogen und Centriwinkel ist um so

größer , je größer die Sehne ist.
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XU . Ist dagegen der Bogen oder Centriwinkel größer
als 180 °

, so ist er um so kleiner, je größer die Sehne ist.
XIII . Zieht man von einem in einem Halbmesser XLI,oder in dessen Verlängerung X7i gelegenen Punkte D (Fig . 82)

zwei Strecken DO und DI) nach zwei auf derselben Seite des
Durchmessers XL liegendenPunkten 0 und I) , so ist wiederum
(VI . ) nach Fr . 78 II . diejenige Strecke IM die größere ,
welche zu dem großem Bogen XI) , der größern Sehne XD ,dem größern Centriwinkel VLID gehört .

DI) wächst für den innerhalb liegenden Punkt D auch
mit dem ^ DDL , für den außerhalb liegenden Punkt D
dagegen nicht schon von X aus , sondern erst von derjenigen
Lage ab , in welcher I) D den Kreis berührt .

XIV . Macht man auf der andern Seite des Durchmessers
XII den Bogen XO , — XO , oder die Sehne XÖ. — XO, oder

O .NX ^ / I . 6NX , oder ^ 0 >D2 / X. ODL , so ist
/ X 6,LID ^ / X (MD (Fr . 80 ID) , und daher auch die
Strecke DO , ^ DO (Fr . 67 II .) .

XV . Auch die von einem Punkte D ( innerhalb , oder
außerhalb des Kreises) nach Kreispunkten gezogenen Strecken
wachsen erst und nehmen dann wieder ab , wenn der Kreis¬
punkt von X aus den ganzen Kreis durchläuft .

XVI . Dabei ist DX die kleinste und DII die größte
Strecke für jeden Punkt D ; beide Strecken liegen in dem
durch D gehenden Durchmesser XII.

XVII . Auch von D (Fig . 82 ) aus lassen sich nicht
mehr als zwei gleiche Strecken an den Kreis ziehen .

XVIII . Umgekehrt ist in Fig . 82 Xv )> X6 , XI) )> XO,
XXlMD > / X OND und / X VD2 > / X 0D2 , sobald Dv
XX> DO , Wobei jedoch I) und 0 auf derselben Seite des
Durchmessers XU liegen müssen und , falls D außerhalb liegt ,
zwischen II und dem Berührungspunkte der von D aus¬
gezogenen Tangente .
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XIX . Von keinem Punkte in der Ebene eines Kreises ,
außer vom Mittelpunkte , lassen sich daher (wegen IX . und
XVII . ) mehr als zwei gleichlange Strecken nach dem
Kreise ziehen .

92 . Wie hängt die Größe der Sehnen desselben Kreises von
deren Entfernung vom Mittelpunkte ab?

I . Gleichweit vom Mittelpunkte abstehende Sehnen
sind gleich .

Denn wenn man die durch ihre Mitten gelegten Halb¬
messer aufeinanderlegt ( Fr . 22 V . ) , so fallen die Mitten auf
einander (Fr . 22 V .) , und die Sehnen selbst decken sich
( Fr . 57 III . ) .

II . Die dem Mittelpunkte nähere Sehne eines Kreises
ist größer als die entferntere .

Legt man die beiden Sehnen
VII und Iv8 (Fig . 83 ) mit ihren
Mitten X und V auf denselben
Halbmesser Nil , so werden die ^

Sehnen beide auf LIL senkrecht
( Fr . 90 V . ) , demnach parallel
(Fr . 57 II .) . Daher liegen die
Endpunkte L und V der näheren
Sehne von L aus jenseit der
Endpunkte L und 8 der entfernteren Sehne ( Fr . 26 ) , so daß

/ stIMV > / i. 8NX (Fr . 20 III . )
und LV > - 8L (Fr . 91 VI . ) .

III . Auch hier erscheint wieder (vergl . Fr . 91 X . ) der
Durchmesser , dessen Entfernung vom Mittelpunkt ja — 0 ist ,
als die größte Sehne .

IV . Gleiche Sehnen find gleichweit vom Mittelpunkte
entfernt ; denn sonst müßten sie nach II . ungleich sein.

V . Die größere Sehne eines Kreises ist dem Mittel¬
punkte näher als die kleinere . Denn wegen II . kann die
entferntere nicht größer und wegen IV . nicht eben so groß
fein wie die nähere .

Fig . SS.
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93. Wenn halbieren sich zwei Sehnen desselben Kreises?
Nie ; denn zieht man durch die Mitte 0 ( Fig . 84) einer

Sehne L6 den Durchmesser 00 und eine Sehne OH , so ist
OL > 00 ; OH > 08 (Fr. 20 III . )
ox > 00 ; OH > 08 (Fr . 91 XIII .)

OL ^ 08 Konstr.
OH > 08 > 00 ( Fr. 20 IV. und VIO) .

Wohl aber halbieren sich alle Durchmesser (Fr. 48 II .).
94. Wie wachsen die durch denselben Punkt gehenden Sehnen

desselben Kreises ?
0 Fällt man vom Mittelpunkte LI (Fig . 84) auf zwei

durch den Schnittpunkt 0 einer Sehne 8L. und des auf 8L.
senkrechten Durchmessers Ov gelegte Sehnen HO und ILO die
Senkrechten NV und NO , und ist dabei VOIL VOH
-< R, so ist :

NOV > VNO ^ ^ NOII -s- ONO (Fr. 711I.)
^ NOV > 0) NOO (Fr. 20 III .)

VNO < ONO (Fr. 20 IX . ) .
Da somit OIL Von NV in

einem zwischen 0 und O ge¬
legenen Punkte geschnitten
wird , ist das Dreieck NOV bei
0 stumpfwinkelig (Fr. 37 IO ) ,
daher

NV > NO (Fr. 7 4 VIII. )
und OIL > OH (Fr. 92II . ) .

II . Die durch 0 gezogenen
Sehnen werden um so größer ,
je mehr sie sich von der zum
Durchmesser senkrechten Lage
L8 der Lage des Durchmessers
Ov nähern (0 ) .

III . Der Durchmesser Ov ist die größte , 8L die kleinste
Sehne , welche sich durch 0 ziehen läßt ( IO ) . Vergl .
Fr. 92 III .
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IV . Rückt II nach 6 , so führt II . auf Fr . 91 VI .
zurück.

V . Daß der Satz II . auch noch gilt , wenn II außer¬
halb des Kreises rückt , läßt sich entweder auf dieselbe
Weise , oder auch aus Fr . 91 XIII . beweisen , da ja in

Fig . 82 XI ) ^ DD — DX > 1. 0 — DU ^ UO ist
(Fr . 20 X . ) .

95. Was ist ein Peripherie-, Sehnen- und Secantcnwinkcl ?
I . Umfangswinkel oder Peripheriewinkel heißt

ein Winkel OXU (Fig . 85 ) , dessen Scheitel X im Umfange
liegt und dessen Schenkel OX und UX Sehnen sind .

II . Die Schenkel XU und DU eines Sehnenwinkels
XDD sind Teile von Sehnen , die Schenkel XU und DU eines
Secantenwinkels XUD sind Secanten , und zwar liegt
der Scheitel U des letztem außerhalb , dagegen der Scheitel U
des erstem innerhalb des Kreises .

Ug . 86.

96 . Nach welchen Gesetzen hängt die Größe eines Peripherie¬
winkels von dem zu ihm gehörigen Zentriwinkel und Bogen ab ?

I . Jeder Peripheriewinkel ist halb so groß , als der
über demselben Bogen stehende Centriwinkel .

1 . Ist zunächst der Centriwinkel XLIA , Fig . 86 , ein
flacher , so ist :
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ML . --- 2i, NL.8
^ NW ^ ^ N26 ^ (Fr . 48 III. , 74 I . )
/ I. L07i ^ .2). NW - s- ^ NL2

^ 2^ NM - j- / I. N20 (Fr . 20 II., VIII .)
. WW 90 " ^ ) .

'
. .VN/. (Fr . 71 III . , 39 II . ).

2 . Ist ferner der CentriwinkelONO — w -s- n über¬
stumpf , so zerlegt der Durchmesser L.N2 (Fig . 86 ) ihn
und den Peripheriewinkel WO in zwei Teile, und aus :

2i^ w — 2^ r - j- 2^ NW — 2 2 .̂ r
2) u — 8 - j- 2 ) NOL. — 2 2^ 8̂ (Fr . 69 VI . , 74 I .)

erhält man dann durch Addition nach Fr . 20 VIII.
2^ (m -s- u ) — 2 2 . (r - s- s) .

3 . Ist endlich der Centriwinkel ONO (Fig . 87 ) ein
hohler , so kann der Mittelpunkt N entweder auf einem
Schenkel des Peripheriewinkels , oder zwischen dessen
Schenkeln , oder außerhalb derselben liegen .

Mg . 87 . Fig. 88.

n) Im erster« Falle ist 2 ONO ^ 2 N 26 -s- 2 El
(Fr . 69 VI . ) ; nun ist 2 NL.,0^ 2 NOL ., (Fr. 48III. , 741.)
und demnach 2 ONO — 2/1 . N2,0.

b) Zieht man ferner im zweitenFalle den Durchmesser^ !),
so ist ( wie eben bewiesen wurde ) 2 LN0 — 2 262 !) und
2 0N11 — 22 0^ 1) , woraus man durch Addition nach
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Fr . 20 VIII . erhält : IE — 2 / . WVO - j- 2 / .
2 ( II ^ V - j- 0^2v) ^ 2 / (. n^ O .

o ) Im dritten Falle ziehe man den Durchmesser ^ zl' und
findet dann aus Ja ) : / . UNO — IVill' — / . IE
— 2 ^ W ^ — 2 ^ ^ 0 ^ 2 ^ ( L^ I' — I 'E )
-- - 2

II . Alle Peripheriewinkel in demselben Kreisabschnitt ,
oder über gleichen Bögen desselben Kreises sind gleich ;
denn jeder gleicht ja der Hälfte des zugehörigen Centri -
winkels .

III . Jeder Peripheriewinkel über oder in dem Halbkreise
ist — 90 °

, da der zugehörige Centriwinkel ein flacher ist.
IV . Jeder Peripheriewinkel im größer » Abschnitte ist

kleiner , jeder im kleinern Abschnitte größer als 90 °
, weil der

zugehörige Centriwinkel im erster » Falle hohl , im andern
überstumpf ist .

V . Deshalb steht jeder Peripheriewinkel von 90 °
auf einem

Halbkreise ( III . undIV . ) oder über einem Durchmesser ; ferner
VI . muß der Mittelpunkt VI eines durch den Scheitel II

(Fig . 88 ) eines rechten Winkels gelegten , die Schenkel
dieses Winkels in V. und 2 schneidenden Kreises in der Mitte
der Strecke VL liegen und ebenso

VII . muß ein über der Hypotenuse ^ eines rechtwinkligen
Dreiecks aus der Hypotenusenmitte VI geschlagener
Kreis durch den Scheitel L des rechten Winkels gehen . Denn
läge L nicht auf dem Kreise , so müßte (wegen Fr . 77 IV .
und 96 IV . , aber im Widerspruch mit Fr . 96 III . ) der
Winkel im Halbkreise über von 90 °

verschieden sein.
VIII . Zwei Peripheriewinkel WO und WO (Fig . 88 )

über derselben Sehne LO in entgegengesetzten Abschnitten
desselben Kreises (oder zwei Gegenwinkel in einem
Kreis - oder Sehnenviereck ^ WO ) geben nach I . als
Summe 180 °

, weil die Summe der zugehörigen Centri¬
winkel 360 °

beträgt . Vergl . Fr . 133 IV .
Anm . Man lönntc zuerst auch den Satz VIII . mit Hilft von Fig . 88 aus

Fr . 74 I . und 72 III . beweise» und daraus dann die Sätze II ., III . und I .
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IX . Nach III . bis IV . läßt sich der Kreis als der
geometrische Ort (vergl. Fr . 74 XVII . ) des Scheitels
eines über der Strecke XL zu zeichnenden rechten Winkels
auffassen . Vergl . auch Fr . 98 III.

97. Welche Beziehungen bestehen zwischen den Sehnen- und
Secantcnwmkeln und den Peripheriewinkeln ?

I . Jeder Sehnenwinkel x, Fig . 89 , ist größer als der
über seinem Bogen OL stehende Peripheriewinkel und
zwar gleich der Summe - j- 2 ) der beiden Peripherie¬
winkel ^ und 2 , welche über den zu ihm und zu seinem
Scheitelwinkelgehörigen Bögen OL und DX stehen (Fr. 69 VI.
und 96 II ) .

II. Jeder Sec antenwinkel I? ist kleiner als der über
seinem Bogen VX stehende Peripheriewinkel p , und zwar
(nach Fr . 69 VI. und 96 II . ) gleich der Differenz sp —g)
der Peripheriewinkelp und g , welche über den zwischen seinen
Schenkeln liegenden Bögen 1)X und HL stehen . Nach
Fr . 69 VI . ist nämlich I' - s- g — p , und dies geht in
I? — p — g über , wenn man (nach Fr. 20 VIII. ) beiderseits

subtrahiert .
III . Beträgt in einem Viereck XLLO (Fig . 88 ) die Summe

zweier Gegenwinkel X und
L 180 , so läßt sich um
das Viereck ein Kreis be-

^4. schreiben. Ginge nämlich

L als Sehnenwinkel ,
oder als Secantenwinkel

als 180 ° — X sein müssen .Fig . ss .
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IV . Wie beweist man ans Fr . 91 II . , daß in jedem
Sehnentrapez die nicht parallelen Seiten gleich sein müssen ?

98. Wie wachsen die Peripheriewinkcl mit ihren Sehnen ?

I . Ein spitzer Peripheriewinkel in demselben Kreise
ist ( wegen Fr . 96 I . ) um so größer , ein stumpfer aber um

so kleiner , je größer die zugehörige Sehne ist , weil ja nach
Fr . 91XI . und XII . der zugehörige Centriwinkel im elfteren
Falle mit der Sehne wächst , im zweiten abnimmt .

II . Aus Fr . 91V . folgt , daß zwei zu gleichen Sehnen
desselben Kreises gehörende spitze Peripheriewinkel unter sich
gleich sind , und ebenso zwei stumpfe .

III . Die Scheitel gleicher Winkel über derselben Strecke 66

(Fig . 87 ) und auf derselben Seite dieser Strecke liegen auf
einem durch die Endpunkte der Strecke gehenden Kreise
(Fr . 96 I . , 97 I . und II . ) . Vergl . Fr . 96 VIII . und IX .

IV . Zu gleichen PeripheriewinkelndesselbenKreises
gehören (wegen I . ) gleiche Sehnen .

V . Sind zwei Peripheriewinkel desselben Kreises
ungleich , so gehört zu dem größeren eine größere Sehne ,
falls die beiden Winkel spitz sind , dagegen eine kleinere Sehne ,
falls die beiden Winkel stumpf sind (II . und I . ) .

VI . Ein spitzer und ein stumpfer Peripheriewinkel des¬

selben Kreises besitzen nach IV . gleiche Sehnen , wenn sie sich
zu 180 °

ergänzen . Denn nach Fr . 96 VIII . ist ja der über
der Sehne des spitzen Winkels v im kleineren Kreisabschnitte
liegende Peripheriewinkel vv — 180 ° — v .

VII . Will man über einer Strecke 06 , Fig . 87 S . 94 ,
einen Kreis beschreiben , in welchem der Peripheriewinkel
über 66 eine bestimmte Größe X besitzt , so kann man zu¬
nächst für Fr . 89 II . einen dritten Punkt X des Kreises
bestimmen ( Fr . 62 IV . ) , indem man an 06 zwei Winkel
60X und 06X anträgt , deren Summe — 180 ° — X ist.

Auch würde die auf 06 in deren Mitte errichtete Senk¬
rechte durch den Mittelpunkt U des gesuchten Kreises gehen

Zetzsche , Geometrie. 3. Aufl. 7
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(Fr . 90 X . ) und in N geschnitten werden von einer Geraden
LH „ welche mit OL einen / ^ OL^ , — 90 ° — /Lv macht ;
denn dann ist ja 4 ^ ONL — 9 0 °— / . OL^ ., ^ /L

99. Welche Sätze gellen über parallele Sehnen ?
I . Verbindet man die Endpunkte der beiden parallelen

Sehnen VO und LL (Fig . 90 ) durch die vier Sehnen LO,
Lv , VL und OL , so folgt aus der Gleichheit der Winkel u
und v <Fr . 62 I . 2 .) , daß zunächst OL — OL (Fr . 98 IV.) ,
und deshalb auch OL ^ VL ist (Fr . 91 IV . ) , weil die
Summe dieser Bögen O 360 ° ist.

Dann ist aber weiter auch OLL — DLL (Fr . 20 VIII .)
und OL ---- OIL (Fr . 91 IL) .

II . Die zwischen zwei parallelen Sehnen 00 und LL
liegenden Bögen sind also gleichgroß ; ebenso paarweise die

Ng. sa .

Vier ihre vier Endpunkte ver¬
bindenden Sehnen .

III . In Fig . 90 ist aber
nicht bloß u — m und

s — ^ v (Fr . 96 II . ) ,
sondern auch u — Xj v
und s — / Lw (Fr . 621 . 2 .) ,
und demnach wegen Fr . 20 V . :

X^ u — / Lm — / . s
und

/ L w — 8 — / L v.
Da aber weiter vund x — (Fr . 96II . ),

so ist nach Fr . 20 VIII . auch :
/ j, (r - j- s) — <Vv - j- u) und

(x - j- v) — /L (^ - s- m) .

IV . Jede der parallelen Sehnen VO und LL macht also
mit den von ihren beiden Endpunkten auslaufenden Sehnen
OL und VL , OL und VL paarweise gleiche Winkel (III . ) .
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V . Sind umgelehrt die beiden sich innerhalb des Kreises
nicht schneidenden Sehnen OL und VO (Fig . 90) und des¬
halb (nach Fr . 91 IV . ) auch die zu denselben gehörigen ,
180 ° nicht erreichenden Bögen OL und VO gleichgroß , so
ist /Os — /On (Fr. 98 II . ) ; da aber auch /Os — /Ov
(Fr . 96 II .) , so ist nach Fr . 20 V . auch /Ou — /Ov , und
daraus folgt , daß VO//OL ist (Fr . 62 II.) .

Anm . Sind die innerhalb des Kreises sich schneidenden Sehnen VN
und V6 gleich , so ist nicht immer 06 ^ VN, sondern nur , wenn VL und V6

sich im Mittelpunkte schneiden , oder wenn VL ^ VL . Nach Fr . S1 VII . lassen
sich ja , sofern VL nicht ein Durchmesser ist , von V aus zwei Sehnen V6, und V«V

ziehen , welche — VN sind .

VI . Der Satz II . hört nicht auf zu gelten , wenn die eine
Sehne OL zur Tangente wird (Fig . 91 ) .

Dann steht der Halbmesser LIL nach dem Berührungs¬
punkte L sowohl auf der TangenteOL (Fr . 83 X . ) , als auf
der Sehne 1 ) 0 (Fr . 62V . ) senkrecht ; deshalb ist /O ;>— /Og
(Fr . 90 VII . ) und wegen Fr. 54 III. und 911 . auch:

OL — VL und OL ^ VL.
VII . Wäre in Fig . 90 auch noch VO // OL , so wäre

auch /O rv — .<0 x — /O ^ — /O r ( III . ) . Das Viereck
DOLO besäße dann vier rechte Winkel (Fr . 71III . ) , es wäre
auch VO — OL und die beiden Diagonalen VL und 00
schnitten sich im Mittelpunkte des Kreises .

100. Welche Neigung hat eine
Tangente IX gegen eine durch den
Berührungspunkt!?! gehendeSehneW ?

I . Zieht man in Fig . 91 durch
den Endpunkt v der Sehne LV
die Sehne VO//OL , so wird

n — /O n (Fr . 62 0 ) ; weil
aber nach Fr . 99 VT. OL — LV,
so ist auch /Ou — /Os (Fr. 740 ),
und nun weiter /On — /Os, d . h . Fig . SI .



100 Drittes Kapitel. Fr . Ivo- it>z .

der spitze Winkel n zwischen Tangente Lkill und Sehne III )
gleicht dem über der Sehne stehenden spitzen Peripherie¬
winkel 8.

II . Dasselbe gilt auch von den beiden stumpfen Winkeln ,
weil / I. LIM — 180 ° — n (Fr. 39 IV . ) , der stumpfe
Peripheriewinkel im kleineren Abschnitte über Lv aber 180 °
— 8 ist (Fr- 96 VIII. ) .

101. Wenn find Kreise concentrisch nnd wenn excentrisch ?
I . Haben zwei Kreise L , und IV (Fig . 92) in derselben

Ebene einen gemeinschaftlichen Mittelpunkt LI , so heißen sie
concentrische Kreise.

II . Zwei concentrische Kreise haben entweder alle , oder
keinen Punkt gemein , jenachdem
sie gleiche , oder ungleiche Halb¬
messer haben (Fr . 491 . und III . ) .
Vergl . auch Fr . 82.

III . Zwei Kreise in derselben
Ebene, deren Mittelpunkte LI , und
LV nicht zusammenfallen , heißen
excentrische Kreise ; die durch
die Mittelpunkte gehende Gerade
heißt die Centrale , die Verbin¬
dungsstrecke LI .LV — v der Mittel¬
punkte die Centralstrecke .

IV. Die Centrale schneidet jedenKreis in einem Durchmesser.
V . Haben zwei Kreise zwei Punkte ihrer Centralen gemein ,

so sind sie concentrisch und auch gleich . Denn die ihnen gemein¬
schaftliche Strecke zwischen diesen beiden Punkten wäre ein
gemeinschaftlicherDurchmesser (IV . ) , ihre Mittelpunkte fielen
also auf einander (Fr . 48 II .) und die Kreise müßten sich
decken (Fr . 101 II . ) .

Ng . 92 .

102. Wieviel Punkte haben zwei excentrische Kreise gemein?
I . Zwei verschiedene Kreise können nicht mehr als

zwei Punkte gemein haben, da sich nach Fr. 88 III . durch
drei Punkte nur ein Kreis legen läßt. Vergl . auch Fr. 91 XIX.
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Fig . SS.

II . Zwei excentrische Kreise können nicht zwei Punkte

ihrer Centralen gemein haben (Fr . 101 V . ) .

III . Haben zwei excentrische Kreise einen Punkt 1'

(Fig . 93 ) außerhalb der Centralen gemein , so haben sie

auch noch einen

Punkt (x gemein ,
welcher auf der
anderen Seite der
Centralen so
liegt , daß die Strecke

durch die Cen¬
trale in L senkrecht
halbiert wird . Ist
nämlich ? H 11.
undLH - - L ? , so ist
nach Fr . 7 4 XI . auch
U .H- ^ U .LUndNrH
— N »? , d . h . H liegt
auf beiden Kreisen (Fr . 82 ).

IV . Haben zwei excentrische Kreise zwei Punkte gemein ,

so liegen diese Punkte außerhalb der Centralen (II .) und zu
beiden Seiten derselben (III .) .

V . Haben zwei excenlrische Kreise einen Punkt der

Centralen gemein , so haben sie überhaupt bloß einen

Punkt gemein ( I . bis IV .) .
VI . Haben zwei Kreise in derselben Ebene bloß einen

Punkt gemein , so muß dieser (wegen III . ) in der Centralen

liegen .
Dann ist die in jenem Punkte auf der Centralen errichtete

Normale eine gemeinschaftliche Tangente beider Kreise

(Fr . 83 V .) ; die Kreise haben in jenem Punkte gleiche Rich¬
tung (Fr . 85 I . ) , und man sagt : sie berühren sich .

VII . Ist die Centralstrecke U .A ? — e größer als die

Differenz i-,— !'2, aber kleiner als die Summe r , - j- r ? der
beiden Halbmesser LI,? — r , und iil»? — r », so schneiden
sich die Kreise in zwei Punkten .
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Da r , i'z v> i-, — i-2 sein soll , wobei r, > iz voraus¬
gesetzt werde, so erhält man durch Addition und durch Sub¬
traktion von es nach Fr . 20IX . v - s- r? r , und r , — n
Trägt man nun in der Centralen von (Fig . 93 S . 101 )
aus nach beiden Seiten hin Ll^ — AX6 — r? auf , so fällt
0 sicher in die Verlängerung von V , FV , und es ist auch
Ll,6 — o -f- n r>. Der Punkt .-1 dagegen kann dabei
entweder zwischen U , und LX , oder auf LI„ oder jenseits A,
fallen . Im ersteren Falle ist N ,V — o — i>2 -< r, ; im zweiten
Falle ist (wie in Fig . 94 ) — 0 ; im dritten Falle ist
(wie in Fig . 95 ) N,V — — oO ?, und da so ist
umsomehr Ll,V r , (Fr . 20 VII . ).

Ng . 94 . Fig . SS.

Somit liegt von den beiden Punkten V und 6 , welche
X 2 mit der Centralen gemein hat , stets der eine V innerhalb,
der andere 0 außerhalb X, (Fr . 82 ).

Daher muß X ? den Kreis X , in zwei Punkten ? und
schneiden (Fr . 28 IV . , 102 I .) .

VIII . In VII . wird (wie in III . ) die gemeinschaft¬
liche Sehne VH, Fig . 93 bis 95 , der beiden sich schneidenden
Kreise von der Centralstrecke U .A? in X senkrecht halbiert
(Fr . 74 XVII . ) .

IX . Die Centrale halbiert daher auch die beiden Winkel
I 'V >( ' und I>VV) ( Fr . 90 V . ) .
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X . Die Sätze VIII . und IX . ließen sich auch aus der
Kongruenz der Dreiecke U .kLIr und N .tMi , VIi?L und

und VI,(IV. herleiten.
XI. Sind (wie in Fig . 96) in VII. die beiden Halbmesser

gleich , r , — r>2 , so lassen sich auch aus ? und H Kreise durch
N, und VI 2 legen (Fr. 82) , und deshalb wird dann auch
U,(l, in V von der gemeinschaftlichen Sehne V(I halbiert.

XII . Läßt man in Fig . 93 bis 95 den Mittelpunkt .V,
des Kreises X, auf den Punkt
werden >1,1 und Sehnen
zeigt dann die Lösung der
Aufgabe : eine Sehne von
bestimmter Länge in einen
Kreis einzutragen . Vergl. IX.

XIII . Istdie Centralstrecke
0 gleich der Summe

r, - st- r, der Halbmesser , so
haben die excentrischen Kreise
bloß einenPunkt X , Fig .97 ,
gemein . Vergl. V.

L des Kreises 1i , rücken , so
des Kreises L, . Die Figur

Fig . S7.
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Machtman auf der Centralenvon LI, nach LXhin LI,X— r„
fo tv !rd .V1!^ — LI,LX — 11 14 — (r, n ) — r,
X liegt also aus beiden Kreisen . Da nun aber o —
ist (Vor .) und deshalbU, außerhalb L. liegt (Fr . 82) , so ist nach
Fr . 91 XV . und XVI . jeder Punkt 8 des Kreises IV weiter,

als X , von LI, entfernt und
liegt demnach außerhalb X,
(Fr. 82) , da jaU,X — i-, war.

XIV. Ist die Centralstrecke
LI, — LX — e gleich der Diffe¬
renz i-, — i> der ungleichen
Halbmesser , so haben die ex¬
centrischen Kreise bloß einen
Punkt 8 , Fig . 98 , gemein.
Vergl. V.

Weil LI,Ll2 — r, — r2< r ,
ist , so liegt LX innerhalb X,
(Fr . 82) . Macht man nun in
der Centralen von LI, nach LI
hin LI,8 — r , und dann von 8
aus rückwärts MX — rz , so
liegt 8 auf den beiden , aus

LI, und LI. mit den Halbmessern r , und ^ geschlagenen Kreisen.
Unter allen Punkten in X, liegt aber 8 am nächsten an LI
(Fr . 91XV. und XVI .) ; weil nun 8 auf X, liegt, so müssen
alle anderen Punkte (z. B. X) des Kreises X , außerhalb IX
liegen .

XV . In XIII . (Fig . 97 ) berühren sich die Kreise X,und X, von außen , in XIV . (Fig . 98 ) von innen.
XVI . Ist die Centralstrecke o größer als die Summe der

Halbmesser , so haben die Kreise X, und X- keinen Punkt
gemein , vielmehr liegt jeder Kreis ganz außerhalb des
anderen .

Trägt man nämlich in Fig . 99 auf LI.LX die Strecke LXL.
— is von LI 2 aus und die Strecke LI,8— r, von LI , aus auf ,
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so liegt der Punkt v von V aus nach LI , hin um das Stück V6
entfernt, um welches LI, LI , — e die Summe r , - j- i-I über¬
trifft . -V liegt also außerhalb Iv, ; jeder andere Punkt ? von
Iv, ist aber noch weiter von LI , entfernt , wie /I (Fr . 91 XV .
und XVI .) , liegt also ebenfalls außer X, .

XVII . Ist die Centralstrecke 0 kleiner als die Differenz
der ungleichenHalbmesser r,0 - 1-2, so haben die Kreise keinen
Punkt gemein , vielmehr liegt der eine Kreis IV ganz inner¬
halb des anderen Li, .

Da e — LI,LI , — 1-2 und des¬
halb V,V2 - 0 -2 < i-, (Fr . 20 IX .) ist ,
so liegt LI, innerhalb Iv , (Fr . 82 ) .
Verlängert man nun in Fig . 100
LI,L1,um LI ',0 — 1->, so liegt 0 auf Iv>;
da Ll,6 LI,LI, - - 1-2 -< r„ liegt auch
0 innerhalb Iv, ; alle anderen Punkte
(z . B . X) des Kreises Iv , liegen aber
wegen Fr . 91XV . und XVI . noch näher
an LI, , als 6 , und liegen deshalb eben¬
falls innerhalb Iv, . Ob IV die Centrale
zum zweiten Male zwischen LI,und LI „
oder jenseits LI , schneidet , ist dabei gleichgültig.

XVIII . Aus XI . gelangt man zu noch einer Lösung der in
Fr . 89 gestellten Aufgabe. Schlägt man nämlich aus zwei
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beliebigen Punkten VI, und LX des Kreises X , Fig . 96 , mit
demselben Halbmesser r, — LI,tz — r'2 zwei Kreise X ,
und X - , welche sich in zwei Punkten ? und H schneiden ( VII .) ,
dann halbiert I? ( s die Sehne >1 , A . von X senkrecht in X ( XI .) ;
deshalb geht I ' t) durch den Mittelpunkt N von X (Fr . 90 X .)
und A liegt in der Mitte des Durchmessers ? X (Fr . 48II .) .

103 . Wie zieht man eine Tangente an einen Kreis li, von
einem Punkte t! außerhalb desselben?

I . Liegt bei Fr . 102 VII . der Mittelpunkt II , (Fig . 94
und 101 ) auf dem Kreise Xz , so stehen die von den End¬

punkten 11, und 0 des
Durchmessers nach
? , oder nach (z gezogenen
Sehnen auf einander senk¬
recht (Fr . 96 III . ) ; daher
sind 6 ? und 0 () Tangenten
(Fr . 83 V .) an den Kreis
X , in den Endpunkten ?
und der den beiden
Kreisen gemeinschaftlichen
Sehne ? H.

II . Von jedem Punkte
0 außerhalb eines

Kreises X , lassen sich daher stets zwei , aber nur zwei
Tangenten an diesen Kreis ziehen ( I .) . Die Berührungs¬
punkte ? und liegen auf dem über ( VI , als Durchmesser
beschriebenen Kreise Xs -

III . DaN, ? ^ LI,tz (Fr . 48III . ) , U,6 ^ ÄI,6 (Fr . 201 . )
und ^ ? LI,6 ^ M .O (Fr . 102 IX . ) , so ist / X ? N,6
^ (Fr . 80II . ) , und nach Fr . 54 III . und 67 II . sind
daher nicht nur :

IV . die Bögen ? L und () !t , sowie
V . die Strecken 6 ? und (X) der beiden Tangenten gleich¬

groß , sondern letztere machen



Fr . 10S—104. Krcis und Gerade . Zwei Kreise . 107

VI . auch gleiche Winkel ? OLI , und HOLI, mit der Cen¬
tralen (MM, . Daher

VII . liegt der Mittelpunkt LI , eines Kreises I0 „ welcher
zwei sich unter dem hohlen / X kOH schneidende Gerade ? 0
und HO berührt , in der den / _ OOH halbierenden Geraden
OO , und

VIII . aus jedem Punkte LI , in 00 läßt sich ein Kreis

ziehen , welcher 0 ? und OH berührt (Fr . 74 sXVIII . und
83 V . ) .

IX . Wegen Fr . 71 VI . machen die beiden Tangenten 0 ?
und OH denselben spitzen Winkel mit einander , wie die beiden

Halbmesser LI,k und U,H ; oder es ist / ^ VOH - s- / XkLl,H
— 180 °

(Fr . 72 III . , oder 96 VIII . ) .

1V4. Welche Sätze gelten von dem Tangentendreieck und dem
Tangentenviereck?

I . Tan gentendreieckundTan genten Viereck (Dreieck
und Viereck um den Kreis ) heißt ein Dreieck , bezw . ein
Viereck, dessen Seiten Tangenten desselben Kreises sind .

II . Wegen Fr . 103 VI . und VIII . müssen sich die drei

Halbierungslinien XLfi , Mo , OLI » (Ng - 102 S . 108 ) der
Winkel eines Dreiecks XLO in dem Mittelpunkte LI« des dem
Dreieck L60 eingeschriebenen Kreises IH schneiden .

III . Es giebt daher zu jedem /X X80 einen inneren
Berührungskreis IO«, welchem das Dreieck umschrieben
ist . Vergl . XIII .

IV . Es giebt aber zu jedem Dreieck auch noch drei
äußere Berührungskreise , welche je eine Seite des¬
selben und die Verlängerungen der beiden anderen Seiten
berühren . Die Mittelpunkte LI, , Ll, und LIz dieser drei
äußeren Berührungskreise L, , und IH (Fig . 102
S . 108 ) des Dreiecks X80 findet man durch Halbieren der
Außenwinkel desselben (Fr . 103 VII . ) .

V . Die Centrale von je zwei äußeren Berührungskreisen
läuft deshalb durch einen Eckpunkt des Dreiecks (Fr . 43 ) .
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VI . Jeder Eckpunkt des Dreiecks V60 liegt in der Ver¬
längerung einer durch den Mittelpunkt ich des eingeschriebenen

und den Mittelpunkt eines äußeren Berührungskreises gelegten
Geraden (Fr . 103 VII ) ; denn es liegt z. B . sowohl ich, als
Ich auf der den ^ VUO halbierenden Geraden .

VII . Die Seiten des Mittelpunktsdreiecks ich ich Uz (V .)
stehen auf den Halbierungslinien der Winkel des Dreiecks V60
senkrecht ; denn es ist z . B . in Fig . 102 :
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XloVL ^ / XXLV0 (II .)
^ LlzVL — z ^ iVzVL ^ ^ ^ . VzVo
_ / . U2VO ( IV . und Fr . 42 II.)
/ . LIzVLIz — XIzVL- s- / ) NzVII X) LlzVO-!- X) ^ 6

^ / . LIoVVIz (Fr . 20 VIII .)

2, Vg , Hz der Seiten L und o mit den vier Berührungs -

Ll »V _1. )IzN 2 ( Fr . 37 I . und IV .)
VIII. Mit Hilfe von Fr . 103 V . läßt sich leicht heraus¬

bringen, daß der Eckpunkt 6 des /X VIIO mit den drei Seiten
a, d , o von den BerührungspunktenL„ bl) , V) , V?) und Lz,
I.
kreisen absteht um

LL , l>0 V (a — d v) II1-3 !
LX , b . — z (a -s- b — e) -- LIIz ;
IIV , — dz — ^ (a -s- d -s- v) — UV z ;

IX. Im Tangentenviereck VLOV (Fig . 103) schneiden sich
wegen Fr . 103 VIII. die vier
Halbierungsliniender Winkel
in dem MittelpunkteU des
Kreises , um den es beschrie¬
ben ist.

X . Im Tangentenviereck
VLOV (Fig . 103) ist die
Summe zweier Gegenseiten
gleich der Summe der beiden
anderen . Vergl. Fr . 133 V.

Sind nämlich II ,V , Xu . 1 die
vier Berührungspunkte , so ist :

VII -- VI
06 --- LV
X6 V6
Xv ^ Iv

XO -i- Xv ^ V6

(Fr . 103 V.)

VII - j- 116
VI - j- Iv - j- LV - s- VO ^ VI) 20 II .)
VL - j- Ov ^ Vv - s- L0 (Fr . 20 VIII. und IV . ) .
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XI . Zieht man im Tangentenvierecke XLOV (Fig . 103 )
von einem Eckpunkte X die Strecken XL , und XL nach einem
Punkte L , und 1>2 in einer Gegenseite LO und in deren Ver¬
längerung , so ist :

XL , > XL — LL , (Fr . 76 II . )
XL , - s- VO > XL -s VO — LL , (Fr . 20IX . )

> XV -s- OL — LL , ( X . )
> XI ) - st OL .

'
XL ^ < XL - st LL 2

XL, - st 1) 0 < XL 1)0 ^ LL ,
< Xv - st OL - st LL 2
< XI ) OL 2.

Die Tangente XL des Xv , VO und OL berührenden
Kreises ist also die einzige Gerade , welche sich von X nach
einem Punkte in OL ziehen läßt und welche zugleich mit Xv ,
VO , 08 ein Viereck liefert , worin die Summen der Gegen¬
seiten gleichgroß sind .

XII . Sind daher in einem Viereck die Summen der Gegen¬
seiten gleich , so läßt sich in dasselbe ein Kreis beschreiben .

XIII . Der Satz in III . läßt sich (als Seitenstück zu
Fr . 88 III . ) auch so aussprechen : Der Kreis ist durch drei
sich schneidende Tangenten bestimmt .

Dieser Satz hört nicht auf zu gelten , wenn zwei von den
drei Tangenten parallel werden .

XIV . Warum muß im Tangententrapez die Höhe stets
dem Durchmesser des (eingeschriebenen ) Kreises gleichen ?

105 . Wieviel gemeinschaftliche Tangenten besitze» zwei Kreise?
I . Liegen zwei gleiche Kreise außer einander (Fr . 102 XVI . ) ,

so berühren die zu beiden Seiten der Centralen durch einen
im Abstande eines Halbmessers r von der Centralen liegenden
Punkt gezogenen Parallelen der Centralen beide Kreise
(Fr . 74 IX . , 72 VII . , 83 V . ) .

II . Liegen zwei ungleiche Kreise außer einander (Fr . 102
XVI . ) , so berühren bei r,st > i-2 die beiden Parallelen zu den im
Abstande r, — nvonVidurch V , gezogenen GeradenbeideKreise .
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Jst
'
nämlich in Fig . 104 U,X ^ r , — iz und / . U .XX

— / (. U . b'Uz 90 °
(Fr . 96 III . , Fr . 83 X .) , so wird die

in Uz errichtete Senkrechte auf Uzl? auch XX in 2 senkrecht
schneiden (Fr . 7 2 III . > und U .,2 ^ XX ^ ^ sein (Fr . 7 2 VI .) ,
XX also in 2 auch den Kreis um Uz berühren (Fr . 83 V . ) .

Fig . ia -t .

III . Liegen zwei gleiche oder ungleiche Kreise außer einander
(Fr . 102 XVI .) , so berühren die beiden Parallelen zu den
im Abstande r , - l- i-z von U , durch U, gezogenen Geraden
beide Kreise .

Ist in Fig . 104 U,8 ^ r , - s- rz und /X LX8U , ^ 90 °
— <2XU „ so wird ganz wie in II . X«) auch in IV den Kreis
um U, berühren (Fr . 83 V . ) .

IV . Bei zwei Kreisen X , und Xz (Fig . 104 ) , welche
außer einander liegen, giebt es zwei Paar gemeinschaft¬
liche Tangenten .
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Bei ungleichen Halbmessern schneidet sich jedes Paar in
einem Punkte der Centralen ; der eine Schnittpunkt V heißt
der innere , der andere 11 der äußere Ähnlichkeitspunkt
der beiden Kreise (vergl . Fr . 151 ) ; der kleine Kreis liegt
zwischen 11 und dem großen . Bei gleichen Halbmessern rückt
11 in unendliche Entfernung .

V . Die inneren und äußeren gemeinschaftlichen Tangenten
sind in II . und III . parallel zu den Tangenten 11 .8 und 11. 1'

(Fig . 104 ) , welche man aus dem Mittelpunkte LI? des
kleineren Kreises L ? an einen um den Mittelpunkt LI , des
größeren Kreises L , geschlagenen Kreis ziehen kann , dessen
Halbmesser der Summe LI,8 — r , - j- r ->, oder der Differenz
LI,! ' — r , — - >'. der Halbmesser r , und r ? der beiden ge¬
gebenen Kreise gleicht . In I . ist r , — i-? — 0 und die äußere
Tangente parallel zur Centralen .

VI . Wenn die beiden Kreise sich von außen berühren , wie
in Fig . 97 , so fallen die beiden inneren Tangenten in eine
zusammen , und es giebt dann nur noch drei gemeinschaft¬
liche Tangenten .

Wenn sich die Kreise schneiden , wie in Fig . 93 bis 95 ,
so giebt es nur zwei (äußere ) Tangenten .

Wenn sich die Kreise von innen , wie in Fig . 98 , berühren ,
so giebt es nur eine gemeinschaftliche Tangente .

Liegt endlich der eine Kreis innerhalb des andern , wie in
Fig . 92 und 100 , so giebt es gar keine gemeinschaft¬
liche Tangente .

VII . Zieht man die vier gemeinschaftlichen Tangenten ,
so sind die zwischen den Berührungspunkten gelegenen Ab¬
schnitte HL und 2L der äußeren , und ebenso TV und 1VX
der inneren Tangenten einander gleich . Denn wegen
Fr . 103 V . und 20 VIII . ist :

III — I1L ^ I1L — 112, d . h . LI — 21.
und VT ^ - VV ^ VVV - s- VX , d . h . TV ^ LVX.

VIII . Ebenso sind die zwischen den äußeren Tangenten
gelegenen Stücke LX und (ZI der inneren Tangenten gleich.
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Es ist ja

und
/X vv? ^ ^ LVC
/ X IIVX ^ / X LVIIj ^ . 80 V . , Fr . 103VI . ) ,

und daraus ergiebt sich :
LV - j- VX — HV - s- VII (Fr . 67 II . und 20 VIII .) .

LX ^ (AI (Fr . 20 II.) .
IX. Weiter ist nach Fr . 103 V. :

X? --- XD ik XX -j- L?
X? ^ XV - j- Vk XL - j- xg

2XL ^ XL - j- LI ^ 221. ( Fr . 20 VIII .)
M ^ LX ^ XI, ^ LI .

X . Endlich ist nach Fr . 103 V . noch NI — NX oder :
xn — kl ^ XI, — LN (Fr . 20 II . )

xN ^ XL (VI . )
xx ^ ? i ^ LN ^ NV

xvx IV rm LU ^ ^ (Fr . 20 VIIL ) .

XI . Eine wiederholte Anwendung der vorstehenden Sätze
gestatten die vier Berührungskreise des Dreiecks XLO in
Fig . 102 . Berühren der eingeschriebene Kreis um XL und
die drei äußeren Berührungskreise um U „ XL und Uz die
nach Bedarf verlängerten Seiten L6 — u , OX — b und
XL — v des XX XLL in L„ Lz und Lz , in N„ 17z und IL ,
in V „ X, und XL, in XV„ XV , und XL , ist ferner die Länge
der Strecken :

XLz - XLz — No
LL , LLz — bg
6L2 OL, 6z ,

.X X2 — X lL — ü ,
LXz ^ 8XV, ^ bz
OX, ^ 6L2 n e, ,

und setzt man s — a» - s- L
findet man leicht , daß :

L — bo o» — b , o, ;
b — 6y Uo — 62 ^2 :
6 U-i, bo - Uz bg :

Zetzscha , Geometrie. 3 . Ausl .

XXz XVL ^ Lz
LX , ^ LLz --- b,
0X2 ^ 6 V . — 02 ,

Co — ^ o -j- k - j- 0) , so

u — Uo
l> — bo
6 - 60
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ist ; nach VII . ist aber auch :
I. i ^ — I <1aber Oo - Oi bg I bt
l âVg — l^iVi 3g <l2 — 6g "st 62
I ^liv 1- 1. 2^ 2 bg bz 3 g " st Uz.

Addiert man nun je eine dieser drei letzteren Gleichungen
zu je einer der drei vorhergehenden , so erhält man nach
Fr . 20 VIII . :

6-> — b , — 3,2
«lg — 62 — bg
bg - 3g Oi .

Da endlich bg — 0, , so liegen die Berührungspunkte b>,
und X , des eingeschriebenen und des umschriebenen
Berührungskreises in -gleicher Entfernung von der Mitte
der Seite 3 . Ähnlich ists bei b und 0 . — Bergt . Fr . 159 XVI .
und XVII .

XII . Für den Punkt 0 in Fig . 102 ist nach Fr . 104 VIII .

0 ^ , ^ OIV^ W - stLIV . ^ nst- bg ^ n - st ^ - ^
^ ^

- st b -st 0
8 .

Ebenso ist
und

LV , LVg ^ s
^ Ü2 ^ vvg ^ 8 .

V'

> ' Viertes Hapitet.

Vier Gerade i» derselben Ebene . Das Viereck . Die

Projektion einer Strecke . Die regelmäßigen Vielecke.

106 . Wie viel Fälle lassen sich in Bezug auf die Richtung
von vier Geraden in einer Ebene unterscheiden?

Bezüglich der Richtung der vier Geraden 6st , 62, Og und 6 ,
in derselben Ebene sind fünf Fälle möglich :

I . Alle vier Gerade haben dieselbe Richtung (Fig . 105 ) ;
dann giebt es keinen Schnittpunkt (Fr . 66 II . ) .
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II . Drei Gerade 6H, 62 und 63 (Fig . 106 ) haben gleiche
Richtung , die vierte 6 . eine andere ; dann giebt es drei

Schnittpunkte L, , L , 6 (Fr . 56 III . ) .

Fig . 10S . Fig . 106 .

YÄ_

III . Zwei Gerade 6 , und 62 (Fig . 107 ) haben gleiche
Richtung , die dritte und vierte 6 z und 6 , haben ebenfalls
gleiche, aber eine andere Richtung , als die beiden ersten .

Fig . 108 .Fig . 107 .

Dann giebt es vier Schnittpunkte 0 , v , L und 8
(Fr . 56III . ) , und das zwischen ihnen liegende Viereck OVM
(Fr . 65 II . und I . ) , in welchem je zwei gegenüberliegende
Seiten parallel sind , heißt ein Parallelogramm .

IV . Zwei Gerade 0 , und 6H (Fig . 108 bis 110 ) haben
gleiche Richtung , die dritte 63 und die vierte 0 » andere und
zwar unter sich verschiedene Richtungen . Dann giebt es
fünf Schnittpunkte 8 , D , L , 8 und 8 , und vier davon
liegen in (I , und 62 .
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Wenn der fünfte L , wie in Ng . 108 , zwischen Ol und 82
liegt und wenn er mit den beiden in 6i (Fig . 109 ) , oder
in 62 zusammenfällt , so entsteht kein neues oder besonderes
geometrisches Gebilde *) .

Os ^

Fig . lio .Fig . 10S.

Liegt dagegen L außerhalb 6 , und 62 (Fig . 110 ) , so
entsteht zwischen den Schnittpunkten 8 , 8 , U und ein
Trapez 888T , d . h . ein Viereck , in dem zwei Seiten parallel
sind , die anderen zwei sich schneiden .

V . Jede der vier Geraden hat eine andere Richtung ;
dann giebt es sechs Schnittpunkte .

6s 6 >
Ng . ill . Ng . ns .

Fallen sämtliche Schnittpunkte in einen I ' zusammen ,
(Fig . 111 ) , oder fallen deren drei in einen Punkt H zu¬
sammen , wie in Fig . 112 , so entsteht kein neues geometrisches
Gebilde .

*1 Das Gebilde NlHIIHl ist ja nach Fr . 65 I . und IV . keine ebene
Figur . Die Sätze »der solche Figuren lassen sich entsprechend den Sätzen in
Fr . 10S bis 111 leicht aufstellen.
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Fällt dagegen kein Schnitt mit dem andern zusammen ,
so liegen zwischen den sechs Schnittpunkten zwei Trape -
zoide XVDV und X8DII
(Fig . 113 ) , d . h . zwei
Vierecke , in denen keine
Seite der andern paral¬
lel ist.

VI . Es giebt also
rücksichtlich des Paralle¬
lismus der Seiten bloß
drei Arten Von Vier¬
ecken : Parallelogramme ,
Trapeze und Trapezoide
(III . bis V . ) .

Anm . Den Namen „Trapezoid " hat man eigentlich nur zu benutzen , wenn
man ausdrücklich hervorheben will , ein Viereck sei kein Parallelogramm und
kein Trapez . Sonst könnte man sagen : Unter den Vierecken giebt es zwei
besondere Arten : Parallelogramme und Trapeze .

VII . In jedem Viereck beträgt die Winkelsumme vier
rechte (Fr . 72 III .) und lassen sich nur zwei Diagonalen
ziehen (Fr . 65 VI . ) .

Die in Fr . 96 VIII . , 97 III . und I V . sowie die in Fr . 1041 . ,
IX . bis XII . erwähnten Eigenschaften kommen nicht allen
Vierecken zu , sondern nur den Sehnen - und den Tangenten¬
vierecken.

107. Wie sind die Winkel der Parallelogramme beschaffen ?

I . Die Summe von je zwei benachbarten Winkeln 0
und I? (Fig . 114 S . 118 ) des Parallelogramms beträgt 180 °

(Fr . 62 I . 3 .) .

II . Je zwei Gegenwinkel des Parallelogramms sind gleich .
Da in Fig . 114 0 - j- b' - -- 180 ° und X) x - j-
L ^ 180 ° ist ( I . ) , somuß/j . O - s- Xd ' ^ /j . I ' - j-

^ Ich d . h . 0 ^ L sein (Fr . 20 V . und VIII . ) .
III . Ist in einem Viereck jeder Winkel seinem Gegen¬

winkel gleich, so ist es ein Parallelogramm .

Fig . ns .
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Ist nämlich in Fig . 114
/ st6 — /st6 und / st6 — st(. 6 , so ist :

/ st 6 - st / st6 - st/st6 - st/st6 ^ 4R (Fr . 106VII .)
2 ( /st OH 6 ) — 2 ( /st 6 - st/st 6 ) ^ 4 R (Fr . 2 0IV . )

^ 6 - st/st6 ^ 2R1 ^ .
^ 0 st- ^ 0 ^ 2

V1II-) ,

60 // 66 und 66 st 1)6 (Fr ) 62 II . 3 .) .
IV . Ist ein Winkel eines Parallelogramms ein rechter ,

so sind alle rechte ; ist einer
schief, so sind alle schiefe.

Ist in Fig . 114 / I . 6
spitz, so ist es auch / st 6 ( 16 ) ,
während / st 6 und / st 6
stumpf sind (I . ) .

Wäre dagegen / st 6 ein
rechter , so müßten auch

/ st 6 (II . ) und ebenso /st 6 und st). 6 (I . ) rechte sein .
V . Rücksichtlich der Winkel giebt es also nur zwei

Arten Parallelogramme (IV . ) :
Ein Parallelogramm mit lauter rechten Winkeln heißt

ein rechtwinkeliges , eins mit vier schiefen Winkeln heißt
ein schiefwinkeliges .

108 . Welche Sätze handeln von den Seiten des Parallelo¬
gramms?

I . Jede Diagonale teilt das Parallelogramm in zwei
kongruente Hälften .

In Fig . 114 ist nämlich
66 // 60 (Vor . u . Fr . 106 III . )

/ st u / stp ( Fr . 62 I . 2 .)

/ st 6 ^ / st 6 ( Fr . 107 II . )
66 » ^ 66 (Fr . 20 I . )_

/ st 66 »6 ^ / st 1 ) 66 ( Fr . 80 V . ) .

II . Daher läßt sich jedes Dreieck 666 (Fig . 114 ) als
die Hälfte eines Parallelogramms 6666 betrachten, welches
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man erhält , wenn man durch die Endpunkte derselben

Dreiecksseite Ov die Parallelen 00 und VO zu den beiden

anderen Seiten zieht .

III . Im Parallelogramm sind je zwei Gegenseiten gleich .

Weil nämlich / x OVO ^ / X VOO (I . ) , ist auch VO ^ 00

und 00 1) 0 (Fr . 67 II . ) .
Dieser Satz läßt sich auch so aussprechen : Parallele

Strecken zwischen Parallelen sind gleichlang .

IV . Sind in einem ebenen Viereck OVOO (Fig . 114 ) je

zwei Gegenseiten gleich ( 00 — Ov und 00 — 00 ) , so ist

es ein Parallelogramm . Vergl . VIII .

Da nämlich die beiden / X / X OVO und MO nach Fr . 801 .

kongruent sind , so ist nach Fr . 67 II . :

w — cj und ii — x ,
00 // 01) und 00//Ov (Fr . 6210 2 .) .

V . Ein ebenes Viereck 01) 00 (Fig . 114 ) , in dem ein

Paar Gegenseiten 00 und 00 Parallel und gleich (H - ) sind ,
ist ein Parallelogramm (vergl . Fr . 65 und Anmerkung zu
Fr . 106 IV . ) .

Bew . 00 // VO (Vor .)
^ m ^ ^ (Fr . 62 I . 2 .)

00 — 00 (Vor .)
OO ^ VO (Fr . 20 I .)

/ X. oov v ; / X ovo ( Fr . 80 II . ,

ii (Fr . 67 II .)
"

00 // Ov (Fr . 62 II . 2 .) .

VI . Wegen III . kann es auch rücksichtlich der Größe der

Seiten nur zwei Arten Parallelogramme geben , nämlich
gleichseitige , in denen alle vier Seiten gleichgroß sind ,
und ungleichseitige , in denen bloß die Gegenseiten paar¬
weise gleich sind .

VII . Daher giebt es (wegen VI . und Fr . 107 V . ) über¬

haupt nur vier Arten von Parallelogrammen ; nämlich :
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das Quadrat LNLll ? (Fig . 115 ) ist rechtwinkelig und
gleichseitig ;

das Rechteck 8MV (Fig . 116 ) ist rechtwinkelig und un¬
gleichseitig ;

die Raute oder der Rhombus ^ LXV (Fig . 117 ) ist
schiefwinkelig und gleichseitig ;

das Rhomboid VOVL (Fig . 118 ) ist schiefwinkelig und
ungleichseitig .

Anm . Der Name „Rhomboid" wird entbehrlich , wenn man sich nicht die
Möglichkeit erhalten will , ein Parallelogramm kurz zu nennen , das weder
Quadrat , noch Rechteck, noch Rhombus ist .

Fig . llö . Fig . llö .

Ng . ttö . Fig . 117 .

VIII . Ein Viereck mit vier gleichen Seiten ist (nach IV . )
ein Parallelogramm und zwar entweder ein Quadrat , oder
ein Rhombus (VII . ) .

IX . Schneidet man in einem Parallelogramm 61 ) IX
(Fig . 119 ) , von derselben Seite XL her , ans zwei Gegenseiten
gleiche Strecken QI ' und QX ab , so ist die Verbindungsgerade
H den Seiten XL und OL Parallel (V . ) , weil QI ' H

X . Verbindet man die Mitten X und X (Fig . 118 )
zweier Gegenseiten , so ist die Verbindungsgerade IX den
anderen Seiten XO und DL parallel ( III . und V .) .



Fr . 10S. Vier Gerade. Projektion . Regelmäßige Vielecke. 121

XI . Zieht man in einem Parallelogramm HOVIl
(Fig . 119 ) eine Parallele DX zu einer Seite HL , so ist
IX — LL ( III . ) .

XII . Fällt man von zwei Punkten II und (), (Fig. 120)
einer Geraden I1 «2 Senkrechte UV und <28 auf eine zu 11 (1
parallele Gerade V8 , so ist auch UV // <28 (Fr . 57 II . ) .

Macht man dagegen von <2 und V aus <28 -i. V8 und
VIHIIH , so ist wiederum IIV// <28 (Fr . 62V . und II . 3 .) .

Fig . IlS . Fig . 1S0 .

XIII. Da demnach (in beiden Fällen in XII. ) alle Senk¬
rechten zwischen zwei Parallelen parallel sind , so sind alle
Senkrechten zwischen zwei Parallelen auch gleichlang (III . ;
vergl . auch Fr . 72 VI . ) .

WegenFr . 7 4IX . sind also alle Punkte der einenParallelen
von der anderen gleichweit entfernt , oder noch kürzer : zwei
Parallele haben überall gleichen Abstand von
einander.

Den Abstand zweier Parallelen darf man daher im
Parallelogramm und im Trapez als Höhe in Bezug auf
diese Parallelen bezeichnen . Vergl . Fr . 64 III .

Die Parallele kz zu 0 , ist der geometrische Ort
(vergl. Fr . 74 XVII . ) eines in einem vorgeschriebenenAb¬
stande von 0 , liegenden Punktes .

XIV . Zwei Punkte <2, und II , einer Geraden <2,11,,
Fig . 120, liegen in ungleicher Entfernung von einer zu tz,ll,
nicht parallelen und <2,11 , nicht in der Mitte von <2,11)



122 Viertes Kapitel . Fr . 108- log .

schneidenden Geraden V8 . Zieht man nämlich durch einen

PunküX in (Pv , die Gerade M//V8 , so ist nach Xll . und

Fr . 20 III . :
17.8 ^ V8 > H,V .

XV . Zwei Gerade vtz und V8 sind parallel , wenn sich
zwischen ihnen zwei gleiche Senkrechte ziehen lassen (XIII .
und XIV .) .

XVI . Mit Fr . 81 läßt sich leicht beweisen , daß in XIII .
bis XV . anstatt „ Senkrechte " und „ Entfernung " gesetztwerden

darf „ Parallele Strecken " . Vergl . übrigens III . bis V.
XVII . Auch abweichend von III . kann ein Viereck zwei

Paar gleiche Seiten besitzen , nämlich wenn die Seitenpaare
gleich sind , welche in den Endpunkten einer Diagonale zu¬
sammenstoßen , wie z . B . in Fig . 91 im Viereck NOLO , in

Fig . 93 (und 95 ) im Viereck U, ? L1z(j , in Fig . 104 in den
Vierecken IlkVH und IILN ^ .

Die Eigenschaften solcher Vierecke , welche man gleich -

schenkelige Vierecke nennt , sind in Fr . 102 und 105 schon
mit erörtert worden .

Ein solches Viereck würde nach Fr . 106 VI . zu den

Trapezoiden zu rechnen sein , sofern die Seiten des einen

Paares größer sind , als die des andern ; sind dagegen alle
vier Seiten unter sich gleich , so ist das Viereck ein Quadrat ,
oder ein Rhombus (vergl . VI . und VII . ) .

Anm . Hätte man den Namen „Rhomdoid " noch frei (vergl . VII . Anm .) ,
so könnte man ein Viereck, in welchem die an den Enden der einen Diagonale
an einander stoßenden Seiten gleich, die an denen der andern Diagonale sich
treffenden ungleich sind , ein Rhomdoid nennen .

109. Welche Stücke bestimmen ein Parallelogramm ?

I . Aus Fr . 106 III . in Verbindung mit Fr . 57 I . und

Fr . 26 folgt , daßeinParallelogramm durch einen Winkel
und die zwei denselben einschließenden Seiten bestimmt ist .

II . Zur Bestimmung des Rechtecks und der Raute

reichen zwei Stücke aus ( I . und Fr . 108 VII .) ; bei ersterem
die beiden Seiten , bei letzterem eine Seite und ein Winkel .

III . Das Quadrat ist bereits durch eine Seite bestimmt .
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110. Was gilt von den Diagonalen des Parallelogramms ?

I . Wird ein Winkel IZ eines Parallelogramms XIIXV

(Fig . 117 ) durch die Diagonale LX halbiert , so werden auch
die drei anderen Winkel durch die Diagonalen IZX und XX

halbiert , und zugleich ist das Parallelogramm gleichseitig .

Ist X/u — so muß zunächst auch — < ( r

sein (Fr . 20 IV . ) , weil ja / Xs — / Xv und / . r — / Xu

ist (Fr . 62 1 . ) . Dann ist aber sofort auch — / Xr

und / Xu — / Xs (Fr . 20 V . ) , und deswegen weiter :

LX --- XX XL --- XX (Fr . 74 VI . , 108 III .)
/ Xm — / Xp / . u — / X <1 (Fr . 74 I . , 62 I . ) .

II . In jedem gleichseitigen Parallelogramm (Quadrat

und Rhombus ) halbieren die Diagonalen die Winkel (Fr . 741 .
und 62 1 . ) .

111 . Die Diagonalen eines Parallelogramms 8088

(Fig . 118 ) halbieren sich gegenseitig in II (Fr . 67 II .) ,
weil / X 088 ^ / X888 (Fr . 80 V . ) .

IV . Jede durch den Diagonalenschnittpunkt 8 , Fig . 118 ,
gelegte Strecke XX ist in 8 halbiert und schneidet von den

Seiten 68 und 88 nach 0 und 8 hin gleiche Stücke XO

und 88 ab (Fr . 67 II . ) , da/X08X ^ /X888 (Fr . 80 V .) .

Natürlich ist auch X8 — 8 ^

Ist dabei 8X // 80 , so wird 88 88 ^ ^ 88

(Fr . 108 III . und Fr . 20 V . ) .

V . Ein Viereck , dessen Diagonalen 08 und 88 , Fig . 118 ,
sich gegenseitig halbieren , ist ein Parallelogramm . Aus

/ X 088 SL / X 888 (Fr . 80 II . , Fr . 42 II .) folgt ja
/ Xx - -- / Xjp (Fr . 67II .) und endlich 08//88 (Fr . 628 .) ,
sowie aus der Kongruenz der / X/X 088 und 888 in gleicher
Weise 08 // 88 .

VI . In jedemrechtwinkeligenParallelogramm (im Quadrat

XLNL und im Rechteck 8HIIV , Mg - 116 und 116 ) sind die

Diagonalen gleichgroß, weil (nach Fr . 81 8 ) :

/XIM ^ /XIE und ^ tz8V ^ /X8V8 .
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VII. Ein Parallelogramm mit gleichen Diagonalen HV
— 118 , Fig . 116 , ist rechtwinkelig ; denn dann ist noch
V8 ^ 8V , ^8 ^ UV (Fr . 108 III . ) , deshalb /X HV8 ^
/ XK8V (Fr . 80 I .) , dann XXH8V ^ /X. VV8 (Fr. 67 II .),
oder wegen Fr . 1071 . ^ tz8V^ 90° --^ XXlIV8 (Fr . 20VIII .) .

VIII. In jedem gleichseitigen Parallelogramm (Quadrat
und Rhombus) stehen die Diagonalen auf einander senkrecht
(Fr . 75 V . und VI . ) ; denn jede Diagonale , z. B . LV in
Fig . 117 , halbiert in dem von der anderen Diagonale ^X
abgeschnittenen gleichschenkligen XX V8X den Winkel an der
Spitze 8 (II. ) .

IX . Ein Parallelogramm , dessen Diagonalen senkrecht
auf einander stehen, ist gleichseitig . In Fig . 117 ist ja dann
^H ^ XH (III . ) und (Fr . 20 I.) , deshalb
XX ^ L ^ ^ Xtzll (Fr . 811. ) und ^ L ^ LX (Fr . 67 II . ) .

111 . Welche Sätze über das Trapez sind zu erwähnen ?
I. Die Verbindungsgerade 8V (Fig . 121 ) der Mitten

8 und V der nicht - parallelen Seiten Lk und MI eines
TrapezesXLKN istParallel

^ ^_ ^ zu den Parallelseiten Lk
/ °

X ^1 V ^ und XL! und heißt daher
L-/ ._ _ i_ die mittlere Parallele .
/ X ! / V Zieht man durch V eine

^ ^ Gerade ?tz//LX , bis sie
Ng . i 2 i . die beiden Parallelseiten in

k und schneidet, so ist nach
Fr . 62 I . xXx — /X ^ und / Xx, — g , ferner KV — VN
(Vor .) , folglich / XKVk ^ XX NVL ( Fr. 80 V . ) und ?V^ Vtz
(Fr . 67 II .) . Nun ist aber nach der Voraussetzung auch
X8 ^ 8L , folglich :

8V//XH (Fr . 108 X . ) .
II. Zieht man durch die Mitte 8 (Fig . 121 ) der einen

nicht -parallelen Seite XL eine Parallele 8V zu den Parallel¬
seiten MI und LK , so halbiert dieselbe die andere nicht¬
parallele Seite KN.
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Denn ginge 8V nicht durch die Mitte von HU , so müßte
sich (wegen I . ) durch 8 noch eine zweite Parallele zu NU
ziehen lassen , was nach Fr . 57 I . unmöglich ist .

III . Die mittlere Parallele 8V (Fig . 121) ist das arith¬
metische Mittel (vergl . Fr . 19 III . ) aus den beiden Parallel¬
seiten LH und NU.

Aus der in I . nachgewiesenenKongruenz der Dreiecke HVk
und UVH folgt auch , daß H? — HU (Fr. 67 II . ) ; nach
Fr. 108 III . ist ferner Lk ^ 8V - XH , folglich :

2 8V L? - NH ^ (LH - st ( NU— HU)

IV . Die mittlere Parallele 8V (Fig . 121) halbiert auch
jede durch den Endpunkt L der einen nicht-parallelen Seite
LN zu der anderen LU parallel gezogene Strecke LH , weil
nach Fr . 108 III . LX --- HV und XH ^ VU , und nach I.
LV ^ VU ist , daher auch LX --- XI7 (Fr . 20 IV. ) .

V . Wäre in Fig. 121 ^ X— / (.zr , machen also die zwischen
den Parallelen LH und NU gezogenen Strecken LN und HU
nach entgegengesetzten
Seiten gleiche Winkel
mit NU, so muß LH
— NU sein .

Denn dann ist auch
^ L ^ / ^H (Fr . 62 I .)
und die aus L und H
auf NU gefällten Senkrechtenschneiden von NLHU kongruente
Dreiecke ab (Fr. 108 XIII. und 80 V,) .

Anm . Dieser Satz läßt sich als ein Seitenstück neben Fr. 108 IV. stellen
und bildet auch eine Ergänzung zu Fr. 108 III . Anderseits könnten in einem
Viereck auch ein Paar benachbarte Seiten gleich sein lbergl. Fr. 108 XVII.) .

VI. Teilt man eine Seite LX (Fig. 122) eines Dreiecks
XLH, oder die eine nicht -parallele Seite LX eines Trapezes
XLHU in n gleiche Teile und zieht durch die Teilpunkte
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Parallelen zu der Dreiecksseite XX , bezw . zu den Parallel¬
seiten XX und ULI , so teilen diese Parallelen auch die dritte
DreiecksseiteXX und die andere nicht - parallele Seite XL! in
n gleiche Teile.

Da X8 --- 8X und 8V//XX , so ist zunächst XX - - XL
(IV . ) . In den Trapezen 68XX, 6XLX re . mit den mittleren
Parallelen XL , XL re . ist dann nach II . weiter XL — LX ,
LL^ LL re. , daher nach Fr . 20 V . XX —XL — LL^- LII re.
Die durch die Parallelen in LLI erzeugten Teile LV re . sind
aber je einem Teil in XII gleich (Fr. 108 III . ) , daher auch
unter sich selbst (Fr . 20 V . ) .

VII . Die zwischen XX und XX liegenden Abschnitte
8X , HL , XL, OX re . der Parallelen wachsen wie die ganzen
Zahlen ; denn jede derselben besteht aus einem Stück, welches
nach Fr . 108 III . dem vorhergehenden Abschnitte gleich ist
(VL — 8X , 6L — XL re .) , und einem zweiten Stück von
unveränderlicher Größe (Xv , 66 ) . Aus der durch Fr. 80 V.
bedingten Kongruenz der Dreiecke XX8 , 8VX , X66 rc . folgt
nämlich nach Fr . 67 II . , daß 8X — Xv — 66 rc . Daher
ist XL — 28X , 6L — 38X rc.

VIII. Zieht man im Dreieck XXX eine Strecke X? von
X nach einem Punkte X in XX , so teilt XX die Abschnitte
8X , XL , 6L rc . der sämtlichen Parallelen in dem nämlichen
Verhältnisse (vergl . Fr. 145 I.) , wie die Seite XX , weil
nach VII. die zu beiden Seiten von XX liegenden Abschnitte
dieser Parallelen wie die ganzen Zahlen wachsen .

IX . Ist daher in VIII . XX — XX , so halbiert XX auch
die sämtlichenzu XX parallelen Strecken zwischen XX und XX .

X . Wie weist man aus IX . nach , daß der Schnittpunkt
der nicht-parallelen Seiten eines Trapezes in der die beiden
Parallelseiten halbierenden Geraden liegt ? Vergl . auch
Fr . 159 XII.

112. Wie Projiziert man eine Strecke auf eine Gerade?
I. Projektion einer Strecke X6 (Fig . 123 ) auf eine

Gerade 6 heißt die StreckeX,6„ welche zwischen den Fuß-
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punkten X , und L , der von den Endpunkten X und L auf die
Gerade 6 herabgefällten Senkrechten X^ i und LL , enthalten ist .

Macht XL mit 6 (oder
mit einer zu 0 parallelen
Geraden) den spitzen Win¬
kel v , so bildet X,Li die
unter dem Winkel v
projizierte Streckern.

II . Die Projektionen
derselben Strecke auf pa¬
rallele Gerade oder unter
demselben Winkel cv sind
gleichgroß.

In Fig . 123 ist ja X6 X,6 , ( Fr. 108 XIII. ) .
III . Projiziert man XL (Fig. 123) auf mehrere durch X

gehende Gerade 6X , 0,X rc . , so liegen die Fußpunkte 6,
0 , rc . auf einem über XL als Durchmesser geschlagenen Kreise
(Fr. 96 VII.) ; dabei ist (wegen Fr . 91 VI . ) die Projektion
X6 > X0„ sobald ^ . LXO < /^ LX6, . Ganz das Näm¬
liche gilt , wenn XL auf eine nicht durch X gehende Gerade
projiziert wird ( II . ) .

Die Projektion einer Strecke XL wird demnach um so
kleiner , unter einem je größeren (spitzen) Winkel man XL
projiziert .

IV . Umgekehrt : Eine je größere Projektion man bei
Projizierung einer und derselben Strecke XL unter einem
spitzen Winkel erhält, unter einem um so kleineren Winkel hat
man die Strecke projiziert .

V . Bei XL // 6 , also bei w — 0 , wird die Projektion
X,6 , der projizierten Strecke XL gleich ( Fr. 108 XII. ) .

VI . Wird der Projektionswinkel — 90 °
, so schrumpft

die Projektion der Strecke XL zu einem Punkte X zusammen,
wird also ^ 0 (Fr . 57 III . ) .

VII . Wollte man die Strecke XL unter einem stumpfen
Winkel v , projizieren , so fiele die Projektion X,L , nicht mehr
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(wie bei der Projektion unter dem spitzen Winkelv ) auf einen
Schenkel VL des Projektionswinkels , sondern auf dessen
Verlängerung 1)L . Faßt man in diesem Falle (ähnlich wie
in Fr. 44 V. ) die Projektion wegen ihrer entgegengesetzten
Lage gegen den Schenkel VL (Fr . 24 II . ) als negativ auf,
die Projektion unter einem spitzen Winkel aber als positiv ,
dann gilt das Gesetz in III . auch noch für stumpfe Winkel ,
und bei v — 180 ° würde die Projektion X,6 , — — X6
werden . Wie aber bei Projektionen unter Winkeln über 180°
bis 360 ° ?

VIII. Projiziert man eine Strecke X6 unter zwei Winkeln
v und v, , die sich zu 180°

ergänzen, so erhält man gleich¬
große Projektionen , von denen aber die eine als positiv und
die andere als negativ zu gelten hat (VII. ) .

IX . Projiziert man eine bereits unter dem spitzen Winkel
6X0 — v projizierte Strecke X6 noch unter dem spitzen
Winkel OXO , — u , so ist letztere Projektion XL größer als
die Projektion XO , derselben Strecke X6 unter der Winkel¬
summe 6X0, ^- v Pu ; denn es ist ja 60 , //OL (Fr . 57II. ) ,
60i aber fällt von 60 aus nach X hin (Fr. 71 II . ) .

Bei Berücksichtigung von VII. gilt der vorstehende, bis
jetzt nur für vv -s- n <^ 90 °

bewiesene Satz auch noch , wenn
v - -̂ u — 90 ° oder v - j- nj^ OO " ist .

X . Über das Wachsen der Projektionen der von einem
Punkte 6 nach einer Geraden 0 gezogenen und auf eben
diese Gerade 0 Projizierten Strecken giebt Fr . 74 X . Auf¬
schluß . Vergl . Fr . 78 V.

113. Welche Eigenschaften haben die regelmäßigen Vielecke ?
I . Ein ebenes geradliniges Vieleck (vergl . Fr. 651 . ) heißt

regelmäßig , wenn alle seine Winkel und alle seine Seiten
unter einander gleich sind , wie beim gleichseitigen Dreieck
(vergl . Fr. 64III . und 74 V. ) und beim Quadrat (Fr.108VII.) .

II . Die Winkel jeder regelmäßigen Figur sind hohl
(Fr . 35) ; denn beim regelmäßigen n - eck beträgt die Summe der
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ii Winkel (n — 2) 2R (Fr . 72 III.) , weshalb jeder einzelne
Winkel — 2 R ^ ( l — ^ 2 R < 2 Rist.

III . Jeder Winkel einer regelmäßigen Figur wird um so
2

größer , je größerdie Seitenzahl n ist (II. ) , weil abnimmt,
wenn ii wächst .

"
IV . Halbiert man in einem regelmäßigenVieleck X80D80

(Fig . 124) zwei benachbarte Winkel V und 8 , so ist
Z- 2 R (II.) ; deshalb
schneiden sich (Fr . 62 IV . 3 .)
die Halbierungslinien in einem
Punkte N , welcher nach dem
Innern der Figur hin liegen
muß (Fr. 69 IX .) . Aus der
Gleichheit der beiden Winkel¬
hälften 2 und ^ folgt sofort, daß
XN ---- 8N (Fr . 74 VI . ) . Zieht
man ferner von N eine Strecke NO
nach dem nächsten Eckpunkte 6,
so ist /XVN8 ^ / X0N6 (Fr . 80 II. ) , weil ja nach I. auch
XL — 80 und ^ 8 — ist. Deshalb muß aber
weiter NV— NO (Fr . 67 II . ) , also NX — N8 — NO sein
und NO den 0 halbieren .

Geht man nun zu den folgenden Eckpunkten v , L rc . fort,
so findet sich , daß die Halbierungslinien der Winkel eines
regelmäßigen Vielecks sich in einem Punkte N schneiden und
das Vieleck in so viel kongruente gleichschenklige Dreiecke
teilen , als das Vieleck Seiten hat .

In diesen Dreiecken ist jeder Winkel an der Spitze N
gleichgroß , nämlich :

^ XN8 ^ 8N0 ^ . . . ^ 4R : n (Fr. 34 IV. ) .
Daher ist ^ VN6 - s- / H80 -- 2R (II. ) .
V . Die aus dem Punkte N auf die Seiten X8, 80 rc.

gefällten Senkrechten halbieren die Seiten und sind unter- sich
gleich (Fr . 75V . und VI. , Fr . 81 ) .

Zetzsche , Geometrie. 3 . Aufl. g

Fig . 124 .
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VI . Aus dem Punkte U läßt sich also nach IV . ein Kreis

durch die Eckpunkte und nach V . ein Kreis durch die Seiten¬
mitten (vergl . Fig . 125 ) schlagen ; ersterer ist dem Vieleck

umgeschrieben , letzterer eingeschrieben .

VII . Teilt man einen Kreis in n gleiche Teile und legt
durch die Teilpunkte V , ö , 0 rc . (Fig . 125 ) Sehnen oder

Tangenten , so erhält man ein ( eingeschriebenes oder

umgeschriebenes ) regelmäßiges n - eck.

/

Bei dem eingeschriebenen zunächst sind die Seiten nach
Fr . 91 II . unter sich gleich , weil die zwischen je zwei Teil¬

punkten liegenden Bögen gleich sind ; die Winkel aber sind
gleich (Fr . 96 II . ) , weil jeder als Peripheriewinkel über

(n — 2 ) solchen gleichen Kreisteilen , z . B . VIlO über dem

Bogen VblvO , angesehen werden kann .

Zieht man ferner beim umgeschriebenen Vieleck diOl?H8
vom Mittelpunkte II aus Halbmesser UV , W , UO rc. nach
allen Teilpunkten , so zerfällt das n - eck in n Vierecke, und

zieht man dann noch von U Strecken nach allen den Punkten
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l>s, 0 , 8 rc . , in denen sich je zwei benachbarte Tangenten
schneiden , so zerfällt jedes Viereck in zwei kongruente (Fr . 811 . )
rechtwinkelige Dreiecke . Die 2 u Winkel um N sind daher
sämtlich gleich , weil die Strecken NO re . die nach
Fr . 54 IV . gleichen Centriwinkel MI 8 , MIO re . halbieren .
Da deshalb die 2 n rechtwinkeligen Dreiecke unter sich kon¬
gruentsind (Fr . 81II . ) , so folgert man daraus nach Fr . 6711 .
leicht die Gleichheit sämtlicher (halben und ganzen ) Seiten
und Winkel des umgeschriebenen Vielecks .

VIII . Werden durch dieselben n Teilpunkte .4 , 8 , 6 re.
(Fig . 125 ) eines Kreises ein eingeschriebenes und ein um¬
geschriebenes regelmäßiges Vieleck von n Seiten gezeichnet ,
so halbieren die Strecken LM , NO rc . die Bögen r18 , 80 re.

Der Kreis ist daher nunmehr in 2u gleiche Bögen
L8 ^ 80 rc . geteilt .

Zeichnet man jetzt die beiden 2n - ecke , so zeigt sich das
eingeschriebene größer , das umgeschriebene kleiner als das
eingeschriebene , beziehentlich das umgeschriebene u -eck. Durch
fortgesetzte Verdoppelung der Seitenzahlen erhält man dann
Vielecke von 4n , 8 n rc . Seiten , und da sich diese Vielecke
immer inniger an den Kreis anschmiegen , je größer ihre
Seitenzahl wird , so pflegt man den Kreis als ein regelmäßiges
Vieleck von unzählig vielen Seiten zu betrachten .

Fünftes Hupftet .

Einige Aufgaben und Äbungssätze .

114. Wie zeichnet man ein gleichseitiges Dreieck ?

Schlägt man aus den Endpunkten V und 8 der (gegebenen
oder willkürlich gewählten ) Strecke r18 zwei Kreise mit H.8
als Halbmesser , so schneidensich die Kreise , da diein Fr . 102 VII .
gestellten Bedingungen erfüllt sind , in zwei Punkten 0 , und O2.
Die beiden (kongruenten , Fr . 80 I . ) Dreiecke L.80 , und 4 .6 O2
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sind gleichseitig (Fr . 20 V . ) , da 40 --- 46 und 60 — 46
(Fr . 48 III . ).

115. Wie zeichnet man ein gleichschenkeliges Dreieck ?
Man verfahre wie in Fr . 114 , schlage aber die zwei

gleichen Kreise mit einem der Strecke 4. 1! nicht gleichenden
Halbmesser, der größer als die Hälfte von 4.6 ist .

116. Wie zeichnet man ein Dreieck aus den drei Seiten?
Genügen die drei Seiten a , b und e den in Fr . 7 6 gestellten

Bedingungen , so schneiden sich die aus den Endpunkten von
46 — o mit den Halbmessern d und a geschlagenen Kreise
in zwei Punkten 0 , und Os (Fr . 102 VII . ) und Seiten der
(kongruenten , Fr. 80 I . ) Dreiecke 460 , und 466 , sind
a, b und o.

117. Wie zieht man von einem Punkte ? zwei gleiche Strecken
nach einer Geraden 6 ?

Schlägt man aus 6 , wie in Fig. 96 , durch einen jenseits
6 gelegenen Punkts einen Kreis 6 , so schneidet dieser 6 in
2 Punkten U, und 46 (Fr. 83 XIII . ) und es ist 4l,6 — U,1'
(Fr . 48 III .) .

118. Wie trägt man an einen Strahl 48 in 4 einen gegebenen
Winkel VM an ?

Man verbinde zwei auf den Schenkeln IW und 66 will¬
kürlich gewählte Punkte II und L durch eine Strecke HL
und zeichne nach Fr. 116 an 46 ein dem Dreieck 66L kon¬
gruentes Dreieck II,4L, , so daß 4L , — 6L von 4 aus in 46
liegt , und 411, — 66 wird . Dann ist :

/ (. II,4L , — / ^ II6L — / 1( l)66 (Fr. 67 II . ) .
119. Wie zieht man in einer gegebenen Ebene durch einen

gegebenen Punkt v eine Parallele vb zu einer gegebenenGeraden Ili ?
Man verbinde 0 mit einem Punkte 6 in 6L und mache

^ 600 — / ,06L (Fr. 118) , so daß 0 und L auf ver¬
schiedenen Seiten von 66 liegen (wie in Fig . 32 auf S . 40) ;
dann ist V06//6L (Fr . 62 II . 2 .) . Vergl . Fr. 57 I.
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12Ü . Wie fällt man von einem Punkte k aus eine nicht durch
k gehende Gerade k eine Senkrechte?

Zieht man von ? nach zwei beliebigen Punkten Ick, und Ick,
in K (wie in Fig . 93 bis 96 ) Strecken , so schneiden sich zwei
aus Ick, und Ick, mit Ick,8 und ick,,? als Halbmessern geschlagene
Kreise noch in einem Punkte H und es ist (Fr . 102III . ) .

Nach Fr . 117 könnte man dabei zwei gleiche Kreise erhalten .

121. Wie errichtet man in einem Punkte ü einer Geraden K
eine Senkrechte?

In 0 mache man Xv — X6 (Fig - 55 ) und über OU

2X DtzO gleichschenkelig (Fr . 115 ) , so ist - l - 6 (Fr . 74

XVII . ) .

122 . Wie errichtet man im Endpunkte v einer Strecke 1k
eine Senkrechte?

Man zeichne über X8 (Fig . 67 ) ein gleichschenkliges
^XXV8 (Fr . 115 ) , verlängere XV nach 8 , bis V8 — VII

— VX wird ; dann ist I '8 _? X8 (Fr . 71 III .) , da / ^,VX8
- s- ^ V88 / ^ X8V - s- l (. 8SV (Fr . 74 I .) .

123 . Wie schlägt man um ein rechtwinkeliges Dreieck einen
Kreis ? Vergl . Fr . 88 IV . und 89.

I . Teilt man den rechten Winkel 8 so , daß (wie in Fig . 86 )
XlVck — ^ . 8X2 wird , dann schneidet die Teillinie IVck

die Hypotenuse X2 im Mittelpunkte Ick des gesuchten Kreises

(Fr . 71 II . und 73 I . ) .
II . Eine andere Lösung bietet Fr . 96 VII . mit Hilfe von

Fr . 127 .

124 . Wie legt man einen rechten Winkel so , daß seine Schenkel
durch zwei gegebene Punkte 1 und 2 gehen und sein Scheitel auf
einer gegebenen Geraden 6 liegt ?

Hat der über X2 ( Fig . 86 ) als Durchmesser geschlagene
Kreis mit der Geraden 6 einen , oder zwei Punkte , z. B . 8
und 6 , gemein (Fr . 83 ) , so sind X62 und X62 eine , bezw .
zwei der gestellten Bedingung genügende Lagen des rechten
Winkels (Fr . 96 III . ) .
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125. Wie halbiert man einen gegebenen Winkel ?

Macht man vom Scheitel U , des zu halbierenden / X ? U,H
aus (wie in Fig . 93 und 94 ) LI,? — U,tz und beschreibt
man über ein gleichschenkeliges / XkU ^ (Fr . 115 ) , so
halbiert U,Uz den (Fr . 102 IX . ) ; denn aus LI ,
und Uz lassen sich Kreise durch 6 und tz ziehen (Fr . 47 II .) .

Am zweckmäßigsten legt man das / X ? U, (j nicht auf
dieselbe Seite von 6 (j , auf welcher/x ? U,H liegt (vergl.
Fig . 95 ) .

Ist der Scheitel 0 des zu halbierenden / X LV. OLVs ,
Fig . 102 , nicht zugänglich , so ziehe man beliebig 716 und
halbiere durch xLNo , ^ LI-,, 6U „, 6ÜIg die Winkel bei L. und
6 ; dann liegen U„ und Uz in der Halbierungslinie UzUzO
(Fr . 104 II . ) .

126 . Wie teilt man einen rechten Winkel in drei Teile ?
Man beschreibe in dem gegebenen rechten Winkel X6V

über der in dem einen Schenkel 6X liegenden Strecke 6L.
ein gleichseitiges ^ x160 (Fr . 114 ) , dann ist / ) 66X —
(Fr . 74 V .) , folglich ^ . 06V — 4, R .

127. Wie halbiert man eine Strecke Ich oder einen Bogen Ich ?

Zeichnet man über ktz (wie in Fig . 93 S . 101 am besten
auf verschiedenen Seiten von 6H ) zwei gleichschenklige Drei¬
ecke I' tM , und (Fr . 115 ) , so halbiert U .Uz sowohl
ktz (Fr . 102 VIII . ) , als 6 ^ (Fr . 90 V . ) .

128. Wie teilt man eine Strecke XII in n gleiche Teile ?
Man trage in L an I4II unter beliebig großem Winkel

HX einen Strahl an , trage ( wie in Fig . 122 S . 125 ) auf
diesem von IL aus n gleiche Teile (L8 — 8V — L.6 —
. — OX ) auf , verbinde den letzten Teilpnnkt X mit II und
ziehe durch die anderen Teilpunkte 8 , 6 re. Parallele zu
XII ; dann teilen diese Parallelen die Strecke IvII in n gleiche
Teile ( Fr . 111 VI . ) .
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129 . Wie zeichnet man ein Dreieck mit einer gegebenen Seite n
und einem gegebenen Gegenwinkel 1 dieser Seite ?

I . Man verfahre , wie in Fr . 7 9III . 4 . angedeutet wurde ;
man mache über 06 — a , z . B . / ^ 06X — ^ . 60V —
180

^
X ^ oo ° — n und l^ e durch 6 , 0 und den

Schnittpunkte zwischen OV und 6X einen Kreis (Fr . 881 . ) .

II . Wären für ein Dreieck a , X und 0 X2 — b (Fig . 72 )
gegeben , fo brauchte man in den nach I . geschlagenen Kreis
nur noch die Sehne 0X2 — b einzutragen (Fr . 102 XII . ) .
Bei b a lassen sich wegen Fr . 9-1 VIII . aus a , X und b
zwei verschiedene Dreiecke zeichnen . Vergl . Fr . 79 VIII .

130 . Wie zeichnet man ein Dreieck , von dem ein Winkel 4
eine anliegende Seite c und I . die Summe n -j- b, oder II. die
Differenz n - b der beiden anderen Seiten gegeben ist ?

Auf dem einen Schenkel XX des Winkels X trage man
die Seite X6 — e , auf dem andern SchenkelXV die Strecke:

I . XV — u -s- b , oder II . X6 — b — u

auf ; dann :
I . schneide man von dem V6X den / i, 1) 60 — / . 6VX

(Fr . 118 ) ab ; schneiden sich nun 60 und XI) in 0 , so ist
X60 das gesuchte Dreieck (Fr . 74 VI . ) . Vergl . Fig . 68S . 70 .

II . trage man in 6 an 66 auf der 6X entgegengesetzten
Seite den (spitzen) 660 ^ / . 66V an (Fr . 118 ) ;
schneiden sich nun 60 und XV in 0 , so ist das Dreieck X60
das gesuchte (Fr . 74 VI .) . Vergl . Fig . 59 S . 70 .

131. Wie zeichnet man ein Dreieck aus zwei Winkeln u und v
und der Summe der drei Seiten? Vergl . Fr . 79 VII .

An den Endpunkten X und U der Strecke XL! — u - s- b
- j- 0 trage man / ^ NXX — I / . u und 2/ MIV — ^ / (. v
an ; ist nun u - j- v < 2R (Fr . 69 IV .) , so ist / ) UXX
-s- 2/ XRV R und XX und UV schneiden sich in 0
(Fr . 62 IV . 3 .) ; schneidet man jetzt vom (stumpfen) Winkel
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UON die /^ UOII — 4 u und ^,NOV — 4 v ab und ver¬
bindet 0 mit den Punkten 4 und 8 , in denen UN von 08
und OV geschnitten wird (Fr . 62 IV. 3 . ) , so hat das ^,480
die drei Seiten 48 — o , 40 — 4U — b und 80 — 8N — s
(Fr . 74 VI. ) , während ^ 048 — u und / 1084 v ist
(Fr . 69 VI . ) .

132. Wie teilt man einen Kreis in 4, 8,16 re. und in 3,
6 , 12, 24 rc. gleiche Teile ? und wie zeichnet man ein regelmäßiges
Vieleck von dieser Seitenzahl ?

I. Zeichnet man in einem Kreise zwei auf einander senk¬
rechte Durchmesser 48 und 00 (Fr . 121 ) , so ist :

40 ^ 08 ^ 8V ^ V4 (Fr - 39 III. , 54 III . ) .
II . Zeichnet man über einem Halbmesser N4 ein gleich¬

seitiges / X 4N8 , so ist der Centriwinkel 4N8 — 60 °

(Fr . 74 V . ) , also 48 der sechste Teil vom ganzen Kreise
(Fr . 54 V . und 50 II.) .

Ein aus .4 mit 4N als Halbmesser geschlagener Kreis
geht durch 8 (Fr . 48 III. , 64 III. ) und schneidet auf der
anderen Seite von 4N einen Bogen 4,0 ab, der 48 gleicht rc.

III . Zwei benachbarte Bögen von 60 °
( II . ) geben als

Summe einen Bogen von 120°
, d . h . den dritten Teil des

ganzen Kreises .
IV . Durch fortgesetzte Halbierung der Bögen (Fr . 127 )

erhält man aus I . bezw . II . die Teilung in 8 , 16 , 32 rc .,
bezw . 12 , 24 , 48 rc . gleiche Teile . Vergl . Fr . 113 VIII.

V. Ein regelmäßiges Vieleck mit 3 , 6 , 12 u . s. f . und
mit 4 , 8 , 16 u . s. f . Seiten erhält man nach I. bis IV. und
Fr . 113 VII.

Anm. Über das Zeichnen des regelmäßigen Vielecks von s , lü , 20 . . . .
Seiten vergl . Fr. 164 VI . in Verbindung mit Fr. lis VIII .

133 . Wie beweist man die Richtigkeit folgender Sätze?
I . Ein Viereck, dessen Winkel sämtlich rechte sind , ist ein

Rechteck , oder ein Quadrat (Fr . 62 II . 3 . , oder 107 III. ) .
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II . Die Halbierungslinien der vier Winkel eines Recht¬
ecks begrenzen ein Quadrat (Fr . 74 VI-, 68 II . ) .

III . Die Halbierungsliniender vier Winkel eines Rhom-
boids begrenzen ein Rechteck sFr . 107 I . , 68 II . ) .

IV . In jedem Sehnenvielecke von gerader Seitenzahl
ist die Summe des ersten, dritten, fünften rc . Winkels gleich
der Summe des zweiten, vierten , sechsten rc . (Fr . 48 III.
und 74 I .) . Vergl. Fr . 96 VIII.

V . In jedem Tangentenvielecke von gerader Seiten¬
zahl ist die Summe der ersten , dritten , fünften rc . Seite
gleich der Summe der zweiten , vierten , sechsten rc . Seite
(Fr. 103 V . ) . Vergl. Fr . 104 X.

VI . Jeder Punkt V innerhalb der Centralstrecke VXl-,
(Fig . 93) zweier sich schneidenden Kreise ist von der gemein¬
schaftlichen Tangente V dieser Kreise weiter entfernt als
von jedem der Schnittpunkte ? und H der beiden Kreise
(Fr . 91 VI. , oder XIII . , 20 III . ) .

Jeder Punkt V in der Verlängerung der Centralstrecke
liegt dem nächsten Berührungspunkte und deshalb (Fr . 74
VIII .) auch der gemeinschaftlichen Tangente näher als dem
Schnittpunkte der beidenKreise(Fr . 91VI. , oderXIII. , 74IX. ) .

Es giebt demnach in der Centralstrecke und ihren Ver¬
längerungen keinen dritten Punkt , aus dem sich ein die
gemeinschaftliche Tangente V berührender Kreis durch einen der
Schnittpunkte ? oder tz der beiden erstenKreise schlagen läßt.

VII. Der Umfang eines Vielecks mit lauter hohlen
Winkeln ist kleiner als der Umfang eines dasselbe um¬
schließenden Vielecks .

VIII . Der geometrische Ort für die Endpunkte aller gleich
langen Tangenten desselben Kreises ist ein dem gegebenen
concentrischer Kreis .

134 . Wie lassen sich die geometrischen Aufgaben einteilen und
welche Teile umfaßt ihre Auslösung?

I . Die in Fr . 114 bis 132 vorgeführten einfachen Auf¬
gaben (vergl . Fr . 136 IV. ) aus dem Gebiete der ebenen
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Geometrie lassen erkennen , daß den Gegenstand derselben die
Auffindung und Zeichnung von Punkten , Geraden , Dreiecken,
Vielecken und Kreisen bildet . Im Grunde genommen kommt
es immer auf die Bestimmung von Punkten hinaus, welche
ihrerseits (vergl . z . B . Fr . 9 I . , 88 III . rc .) für die Bestim¬
mung der andern Gebilde bestimmend sind .

Die geometrischen Aufgaben lassen sich in örtliche und
nichtörtliche einteilen. Bei ersteren ist der Ort , wo die
Lösung der Aufgabe vorgenommeu werden soll , im voraus
bestimmt, wie z. B . in Fr. 123 und 132 I . bis IV . ; bei den
letzteren , z . B . in Fr . 129 , 130 , 132 V ., ist dieser Ort nicht
bestimmt.

In der Aufgabe lassen sich ferner die gegebenen Stücke
von den gesuchten , aus jenen zu findenden Stücken unter¬
scheiden .

II . Zur Auffindung der Lösung ist es meist sehr förder¬
lich und deshalb zu empfehlen, daß man eine der Aufgabe
entsprechende Figur zeichne , welche man als die zu findende
und bereits gefundene ansieht, und daß man aus dieser Figur,
besonders aus den in ihr enthaltenen Dreiecken , maßgebende
Beziehungen zwischen den gegebenen und gesuchten Stücken
herzuleiten trachtet. Dies ist der Zweck der Analysis der
Aufgabe.

So gelangt man zur Konstruktion , welche angiebt, wie
die Aufgabe gelöst wird . Dann folgt der Beweis , welcher
aus der Konstruktion und aus bekannten Sätzen nachweist ,
daß die Lösung richtig ist und wirklich die gesuchten Stücke
aus den gegebenen liefert .

Dann hat endlich noch die Determination zu folgen,
welche darthut : 1 . ob die Lösung immer und allgemein, oder
nur unter gewissen Bedingungen möglich ist , und 2 . ob die
Aufgabe eindeutig, zweideutig, oder mehrdeutig ist , d . h . eine,
zwei, oder mehrere Figuren den Forderungen der Aufgabe
genügen. Hierbei ist namentlich die Größe der gegebenen
Stücke und ihre gegenseitige Lage ins Auge zu fassen und
als veränderlich zu behandeln.
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III . Eine Aufgabe ist bestimmt , wenn die gegebenen
Stücke nur eine endliche Anzahl, unbestimmt , wenn sie
unendlich viele Lösungen zulassen, überstimmt , wenn mehr
Stücke gegeben sind , als zur Bestimmtheit erforderlich sind .

IV . Fehlt zur Bestimmtheit einer Aufgabe nur ein Stück ,
oder nur eine Bedingung , so kann man doch häufig aus
bekannten Sätzen sagen, daß der einzige , nicht völlig bestimmte
Punkt auf einer bestimmten Geraden , oder auf einem be¬
stimmten Kreise liegen muß (vergl . z . B . Fr . 74 XVII. ) .
Man nennt dann die Gerade und den Kreis den geome¬
trischen Ort dieses Punktes.

Unter dem geometrischenOrte eines nicht völlig bestimmten
Punktes (oder eines andern Raumgebildes ; vergl . Fr. 166
X . und XI .) versteht man im allgemeinen eine Linie, oder
eine Fläche, welche so beschaffen ist , daß alle ihre Punkte
und nur ihre Punkte allein eine bestimmte Bedingung
für die Lage jenes Punktes ( oder jenes Raumgebildes ) erfüllen .

Bei völlig bestimmten Aufgaben können sich für einen
noch unbekannten Punkt mehrere geometrischeÖrter angeben
lassen , welche jedoch dann nur einen gemeinschaftlichen Punkt
haben werden .

V . Ist die Lösung einer Aufgabe so einfach und von selbst
einleuchtend, daß eine besondere Konstruktion gar nicht erst
angegeben zu werden pflegt , Analysis , Beweis und Deter¬
mination daher auch wegfallen , so nennt man sie eine
Forderung (ein Postulat) . Vergl . z . B . Fr. 15 V . und
Fr . 47 VII.

135. Wie zeichnet man ein Dreieck aus einer Seite a > der
Projektion i» derselben auf die Seite e und der Mittellinie m-, ?

I . An dieser Aufgabe möge der Inhalt von Fr. 134
erläutert werden.

Analysis . Man zeichne irgend ein Dreieck 4olZ„(ch hin,
mache Ooll>o - i- ^ »Lo und ziehe VoL» nach der Mitte X » von
ll,6o . Man sieht dann , daß das / X L»Oovo aus a,„ p§ und

bestimmt ist (Fr 811 .), und erkennt , daß der Punkts
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in L„v „ , oder in seiner Verlängerung liegt , und zwar in der
Entfernung von fliegt .

Konstruktion . Man ziehe die Gerade 6V und nehme
M p, mache 61)2 ^ 90° und schneide in 0 die Senk¬
rechte V2 mit einem Kreise aus 6 vom Halbmesser a ; dann
halbiere man 06 in X und schlage um U einen Kreis vom
Halbmesser m „ , welcher 6V in ^ schneidet . 46̂0 (vergl.
Fig. 126) ist das gesuchte Dreieck .

Beweis . 60 a (Konstr .) ; 01) HIV und 61 ) p,
also p Projektion von a auf o (Fr. 112 I . ) ; OM ^ X6 ,
also X4 Mittellinie und (Konstr .) .

Determination . Die Aufgabe ist unlösbar , wenn
a < 1 p (Fr . 74 VIII. ) ; ebenso wenn kleiner ist als die
von M auf 64 gefällte Normale (Fr. 83 I . ) . Die Aufgabe
ist eindeutig , wenn der von H auf 4.6 gefällten Senk¬
rechten gleicht (Fr . 83 II .) . Es giebt ferner zwei Lösungen
(Fr. 83 III. ) , wenn diese Senkrechte w» und ^ ^
ist ; dabei sind die beiden gefundenen Dreiecke beide spitz¬
winkelig bei 6 , wenn << , bei dagegen
eins spitzwinkelig und eins stumpfwinkelig. Bei

endlich ist die Aufgabe wieder eindeutig und das Dreieck
rechtwinkelig (Fr. 83 IX. ) . Vergl . auch Fr. 79 VIII.

II . Aus I . erkennt man zugleich , daß das Dreieck , wenn
eine Höhe ll« gegeben ist, sowohl als Summe, wie als Diffe¬
renz der beiden durch diese Höhe und die Seiten n und b
erzeugten Dreiecke erscheinen kann .

136 . Was versteht man unter einem Datum?
I . Von den Fr . 80 I . bis III . und V. entsprechenden

vier Grundaufgaben über das Dreieck ist unter den vor¬
hergehenden Aufgaben nur die eine in Fr. 116 gestellt worden ,
eine zweite in Fr. 129 II . ; die Lösung der beiden andern
folgt unmittelbar aus Fr . 118 .



Fr . ISS . Einige Aufgaben und Übungssatze . 141

II . In den vorausgegangenen Aufgaben konnten die

gegebenen Stücke selbst und ohne weiteres zur Lösung benutzt
werden . Es kann aber auch sein , daß einige der gegebenen
Stücke zwar sich nicht unmittelbar zur Lösung verwenden

lassen , daß man aber wohl durch sie ein nicht unmittelbar

gegebenes Stück zu finden vermag , welches dann an Stelle eines
unmittelbar gegebenen treten und so die ursprüngliche Auf¬

gabe in eine andere , womöglich leichter zu lösende um¬
wandeln kann .

Stehen eine Anzahl von Bestimmungsstücken in einem

solchen Zusammenhänge mit einander , daß man jedes einzelne -

derselben finden kann , wenn die übrigen bekannt sind , so nennt

man die Gesamtheit ein Datum .

III . Der Inhalt von II . mag an einem Beispiele erläutert
werden .

Ist in einem Dreiecke ^ .80 die Winkelhalbierende
01gegeben und schneidet dieselbe die Seite o in 1 , so

ist bei H. )> 8 nach Fr . 69 VI . und 68 II . der spitze Winkel

1110 . 8 - j- ^ 0 8 n (180 ° — — 8 ) - 90 ° — 1

(H — 8 ) . Die zugehörige Höhe 00 ^ b „ hat aber ihren
Fußpunkt zwischen und 1 (Fr . 71V .) , und deshalb ist der
Winkel ^ 10 auch ^ 90 ° — / j . 100 (Fr . 71 II . ) ; also ist

nach Fr . 20 VIII .
^ 10 v - - b «) 8 ) , wenn ^ > 8 ,

^ ( 8 — wenn8j > ^ .

Somit bilden die Winkelhalbierender ^ , dieHöhell ^
und die Winkeldifferenz (^ — 8 ) ein Datum , d . h . je
zwei dieser drei Stücke bestimmen das dritte , sie genügen
indessen natürlich noch nicht zur Bestimmung des Dreiecks .

IV . Außer den Winkeln und Seiten (Fr . 79 ) giebt es

für das Dreieck und für die Vielecke auch noch andere

Bestimmungsstücke . Unter diese wird aber für jetzt der

Flächeninhalt noch nicht mit aufzunehmen sein , vielmehr
sollen einige darauf bezügliche Aufgaben später (im siebenten
Kapitel , Fr . 180 ) nachgetragen werden . In Fr . 139 bis 143
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dagegen folgen einige Aufgaben , deren Lösung einen beson¬
dere Kunstgriff nötig macht ; auf sie können verschiedene
andere Aufgaben mit Vorteil zuriickgeführt werden .

137. Welche Data für das Dreieck sind hier zu nennen ?

I . Die drei Winkel 8 , 0 . Vergl . Fr . 68 II .
II . Die beiden Winkel an der Hypotenuse eines recht¬

winkeligen Dreiecks . Vergl . Fr . 71 II .
III . Im symmetrischen Dreiecke der Winkel an der Spitze

und die Winkel an der Grundseite . Vergl . Fr . 75 III .
IV . Die Winkelhalbierende , die Höhe und die Winkel¬

differenz . Vergl . Fr . 136 III .
V . Die Höhe und Mittellinie für eine Seite und die

Differenz der Projektionen der beiden andern Seiten auf
jene Seite .

Es sei / 0 / 0 8 ; dann ist die Projektion 80 — p ,
Fig . 126 , der Seite a auf o größer als die Projektion — g
von b auf o (Fr . 112 X . ) . Nun ist 8V 8L . — I >.)

— g — l (p — g ) . Das rechtwinke¬
lige Dreieck 01) 8 läßt sich aber konstruieren (Fr . 81 I . ) ,
wenn von seinen drei Seiten 00 ich , 08 — m, und 8V

zwei gegeben sind ; also läßt sich aus zweien die dritte finden .
Wäre das Dreieck ^ 80 stumpfwinkelig , so wäre 8ov
81) — 88 p - l <; — p — l « f>— — ö

Nach Fr . 112 VII . wäre ja als negativ aufzufassen .
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VI . Der Halbmesser des umschriebenen Kreises , eine
Seite o und ihr Gegenwinkel 0 .

Wäre r und o bekannt, so trage man e in den Kreis vom
Halbmesser r ein (Fr . 102 XII . ) ; dann ist nach 98 II .
zugleich der Winkel 0 zweideutig bestimmt.

Wäre r und 0 bekannt, so mache man im Kreise vom
Halbmesser r an der Tangente H , Fig . 91 S . 99 , in L
den /Xu 0 und der Schnittpunkt v liefert dann LD o
(Fr . 100 I . und 98 IV . ) .

Wäre o und 6 bekannt , so trage man Lv - o , Fig . 91
S . 99 , auf dem einen Schenkel des Winkels u 0 auf ; der
Kreis berührt dann den andern SchenkelH in I-l und besitzt
Lv als Sehne (Fr . 100 I . ) ; sein Mittelpunkt U ist also auf
verschiedene Weise leicht zu finden, z . B . nach Fr . 89 V .

In allen Fällen ist die Lage des Punktes 0 auf dem
Kreise und daher auch das Dreieck selbst noch nicht bestimmt.

VII . Der Halbmesser i-o des eingeschriebenen Kreises um
V,„ ein Winkel 0 und die um dessen Gegenseiteo verminderte
Summe u - stb der beiden anliegenden Seiten .

In Fig . 102 S . 108 ist in dem rechtwinkeligen Dreieck
611„ll , der — st 0 und nach Fr . 105 XI.

und 104 VIII . aber auch d . tu ^ ^ ^
^- - -

Das /X 6Noll>l ist aber durch je zwei der genannten Stücke
bestimmt (Fr . 81 ) und somit läßt sich aus den letzteren das
dritte Stück finden.

VIII . Der Halbmesser rz des einer Seite o angeschriebenen
Kreises um Nz , der Gegenwinkel 0 dieser Seite und die
Summe s - u -st- b - st o der drei Seiten (Fr . 81 ) .

In Fig . 102 S . 108 ist ja im rechtwinkeligen /X6L1z1V ,
der / H01V, — ! 0 und U^ V , iz , nach Fr . 105 XII .

g. - st b - st o

2aber 6VV ,
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138 . Welche Data für die Vierecke sind hier aufzusiihren ?
I . Die vier Winkel. Vergl . Fr . 72 III .
II . Bei Parallelogrammen zwei parallele Seiten , die

Höhe (Fr . 108 XIII. ) für das zweite Seitenpaar und die
Winkel . Vergl . Fr . 81 .

Anstatt eines Winkels könnte auch der Winkel zwischen
den beiden Höhen gewählt werden ; vergl . Fr. 71 VI.

III. Beim Parallelogramm eine Diagonale , eine der
beiden Höhen und der Winkel, welchen sie mit jener Diago¬
nale macht . Vergl . Fr . 81 .

IV . Bei Trapezen eine der nichtparallelen Seiten , der
an dieser liegende Winkel und die Höhe (Fr . 108 XIII. ) .
Vergl . Fr . 81 .

V . Bei Trapezen zwei benachbarte Seiten, der von ihnen
eingeschlossene Winkel und die ihre freien Enden verbindende
Diagonale . Vergl . Fr . 80 I . und II.

VI . Bei Trapezen eine Diagonale , der Winkel zwischen
ihr und einer parallelen Seite und die Höhe. Vergl . Fr. 81 .

VII. Bei Trapezen die Verbindungsstrecke der Mitten der
beiden parallelen Seiten , die Höhe und die Differenz der
Projektionen der nichtparallelen Seiten auf die parallelen .
Vergl . Fr. 137 V. .

139 . Ein Dreieck zu konstruieren aus der Höhe L, dem Winkelk
an der Spitze und der Differenz p — «z der Projektionen der beiden
andern Seiten r und b auf die Grundseitc e.

Anleitung zur Lösung. Errichtet man beim /VVLO ,
Mg . 126 , im Endpunkte V„ der Projektionendifferenz IW
— p — lg eine Normale VL , verlängert man VO , bis sie

in X schneidet , und macht man noch 6L ->- V,2„ so ist
/ XOVA ^ / X V,6V (Fr. 108 XII. und I.)

6L V .. I) VI) (Fr . 67 II . , 75 III .)
/ X 6LX ^ / X vvo (Fr. 81 II . , 62 I .)

XL ^ 60 VoL (Fr . 67 II . , 108 XIII . ) ;
es ist also VoX - 2V0 2b , und außerdem /^. XOL

180° — 0 .
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Lösung . Man konstruiere /(xL4oN aus L^ ° - p — 1,
^ ^ 90 ° und 4.°N — 2 00 . Der Eckpunkt 0 des
gesuchten Dreiecks liegt dann zugleich in einer Parallelen zu
LV„ im Abstande V „N — b° und auf einem Kreise mit dem
Peripheriewinkel ( 180 ° — 0) über der Sehne IM (Fr. 98
VII . ) . Der Eckpunkt V findet sich schließlich am bequemsten
aus 0^ — 04. ° , oder auch durch Verlängerungvon NO.

Von den beiden Schnittpunkten zwischen dem Kreise und
LO ist nur der von LN aus nach Vo2 hin liegende zu ge¬
brauchen ; der andere liefert Hin unbrauchbares Dreieck ,
welches nicht alle gegebenen Stücke enthält.

Wäre ll° nicht gegeben , so wäre die Aufgabe unbestimmt ;
jedes andere beliefert ein anderes V .,N und LN, sowie einen
anderen Kreisbogen , aber doch ein Dreieck mit V .,L — 9— q
und 0 .

140 . Wie konstruiert man ein Dreieck ans der Grundseite 0,
der Höhe d° und der Differenz 4 — 1! der Grundseitcnwinkel ?

Anleitung zur Lösung. Ist im /X4.L0 , Fig - 126 ,
L)I° Lv — v ^ ° Lv — VV ^ p — g die Differenz
der Projektionen der Seiten a und b auf 0 , so ist / O V°OL
^ / ( 0^ °X — ^ L (Fr . 69 VI . ) --- / ^ OXV ° — ^ . L
(Fr . 75 VII . ) — / ( V — /OL. Ferner ist ^ °0 ° ^ 0 °L
und 1)0 ° ^ VX° - j- X°0 ° ^ VV - j- 0 °6 ^ L ^ z <>.

Lösung. Man mache 00 ° — ^ v , / ^ 0°V2 — 90° und
1)0 — ll ° , sodann verlängere man 00 ° um 0°X — 0 °0 und
zeichne über OX ein Parallelogramm 08X^ ° , worin der
^ 06X ^ 180° — ^ °0L - -- 180° — / ( (V — L) .
Dazu hätte man einen Kreis zu schlagen , in welchem der Peri¬
pheriewinkel über der Sehne OX die Größe 180° — sX — L)
hat (Fr . 98 VII. ) , und diesen mit der Verlängerung von
1)0° in L zu schneiden . V findet sich endlich aus 84 . — 0.

DerPunktL (undähnlich OinFr . 139) erscheint bestimmt
durch zwei geometrische Örter (Fr. 74XVII . ) , nämlich:
den Kreis und die Gerade 00 °.

Zetzsche , Geometrie. 3 . Aufl. 10
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141. Ein Dreieck 486 zu zeichnen aus dem Halbmesser r des
umschriebenen Kreises , der Grundseile 48 — e und der Winkel¬
halbierenden 64 -- .

I. Anleitung zur Lösung. Ist in Fig . 127 der
Kreis L um das / X XLO geschlagen und schneidet ihn die
Winkelhalbierende 04 in ck«, so entstehen nach Fr . 69 I . zwei
gleichwinkelige Dreiecke 4o4X und wenn manche zieht.
Denn es ist ja

/ (. chOX — / 1. 4oOL — ^ 4„XL (Vor. undFr . 96 II. )
/^ XchO — (Fr- 20 I .) .

Lösung *) . Man schlage einen Kreis L um N mit dem
Halbmesser NX — r , trage in ihn die Sehne X6 — o ein
(Fr . 102 XII . ; vergl . auch Fr . 98 VII . ) und mache Xckl^ ckstZ
(Fr . 90 III . ) ; dann geht die Winkelhalbierende durch ch
(Fr . 98IV. ) . Ferner mache man XX Xch und XX — ^

' ) Allgemeiner <aber etwas umständlicher) lautete die Lösung : Man trage
in den um dl geschlagenen Kreis L vom Halbmesser I die Sehne ° ein,
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schlage aus U den Kreis X , durch V , schneide ihn durch die

Gerade loXI ^ und schlage aus Io den Kreis X 2 durch Og ;
dann schneidet X , den Kreis X im gesuchten Punkte 0 des
Dreiecks VHO . — Der zweite Schnittpunkt zwischen X und

X . liefert nichts Neues .
Natürlich muß auch 1„1 — sein und man könnte damit

den Punkt 1 in LV bestimmen ; wegen der unvermeidlichen
Ungenauigkeiten im Zeichnen ist es aber für die Praxis im

allgemeinen vorzuziehen , 1oO durch die weiter von einander

entfernten Punkte1 „ und 6 zu bestimmen .
Der Beweis folgt in Fr . 161VIII . Ein anderer Beweis

liegt in Fr . 160 IV .
In gleicher Weise wäre die Aufgabe zu lösen , wenn

statt 01 die Halbierungslinie 01 " — vi/ des Außen¬
winkels bei 0 gegeben wäre ; nur würde dann der Bogen

V1/L in Io
"

zu halbieren und die Normale VX " — ^ >v „
"

auf VI / zu errichten sein . Wie 1/ in der Verlängerung von
UV liegt , so liegt Xin der Verlängerung von 1 ..V ; 01 "

liegt
in Fig . 127 rechts von OV und X / ist um Io"

durch 0, "

zu ziehen .
II . Eine andere Lösung folgt in Fr . 161 X .

142 . Wie findet man das Dreieck 4kl! aus der Grundseite e,
dem Gegenwinkel l! und der Winkelhalbierenden w -, ?

I . Beschreibt man über VL — o einen Kreis X , in

welchem der Peripheriewinkel über v — 0 ist (Fr . 98 VII . ) ,
so kann man aus dessen Halbmesser r nebst o und nach

*
Fr . 141 das 2X VL0 finden .

II . Zwei andere Lösungen folgen in Fr . 161 IX . und X.
- -

mache schlage um einen beliebigen Punkt n in ti.2 einen
Kreis Lg durch L , über lg? einen Halbkreis Lj , trage in diesen von n aus eine
Sehne Ntz ein. welche der Entfernung einer gleichenden Sehne des Kreises
Lg vom Mittelpunkte n an Länge gleicht, und ziehe lotz. Dann schneidet IgH
den Kreis Lg in zwei Punkten Lj und Lg und es ist nach Fr. SS I . LjLg— V- ,
ebenso lwie in Fr. 161 IV .) I„vj . IgLg — IgL , deshalb ebenfalls I,vg
und Igll — ilgLj .

1Ü«
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143 . Wie findet man in einer gegebenen Geraden k einen
Punkt »I , dessen Entfernungen »4 und W von zwei gegebenen
Punkten 4 und k eine vorgeschriebene Summe 8 ( oder Differenz <I >
liefern ? Vergl . Fr . 148 I .

I . Anleitung zur Lösung. Der gesuchte Punkt U
läßt sich auch auffassen als Mittelpunkt eines Kreises X,'
(Fig . 128) vom Halbmesser LlL — 4M und letzterer berührt

Fig. I2S.

den um mit dem Halbmesser ^.11 — s — 41^ -s- M (oder
ä — 41^ — 4111 ) geschlagenen Kreis M von innen (oder von
außen) in II . Wird ferner um irgend einen Punkt bl in 6
mit dem Halbmesser M ein dritter Kreis X. geschlagen , so
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schneiden sich Lg und L . in L und L , (Fr . 102 HI . ) , Lg
und Lg in V und X (Fr . 102 VII . und Fr . 76) , weil
XX> XII — XII > XII — XL . und XX < XII - s- XII
< XII -s- XL , (Fr. 91 XIII .) . LL . und XV schneiden sich
in einem Punkte () , und es muß die nach dem Berührungs¬
punkte II zwischen L , und Lg gezogene Strecke t^II die beiden
Kreise L , und L2 zugleich berühren .

Lösung. Man mache L2 _!_ 6 und L . Ti — L2 , schlage
aus X den Kreis L2 mit dem Halbmesser XII — s (oder ä) ,
aus einem Punkte X in 6 den Kreis Lg durch 6 und Ich,
welcher Lg in V und X schneidet , und ziehe vom Schnitt¬
punkte zwischen LL . und VX die Tangente HII an L2
(Fr . 103 I.) ; dann schneidet IIX die Gerade 0 in LI. —
Nach Fr . 103II . giebt es zwei Tangenten (jll an L2, zwei
Berührungspunkte II und zwei Punkte U in tz.

Der Beweis folgt in Fr . 161 XI.
Dürfen X und L auf verschiedenen Seiten von 6 liegen?

Darf 6 durch X , durch L , oder durch beide gehen ? Wie
gestaltet sich dann die Lösung?

II . Wie ließe sich die Aufgabe mittels eines biegsamen
Fadens von der Länge s (oder ck) lösen , dessen Enden in X
und L festzumachen wären?

III . Über eine dritte Lösung vergl. 170 VIII.

Sechstes Hapilel .

Die Ähnlichkeit ebener Figuren .

144. Wenn sind zwei Strecken kommensurabel ? wenn inkom¬
mensurabel ?

I. Ist eine Strecke 01)
^ ^ e , » ^^ (Fig . 129) genau

2 , 3 , 4 . . . . x mal so groß ^ - ^ e?
als eine andere Strecke XL
— m , so heißt u ein ganzes Mg. 129 .
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Vielfaches von m , während in ein Maß von a genannt
wird. Vergl . Fr . 23 HI.

Dabei ist a — xm , oder a : m —x , und m geht also in a
auf . Die ganze Zahl x , welche angiebt , wieviel mal m in a
enthalten ist , heißt die Maßzahl von u.

II . Geht dieselbe Strecke — w sowohl in der Strecke
60 — als in der Strecke LI? — b auf , so ist in ein
gemeinschaftliches Maß von u und d , und die beiden
Strecken a und b heißen dann kommensurabel.

Zwei Strecken , welche kein gemeinschaftliches Maß haben,
werden inkommensurabel genannt .

III . Sind n und v ganze Zahlen, also uu und vd ganze
Vielfache von u und b , dann geht das gemeinschaftliche Maß m
von a und b auch in der Summe und dem Unterschiede von
ua und vd auf . Ist nämlich a — xm und b — wobei
x und zr ganze Zahlen sind , so ist (Fr . 20 XIII . ) :

uu sti vd — uxm lii — (ux ich v^) m,
und hier ist (ux ich vz )̂ ebenfalls eine ganze Zahl.

IV . Nimmt man die kleinere a von zwei Strecken a und d
so oft als möglich (^ mal) von der größeren d hinweg , so
bleibt , wenn a nicht in d aufgeht , ein Rest r«, welcher kleiner
als a ist ; es ist dann b — - s- r^.

Nimmt man nun so oft als möglich (2 , mal ) von a
weg und bleibt dabei ein weiterer Rest r„ so ist dieser kleiner
als rg , und es ist a — r^ro -str, . Bei Fortsetzung dieses
Verfahrens erhalte man der Reihe nach die ferneren Reste
N2, I'g . . . .

Wird dabei endlich einmal ein Rest — 0 , dann sind a
und b kommensurabel .

Man erhält nämlich dann zu :
d — rioa -s- i'o
L — 2,Io -"st I'i
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weiter : i ° — ^ r , - j- 1-2
r , — Lzly - " I'z
I°2 - ü ,1'2

1»—2 I j 1...
r,-—> e».

Demnach ist also zunächst ein Vielfaches von r„ ;
Gleiches gilt wegen III. auch von und allen vorher¬
gehenden Resten , und endlich ebenso von s und d .

V . Sind die Strecken s und b kommensurabel , ist z . B.
s — xm und b — so geht m nach III . auch in r« —
b — auf , daher ferner noch in r , — s — dann in
r- — — 2zr , und in allen folgenden Resten i-z, r, rc.

Da ferner nach IV . jeder folgende Rest kleiner ist als der
vorhergehende , so werden auch die Maßzahlen der späteren
Reste immer kleiner und kleiner ; zudem sind alle Maßzahlen
x , ^ . . . . ganze Zahlen (I . ) , daher muß , wenn man das
in IV . beschriebene Verfahren lange genug fortsetzt , endlich
eine Maßzahl — 0 , also der zugehörige Rest ebenfalls — 0
werden.

VI . Aus IV . und V . folgt sofort , daß kein Rest — 0
werden kann , falls die Strecken a und b inkommensurabel
sind , und daß letztere

VII. inkommensurabel sind , sobald kein Rest verschwindet .
VIII. Etwas umständlicher läßt sich Nachweisen, daß in

IV . der letzte nicht verschwindende Rest das größte
gemeinschaftliche Maß*) für n und b ist.

115. Wie verhalten sich zwei Strecken ?
I . Das (geometrische) Verhältnis zweier Strecken findet

man nach Fr . 23 IV . durch Division der einen durch die
andere. (Vergl . Katech . d . prakt. Arithmetik , S . 135 bis 157 ;
desgl . ebenda Fr . 45 .)

Vergl. Katechismusder Praktischen Arithmetik. S. Aufl. LeipziglSSS. S . S4.
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Der hierbei auftretende Quotient ist eine unbenannte
Zahl, und jenachdemdiese Zahl rational , oder irrational
ist (d . h . jenachdem diese Zahl zur Zahl 1 kommensurabel,
oder inkommensurabel ist) , heißt das Verhältnis selbst ein
rationales , oder ein irrationales Verhältnis .

Auf einfache rationale Verhältnisse in Dreiecken sind wir
bereits in Fr . 111 VI . bis VIII . gestoßen .

II . Zwei kommensurable Strecken n und b Verhalten sich
wie ihre Maßzahlen und stehen in einem rationalen
Verhältnis zu einander ; denn ihre Maßzahlen sind ganze
Zahlen , weshalb ihr Quotient rational sein muß . Ist näm¬
lich n — xm und b — z?m, so ist (nach Fr. 20 IV .) :

a. _ xm _ x
b V

III . Sind die Strecken n und b inkommensurabel, so geht
ein Maß m von b — z?m nicht in n auf , vielmehr ist jedes
Vielfache von m entweder größer , oder kleiner als n .

Ist nun xm das größte unter den Vielfachen von m ,
welche kleiner als n sind , so wird das nächste Vielfache, näm¬
lich (x - s- l ) m, schon größer sein als n ; a liegt also zwischen
diesen beiden Vielfachen, oder es ist (nach Fr . 20 VIII.
und IV .) :

xm L (x -s- 1 ) m
xm L (x -j- l ) m
^ ^ b
xm n (x -2- 1 ) m
vm d vm

Also läßt sich das Verhältnis der inkommensurabeln
Strecken a und b zwischen zwei rationale Verhältnisse

und - ^ einschließen . Der Unterschied dieser beiden
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Verhältnisse ist
^ '

'
^

- ^
— - und wird um so

kleiner , je größer der Nenner ^ wird ; ^ — b : in aber kann

man beliebig groß machen , wenn man nur das Maß m
immer kleiner und kleiner wählt . Wenn nun ^ wächst , so
wächst zugleich auch x , sowohl xm , als (x - j- 1 ) m nähert

sich a , und es rücken sich die beiden Grenzverhältnisse einander
immer näher und näher , denn der Unterschied zwischen beiden

vermindert sich dadurch , daß
^

— - bei wachsendem /

nach und nach größer ,
(x - j- 1 ) . 1

nach und nach

kleiner wird . Je näher aber diese beiden Grenzverhältnisse
an einander gerückt sind , desto geringer ist der Fehler , welchen
man begeht , wenn man das zwischen ihnen liegende Verhältnis

— der einen , oder anderen Grenze , z. B . , gleichsetzt,
b X

Genau jedoch läßt sich das Verhältnis der beiden inkom -

mensurabelu Strecken a und b nie durch das Verhältnis

zweier ganzen Zahlen ausdrücken , wie groß man auch ^

wählen mag ; das Verhältnis ist vielmehr irrational , und

als genaues Verhältnis hätte die Zahl zu gelten , welcher sich
X X —I— 1

die beiden Grenzenverhältnisse und - — immer mehr

und mehr nähern , je mehr sie sich bei Vergrößerung von ^
einander selbst nähern , indem das eine immer größer , das
andere immer kleiner wird .

146 . Was versteht man unter Längeneinheit und Längenzahl ?

I . Da man nach Fr . 145 III . das Verhältnis zweier
inkommensurabeln Strecken mit beliebig großer Genauigkeit
durch ein rationales Verhältnis ersetzen kann , so darf man
eine Strecke m als Maß für alle anderen Strecken wählen
und nennt dieses Maß dann dieLängeneinheit (Maßstab ) .
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II . Die Maßzahl x einer anderen Strecke a xm heiße
die Längenzahl dieser Strecke.

Zwei Strecken Verhalten sich dann wie ihre
Längenzahlen . Geht zwar nicht die Längeneinheit, wohl
aber ein Teil derselben in einer Strecke auf , so ist die Längen¬
zahl der letzteren ein Bruch .

III . Wegen seiner großen Verbreitung benutzen wir als
Längeneinheit das Meter oder den Stab ( 1").

Tabellen über die Unterabteilungen und Vielfachen des
Meters und sein Verhältnis zu anderen Längeneinheiten,
namentlich den verschiedenen Fußmaßen und deren Unter¬
abteilungen , folgen am Schluß dieses Katechismus.

147. Wenn bilden vier Strecken eine Proportion?
I . Vier Strecken u , d , e und ä sind einander proportio¬

nal oder bilden eine (geometrische ) Proportion
u : b — o : ä oder — - - ,

b ä
wenn a und b dasselbe Zahlenverhältnishaben, wiee und ä ;
sind dagegen u und b inkommensurabel, so stehen u , b , o
und ck in Proportion , wenn a und b bei jeder beliebigen
Annäherung immer dieselben Greuzverhältnisse haben , wie
o und ä .

II . In jeder richtigen Proportion u : b — o : ä gleicht
wegen Fr. 20 VIII. das Produkt aä der äußern Glieder
dem Produkte de der innern Glieder .

III . In der stetigen Proportion u : b — b : ä heißt
b — s/uck das geometrische Mittel oder die mittlere
Proportionale zu u und ck. Vergl . Fr. 19 V . und VI.

IV . Ist eine Strecke u in stetiger Proportion (III. ) , d . h.
so geteilt , daß ihr größerer Abschnitt x das geometrische
Mittel zwischen u und ihrem kleinern Abschnitte (u —x ) ist,
so heißt der x liefernde Schnitt der Strecke der goldene
Schnitt . Vergl . Fr . 164 V .

Aus u : X — X : (g, — x) findet sich : X —
2 ( 1) '
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V . In jeder richtigen Proportion darf man wegen II .
die innern Glieder mit einander vertauschen und ebenso die

äußern ; denn dadurch ändern sich die Produkte nicht .
VI . Über die Prüfung der Richtigkeit einer Proportion

und über das Rechnen mit Proportionen vergl . Katechismus
der prakt . Arithm . Fr . 129 bis 131 und Fr . 132 ff.

Die geometrische Lösung der Proportionsaufgaben wird
in Fr . 164 gezeigt werden .

148 . Wie erhält mau au einem Dreieck , oder allgemeiner
zwischen zwei Geraden proportionale Strecken ?

I . Zieht man in einem Dreieck 4 .60 (Fig . 130 ) eine Parallele
4 .,0 , zu einer Seite ^ 0 , so
durch die Parallele in je
zwei Abschnitte geteilt ; da¬
bei sind die oberen Ab¬
schnitte 64 , und 60 , den
Seiten 64 und 60 , die

Parallele 4,0 , aber der
dritten Seite 40 pro¬
portional .

Vor . 4,0,//40 .
Beh . 64, : 64 ^

Werden die Seiten,46 und 60

/ /

Fig . IS » .
60, : 60 ^ 4,0, : 40 .

Bew . Sind 64 , und 64 kommensurabel , wäre also
etwa 64 , — xuiz und64 — so trage man das gemein¬
schaftliche Maß wz auf ihnen ab und ziehe durch die Teil¬
punkte (deren einer mit 4 , zusammenfällt ) Parallelen zu 40 ;
dann werden 60 , und 60 beziehungsweise auch in x und ^
gleiche Teile m , geteilt (Fr . 111 VI . ) ; daher steht :

64, : 64 — xiliz : — x : ^ — xm, : — 60, : 60 .
Nach Fr . 111 VII . verhält sich ferner auch 4,0, : 40 —

Xlll , : — X : ^ — 64, : 67 V Verbindet man aber die

gleichen Verhältnisse (nach Fr . 20 V . ) , so ergiebt sich (wie
auch schon in Fr . 111 VI . bis VII . ) :
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Wären dagegen 8V , und 8V inkommensurabel , so
sind auch 66 , und 86 inkommensurabel; sind wz und m,
wieder Maße von 8V, und 80i , so fällt zwar ein Teilpunkt
auf und auf Oi , nicht aber auf V und auf 0, V0 liegt
vielmehr zwischen derund ( v s- 1 )'°" Parallelen , und
deshalb liegt das Verhältnis 80 , : 80 , ebenfalls nach
Fr . 111 VI . , zwischen denselben Grenzen (Fr. 145 III . ),
wie das Verhältnis 8V, : 8V . Daher gilt (nach Fr. 147 I . )
der ausgesprochene Satz auch jetzt noch.

II . Subtrahiert man die gleichen Verhältnisse 8V, : 8V
und 80, : 80 Von 1 (Fr . 20 VIII. ) und macht die Reste
gleichnamig, so wird :

1 — i 80 . 8V—8V . ^ 80—80 .
8V

" 80 ' 8 .V 80 '
oder : ^ . : 8^ — 00, -. 80 , wofür man bei Vertauschung
der mittleren Glieder : 00 . — 6^ : 80 — 6V . : 80,
erhält,

d . h . es sind auch die unteren Abschnitte und 00,
den oberen Abschnitten 8V , und 80, , sowie den ganzen
Seiten 8V und 80 proportional.

III . Ganz das Nämliche tritt auf , wenn die Punkte
und 0. nicht in den Schenkeln ^,8 und 06 , sondern auf
deren Verlängerungen jenseits 8 liegen.

IV . Die HalbierungslinieUV (Fig . 131 ) eines Winkels L.
des Dreiecks V80 teilt die Gegenseite 60 in zwei Abschnitte
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66 und 06 , welche den anliegenden Seiten 46 und 40
proportional sind . Vergl . Fr . 73V .

Zieht man durch 6 eine Parallele 612 zu 64 , bis sie in 12
von der verlängerten 04 getroffen wird, dann ist n — v
und — / ,x (Fr . 62 I .) ; da nun 46 den Winkel 4
halbiert , also / (. x — ^ /1. 640 ist , so muß nach
Fr. 20 IV . auch / Zn — X/v, und weiter nach Fr. 74 VI.
noch 40 — 46 sein . Aus 46//06 folgt nun nach II . , daß
86 : 60 — 124, : 40 und daher (wegen Fr . 20 IV . ) auch
66 : 60 ^ 64 : 40 ist .

V . Halbiert 40 in Fig. 131 den Außenwinkel I!4X des
/^ 460 und ist 66//40 , so läßt sich ganz so wie in IV.
Nachweisen , daß / ,n — — X/p — / (. s, also 46 — 46
ist , woraus dann nach II . folgt , daß 60 : 00 — 64 : 04 ,
oder 60 : 00 — 46 : 40 ist , daß also auch

die Halbierungslinie 40 des Außenwinkels 64X die
Gegenseite60 den beiden anderen Seiten proportionalschneidet .

VI. Weil in Fig. 131 nach Fr . 20 VIII. auch
— X/p - s- ist , so stehen die beiden Halbierungs¬

linien 4V und 40 auf einander senkrecht (Fr . 34 III . und
39 II . ) .

Der Scheitel 4 liegt demnach im Halbkreise über 06 .
VII. Also ist der geometrische Ort (Fr. 74 XVII .)

eines Punktes 4 einer Ebene , dessen Entfernungen 46 und
40 von zwei gegebenen Punkten 6 und 0 dieser Ebene in
einem gegebenen Verhältnisse stehen (vergl . Fr. 144) , ein
Kreis vom Halbmesser r ^ 60 . Dieser Kreis heißt der
apollonische Kreis .

Für 46 : 40 — 1 fällt O in die Mitte der Seite 60
(Fr. 80 II . ) , 64 wird senkrecht 60 und 0 rückt unendlich
weit fort, indem X). Ound ^ 6 — 90°
werden, und r wächst ins Unendliche : der Kreis wird zur
Geraden . Vergl . Fr . 86 V.

VIII. Auch 66 steht auf 60 senkrecht (Fr . 71 III .) , da :
X/n - s- n — / / s - s- / (. v.
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IX . Eine Erweiterung von I . und von Fr. 111 VI . bis
VIII . bezw . Fr . 108 III . bildet der Satz : Werden zwei
Gerade 0 , und 6 ? , Fig . 132 , von drei Parallelen I>-
und ?zgeschnitten, so verhalten sich die Abschnitten, ! , , !,L ,
und II,K , auf der einen zu einander , wie die entsprechenden
Abschnitte IN!- , N8 - und NIX , auf der andern .

Fig . IS2 .

Beweis . Man ziehe INX -, so ist nach I . und Fr. 20 V.
1NX : X' X- : II,X. I NN : .NL, : II -X.8, ! , : ! ,L, : 8,8 ,

X . Für die Abschnitte der Parallelen gilt in Fig . 132
die Gleichung *) :

! .! - . 8 .L , --- 8,82 - NL , - s- L .X - . N,! ,.
Beweis . Nach I . und Fr . 147 II . ist :

8,8 - . 8 .! ,

II,IN . 8 .! ,II .1N . 8 -! ,

! , !- . 8 . 8 . — (! ,« -s- ! -8 ) 8,8 ,
N, ! , . 8,8 - - j- 8, ! . . 8,82 .

Bei 8, ! , ^ 8, ! , ^ ^ 8,8 , wird (wie in Fr . 111III .) :
! .! - — z ( 8 .8 - - j- 8 .82) .

*) Uber die Bedeutung der Produkte in dieser Gleichung vergl. die Anmerkung
zu Fr . Ib9 II .
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XI . Aus IV . und V . fließt wegen Fr . 20 V . auch noch :
OI) : 8I) 08 : 88 ,

'die Gegenseite 08 wird also von den beiden Winkelhalbie¬
renden VI) und V8 innerlich und äußerlich in gleichem Ver¬
hältnisse (harmonisch) geschnitten .

149. Lassen sich die Sätze in Fr . 148 umkehren?
I . Schneidet die Strecke V,0 , (Fig . 133) die beiden

Seiten 8V und 80 des Dreiecks V80 so , daß die oberen
Abschnitte 8V , und 80 ,
den ganzen Seiten 8V
und 80 , oder den unteren
Abschnitten V,V und 0,0
proportional sind , so ist
die StreckeV,0 , der dritten
Seite VO Parallel .

Sind 8V, und 80 , den
ganzen Seiten8V und VO
proportional , so sind sie
auch den Abschnitten V,V
und 0,0 proportional (vergl . Fr . 148 II . ) und umgekehrt.
Beide Voraussetzungen fallen also wesentlich zusammen und
der Satz braucht bloß noch für die elftere Voraussetzung
(8V, : 80 , — 8V : 80 ) bewiesen zu werden.

Zieht man nun durch V, eine Parallele zu VO , so muß
dieselbe die Seite 80 in einem zwischen 8 und 0 gelegenen
Punkte Os schneiden , und es wäre dann :

80s ^ 8V,
80 ^ 8V
8V, ^ 80 ,
8V

^ 80
80s 80 ,
80 ^ 80

(Fr. 148 I . )

(Vor.)

(Fr . 20 V. )

80s ^ 80 , (Fr . 20 VIII . ) .
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Es fällt also der Punkt Os auf 0„ d . h . die Strecke 4,0z
fällt mit 4,0 , zusammen, und es ist demnach 4,0,//40 .

II . Versucht man in gleicher Weise wie in I . den Paral¬
lelismus zwischen 4,0 , und 40 für den Fall nachzuweisen ,
wo 64, : 4,0 , — 64 : 40 ist , so findet man , daß dann

02 — 4,0 , sein müsse . Da es nun aber in 80 (und seiner
Verlängerung ) im allgemeinen zwei Punkte 0, und Og giebt,
welche von 4 , um die Strecke 4,0z — 4,0 , entfernt sind
(Fr. 74 XI . und XII. ) , und da diese zwei Punkte in 80
von 8 aus nach 0 hin liegen (Fr . 69 VII . ) , sobald der
Gegenwinkel 8 der Seite 40 und der Schneidenden 4,0 ,
kleiner ist , als die Gegenwinkel 0 und 0 , der Seite 84
und des Abschnitts 64, , so ist es in diesem Falle nicht
unbedingt notwendig , daß Oz mit 0 , zusammenfällt und
demnach 4,0 , // 40 ist , sondern es könnte 62 auch auf 6z
fallen , also 4,0z// 40 sein .

III . Sobald dagegen in II . ^ 0, ^ 4 .̂ 8 )> 4l. 0 oder
84 , ^ 4,0 , und 84 < /40 ist , fällt 8 zwischen jene zwei
Punkte 0 , und 6z, und in der Seite 86 selbst liegt deshalb
nur der eine dieser Punkte , nämlich 6, (während der andere
6z in der Verlängerung von 68 liegt) .

Daher muß jetzt der ebenfalls zwischen 8 und 6 liegende
Punkt 62 mit 6, zusammenfallen, oder es muß 4,0 , //40 sein.

IV. Fallen die in II . und III . erwähnten beiden Punkte
6 , und 6z, Welche von V, um 4,0 , entfernt sind , von 8 aus
beide nach 6 hin , so ist von den beiden Winkeln 4,0,8 und
4,0z6 der eine spitz, der andere stumpf (Fr . 74 III .) .

Verhält sich daher die schneidende Strecke 4,0 , zur dritten
Seite .46 wie der obere Abschnitt 84 , zu seiner Seite 64,
so ist die Strecke 4,0 , der Seite 40 Parallel , sobald die
Gegenwinkel des Abschnitts 84 , und seiner Seite 6V ent¬
weder beide spitz oder beide stumpf sind .

V . Teilt man eine Dreiecksseite 80 (Fig. 131) in v
proportional den beiden anderen Seiten 46 und 46 , so
halbiert 40 den Gegenwinkel 4 der ersteren Seite 80 .



Fr . 14S—IS1 . Ähnlichkeit ebener Figuren . 161

Verlängert man nämlich OV nach D , sodaß VL —
wird, dann ist (nach der Vor.) — V6 -. V0 , also
auch ^ V0 : V0 (Fr . 20 IV. ) , folglich VV//W
(nach I . ) , und deshalb /^ x — / tzv und — / tzu
(Fr. 62 I . ) ; da nun (nach Fr. 74 I . ) /^. v — u ist , so
muß (nach Fr. 20 IV .) auch / . x ^ / tz v sein .

150. Welche Grundsätze folgen ans dem Begriffe der Ähn¬
lichkeit ?

Da zwei ebene Figuren ähnlich genannt werden (Fr. 66
III . ) , sobald sie gleiche Gestalt haben, so muß man :

I . ähnlicheFiguren ^.,6,6,und (Ng - 134)
erhalten , wenn man ähnlicheFiguren , z . B . Dreiecke , in gleicher
Weise aneinandersetzt̂ und

II . ähnliche Figuren in gleicher Weise in ähnliche Teile ,
z . B. in ähnliche Dreiecke , zerlegen können .

151. Wenn heißen zwei Punkte oder Strecken ähnlichliegend?
I . Lassen sich zwei ähnliche Figuren, wie -VItzOiItzItzund in Fig . 134 , von zwei Punkten Itz und Itzaus in ähnliche Figuren , z. B . in Dreiecke , zerlegen, so heißen

jene zwei Punkte ähnlichliegende (homologe).

II . Haben zwei ähnliche Figuren , wie Vcktzltzltzl -tz und^^ OzvzLzin Fig. 134 , einen gemeinschaftlichen ähnlich¬
liegenden Punkt Itz , so heißt dieser, wenn die entsprechendenSeiten paarweis parallel sind , Ähnlichkeitspunkt. (Vergl .Fr. 105 IV .)

Zetzsche , Geometrie. 3 . Aufl. n



162 Sechstes Kapitel. Fr . 151—153.

III . Ähnlichliegende Strecken verbinden ähnlich¬
liegende Punkte .

152. Wovon hängt die Gestalt eines Dreiecks ab ?
I. Aus Fr. 78 II . und V . (vergl . Fig. 66 ) folgt : daß

die Änderung eines Winkels ^ in einem Dreieck HIO auch
die Änderung der Gegenseite 66 nach sich zieht , also auch
die der Gestalt .

II . Vergrößert man eine Seite 60 (vergl. Fig . 66 ) eines
Dreiecks ^ 60 , ohne die beiden anderen Seiten zu ändern,
so ändert sich nach Fr . 78 III . auch der Gegenwinkel ^ der
echteren Seite, mithin auch die Gestalt .

III. Vergrößert man (vergl . Fig. 69 ) eine Seite , ohne
die anliegende Seite und den zwischen diesen beiden Seiten
liegenden Winkel des Dreiecks zu ändern , so ändert sich eben¬
falls die Gestalt .

IV. Soll sich also die Gestalt eines Dreiecks nicht ändern ,
so darf weder die Größe eines Winkels, noch das Verhältnis
zweier Seiten geändert werden . Die Gestalt eines Dreiecks
wird demnach durch die Größe seiner drei Winkel und durch
das Verhältnis seiner drei Seiten bedingt.

153. Wenn sind zwei ebene Figuren ähnlich ?

I . Da ähnliche Figuren gleiche Gestalt haben (Fr. 66III.),
so können zwei Dreiecke und überhaupt ebene geradlinige
Figuren (welche sich ja , wenn sie ähnlich sind , nach Fr. 150
aus ähnlichen Dreiecken zusammensetzen und in sie zerlegen
lassen) , nur ähnlich sein , wenn ihre Winkel der Reihe nach
einander gleich und ihre Seiten der Reihe nach einander
proportional sind , also in demselben geometrischen Ver¬
hältnisse zu einander stehen .

II . Zwei krummlinige bezw. gemischtlinige ebene
Figuren sind ähnlich , wenn sich in jeder von einem Punkte
aus nach allen Punkten proportionale Strecken ziehen lassen .
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154. Welche Sätze über die Ähnlichkeit folgen weiter hieraus?
I. Zwei ebene Figuren , welche einer dritten ähnlich sind ,

sind selbst ähnlich , weil ihre Winkel der Reihe nach den
Winkeln der dritten Figur (Fr. 153 I. ) und deshalb unter
sich gleich sind (Fr . 20 V . ) , und weil die Seiten beider
Figuren der Reihe nach in demselben Verhältnis zu einander
stehen (Fr. 20 V. ) , nämlich in demselben Verhältnisse , in
welchem die Seiten der dritten Figur zu einander stehen .

II . In ähnlichen ebenen Figuren Verhalten sich ähnlich¬
liegende Strecken (Fr . 151 III . , I . ) wie zwei ähnlichliegende
Seiten.

III . In ähnlichen Figuren Verhalten sich die Umfänge
wie zwei ähnlichliegende Seiten oder Strecken.

Sind u> und nz die Umfänge der beiden Figuren , a„ b„
v , . . . die Seiten der einen , Ls , bs , vs . . - die Seiten der
anderen, so ist nach Fr. 153 I . und 20 VIII.)

3z Ä2

a , > bi
3 ^ 3>i

a-i - stbl st - o, - st

o-— — rc.

- st- ^

3l 32

^2 1
^2

32 ^ ^ 62 ^ '

_ 32 ,
3-2 32

Nt Ls

Ll
Us

IV . Regelmäßige Figuren (Fr. 113 I . ) von gleicher
Seitenzahl sind ähnlich , und ihre Umfänge Verhalten sich
wie die Halbmesser der eingeschriebenen und wie jene der um¬
geschriebenen Kreise.

V . Alle Kreisflächen, alle Ausschnitte und Abschnitte von
gleichen Centriwinkeln sind unter sich ähnlich (Fr. 153 II. ) ,
und ihre Mittelpunkte sind ähnlichliegendePunkte .

11 *
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155 . Wie kann man von einem Dreieck M ein diesem ähn¬
liches Dreieck abschneiden?

I . Da in Fr . 148 I . , wo war , nicht bloß
und ^ . 0, - ^ 6 (Fr . 62 I .) , sondern auch

: 8 ^ — 80t : 80 — L.>Oi : ^ .0 war , so ist dort
/ XL .,80 , ^ / XL60 (Fr . 153 I . ) .

II . Jede Strecke ^ ,<ch also , welche einer Seite L.0 des
/ X ^ 80 parallel ist , schneidet von diesem Dreiecke ein ihm
ähnliches ^ ^ ,80 , ab .

III . Verbindet man die Mitten der drei Seiten eines
Dreiecks ^ 80 geradlinig unter einander , so sind die drei
Verbindungslinien den drei Seiten des Dreiecks ^ 80 Parallel
(Fr . 149 I . ) und zerlegen das Dreieck L.80 in vier unter
sich kongruente (Fr . 108 I . ) und dem ganzen / X ^ 80 ähn¬
liche Dreiecke (II . ) .

IV . Verbindet man die vier Seitenmitten eines Vierecks
geradlinig , so begrenzen die vier Verbindungslinien ein
Parallelogramm (Fr . 59 II . ) , weil je zwei derselben einer
Diagonale Parallel sind (Fr . 149 I . ) . Ist das Viereck ein
Rechteck, oder ein Rhombus , so erhält man einen Rhombus
(Fr . 81 I .) , oder ein Rechteck (Fr . 110 VIII .) .

156 . Wenn sind zwei Dreiecke ähnlich?
Um nachzuweisen , daß zwei Dreiecke ähnlich sind , braucht

man nicht darzuthun , daß die drei Winkel der Reihe nach
einander gleich und die drei Seiten einander proportional
sind ; vielmehr sind zwei Dreiecke *

) .-1,8,0 , und ^ l^ Os schon
ähnlich :

I . wenn sie in zwei Winkeln übereinstimmen ;
II . wenn sie in einem Winkel und dem Verhältnis

der diesen Winkel einschließenden Seiten überein¬
stimmen ;

Auch bei zwei ähnlichen Dreiecken verjährt man , wie in Fr . 87 VII . ' )
angegeben wurde ; ist ^ / X so ist dann auch :

a, ! a, : b, — Og : 82 : ii2.oder kürzer :
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III . wenn sie im Verhältnis zweier Seiten und
in dem Gegenwinkel der größeren dieser Seiten über¬
einstimmen ;

IV . wenn sie im Verhältnis zweier Seiten überein¬
stimmen , und wenn außerdem das eine Paar der Gegen¬
winkel gleich ist und die beiden Winkel des anderen Paares
zugleich spitz , oder zugleich stumpf sind ;

V . wenn sie in zwei Seitenverhältnissen übereinstimmen ,
oder wenn die drei Seiten des einen der Reihe nach den
drei Seiten des anderen proportional sind .

Beweis zu I . Legt man die beiden Dreiecke mit den
gleichen Winkeln 8 , - 62 auf einander (Fr . 31 ) , so folgt aus
der in I . vorausgesetzten Gleichheit der Winkel V, — -V , daß
^ o,// ^ (Fr . 62 II . ) ist ; deshalb ist :

/ ^ ,6,0 , ^ ^ 26262 (Fr . 155 II .) .
Beweis zu II . Legt man die beiden Dreiecke mit den

beiden gleichen Winkeln 6, - 62 auf einander (Fr . 31 ) , so
daß die proportionalen Seiten 6 ,V, — 0, und 6 ^ 2 — «2,
sowie 6 ,0 , — u , und 6262 — ^2 auf einander zu liegen
kommen , dann ist V,0 , / / V2O2 (Fr . 149 I . ) ; deshalb ist

^ ^ ,6,0 , ^ 2̂ 26262 (Fr . 155 II .) .
Beweis zu III . und IV . Legt man die beiden Dreiecke

mit den gleichen Winkeln 6 , und 62 (vergl . Fig . 133 ) und
den einander proportionalen anliegenden Seiten 6 ,^ ., und
62^ .2 auf einander (Fr . 31 und 22 V . ) , so werden die
Gegenseiten V,0 > und ^ 62 parallel (Fr . 149 III . , oder IV . )
und deshalb wiederum / X V6,0 , / X -Vlllli » (Fr . 1551 ! . ) .

Beweis zu V . Dieser Fall , in welchem 8., -. b, -. 6, —
a, : t>2 : 62 ist , geht in II . über , sobald ein Winkelpaar gleich¬
groß ist , z. B . ^ ,, — ^ 2.

Zeichnete man nun ein Dreieck ^ g6 g6 Z, in welchem L ,— / ^ 2, bz — 1>, und oz — o, wäre , also (wegen der Vor .)
auch dg : vg — b, : o , — dg : 0° ; dann wäre / X L,z 6 zOz/ X V262O2 (II .) und dz : uZ — b, : »z (Fr . 153 I .) ; da aber
auch b, : a , — t >2 : a2 vorausgesetzt wurde , so müßte auch
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bz - Lz — bl t kt, , und weil dz — dt gemacht wurde , so müßte
weiter dt : Uz — b, : u, , d . h . gz — u , sein . Dann wären

aber die in allen drei Seiten übereinstimmenden Dreiecke
und ^ ,8 .0l kongruent (Fr . 80 I . ) und demgemäß

/ , 21z — /X. ^ , (Fr . 6711 . ) . Da nun / X ^ z — /X. V ., gemacht
wurde , so ist auch V, — / X Vz (Fr . 20 V .) und /X ^ ,6 .0 ,

(II . ) .
VI . Zum Schluß möge auf die große Verwandtschaft

zwischen den vorstehenden Ähnlichkeitssätzen und den Kon -

gruenzsätzen (Fr . 80 ) aufmerksam gemacht werden.

157 . Wie findet man in ähnlichen Figuren ähnlichliegcnde
Punkte ?

Ist (Fig . 135 ) und will man

in letzterer den Punkt 11, suchen , welcher ? , in elfterer ähn¬

lich liegt , so ziehe man und und mache ^XLVzlX
— / X L,V,V , und Vzbls? - — XX dann ist der

Schnittpunkt ? 2 zwischen ^ 2^ 2 und Lz? - der gesuchte Punkt ,
weil zunächst XX XX ^ ,1X12 , (Fr . 156 I . ) , dann

aber/X und : ? ,V , — ^ 2^ 2 : Vtli ,
— ^ 62 — 71,L , (Fr . 153 I . ) , daher auch :

X^ ^ Sz ^ XX ^ .V. H , (Fr . 156 II .) re .

158. Wie zeichnet man über einer gegebenen Strecke I 2V2
eine Figur , welche einer gegebenen geradlinigen Figur ähnlich ist?

I . Man lege 6 ^ 2 (Ng - 135 ) parallel zu der ihr ähnlich -

iegendenSeite 8 , V , der gegebenen Figur V,v,0,v,L „ zerlege
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letztere (durch Diagonalen , oder sonstwie ) in Dreiecke

6,6, ? , rc . und ziehe ^ 262// ^ ,? , , 6262//6, ? „ 6262//6, ? „
6 .62/ / 6,6 , rc. ; dann ist (nach Fr . 156 I . ) 2̂ ^ 26262 ^
/ X 71 ,6 ,6 , , ^ 626262 ^ ^ 6, ? ,0 , rc . , also auch ^ 262626262

^ .1,6,6,11, ? , (Fr . 150 I . ) .
II . Noch einfacher wird die Lösung , wenn man 6 , zu

einem Ähnlichkeitspunkte (Fr . 151 II . ) der beiden Figuren

macht ; so wird ^ ISzOrvzI^ ^ ^ ,6,6,v,6, , wenn man

zwischen den Geraden 6 , i1 „ 6 ,6 , rc . die Strecken dzllZ// ^ ,6 , ,
6z6s//6,6,rc . zieht und dafür sorgt , daß ^ 62 — ^ 262 wird .

Ob dabei 6 , innerhalb ^ ,6,6,v,6 >, oder in einer Seite ,
in einem Eckpunkte , oder außerhalb dieser Figur liegt , ist

ganz gleichgültig . Man könnte daher auch ^ 63 — ^ ,262 auf
einer Parallelen zu 6 , l1 , auftragen und 6 , als Schnittpunkt
zwischen 6,6Z und >l ,7lg bestimmen .

III . Soll von einem mit der Kette , oder dem Meßtische
vermessenen Feldstück nach einem verjüngten ( Trans¬

versal -) Maß stabe eine Karte angefertigt werden , so ist
eine dem Feldstück ähnliche Figur zu zeichnen . Vergl . darüber

Katech . d . Feldmeßkunst ( fünfte Aufl . Leipzig 1891 ) Fr . 97
bis 107 .

159 . Welche proportionale Strecken in Dreiecken sind noch

hervorzuheben ?

I . Nach Fr . 108 XIII . und Fr . 64 III . heißt in einem

Parallelogramm und Trapez die Entfernung der Parallel -

seitcn von einander , im Dreieck die Entfernung einer Spitze
von deren Gegenseite die Höhe .

Die auf der Höhe senkrechte Seite des Dreiecks und des

Parallelogramms heißt Grundseite .
II . Das Produkt *) zweier Seiten 716 — d und 66 — a.

(Fig . 136 S . 168 ) eines / >. L66 ist gleich dem Produkt

») Da man zwei Strecken ebensowenig wie zwei benannte Zahlen mit
einander multiplizieren kann , so denke man sich unter diesen Produkten die

Produkte der (unbenannten ) Liingenzahlcn (Fr . 146 II .). Eine andere Deutung
dieser Produkte wird sich, im Anschluß an Fr . 169 und 170 , später (Fr . 177 V .)
finden .
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aus der Höhe OL — Ile für die dritte Seite V8 — o und
dem Durchmesser 101 — 2 r des umgeschriebenen Kreises.

Zieht mau nämlich 1)0 , so ist
^ . 8 ^ / (. v (Fr . 96 II .)

— R ^ / ^ OD ( Fr . 96 III . )
^ 8L0 ^ / XVOV (Fr . 156 I . )
80 : 0L ^ VH : i10 (Fr . 153 I . )
80 . VO ^ OL . vll (Fr . 147 II . ) .

III . Das Produkt der drei Seiten eines Dreiecks dividiert
durch den Durchmesser des umgeschriebenen Kreises ist gleich
dem Produkt aus Grundseite und Höhe.

Da nämlich (nach II . ) ab — 2i'ti„ war , so wird nach
Fr . 20 VIII . weiter abo — 2rli,o , oder ubo : 2r — ll,o.

1»
Ng . 1S6 . Fig . 137 .

IV . Zwei Höhen ^ v und 8L (Fig . 137 ) eines Dreiecks
^ 80 Verhalten sich umgekehrt wie die zugehörigen Grund¬
seiten 80 und ^ 0 . Weil nämlich 0 — / (. 0 und L
^ R ^ ^ . v , so ist ^ VV0 ^ /X8L0 (Fr . 156 I .) , also :

Ilv : vo ^ 8L : 80 (Fr . 153 I . )
UV : 8L ^ ^ 0 : 80 (Fr . 147 V . ) .

V. Gleiches gilt von den zwei Höhen eines Parallelo¬
gramms .

VI . Zieht man durch die drei Spitzen eines Dreiecks V80
( Fig . 138 ) drei Gerade parallel zu den drei Seiten , bis sie
sich in 8 , und 0 , schneiden , so erhält man drei Parallelo -
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gramme V606 , , ^ 0,60 und ^ .8 V,0 ; daher ist V6, —
L.0 , ^ 80 , 60 , ^ 8V , V0 und O^ i 08 , ^ ä .8
(Fr . 108 III . ) .

Die auf den Seiten des / X V ,8 ,0 , in deren Mitten V , 8 und 0
errichteten Senkrechten 862 und 6O2 , welche sich nach
Fr . 88 V . in einem Punkte II
schneiden , sind zugleich (wegen ^
Fr . 62 V . ) die drei Höhen

^

des / X ^ .60 und demnach
schneiden sich die drei Höhen
jedes Dreiecks in einem Punkte
II . Dieser Punkt kann inner¬
halb , oder außerhalb des Drei¬
ecks , oder in einer Spitze des¬
selben liegen.

VII . Verbindet man die
drei Höhen-Fußpunkte V2, 8 ,
und 62 geradlinig , so halbieren
die drei Höhen VV2, 862 und OO2 die drei Winkel des Fuß -
punktendreiecks ^ ,8,0 .,.

Da nämlich 8O26 — 8V,8 — R , so läßt sich durch
die vier Punkte 8 , O2 , 8 , V2 und in gleicher Weise auch
durch die vier Punkte 0 , 62,8 , V2 ein Kreis legen ( Fr . 97 III . ) ;
daher ist ^ 8 ^ 02 — ^ 8662 und ^ 8 ^ 82 -- - ^ . 8682
(Fr . 96 II . ) . Nun ist aber / . 88O2 — ^ O862 (Fr . 42 II .,
oder 20 I .) und 8O28 — R — O828 , daher weiter

88O2 — ^ 8O62 (Fr . 69 I . ) . Deshalb ist endlich
^ 8 ^ 262 — / I. 8V282 (Fr . 20 IV . ) . Ebenso findet man,
daß ^ 882 ^ 2 — ^ 86202 und ^ 802 ^ 2 — / - 86282 ist.

VIII . Der Höhenschnittpunkt 8 ist daher , jenachdem er
innerhalb , oder außerhalb des Dreiecks ^ 60 liegt, der Mittel¬
punkt des eingeschriebenen , oder des einen der drei äußeren
Berührungskreise des Fußpunktendreiecks V^ Os , und die
drei Eckpunkte .4 , 8 , 0 sind die Mittelpunkte der drei anderen
dieser Kreise . — Vergl . auch Fig . 102 auf S . 108 .
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IX . Verbindet man den Höhenschnittpunkt X (Fig . iZg )
mit den Endpunkten 6 und 0 der einen Seite 60 , den Mittel¬

punkt U des umgeschriebenen Kreises (Fr . 88 IV .) mit den

Mitten X 2 und Uz der beiden anderen Seiten XO und X6 ,
so erhält man zwei Dreiecke 61 -10 und X ^ IXz , deren Seiten

paarweise parallel sind lFr . 57 II . , 149 I . ) . Da diese Drei¬

ecke ähnlich sind (Fr . 63 1 , 156 I . ) , so verhält sich

116 - AUz — 60 : XzXz ^ 2 : 1 ( Fr . 148 I . ) , d . h.

der Höhenschnittpunkt II Pt von einem Eckpunkte 6 doppelt

so weit entfernt , als jener Mittelpunkt U von ' der Gegen¬

seite XO .
X . Zieht man in einem/X X60 (Fig . 140 ) eineSchwer -

punkts - Transversale , d . h .

Spitze X nach der Mitte X
eine Strecke XX von einer
der Gegenseite 60 ( die

Mittellinie Fr . 64
III . ) , so halbiert diese
jede Parallele V6 zur
Gegenseite .

Nach Fr . 148 I . ver¬

hält sich nämlich :
V6 ^ X6 ^ 66

I !X XX
^

XO
'

und weil 6X — XO ist , so muß auch 1)6 — 66 sein

(Fr . 20 VIII . ) . Vergl . Fr . 111 IX .
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XI . Jede Diagonale XL (Fig . 140 ) eines Parallelo¬

gramms ^ 6 LO halbiert jede zur anderen Diagonale 60

parallele Strecke V 8 ( X . ) ; denn im /XV60 ist 6 X — XO

(Fr . 110 III . ) , und zugleich soll 08//60 sein.
XII . Aus X . ergiebt sich leicht , daß die durch die Mitten

8 und X der Parallelseiten 08 und 60 eines Trapezes 8V60
gelegte Gerade durch den Schnittpunkt X der nicht -parallelen
Seiten 6 V und 08 geht (vergl . Fr . 111 X . ) und alle

Parallelen zu den Parallelseiten halbiert .
Denn verbindet man V mit X , so schneidet ^ X die Seite

OL in ihrer Mitte 1?.
XIII . Die drei Mittellinien oder Schwerpunkts - Trans¬

versalen des / XX60 schneiden sich in einem Punkte 8 (dem

Schwerpunkte des /XX60 ) .

Zieht man durch die Spitzen des Dreiecks V60 je zwei

Parallelen 88 und OV, 80 und 8 V (Fig . 141 ) , zu den

(bis 8 und X verlängerten ) Transversalen ^ X , und 8 X 2,
so ist nach Fr . 148 II . 08 - - 88 und OX - -- XV , Weil

ja bez . OX , — X ,6 und OX 2 — X 2V ist (X . ) . Daher ist der

Schnittpunkt 8 zwischen LX , und 6 X , zugleich der Schnitt¬
punkt der Diagonalen VII und 08 ( Fr . 110IV . ) , und es ist

08 — 88 (Fr . 110 III . ) . Da nun weiter ^ 8//86 und

V8//86 (nach der Konstruktion ) , so ist der Punkt XZ , worin

V6 von der Diagonale 08 geschnitten wird , die Mitte von
X6 (Fr . 110 III . ) , d . h . die dritte Transversale OXg geht
ebenfalls durch 8 .
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XIV . Da ferner in Fig . 141 im Parallelogramm X868
wegen Fr > 110 III . noch 8Xz — XZ8 sein muß , so ist Xg8
^ -ziL ^ - 480 , also 80 ^ 2Xz8 und XzO - ^ 3Xz8 , d . h .

die drei Mittellinien oder Schwerpunkts - Transversalen
schneiden sich gegenseitig im Verhältnis 1 : 2 .

XV . Von den vier *) merkwürdigen Punkten des
Dreiecks (XIII . , VI . , Fr . 88 V . , Fr . 104 II . ) liegen der
Schwerpunkt 8 , der Höhenschnittpunkt H und der Mittel¬
punkt U des umgeschriebenenKreises in einer Geraden 88dl ,
und es verhält sich U8 : 811 — 1 : 2 .

In den beiden XXriX 688 und X2U8 (Fig . 139 ) ist näm¬
lich / X 868 ^ /X UXX8 (Fr . 621 . ) und 68 : X2U 2 : 1
^ 681 X28 (IX . und XIV . ) , also /XE ^ /XXzUZ
(Fr . 156 8 . ) , und deshalb nach Fr . 153 I . 88 : U8 —
68 1 X .,U ^ 2 : 1 und 2X 886 ^ X . U8X2 , also auch
88N eine Gerade (Fr . 43 ) .

XVI . Bezeichnet man in Fr . 105 XI . in Bezug auf
Fig . 102 auf S . 108 die Halbmesser der vier Berührungs¬
kreise um U„ , dl, , Nz und Uz der Reihe nach mit ig , r, , rz
und r-g , so findet sich aus den nach Fr . 156 I . ähnlichen
XX/X ^ .UPX und XU082 die Proportion U ,8 z : Ugllz —
Xllz : ^ ; da aber ^ ^ XXz - s- XzO - s- 682 ^ ^ 2 ^ - 62

6 , 0g - st Äg - ŝ bz ^ (u - s- b - st 6 ) ^ 8 ist , so wird :
u - I'o —' ^ ' Ui , 1'z : Ng 8 : bo , I' z : I'o 8 : 6g .

Daher verhält sich

"> Auch die drei von den Spitzen L , L und 6 nach den Berührungspunkten
<dk„ Isz und dsg in Fig . 10s auf S . WS ) der drei änheren Bernhrungslreise
gezogenen drei Transversalen schneiden sich in e i n e m Punkte U. Dieser fünfte
merkwürdige Pnnkt des Dreiecks liegt mit LIg und dem Schwerpunkte 8
des Dreiecks in einer Geraden , wobei letzterer die Strecke Ulckg auch im Ver -
hiiltniS 1 : 2 teilt .
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Auch ist
r»
r»

Lo - stbo - st 6o
I's rz s

oder
l'o r2 rz ro

XVII . Weil aber in Fig . 102 und V»!. , X,
06 - I- XiLIl , so sind die nach Fr . 71 VI . gleichwinkeligen
Dreiecke NoD,0 und OXiLst ähnlich (Fr . 156 I .) , und es
verhält sich r» : o» — vi : i'i - Da nun nach XVI . r^s — a«! ,
und nach Fr . 105 XI . vi — b„ ist , so ergiebt sich weiter :

Hl'' — 0v0i — 6ybg und . r 8̂ — e i> . .
oder r/s — Uobo0o — (s—a) (s— b) ( s— v) .

Ebenso ist r^ — Uo0»

lariwi -g
Uril'sl'g — VgV — 8 (s — u) (8— b) (8— o) .

Endlich findet sich weiter e,r, . ( ^ : r») — o .̂ b„ . (8 : a )
und hieraus r ? — sdovo : 8.,.

Ebenso r/ — : b» und r/ — suob, : vo -
160. Welche Strecken in einem rechtwinkeligen Dreiecke sind

proportional ?
I . Die von der Spitze 0 (Fig . 142 ) des rechten Winkels

eines rechtwinkeligenDreiecks X60 auf die Hypotenuse X6
— b gefällte SenkrechteOX
— p werde entsprechend
Fr . 112 als die Proji¬
zierende,die Hypotenusen¬
abschnitteXX — x und 6X

als die Projektionen
der Katheten XO — a und
86 — b bezeichnet . Fig. 14S.

Nun stimmen die
XXO und 6X6 mit dem / XX06in je zwei Winkeln überein,
sind also nach Fr . 1561 . untersichund mit dem/X X08 ähnlich .
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Aus den Proportionen x -. p — p : )' , x . a — a . b und
b — y . li (Fr. 153 I .) findet sich daher (unter Berück¬

sichtigung der Anmerkung zu Fr. 159 II . ) weiter :
u' ^ xlr , l? -^ >l.,

d . h . die Projizierende p ist die mittlere Proportionale
zu den beiden Hypotenusenabschnitten x und

jede Kathete aber ist die mittlere Proportionale zu ihrer
Projektion und der Hypotenuse b . Vergl . Fr . 147 .

II. Weiter folgt hieraus ab — pb (Fr. 19 VI .) . Nach
Fr . 159II . wäreub — 2rp ; alsoistli— 2r . Vergl . Fr. 96V .

III . Durch Addition ergiebt sich weiter :
I? ^ xlt -s- ^li ^ (x li — ü . li ^ l?,

d . h . das Quadrat der Hypotenuse ist gleich der Summe -
der Quadrate der beiden Katheten. Vergl . Fr. 19 V.

IV. Da Ii — x - j- / , so kann man nach l . auch schreiben :
^ — x (^ -s- x) und 1? (^ - j- x) .

Trägt man nun auf 66 von 0 aus das Stück 06 — 4 V
auf, fo ist nach III. und Fr . 20 V.
^ ^ IO' 66 '' — u° - j- ( 4x (7 -j- x) (4

^ x° - j- 2x (4 ;.) -j- (4 ^ ^ (x ^ i I )'

^ 6 — x -P- 4
Man kann demnach aus u und v sowohl VX — x —

L.6 — 4 ^, wie L.6 — x - >- ^ — Ii finden , indem man von
^ 6 die Hälfte von subtrahiert, bezw . sie zu ihm addiert.

Zur Konstruktion des stst ^ 60 aus u und bieten sich
nun verschiedene Wege :

1 . Man schlage über ll.0 — u einen Halbkreis , trage in
ihn die Sehne ^.X —x ein und verlängere sie um X6 —

2 . man verlängere 6X — ^ um ^,X — x , schlage über
V 6 einen Halbkreis und trage in ihn die Sehne VO ein ;

3 . man mache von aus ^ X — x , XO -st ^ X und
schneide XO mit einem Kreise aus ^ vom Halbmesser u.
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V. In gleicher Weise hätte man nach I . auch
— Ir ( Ii — und 1? — Ir ( Ir — x) ,

und könnte Ir (und x) aus u und 7 durch Vermittelung von
rill — Ir — 4)' ganz wie in IV . finden.

161. Welche Proportionen bestehen zwischen den Sehnen und
den Tangenten eines Kreises ?

Unter Bezugnahme auf die Anmerkung zu Fr . 159 II .
lassen sich folgende Sätze aussprechen :

I . Die Produkte aus den Abschnitten zweier sich inner¬
halb des Kreises in U , oder außerhalb des Kreises in U
(Fig . 143 ) schneidenden Sehnen desselbenKreises sind gleich.

Bew . 1 . ^ U ^ / U (Fr . 42 II . )
^ LVU — ^ 6DU^ Fw96 ^ I . )

L .1U / X 6 DU (Fr . 156 I . )
LuHu OU : DU (Fr . 153 l .)
LÜ . DU — ^ U . OU.

Bew . 2 . ^ U ^ / (. U (Fr . 20 I . )
U.4L — / I. UDL (Fr . 96 II .)

/ XU ^ L ^ / XUD6 (Fr . 156 I . )
LU ^ U ^ LU : DU (Fr . 153 I .)
LU . DU ^ L.U . LU.

Das Produkt U^ . . UL (bez. U^ . . U6) heißt die Potenz
des Punktes U (bez . U) in Bezug auf den Kreis .
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II . Da nach Fr 94 III . in Fig . 144 die durch 8 gelegte,
auf Uli senkrechte Sehne 184 die kleinste Sehne ist , welche

sich durch 8 ziehen läßt , und
da nach Fr. 81 I . zugleich
88 ^ 84. ist , so

gleicht die Potenz desPunktes
8 in Bezug ans den Kreis dem
Quadrate der Hälfte der kleinsten
durch 8 gehenden Sehne . Oder :

Die Hälfte 88 ^ 8V (Fig .
144) einer von einer zweiten
Sehne 8H halbierten (also auch
jeder auf einem Durchmesser08
senkrechten , Fr. 90 VIII. ) Sehne
^ 8 ist das geometrische Mittel

aus den Abschnitten jener halbierenden Sehne 8H ( oder
jenes Durchmessers 08 ) .

Nach I . ist ja 88 ° ^ 88 . ^ 8 -^ 88 . 8tz -^ 08 . 88 .
Für 08 folgt der Satz auch schon aus Fr. 160 I . und

Fr . 96 III . Dabei sind 08 und 88 der kleinste und der
größte der dem Satze 88

°
— 08 . 88 genügenden Abschnitte ,

welche der Kreis zu liefern vermag . Verlangt man den einen
Faktor noch größer als 88 , so muß man einen Kreis von
größerem Halbmesser nehmen, oder sich auf IV . einlassen .

III . Schneiden sich in Fig . 144 die Strecken 8H und 88
in 8 so , daß 88 . 88 — 88 . 8 (j , dann liegen die vier End¬
punkte 8 , 8 , und 8 auf demselben Kreise .

Bezeichnet man nämlich den Punkt , worin der durch 8,
8 und H gelegte Kreis 88 zum zweiten Male schneidet
(Fr. 83 VIII .) mit 8 „ so ist (nach I . ) 88 . 88, ^ 88 . 8^ ,
daher nach unserer Voraussetzung (88 . 88 — 88 . 8H)
und Fr . 20 V . auch 88 . 88, ^ 88 . 88 , oder 88, ^ 88 ,
d . h . 8 , fällt mit 8 zusammen.

Ähnliches gilt für 8 , 8,8 (Fig. 143) in Bezug auf 8 .
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IV . Schneiden sich eine Tangente VI' (Fig . 145 ) und
eine Sehne desselben
Kreises, so ist die Strecke Vidi i l
zwischen dem Schnittpunkte
V und dem Berührungs -
punkte N die mittlere Pro - 7*
portionale zwischen den Ab- ' n ^
schnitten der Secante . Fig . i«s .
Bew . / . V ^ V (Fr . 20 I . )

/chVLN / VN^ (Fr . 100 I . )
/ XVN6 ^ /XV ^ N (Fr . 156 1. )
VN : VL ^ V^ - VX (Fr . 153 I . )

VN — VV . VL.
Denkt man sich in Fig . 143 die Secante VO so weit ver¬

schoben , bis die beiden Schnittpunkte 0 und L in einen ( N)
zusämmenfallen (Fr . 85IV . ) , so findet man aus l . ebenfalls :

Vidi . VH VL . . V6 .
V. Wird die Sehne zum DurchmesserIIV — 2r , so wird

VN -- - VII . VV — (VN — r) (VN - j- r ) ^ VN —
was man auch aus Fr . 160 III . hätte finden können , weil
wegen Fr . 83 X . doch r — NN _l,DV ist.

VI . Ist umgekehrt VN
''

— VX . VII , so berührt VN iu
N den Kreis durch X , L und N.

Trifft nämlich eine von V an diesen Kreis gelegte Tan¬
gente (Fr . 103 I . ) den Kreis in N . , so ist VN/ — VL. . VL
(IV .) , daher VN ^ VN? (Vor . und Fr . 20 V.) , oder
VN — VN, ; deshalb muß nach Fr . 91 XVII . entweder N
auf Ni fallen , oder VN, ist die zweite Tangente , welche sich
von V an den Kreis ziehen läßt (Fr . 103 II . , V .) .

VII . Ist ferner VN ^ . V6 und VN Tangente des
um N geschlagenen Kreises in N , so liegen L und L, entweder
auf dem Kreise um N , oder auf einem anderen Kreise ,
welcher VI in N berührt . Denn weil VN : VII — V4, : VN,

Zetzsche , Gconiettie. s . Aufl. 12
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und ^ 6 ^ ist Xx 6X6 ^ / X6VX und ^ 66X
^ 6X^ , was wegen Fr . 100 I . und Fr . 97 I . und II . nur
möglich ist , wenn V und 6 auf einem von O'I' in di berührten
Kreise liegen.

Ist die Lage von 6 gegen 6N gegeben , so muß X auf dem
6V in dl berührenden , durch I ! geschlagenen Kreise liegen .

VIII . Aus IV . folgt auch d'er Beweis für die Richtigkeit
der Lösung der in Fr. 141 gestellten Aufgabe . In Fig . 127
soll nach der dort angestellten Betrachtung

/ X1«1V ^ / XloVO (Fr. 156 I .)
lol : 1°^ ^ 1°x : 1oO (Fr. 1531 .)

— chl . 1oO — (1oO — 6 .1) chO — (chO — 1oO '
sein ; nach der gegebenen Lösung und IV. ist aber :
IoV —— 1o6^ - 1oll^ — tv .,) IoI — ( -1,6 lv.) ,1,0 .

IX . Die in VIII . gegebene Weiterbildung der in Fr. 141
angefangenen Betrachtung liefert noch eine andere Lösung
für die in Fr . 142 gestellte Aufgabe.

Macht man in Fig . 127 / (. LXIo — ^ 0 und 1/lo -1- 6^.
in deren Mitte, so ist wieder (und zwar für jeden Punkt 0
des Kreises X) : / XlpIL. ^ (Fr . 156 I .)

chA ^ V . 1.,0 — lol (1»1 -st 10) .
Die Lösung der in Fr . 142 gestellten Aufgabe fordert aber,

daß 16 — ^ sei , und dazu hätte man noch üol zu finden aus
der Gleichung : .i> ^ ^ 1 d «1 - st v .) .

Auch hier liefert der zweite Punkt in 6V, welcher dieser
Gleichung genügt (Fr. 74 XIII . ) , nichts Neues .

Man könnte nun die Aufgabe so lösen , daß man an
LL. ^ e in ^ und in L den Winkel LVI« ^ Völ« z 0
anträgt und so zunächst mittels desgleichschenkeligen/XVLIo
den Punkt 1„ und die Strecke 1„V bestimmt, ohne den Kreis X
zu schlagen , daß man dann ^XHo ^. und macht ,
von X aus auf 4<>X die Strecken XX , — XI ^ ^ ^ ab¬
schneidet , IIV in I mit einem Kreise um Io vom Halbmesser
1«1 — 1o6, schneidet und chst um .10—v , verlängert . Nach
Fr . 160 IV . (oder Fr. 161IV. ) ist dann chA — 1oX, (1,X ,
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8,82) — 1)8 , (1»8 , - s- Ve) — -1,1 (1,1v «) — 1.-1 - 1»0 .
Der gefundene Punkt 0 liegt demnach auf dem Kreise X
durch 8 , lg und X und 8 . 80X — 180 ° — 8 . 81,X
(Fr. 96 VIII.) — 2 8 . 8X8 hat die vorgeschriebene Größe
0 , wird auch von 10 halbiert.

X . Eine andere Lösung für die in Fr . 141 gestellte Auf¬
gabe (und eine dritte Lösung für die Aufgabe in Fr . 142)
giebt Fr. 161 II . an die Hand . Nach Bestimmung der
Sehne X8 mache man XI, — 2 X8 , schlage über XI, aus
No einen Kreis Xo von ausreichend großem Halbmesser und
ziehe in letzterem eine Sehne II1„X, , deren Mitte um
von loübsteht (Fr. 90 V. , 96 VII .) ; dann ist nach Fr. 161II.
X8 — M . 1,18 , ferner 88 — 8X,, und deshalb
818 — 1„1 , sowie 1 .,X — 1oO . — Am einfachsten macht
man IMo —

XI. Aus IV . in Verbindung mit I . folgt ferner der
Beweis für die Richtigkeit der in Fr . 148 gegebenen Lösung
der dort vorgeführten Aufgabe. In Fig . 128 waren 8 , 8„
X und V Punkte des Kreises X„ und deshalb ist

8H . 8,H — VH . XH (i ) ;
zugleich war HX Tangente des Kreises 18 , auf welchem
ebenfalls X und V liegen, und demnach ist auch

^ HX ^ VH . XH ( IV .) ;
daher ist auch HX — 8H . 8,H (Fr. 20 V.) und HX Tan¬
gente an den nach Fr . 88 durch 8 , II und X zu schlagenden
Kreis X, (VI . ) . Der Mittelpunkt von X , muß aber LI sein,
denn der Mittelpunkt von X, muß in XX liegen (wegen
Fr . 83 X .) und zugleich auf 6 (Fr . 7 4 XVII . ) , weil ja 88 , _8 0
und 8,2 — 82 gemacht wurde.

Man könnte den Beweis auch mit VII . führen ; denn HX
war ja Tangente anXz, also HX -8XX , und deshalb müssen ,
weil HX — 8H . 8H , sein soll , 8 aber nicht auf Xs liegen kann
(Fr. 76 I .) , 8 und 8 , auf einem andern HX in X berührenden
Kreise liegen, nach der Bestimmung des Punktes 8 , kann aber
der Mittelpunkt dieses Kreises nur in 0 , also in LI liegen .

IL»



180 Sechstes Kapitel. Fr . 16L—163.

162 . Wie lautet der Ptolemiiische Lehrsatz über das Sehnen -
vicrcck?

Macht man in dem Sehnenvierecke i1602 , Fig . 146
(vergl . 96 VIII . und 97III . ) , den / 1. 20 V — / 1 ^ 06 und
schneidet OV die Diagonale V2 in 0 , so folgt aus der Gleich¬
heit der Winkel VOH und 662 (Fr . 20 VIII.) , 0V2 und
062 , 06V und 02V , V60 und V20 (Fr . 96 II . ) , daß
/VVOOo - ^ 602 und /X V06 ^ /X062 (Fr . 1561.)
V0 : V0 ^ 62 : 60 06 : V6 ^ 02 : 02 (Fr . 153̂ )

02 ^ '
^ - 02

^ ^ n ^
60 . V2 ^ 62 . VO -P 6V . 20 ,

d . h . in jedem Sehnenvierecke ist das Produkt der Diagonalen
gleich der Summe der Produkte aus den beiden Gegenseiten¬
paaren .

163 . Wie findet man aus der Seite eines eingeschriebenen
regelmäßigen Vielecks die Seite und den Umsang des umgcschrieienen
von eben so viel , sowie des ein- und umgcschricbenen von doppelt
so viel Seiten ?

I . Zwischen der Sehne 6V — o (Fig. 147 ) , deren Ab¬
stand N0 — o vom Mittelpunkte N , und dem Halbmesser
ZIO ^ r bestehen , nach Fr . 160 III . und Fr . 161 II. , die
gleichbedeutenden Gleichungen :

? ^ 6° - j- 0 «)- 6- i «'
und sjo' — 06 . 66 — (r — o) (r -j- e) .
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II . Verlängert man die nach den Endpunkten der Sehne
Lll — s gezogenen Halbmesser — illk — r , bis sie die
der Sehne parallele Tangente I?L in L und I? schneiden ,
so bestehen nach Fr . 1481 . zwischen den Entfernungen dieser
Punkte von einander ( k'L — t ) und vom Mittelpunkte
(LN — r, ) , dem Halbmesser i-, der Sehne 8 und ihrer Ent¬

fernung s vom Mittelpunkte die drei Gleichungen :

8 : t — r : Ui
8 : t — e : r
s : r — r : r, .

III . Ist die Sehne 8 die Seite eines in den Kreis vom

Halbmesser r eingeschriebenen regelmäßigen Vielecks (n -ecks) ,
so ist t die Seite des demselben Kreise umgeschriebenen Vielecks

von gleicher Seitenzahl ; wegen II . ist auch da t —

IV . Aus der Seite LV — 8 , Fig . 147 , eines ein¬

geschriebenen regelmäßigen Vielecks ( n - ecks ) kann man

(Fr . 113 VIII . ) die Seite VO — 8z des in denselben Kreis

eingeschriebenen Vielecks von doppelt so viel ( 2n ) Seiten

( Fr . 90 VIII . ) und deren Entfernung ^ vom Mittelpunkte
finden , weil nach Fr . 160 I . , 96 III . und nach Fr . 163 I . :

s/ 10 - -- 01 - . V0 -- - 2r (r — s) ,
62

° — ? — -so ? — ? — ( r — s)
— ? — — ^ r (r - s- s ) .

V . Aus der Seite M — t , Fig . 147 , eines um¬

geschriebenen regelmäßigen Vielecks (n - ecks) läßt sich die
Seite HL — t , des demselben Kreise umgeschriebenen regel¬
mäßigen Vielecks von doppelt so viel (2n ) Seiten finden .
Macht man nämlich und LLH ?LI , so ist nach
Fr . 90 VIII . , 103 IV . HL eine ganze , ^ H und LL aber

zwei halbe Seiten des 2n -ecks.

Da nun ^ ^ ^ 4MI (Fr . 156 I . ) ,
so steht :
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6LI : L0 ^ VN : ^ I1
^ 6LI : LN,

oder Hts : (r,—r) — r : — 6 : ^8
^ _ 4r (i-i — r) _ 4s (r , — r)
^2 - . -

t 8
Da nun nach II . r, — ? : s und demnach eben sowohl

s (r -§- rO — r (s -s- r) , als auch 4s (r,—r) — 4 (? —rs)
— 4r (r — s) — s4r (r — s) (r -s- s)s : (r -s- s) ist , so wird
wegen I . : 4s (r, — r) — rs^

: (r -s- v)
und rs _ ts _ tr

r -s- s r - s- s r -s- i'i
VI . Die Umfänge . u„ und n^,, des in einen Kreis vom

Halbmesser reingeschriebenen regelmäßigen n- ecksund 2n - ecks
sind (wegen I . und IV . ) :

Ua — US — 2n (/ ? — 6^ — 2ll (/ (r - s- e) (r — s)
U2„ — 2ll82 — 2ll s/ 2r (r— s) .

VII . Die Umfänge und II^ des einem Kreise vom
Halbmesser rumgeschriebenen regelmäßigen n -ecks oder 2,i - ecks
sind (wegen III . und V.) :

— 2llt2 —
2nie

r - s- s
2s

r - j- s
VIII . Weil nun 2rs> r -s- s , so ist u^ ^ u^ , d . h . der

Umfang eines eingeschriebenenregelmäßigen Vielecks ist kleiner
als der Umfang eines demselbenKreise eingeschriebenen Viel¬
ecks von doppelt , viermal , achtmal re . so viel Seiten ;

IX . Weil ferner 2s < ( r - s- s, so ist IIn ^ II^ , d . h der
Umfang eines umgeschriebenenregelmäßigen Vielecks ist größer
als der Umfang des demselbenKreise umgeschriebenenVielecks
von doppelt , viermal , achtmal rc . so viel Seiten ;

U. > Il2. > !!»„ > - - -
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X . Weil endlich r e , so ist
II » U» ,

d . h . der Umfangs des eingeschriebenen regelmäßigen Vielecks
ist kleiner , als der Umfang des demselben Kreise um¬
geschriebenen Vielecks von ebensoviel Seiten .

XI . Da nun aber s — s/ ? — ^ ist , und da s um so
kleiner wird, je größer die Seitenzahl n wird (Fr . 91 VI. ) ,
so nähert sich a um so mehr dem Halbmesser r , je größer n
wird. Daher wird das Verhältnis 0» : u„ (VII .) zugleich mit
dem Verhältnis r : e um so mehr — 1 (d . h . die beiden Um¬
fänge 0» und u„ unterscheiden sich um so wenigervon einander),
je größer die Seitenzahl n wird.

Obwohl also bei wiederholter Verdoppelung der Seiten¬
zahl der UmfangII immer kleiner, der Umfang u aber immer
größer wird, so geht doch jene Verkleinerung und diese Ver¬
größerung nicht über alle Grenzen hinaus fort , vielmehr
nähern sich (weil ja nach X . stets II» u» ist) hierbei II
und u einem gemeinschaftlichen Grenzwerte IV , es ist also :
V» > II,» > !!.» > - - ° > IV > - - -

XII . Die gemeinschaftliche Grenze , der sich die beiden
Verhältnissen» : 2rundII» -. 2i- nähern,ist (vergl . Fr .178 IV.) :

ir 3,141592 65 . . . . ;
Annäherungswerte von ferner die häufig gebrauchten

Zahlenwerte von 1 : 71, s/.-r und 1 : s/.i folgen in Fr . 178 V.

164. Wie löst man die Aufgaben der Proportionslehre
geometrisch ?

I . Die vierte Proportionale 80 , (vergl. Fig . 130)
zu drei gegebenen 84 , 86 und 84 , findet man , indem man
84 und 80 auf den Schenkeln eines beliebigen Winkels 481!
aufträgt , auf 84 noch 84 , abschneidet und 4,0,//40 macht.
Dann ist nach Fr . 148 I . :

84. : 80 ^ 84, : 80,.
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II . Macht man in I . 8 ^ , — 80 , so findet man zu zwei
Strecken 8 ^4 und 80 die dritte Proportionale LO, , da
dann 8 ^ . : 80 60 : 80 , ist .

III . Zu zwei gegebenen Strecken d.di - - x und X8 - v
(vergl . Fig . 142 ) findet man die mittlere Proportionale ,
indem man über ^ 8 -^ x - §- ^ als Durchmesser einen Kreis
schlägt und diesen durch eine in di auf ^ 8 errichtete Senk¬
rechte diO — p in 0 schneidet . Weil dann ^ .08 -^ 90 °

(Fr . 96 III . ) , so istx : x ^ x : (Fr . 160 I .) .
Eine andere Lösung mit Hilfe von Fr . 103 II . giebt

Fr . 161 IV. ( oder V .) an die Hand .
IV . Da in III . also p s/ , so ließe sich

dieses Verfahren auch zum Ausziehen der Quadrat¬
wurzel benutzen .

In ähnlicher Weise könnte man die Auffindung der Strecke
80 , nach I . , bez. nach II . als die geometrische Kon¬
struktion des arithmetischen ( algebraischen ) Aus -
. . . 80 . 8L ., . 80

"

, . .drucks - und — - betrachten.8 ^ 8 ^ .
V . Will man eine Strecke 8di --- u (vergl . Fig . 145 )

nach stetiger Proportion schneidensgoldener Schnitt ,
vergl . Fr . 147 IV .) , d . h . so , daß der größere Abschnitt
88 , — x die mittlere Proportionale zwischen der Strecke 8dl '
und dem kleineren Abschnitt X8 , ist , so errichte man in di
eine Senkrechte XLI ^ - ^ 8di , schlage aus dl einen Kreis mit
dem Halbmesser dldi , ziehe aus 8 den Durchmesser 88NV
und mache 88 , --- 88 .

Denn dann ist 8V — 2dldi " 8di und nach Fr . 161 V .
8X - - - 8V . 88 - (88 - s- 8V ) 88

— (88 - s- 8X ) 88 ----- 88 " - s- 8X . 88 ,
also weiter :

88,
'

- - 88 — 8X — 8X . 88 -- - 8X (8X — 88 )
8di (8di — 88, ) 8di . dl8, ,

oder : 8X : 88 , - -- 88, : di8, .
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Man könnte aber im Einklang mit Fr . 147 IV . auch
die Größe von VII x nach Fr . 160 III . finden :

UV ^ VX
' - I- NX - ^ - - - -

x ^ NV - Nil — — ^ ( s/ ^ - 1 ) .

VI . Ist in Fig . 125 MW eines der zehn kongruenten
gleichschenkligenDreiecke eines regelmäßigenZehnecks(Fr . 113
IV .) , so ist VNII — i^ R ^ M (Fr . 34 IV . ) ;
daher / (. DVU ^ IIDN ^ 4 (2R — / (. MW )

— 4 - M ^ M - - 2 /4MW
(Fr . 68 II .) .

Halbiert nun IIV den Winkel DEN , so wird / I. M 'V
- MW , daher MW ^ MW (Fr . 156 I .) , folglich
VV : MI MI : VN und M : IIV VÜI : Nil — 1 , d . h .
M — IIV (Fr . 153 I .) .

Weil aber auch / (. VON ^ ^ ^ I)MI - ^ VNII ist,
so folgt aus Iw ^ VLI (Fr . 74 VI .) weiter :

Iw ^ VN (Fr . 20 V.) ,
und endlich wird aus Iw : Iw - Iw : Ml nach Fr . 20 IV.
jetzt VV : VUVLl r Ml .

Schneidet man also den Halbmesser MI eines Kreises
nach stetiger Proportion ( V .) , so gleicht der größere Ab¬
schnitt VN der Seite MI des eingeschriebenen regelmäßigen
Zehnecks . Die Seite 00 des regelmäßigen Fünfecks erhält
man , wenn man 00 — Iv macht .

165 . Wie findet inan einen Kreis , von welchem zwei Punkte
und eineTangente , oder ein Punkt und zwei Tangenten gegeben sind ?

I . Sind zwei Tangenten D,8 und 448 und ein im / 44?,844
gelegener PunktV , gegeben , so muß der Mittelpunkt U des
gesuchten Kreises (wegen Fr . 103 VII .) auf der Geraden 8X
liegen , welche den 4st844 halbiert .

Liegt nun V, außerhalb 8X , so fälle man von V , eine
SenkrechteV,L auf 8X herab und verlängere dieselbe jenseits
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8X UM das Stück L ? 2 — k .x ; dann ist ? 2 auch ein Punkt
des gesuchten Kreises (Fr . 74 XI . ) , und somit wäre die
zweite Aufgabe auf die erste zurückgeführt .

Liegt dagegen 1 , in 8X , so tangiert auch die in ? , auf8X
errichtete Senkrechte den gesuchten Kreis (Fr . 83 II .) , und
die Aufgabe ist nach Fr . 104 II . und IV . zu lösen .

II . Sind zwei Punkte ? , und und eine Tangente 18
gegeben und wird letztere von der verlängerten Sehne
in 1 , von der auf k, ? 2 in deren Mitte 1 errichteten (durch
den Mittelpunkt N gehenden ) Senkrechten XII8 aber in 8
geschnitten , so ist die Entfernung IX des Berührungs¬
punktes X des gesuchten Kreises von dem Schnittpunkte ?

nach Fr . 161 IV . zu finden aus 1X
°

— ? ? , . 1 ? 2- Trägt
man die nach Fr . 164 III . konstruierte Strecke ? X von1
aus in 18 auf , so hat man jetzt drei Punkte : ? „ ? 2 und X
des Kreises und kann diesen nach Fr . 89 II . zeichnen.

Da man aber IX auf 8 ? von 1 ebensowohl nach 8
hin als nach der entgegengesetzten Seite hin auftragen kann ,
so giebt es im allgemeinen zwei Lösungen .

Anm . 8 ist der äußere Ähnlichkcitspunkt (Fr . I0S IV .) nicht bloß siir die
beiden bei Lösung der gestellten Aufgabe sich ergebenden Kreise X , und L ? um
LI, und LIz, sondern auch für alle Kreise Lg ! welche aus einem Punkte Llo in
MX als Mittelpunkt geschlagen werden und 18 berühren . Jeder dieser Kreise
wird von ? ,8 in zwei Punkten I " und ? " geschnitten und dabei ist stets I" LIo ? ,LI,
und ? "LIo ? ,Ll 2 (Fr . ISS I . und 1S6 IV .) . Diese Bemerkung sührt zu einer
andern sehr bequemen Lösung für I . und II . durch Ziehen zweier Parallelen
durch ? , .

III . Ist in II . ? ,? 2//8T , so wird 1X8 X . 84 , und weil
auch XX X. 81 , so rückt der Berührungspunkt X nach 8 ;
es giebt also jetzt bloß eine Lösung . Der Schnittpunkt1
ist jetzt unendlich weit von X entfernt (Fr . 77 IV . Anm .) .

IV . Wenn ? , ( oder ! >.,) in 81 liegt , d . h . mit X zusammen¬
fällt , haben I . und II . ebenfalls bloß eine Lösung . X ? ist
dabei — 0 .

V . Liegen ? , und ? 2 in II . auf verschiedenen Seiten von
81 , so giebt es keine Lösung (Fr . 83 VI .) .
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VI . Ist ml . 180°
, so giebt es unzählige

Lösungen , weil die Lage von 8 und von 88 nicht be¬
stimmt ist.

Bergl . Fr. 88 IV. und Fr. 104 II . bis IV.

Sieöentcs Hapitel.

Gleichheit, Proportionalität und Ausmessung des
Flächeninhaltes ebener Figuren .

166. Wenn sind Parallelogramme und Dreiecke inhaltsglcich ?
I . Dreiecke 888 und LOL (Fig. 148) , ebenso Parallelo¬

gramme 886II und 86X8 , welche zwischen Parallelen Vit
und 60 liegen, haben gleiche Höhe (Fr . 159 I . , 108 XIII .) .

II . Dreiecke und Parallelogramme von gleicher Höhe
lassen sich zwischen Parallelen legen (Fr . 108 XIII.) .

III . Parallelogramme8868 undL6X8 (Fig 148) über
gleichen Grundseiten (68 — X6) und von gleicher Höhe sind
inhaltsgleich (vergl . Fr. 66 IV . ) .
Bew. Legt man die Parallelogrammezwischen Parallellinien

X6 und 00 so , daß 68 an X6 stößt und die
Parallelogramme außer einander liegen , so ist :
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^L ^ 88 -s- 88
— 88 -s- 88 — 88 (Fr . 20 VIII. , 108III.)

88 — 86 (Fr . 108 III .)
888 - 681 . (Fr. 62 I .)
888 l-X / >. 688 ( Fr. 80 II . ) ;

ferner : 86 — 68 (Vor.)
68 - 88 (Fr. 108 III .)

/ . x68 - /ch888 (Fr . 62 I .)
/X86H ^ 688 (Fr . 80 II .)

L 888 / X 868 - /X 688 -P- /X 688 (Fr . 20 VIII .)
L868 — 8688 (Fr . 2Ö

"
l8)

"
8868 — /X868 — 8688 — XX868 (Fr . 20 VIII.)

8868 — 8688 (Fr. 20 II .) .

IV. Dreiecke 868 und 688 (Fig . 148 ) von gleicher
Grundseite (86 — 68 ) und gleicher Höhe sind inhalts¬
gleich , da sie nach Fr . 108 II . die Hälfte der gleichen
Parallelogramme 8868 und 8688 sind.

V . Gleiche Parallelo-
_ t "

gramme und gleicheDreiecke
/ haben bei gleicher Höhe

/ / auch gleiche Grundseiten ,
)
/ . bei gleichen Grundseiten

aber auch gleiche Höhen
8 - ^ (HI- , IV.) .

Ng . i49 . VI. Zieht man durch
einen Punkt 8 der Diago¬

nale ^.v eines Parallelogramms ^ .688 (Fig . 149 ) zwei
Parallele 88 und 88 zu den Seiten, so zerfällt das Parallelo¬
gramm in vier mit dem Ganzen gleichwinkelige Parallelo¬
gramme , von denen die zwei um die Diagonale liegenden
L.888 und 8888 ähnlich sind ; die beiden anderen 8886
und 8888 heißen die Ergänzungen (Komplemente)
der elfteren und sind inhaltsgleich .
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Da nämlich ^ I.k>X ^ ? O ? und ^ / I. ? kv
(Fr . 62 I .) , so ist / X X? ? ^ ? ? 0 (Fr . 156 I .) und
d ? 8 ^ k ? VX (Fr . 108 I . und 150 I . ) .

Zieht man ferner von den nach Fr . 108 I . kongruenten
/X/X XOü und OLL die ebenfalls kongruenten /X XX Xll ?
und ? 8X, k ? 0 und IM ? ab , so bleiben die (wenn auch nicht
stets kongruenten , so doch sicher) gleichen Parallelogramme
? ? ? 6 und 8? M übrig (Fr . 20 VIII .) .

VII . Weil in VI . / X HI.? ^ / X ? ? 0 , so ist ? ? :
^ ? 0 : I- ? , oder auch ? ? -. ? 8 ^ ? X : ? ? (Fr . 108 III .)
und ? ? . ? ? — ? 8 . ? !1, d . h . es sind die Produkte der auf
derselben Seite der Diagonale DX gelegenen Abschnitte der
Parallelen IM und 8? gleichgroß. — Vergl . Fr . 161 I .

VIII . Zwei Parallelogramme ? ? ? 6 und 8? M (Fig . 149 )
( oder zwei Dreiecke ? ? ? und 8? X , Fr . 108 II .) , welche in
einem Winkel ? übereinstimmen (also zwei Rechtecke stets) ,
sind inhaltsgleich , wenn die Produkte aus ihren jenen
Winkel ? einschließenden Seiten gleich sind .

Legt man die Parallelogramme so an einander , daß die
Winkel ? Scheitelwinkel werden , und verlängert d und ? 8 ,
0? und IM , bis sie sich in X und I ) schneiden , und zieht
man ? X und ? 0 , so ist X ? — 8? und 0 ? — X?
(Fr . 108 III .) , und man erhält aus der vorausgesetzten
Gleichung 8? . X? — ? ? , - ? ? , nach Fr . 20 IV . X? . 0 ?
— ? ? . ? ? , also XD : ? D — ? ? : v ? . Da außerdem
/ X XD? ^ XX ? ? v (Fr . 63 I .) , so ist / X XD ? ^ / X ? ? 0
(Fr . 156II .) und xX DX? ^ XX ? ? v ( Fr . 153 I .) . Weil
aber auch XX DX ? — / X 8? X (Fr . 62 I .) , so ist weiter
^x, 8? X — xX ? ? 0 (Fr . 20 V .) und deshalb muß X? ü
eine Gerade sein (Fr . 43 .) , nämlich die Diagonale des
Parallelogramms XOVL ; demnach ist endlich :

D? ? 6 8? M (VI . ) .
IX. Zwei Parallelogramme (deshalb auch zwei Dreiecke,

Fr . 108II .) sind inhaltsgleich , wenn die Produkte aus Höhe
und Grundseite gleich sind (Fr . 20 IV .) ; denn jedes der
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beiden Parallelogramme gleicht dann nach III . dem Rechtecke ,
welches dieselben Höhen und Grundseiten hat , die beiden
Rechtecke aber sind nach VIII. inhaltsgleich .

X . Die der Grundseite gegenüberliegenden Seiten solcher
Parallelogramme, welche gleichen Flächeninhalt und eine
gemeinschaftliche Grundseite haben , liegen in einer zur Grund¬
seite parallelen Geraden .

XI. Die Spitzen aller Dreiecke von gleichem Flächen¬
inhalte , welche sich über der nämlichen Grundseite zeichnen
lassen , liegen in einer zu dieser Grundseite parallelen
Geraden .

167. Wenn lassen sich zwei Parallelogramme unmittelbar
addieren und subtrahieren ?

I. Stimmen zwei Parallelogramme XWI ' und X66V
in einer Seite X6 — u (Fig . 160 und 151) und einem

Fig . iso. Fig . isi .

Winkel vv überein , so lassen sich dieselben mit dieser gleichen
Seite Xv so an einander legen , daß (entweder wegen
Fr. 107 I. und 40 , oder wegen Fr . 31 ) die anstoßenden
Seiten Xv und XI) in eine Gerade fallen . Daher ist ihre
Summe und ihre Differenz ein Parallelogramm von dem
nämlichen Winkel v und der nämlichen Seite a , dessen zweite
Seite vv aber in Fig . 150 die Summe Xv - s- Xv , in
Fig. 151 dagegen die Differenz Xv — Xv der anderen
Seiten XI' und Xv der beiden Parallelogramme XLVV
und X66V ist.
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II . Bezeichnen wir der Kürze halber ein aus den Seiten
X6 — a und ^ 0 — b konstruiertes Rechteck ^ 80v mit
XkstXV oder a , b st dann läßt sich der auf zwei Recht -

ccke angewendete Satz I . kurz so schreiben :

^a , b § - s- ^ u , o I —
und § a , d I — — Ikl, (d — «) (

III . Umgekehrt ist auch
>a , (b -s- o) — ^a , d > - s- > il ' 6 !

und a , (b — o) — I a. , b - ! 3. , 6

IV . Ein über der Seite a konstruiertes Quadrat wäre

nach II . durch stksstsst zu bezeichnen , möge aber kürzer durch
m bezeichnet werden .

> >
<7 !

I

168. Welchen Inhalt besitzt die von einer Strecke bei ihrer
Parallelverschiebung in einer Ebene erzeugte Figur?

Bewegt sich eine Strecke ^ 8 — a , Fig - 152 , von unver¬

änderlicher Länge (wie in Fr . 55 II . ) parallel zu sich selbst
in einer Ebene an einer krummen
Linie 86V hin , ohne denselben
Teil der Ebene wiederholt zu !

überstreichen , so erzeugt sie eine

gemischtlinigeFigur ^ LOVLV , L-
deren Inhalt dem des Rechtecks
aus der Strecke ^ .8 und dem
von ihr in der zur Strecke ^ 8
senkrechten Richtung zurück¬
gelegten Wege 8tz — <g gleicht .

Von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt man sich
sofort , wenn man die Figur H.8 <MV abschneidet und auf der
andern Seite als 8VVVO ansetzt (Fr . 62 V . , 108 XIII . ) .

Fig . 1S2 .

169. Wie groß sind die Quadrate über der Summe und
Differenz zweier Strecken, ferner die Differenz zweier Quadrate ?

I . Das Quadrat über der Summe (a- s- b ) zweier Strecken
a und b besteht aus der Summe der Quadrate über den
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beiden Strecken und dem doppelten Rechteck aus den beiden
Strecken *). Nach Fr . 167 111 . und IV . , sowie Fr . 20 XI .
ist nämlich :

ffff - ff 1( 3 ff - d ) , ( 3 -ff - b ) 1

— 1( 3 ff - b ) , sj - s- j( 3 -ff- b ) , b l

^ ff^ , 3 s ff— ^ 1 3 , b 1 ff- 1b , b 1^
13, 1 ff — 2 1 3 , b 1 ff — ! b ff

11 . Das Quadrat über der Differenz 3— d zweier Strecken

g, und b ist gleich der Differenz zwischen der Summe der
Quadrate über beiden Strecken und dem doppelten Rechteck
aus ihnen. Aus Fr . 167III . und IV . nebst 20 XI . folgt ja :

— >0 — b) , (3 — b)13 — b

— 1( 3 —- b ) , 3j — ( 3 — b ) , b l

— ff 3 , 3 1 — 1b , 3 >j — n 3 , 171 — mn
— m ff - m — 2 ! 3 , b !.

III . Die Differenz zweier Quadrate ist gleich dem Rechteck
aus der Summe und der Differenz ihrer Seiten **

) . Denn

wegen Fr . 20 XI . und nach Fr . 167III . und IV . ergiebt sich :

1( 3 ff - d ) , ( 3 — bp j(3Vffb ) ff3j — I(3ff^d)ffbj
! i»! ff^ >Ht >1^ ^ laffb l ff- lffffbl ^

3 > — I b ff

170. Welche Sätze gelten von den Quadraten über den Seiten
eines Dreiecks und über der Projizierenden?

I . Im rechtwinkeligen Dreieck ist das Quadrat über der

Hypotenuse Xk — ü gleich der Summe der Quadrate über
den beiden Katheten XO — 3 und L6 — b (vergl . Fr . 160III ) .

*) Die drei Sätze I . bis III . . welche sich mit einer Fig . 14g ähnelnden
Figur auch leicht rein geometrisch beweisen lassen , sind die Seitenstiicke zu den
drei arithmetischen Sätzen : (a -p b)? — »e 2ai>ff- d-',

(a — i>)2 — a- — 2ab ff- de und
a- — de — (a -s- d) (a — d) .

Ähnliches gilt von den Sätzen in Fr . 170 in Bezug aus die Sätze in Fr . ISS.
Vergl. auch Fr . 177 V.

**) Der Satz läßt sich auch unmittelbar beweisen , durch Jncinanderlcgen
der Quadrate .
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Beschreibt man überall das Quadrat )I666 (Fig . 153 ) ,
fällt man von 6 und 6 Senkrechte 6L und IW auf die
verlängerte 66 , darauf von ^
und 6 Senkrechte und 66
auf 66 , so sind die Winkel v,
ll>,u und n gleich (Fr . 71VI . ) ,
weil ihre Schenkel der Reihe
nach auf einander senkrecht
stehen. Die rechtwinkeligen
QQ ^ 60 , L.6N , 666 und
666 , welche außerdem noch
in den Hypotenusen ^ ,6 — ^,6
— 66 — 66 übereinstimmen
(Fr . 108 VII . ) , sind deshalb kongruent (Fr . 81 II .) ; daher
ist DI — VO und 66 - ^ 66 ^ 60 ( Fr . 67 II . ) , oder es
sind MILO und 666L die Quadrate über ^ 6 und 66 ^ 60
(Fr . 108 VII . ) . Schneiden wir nun die beiden Dreiecke
lt,6N und 666 Von L.666
ab und setzen sie als ^ 60
und 666 an den Rest
^ LI666 wiederan , so wird :
ll666 ^ N60 > 66OL
(Fr . 20 II . ) , oder

ich) — ^ - f- m .
Dieser Satz heißt der Ng. is4.

PythagoräischeLehrsatz .

II . Im rechtwinkeligenDreieck ist das Quadrat über der

Projizierenden (M — p (vergl . Fig . 154 ) gleich dem Recht¬
ecke aus den Projektionen — x und >' 6 — v der
Katheten :

!—! — ^ ^ (8v - 1691 .)

^ ^ 1̂ ! ^ ! n,! -i- !-v ! ! ^ !Ä ) ( i -)
ch > — I_^ > — ^ l P-! (Fr . 20 VIII. ) .

Zetzsche , Geometrie. 3 . Slufl . 13
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III . Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat über
einer Kathete ^ 0 — a (Mg - 154) gleich dem Rechtecke aus
ihrer Projektion iVX — x und der Hypotenuse ^V8 — g . —
Vergl . auch IX.

^g.) — m -j- ^ — jx . zrj - j- >X,x !
— ^ LH (l -> n - ; Fr . 16 ? n .) .

IV. Liegt die Dreiecksseite 6 einem spitzen Winkel 6
gegenüber, so ist das Quadrat über ihr gleich der Differenz
zwischen der Summe der Quadrate über den beiden anderen
Seiten a. und b und dem doppelten Rechteck aus der zweiten
Seite n und der Projektion 08 — g der dritten Seite b ans
die zweite n.

^ X ' <7

Ng . iss. Fig . ne .

Die Projizierende ^.8 — p trifft die Seite 08 — a in 8
und zwar liegt 8 zwischen 0 und 8 , wenn /^ 8 << 90°

(Fig. 155) , dagegen außerhalb 80 (Fig . 156) , wenn > 6
> > 90° ist (Fr . 71 V.) ; im elfteren Falle ist 88 — a — g,
im anderen 88 — y — a .
_ Nun ist nach I . und Fr. 169 II. :

— HI -f- HI — .
j o j --- IM -l- I.P.I

^ j Î I-f- Io .!- 2 ^ 1j j HI- Iü.!j
— !_̂ I ^ sb.! — 2 a . gl .

^ Bei > 8 — 90°
endlich ist <1 — a , also 88 — 0 und

1̂ ,1 ^ Î I ^ HI — 2 m jaj , wie es I .
verlangt.

V . Liegt die Dreiecksseite b ( Fig. 156 ) einem stumpfen
Winkel 8 gegenüber, so ist das Quadrat über ihr gleich der
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Summe der Quadrate über den beiden anderen Seiten und
dem doppelten Rechteck aus der zweiten Seite a und der
Projektion 66 — k der dritten Seite e auf die zweite a .

Die Projizierende 1e6 — p trifft 06 in 6 außerhalb 06
(Fr . 71V. ) ; daher ist 06 — Ir - st g, und nach I . und Fr. 1691 . :

— ^ - st ^ - ststkst - st2 ^ ,kst
— ^ -st A -st 2 ! u , lr I.

Ist — lp ü -j- kl

VI . In I . , IV . und V . liegt eine weitere Entwickelung
von Fr . 78 II.

VII . Ist das Quadrat der Seite ü eines Dreiecks gleich
der Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten o, und b,
so ist der ü gegenüberliegendeWinkel 0 ein rechter, weil sonst
nach IV-, oder nach V . sstj ^ sstj -j- sst sein müßte.

VIII . Aus I . findet sich in Berücksichtigung der An¬
merkungen zu 159 I . und 169 I . eine weitere Lösung der
Aufgabe in Fr. 143 . Fällt man von ^ und 6 , Fig . 128,
die Senkrechten ^,1 — p» und 62 — p,, auf 6 und stehen
deren Fußpunkte um 21 — A von einander ab , während U
von p^ um IN— x , von pb um 2N — ^ — § — x entfernt
ist , dann hat man

XU
' ^ g? — pst -stx ^ und

ZU — I? — ss—ust ^ pst -st / — pst -st jss —xjst
l» - j/llst ^st^ I^ ^ ^

woraus sich x durch Rechnung finden läßt.
IX. Wie III . mit Fr . 160 IV . bezügl. der Werte ^

und l? übereinstimmt , so folgt aus III . auch ferner , daß in
Übereinstimmung mit Fr . 160 V. (vergl . auch Fr. 161VIII . ) :

8 _ fü , x j — b , (k — >UNd
H ! ^ Ib ! — I ü , (b — x) I .

Ebenso findet sich aus I . und Fr . 169 III . noch :
I N ^ ^p I ^6 I I kl —j- b , II — b I ,

Was schon in Fr. 160 IV . liegt und in Fr. 16^ IX . benutzt
worden ist.

IS '
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X . In jedem Dreieck 460 , Fig . 126 S . 142 , ist die
Summe A - s- HI der Quadrate über zwei Seiten gleich
der Summe aus dem halben Quadrate der dritten Seite

und aus dem doppelten Quadrate der zu o gehörigen
Mittellinie OL — w .

Wäre KO (wie in Mg . 126 S . 142 ) , so wäre / . 6
< ^/4 (Fr . 73 III . ) , somit / /6 < 90 °

(Fr . 71 I .).
Deshalb liegt der zufolge Fr . 71V . von 6 aus nach 4 hin
fallende Fußpunkt I » der Höhe b, — 00 von 8 aus noch
jenseits der Mitte L der Seite o , weil doch nach Fr . 112X .
1)4 0 V6 , also 1)4 O 146 sein muß . Mag daher 64
von 06 aus jenseits OL liegen, oder zwischen 06 und 06 ,
immer ist / . 6LO > 90 °

(Fr . 69 VII . ) und / /460090 °

(Fr . 39IV . ) . Für die Projektion VL — s der Mittellinie w,
die Seiten o und s und die Strecke w des Dreiecks 660
besteht daher nach V . die Gleichung :

Ol > I -s- 2 ;
ebenso für die Seiten des Dreiecks4L0 nach IV . die Gleichung :

— j zo )
- s- > — 2 L0,6 I .

I. s
b

Deshalb ist nach Fr . 20 Vlll . , und weil ^ e

!o ! ^ HI ^ 2 ^ .
Wäre dagegen h — u , so fiele L auf O , und es wäre

VL — s — o , 0L — OL und in Übereinstimmung mit I.
immer wieder :

lol >H ^ zo - j- m
XI . Sind in X . die Punkte 4 und 6 und somit auch

46 — o gegeben und liegt 0 auf einem um L mit dem Halb¬
messer in geschlagenen Kreise/so ist die rechte Seite der in
X . gefundenen Gleichung bekannt und demnach die Summe
o - s- sb) unveränderlich , wenn 0 auf dem Kreise fortrückt .

Nach I . darf diese Summe — t gesetzt werden. Dem¬
nach muß

der geometrische Ort (Fr . 74 XVII . ) eines Punktes,
für welchen die Summe der Quadrate der Abstände a und b
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von zwei gegebenen Punkten ^ und 8 einem gegebenen
Quadrate ^ gleicht , ein Kreis sein , welcher um die Mitte
8 von V8 — e mit dem Halbmesser m zu schlagen ist , für
welchen U sein müßte .

Nach Fr. 20 VI. und nach Berücksichtigungvon Fr . 177 V.
ließe sich der Halbmesser m aus

ausrechnen .
Wäre in einem besonderen Falle iii — ^e , so erhielte man

man m — !H — 8 -ch- !H und käme somit auf I . zurück .

171. Wie verwandelt man eine Figur in eine inhaltsgleiche ?
I. Zieht man in einem ebenen Vieleck V86V8 (Fig. 157 )

eine Diagonale VO und zu dieser durch 8 eine Parallele 88 „
bis sie die verlängerte 1)0 in 8,
schneidet , dann ist / X ^ 8rO —
7XV86 (Fr . 166 IV . ) , daher
auch V8,V8 ^ L.60V8 , ^.8,V8
hat jedoch eine Seite weniger
als L8008 .

II . Durch Wiederholung des
in l . beschriebenen Verfahrens läßt
sich jedes Vieleck endlich in ein in¬
haltsgleiches Dreieck verwandeln .

Ftg. iss

/> /

III. Will man ein Dreieck L88 (Fig . 158) in ein flächen¬
gleiches Parallelogramm verwandeln , so halbiere man
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eine Dreiecksseite LL in II und ziehe LO//LL , L () //ssiu
Dann ist nach Fr . 108 1 . und 166 IV . :

LtzLU — 2 / XLLU — / X LLL .
IV . Um ein Parallelogramm LL6U (Fig . 158 ) in ein

anderes flächengleiches zu verwandeln , welches einen vor¬
geschriebenen Winkel v enthält , ziehe man durch I? und 0
die Geraden LL und 6V, , so daß ^ 6LL ^ / . L (L
— wird , und verlängere LU , bis sie LU und 6U in X
und U schneidet . Dann ist LL6U — LL6U (Fr . 16 61 . u . III .) .

In ähnlicher Weise läßt sich die Aufgabe bei einem
Dreieck lösen .

V . Ein Parallelogramm ULLO (Fig . 159 ) verwandelt
man in ein anderes flächengleiches mit einer vorgeschriebenen

SeiteLU , indem man
^ ^ LU als Verlängerung

von UL anträgt , durch
u zu LL eine Parallele
LUV zieht , bis diese
die verlängerte OL in v
schneidet , darauf OU
verlängert , bis sie die
verlängerte DL in L.
schneidet , und endlich

durch ^ zu OL eine Parallele legt , welche die verlängerten
LL und DU in 8 und U schneidet . Dann ist ULLO — 8LM
(Fr . 166 VI . ) .

VI . Will man ein Vieleck in ein flächengleiches Quadrat
verwandeln , so verwandle man es zunächst nach II ., III . und
IV . in ein Dreieck , Parallelogramm und Rechteck, indem man
in IV . — 90 °

wählt ; konstruiert man dann zu den
Seiten x und ^ dieses Rechtecks die mittlere Proportionale p
(Fr . 164 III . ) , so ist nach Fr . 170 II . jZ — ! x . v .

172 . Wie addiert und subtrahiert man Vielecke ?
I . Verwandelt man die Vielecke nach Fr . 171 II . bis V .

in Parallelogramme von derselben Seite a und demselben
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Winkel so lassen sie sich nach Fr . 167 I . addieren und

subtrahieren .
II . Soll die Summe , oder die Differenz der Vielecke ein

Quadrat sein, so muß man die Vielecke nach Fr . 171 VI . in

Quadrate verwandeln .
Trägt man dann die Seiten 0 ^ . — n und 06 — b

Mg . 154 S . 193 ) zweier Quadrate auf den Schenkeln
eines rechten Winkels vom Scheitel 0 aus auf , so erhält man

eine Hypotenuse ^ .6 — 1», für welche nach Fr . 170 I .

^ ^ ^ - s- m ist .

Zu ' b addiert man in gleicher Weise das dritte Quadrat j es ic .

Schlägt man dagegen über der Seite ^ 6 — ll des ersten

Quadrats als Durchmesser einen Halbkreis und schneidet

denselben in 0 mit einem aus X mit dem der Seite L .6 — n

des zweiten Quadrates gleichenden Halbmesser geschlagenen

Kreise , so ist (Fr . 170 I .) ^ ^
!ch_!

" !ch_!
—

Zu demselben Ziele würde es (nach Fr . 169 III .) führen ,

wenn man zunächst ein Rechteck mit den Seiten n — (b - stn )

und v — (ü — a ) bildete und dieses noch in ein Quadrat j bs

(Fr . 171 VI . ) verwandelte . — Vergl . Fr . 170 IX .

173 . Wie verhalten sich die Flächeninhalte zweier Parallelo¬

gramme ?
I . Teilt man die Grundseite VO eines Parallelogramms

( Fig . 160 ) in n gleiche Teile — M — - - -,

und zieht man durch die Teil¬
punkte Parallelen zu X6 , so
zerfällt6 in n kongruente
Parallelogramme X68X —

(Fr . 108
XIII . und 109 I . ) . Es ist
also :

k — nx oder p — 6 : n .
II . Teilt man die Höhe

XX eines Parallelogramms Mg , ig„ .

iV § IV

XvV x v XL
'

!

v x x
X X
X X X x ^ I' ^

V ' ' -
V X
V X '

X X
X V
X X
X X
X V

- !

!

V X
V X

X X >
X X

r !
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? — ^860 (Ng - 160) in n gleiche Teile XV — V2 — . .,
und zieht durch die Teilpunkte Parallelen zur Grundseite

so zerfällt k in u kongruente Parallelogramme llllOll
^ LLllk' - - - - ^ x ' (Fr . 111VI . , 109 I . ) . Es ist also
k — ux ' oder p ' — ? : n.

III . Zwei Parallelogramme k , und ?z von gleicher Höhe Ii
verhalten sich wie ihre Grundseiten A, und §2-

Sind die Grundseiten kommensurabel (Fr . 144 II .) , ist
z . B . A, — xiu und Az ^ im, so kann man nach I. k , in x
Parallelogramme p, von der Höhe ll und der Grundseite w,
? 2 aber in i Parallelogramme pz von der Höhe ll und der

Grundseite m zerlegen ; daher ist p, — pz (Fr . 166III . ) und
V- : IV m xp> : )'p2 ^ xm - illl ^ A, : Az .

Sind die Grundseiteninkommensurabel und etwa A, —xw,
dann ist imO A (i -^ 1 ) m, aber wegen Fr. 166 III.
auch k . ^ xp und (l -^ 1 ) l>, also :

,1 ^
X X

und
X X

d . h . Az -. A, und IV : ? , haben immer dieselben Grenzverhält¬
nisse ; daher ist (ähnlich wie in Fr . 148 I .) auch hier k, : ?z
^ L. - A .

IV . Zwei Parallelogramme k, und IV von gleicher Grund¬
linie A Verhalten sich wie ihre Höhen ll , und llz.

Der Beweis ist genau so wie in III . zu führen , nur hat
man anstatt I . den Satz in II . zu benutzen.

V . Zwei Parallelogramme k , und IV verhalten sich wie
die Produkte aus ihren Grundlinien A , und Az und ihren
Höhen ll, und llz.

Konstruiert man noch ein drittes Parallelogramm IV mit
der Höhe dz — ll, und der Grundlinie Az — Az , so ist nach
III . und IV . :

und r . , ».
1 -- A IV llz

^4 — s - . dz §-d,
lv IV gz llz Azllz

daher
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/ _ / /

VI. Zwei Parallelogramme^ !^ '!' undLLXI ) (Fig . 161) ,
welche in einem Winkeln übereinstimmen , verhalten sich wie
Produkte aus den diesen Winkel
einschließenden Seiten. Legt man
nämlich die Parallelogramme so
an einander , daß die
Scheitelwinkel werden , und ver¬
längert b"! und OX , bis sie sich ^
in 6 schneiden , so ist nach III . :

vv -vr — 1^ 1^X6
I' .VXO

"
,VX

' X .4XI)
folglich wegen Fr . 20 VIII . :

k'DL .D — I.L 'IVV ^ V.4 . VV
Iv .VXI)

"
.VX älv

^
.4X . VX

Fig. 16 t .

'IW
" Ix '

174. Wie verhalten sich die Flächeninhalte zweier Dreiecke ?
Da jedes Dreieck die Hälfte eines Parallelogramms ist

(Fr . 108 II . ) , so Verhalten sich zwei Dreiecke :
I . bei gleicher Höhe wie ihre Grundlinien (Fr. 173 III . ) ;

II . bei gleicher Grundlinie wie ihre Höhen (Fr. 173 IV . ) ;
III . bei verschiedenen Höhen und Grundlinien wie die Pro¬

dukte aus den Höhen und Grundlinien (Fr. 173 V. ) ;
IV. bei Übereinstimmung in einem Winkel wie die

Produkte aus den diesen Winkel einschließenden Seiten
(Fr. 173 VI .) .

175. Wie verhalten sich die Flächeninhalte ähnlicher Figuren?
I. Ähnliche Dreiecke v und IV Verhalten sich wie die

Quadrate (vergl . Fr . 19 V.) ähnlich liegender Seiten b und
b ' (e und e') , oder ähnlich liegender Strecken s und V .

Weil WW — und b : b ' — o : v' — 8 : 8 ' (Fr . 1531 . ,
154 II . ) , so ist nach Fr . 174 IV . :

v — d Z — b
.

b / s V
v ' ^ b '

'
e ' ^ b '

'
b ' ^

V b' / ^
V s ' / ^

(b')^ (s')° '



202 Siebentes Kapitel . Fr . NS .

II . Ähnliche Vielecke V, und Vz (und ebenso krummlinige
sowie gemischtlinige Figuren , Fr . 153 II . ) Verhalten sich wie
die Quadrate ähnlichliegender Seiten und Lz, oder ähnlich¬
liegender Strecken 8 , und s, .

Zerlegt man die beiden u -ecke von zwei ähnlichliegenden
Punkten aus in je u Dreiecke Ich, vz , vz . . . v ^ und Ich '

, Ich',
vz ' . . . Ich' über den Vielecksseiten b„ e, rc . und u, , b >, vz rc.,
so ist nach I . und Fr . 153 I . :

V. — Ich -j- Ich - j- vz - s- " ' Ich

Vz — o, ' vz' 4 - v -
' ^- >- v.'

Nun ist : bz : b , — uz : u , (Fr . 153 I .)
dz _ - ^ _ / Az ^ 2

_ Nz (Fv. 19 V. UNd
b?

^ l. ch -
^ "

n? 20 VIII . )
k? : I)/ — vz vz'

, o, : v .
' ^ u? : w? (I .)

vz - vz ' ^ - v . : v . ' (Fr . 20 IV .)
vz : v . ^ vz' : v, ' (Fr . 147 V . ) .

Ebenso ist : vz : Ich — vz ' : v, ' rc .,
daher nach Fr . 20 VIII . auch

Vz 0 ? u? s?
'

III . Werden über den Seiten u, d , ü eines rechtwinkeligen
Dreiecks ähnliche Figuren Ich , Ich und V,, beschrieben , so ist
die über der Hypotenuse Ir beschriebene Ich gleich der Summe
der Figuren Ich und Ich über den Katheten u und b.

Ich : Ich ^ : !? , Ich - Ich ^ : I? ( II . )
( I '. v, ) - Ich — (u- - j- 1? ) : I? - - 1 (Fr . 160III . )

Ich ^ Ich — Ich.



Fr . I7S - 176. Flächeninhalt ebener Figuren . 203

IV . Um sowohl, wie in einen Kreis beschriebene ähnliche
Figuren verhalten sich wie die Quadrate der Halbmesser
ihrer Kreise (II . ) , weil diese Halbmesser ähnlichliegende
Strecken sind .

V . Regelmäßige Figuren von gleicher Seitenzahl
(Fr . 154 IV . ) Verhalten sich wie die Quadrate der (ähnlich¬
liegenden) Halbmesser der eingeschriebenen oder umgeschrie¬
benen Kreise .

VI . Für das demselben Kreise eingeschriebene und
umgeschriebene u - eck und 1̂ hat man nach II . und
Fr. 163 III . :

176 . Welche Figur benutzt man als Maß für die Figuren?
I . Als Flächeneinheit , d . h . als Maß für die Figuren ,

wählt man das Quadrat über der Längeneinheit ( 1 Meter
oder Stab , Fr . 146III . ) und nennt dasselbe ein Quadrat¬
meter oder einen Quadratstab ( IsU" — 1 ^ ) -

II . Die Zahl, welche angiebt , wie viel Quadratmeter eine
Figur enthält , heißt die Flächenzahl derselben.

Damit die nachfolgenden Formeln den Flächeninhalt in
Quadratmetern liefern , sind die in ihnen Vorkommmenden
Maße in Metern einzusetzen .

III. Wollte man nicht das Meter als Längeneinheit
benutzen, sondern z . B . das Centimeter , so würde die Flächen¬
zahl auch den Inhalt in Quadratcentimetern (vergl . die
Tabellen I und II im Anhänge) angeben.

Stets aber müssen die in Fr . 177 bis 179 für die Aus¬
messung verwerteten Strecken in einer und derselbenLängen¬
einheit ausgedrückt sein , dürfen also nie mehrfach benannte
Zahlen sein.
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177. Wie findet man den Flächeninhalt eines Dreiecks und
eines Vierecks*).

I . Die Flächenzahl eines Quadrates ist das Quadrat
(vergl . Fr . 19 V .) der Längenzahl a seiner Seite a , weil nach
Fr . 175 II . 1̂ : 1HÜ" a' : 1? — a' ist , also :'

— cst . IsU " — a' lü " .
II . Ist die Seite des Quadrates IO"'

, 100 " re . , so ent¬
hält das Quadrat (10 ' --- ) 100ID "

, (100 ' ---- ) lOOOOd) re.
III . Ist die Seite des Quadrates 0,1 "

, 0,01 " rc . , so ent¬
hält das Quadrat (0,1 ' - --) 0,01lD "

, ( 0 .01 ' ^ ) OchOOlsHrc .
IV . Die Flächenzahl eines Rechtecks ist das Produkt

aus den Längenzahlen a und b von zwei nicht- parallelen
Seiten a und b ; weil nach Fr . 173 VI . H/b >: 1H)" —
ab : 1 . 1 — ab ist, so wird :

IHH — ablD " .
V. Kürzer sagt man : der Flächeninhalt eines Recht¬

ecks ist dasProdukt aus dessenbeidenSeitenaundb .
In ähnlicher Weise Pflegt man auch die Sätze über den

Inhalt des Quadrates (I . ) und anderer Figuren (VI . bis IX .,
Fr . 178 und 179 ) kurz
auszusprechen. Vergl. die
Anm . zu Fr . 159 II . und
zu Fr . 169 I.

VI . Die Flächenzahl
eines Parallelogramms
NMH , Fig . 162 , ist das
Produkt gh aus denLängen -

zahlen g und h der Grundseite NH — g und der Höhe ü
(IV .) ; denn das Parallelogramm gleicht dem Rechteck ^
(Fr . 166 III . ) .

VII . Die Flächenzahl D des Dreiecks NM --- 0 ,
Fig . 162 , ist das halbe Produkt aus den Längenzahlen g

*) Weiteres hierüber und Beispiele hierzu enthält der „Katechismus der
Raumbcrcchnung" ls . Aufl. Leipzig IMS , Fr . 61 bis 12S) und der „Katechismusder Feldmeßkunst" lö . Aufl . Leipzig isgl , Fr . 108 bis lL » .

Fig . I 6S.
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und h der Grundseite XE — A und Höhe It (VI . ) . Da
nämlich I) die Hälfte eines Parallelogramms von gleicher
Grundseite und Höhe ist (Fr. 108 II . ) , so ist :

VIII . Das Dreieck v mit den drei Seiten a , b , o läßt
sich aber auch vom Mittelpunkte N„ (vergl . Fig. 102 auf
S . 108) des eingeschriebenen Kreises in drei Dreiecke zerlegen,
deren gemeinschaftliche Höhe der Halbmesser i-o jenes Kreises
ist , deren Grundlinien aber a , b , a sind ; daher findet man
mit Fr . 159 XVII . , wenn a , b , c , s und r, die Längenzahlen
von a, b , e , s und i-o bedeuten :
v ^ zar, -s- zbr -fi z cr^ ^ r, (a - s- b - s- c)

^ s/s(s^ - a) (s — b) (s — c)
^ s/(a^ b -> c) (b> c- a) (a- b-j-c) (a-fib - c) Pfi"' .

IX. Die Flächenzahl T des Trapezes D — XXDLI,
Fig . 162 , ist das halbe Produkt aus den Längenzahlen p
und h der mittleren Parallelen x — 8V — V (Xll - fiXlX)
und der Höhe K .

Man kann nämlich das Trapez durch eine Diagonale in
zwei Dreiecke von der Höhe ll und den GrundlinienIvll — a'"
und XII — b" zerlegen ; daher ist nach VII. :

zha ^ hb ^ a
^ h ^ pM " .

X. Die Flächenzahl Z des Trapezoids 2 (vergl.
Fr. 106 V . und Fig. 165 in Fr . 180) ist das Produkt aus
der Längenzahl d einer Diagonale ä und dem arith¬
metischenMittel der Längenzahlen hl und Hz der Entfernungen
k, und llz jener Diagonale ä von den beiden anderen , auf
verschiedenen Seiten von ä liegenden Eckpunkten Vund V,
bezw. V und 8.
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Tenn diese Diagonale ä teilt 2 in zwei Dreiecke von der
Grundlinie ä und den Höhen I>, und K2 ; daher ist nach VII . :

2 ^ -z dh . ^ - z dH - - d ^ hod

wenn ho — i sh , -j- H2) dem arithmetischen Mittel aus H,
und h , ist . Vergl . Fr . 180 VI .

178. Wie findet man den Flächeninhalt *) eines Vielecks ?

I . Das Vieleck läßt sich behufs seiner Ausmessung oder
der Berechnung seines Flächeninhaltes auf verschiedene Weise
in Dreiecke , Trapeze , Trapezoide zerlegen. (Vergl . Katech .
der Raumberechnung , 3 . Ausl . Fr . 78 bis 81 und Katech .
der Feldmeßkunst, 5 . Aust . Fr . 122 bis 131 .)

II . Für die Inhalte ist und Ist der demselben Kreise vom
Halbmesser r eingeschriebenen und umgeschriebenen
regelmäßigen n - ecke findet man wegen Fr . 113 IV . nach
Fr . 177 VII . , 163 VI . und VII . :

t'„ — s 68 . n — und bst — Hrt . n — ^ Istr .

Während also bei demselbenKreise das Verhältnis Ist : Ist
von a unabhängig und unveränderlich — Hr ist , wird das
Verhältnis ß, : u-> — ^ e um so größer , je größer o, d . h . je
größer n wird , doch bleibt ist : stets kleiner als I, r , weil

>/ ? — z »' (Fr . 163 1 .) .

III . Dividiert man die nach II . bestimmten beiden Inhalte
ist und bst mit ? , so erhält man die beiden Quotienten
Iw : r^ — : 2r ) (e'

: r ) und 1?^ : ? — : 2r , worin 6<den
Abstand der Seite des m- ecks vom Mittelpunkte bedeutet .

Ferner würde man aus II . nach Fr . 163IV . , I . und VI .
finden :

' ) Will man in Fr . 178 und 17g die Flächenzahlen , so muß man anstatt
der in den Formeln Vorkommenten Strecken deren Längenzahlcn einsctzen, wie
in Fr . 177 .
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k^ — ^ t>2n . 62 -— ^ . 8262 — ll (/ 2r (r tz) . r (r -s^6)
— nr s/ (r— 6 ) (r-s- s) — ^ urs — ^ ru ^ , und
: ? — Un : 2r.
Aus den beiden letzten Gleichungen und , ^ — s 1II 2,,

erkennt man , daß sich die beiden Verhältnisse und
derselben Grenze (Fr . 163 XI . ) nähern , wie die

Verhältnisse u„ : 2 e und >72,. : 2r .

IV . Bei Aufsuchung der in III . erwähnten Grenze kann
man davon ausgehen, daß beim regelmäßigen Sechseck s — r
ist (Fr . 132 II . ) ; mit Benutzung von Fr . 163 I . bis XII .
findet man daraus :

Seiten¬
zahl Un - 2r v . - 2r Ü. : ? ?

n — 6 3 3,464 1016 2,598 0762 3,464 1016
12 3,105 8285 3,215 3903 3 3,215 3903
24 3,132 6286 3,159 6599 3,105 8285 3,159 6599
48 !3,139 3502 3,146 0862 rc- A
96 '3,141 0319 3,142 7146

192 3,141 4524 3,141 8730
384 3,141 5576 3,141 6627
768 !3,141 5838 3,141 6101

1536 3 . 141 5904 3,141 5970

V . Nach Fr . 163 XII . ist die in III . erwähnte Grenze
die Zahl N — 3,141 592 65 . . . ;
angenähert darf für 7r die Zahl

22
7

' oder
311
99 ' oder

333
106 ' oder

355
113

gesetzt werden. Aus dem genauen Werte von 7r ergiebt sich
weiter : 1 : ^ ^ ^ 0,318 31 . . .

s/7r — 1,772 45 . . . und 1 : (/7r — 0,564 19 . . .
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179. Welche Formeln findet man fiir den Umfang und Inhalt
des Kreises *) und seiner Teile ?

I . Die Kreisfläche 14 liegt stets zwischen fl und sfl
(Fr . 113 VIII . ) , oder es ist

Ir. < L < kfl.
II . Je mehr mit Wachsendemir sich flund Ineinander nähern

( Fr . 178 III . ) , desto mehr nähern sie sich auch dem stets
zwischen ihnen liegenden L ; daher ist nach Fr . 178 V . auch
L : 1-

2 — 7r, oder :
14 — nr -2 —

III . Rückwärts wäre _ ^
s/L -

also : i- 0,564 19 s/L .

IV . Betrachtet man den Kreis 14 als ein regelmäßiges
Vieleck von unzählig viel Seiten (Fr . 113 VIII . ) , so muß
sich aus Fr . 163 XII . auch für den Kreisumfang u ergeben

u : 2r — 7r — 14 : ;
daher ist nicht nur L — ^ ur , sondern auch :
u — 2nr — 7rä und ck— 2r — u : — 0,318 31 u .

V . Gehört in einem Kreise vom Halbmesser r zu einem
Centriwinkel von v Graden der Bogen b , so hat man
(Fr . 54 V.) :

b : 2r7r — vv
°

: 360 °
; b — 7rmv °

: 180 ° .
VI . Beim Kreise vom Halbmesser r — 1 läßt sich der

zu einem Centriwinkel gehörige Bogen >v leicht finden ;
nach V . ist bei

V errrr 1 ° der Bogen ? — 77 : 180 ° ^ 0,017 453 2925 ;
v ^ l ' - - lH ? - 60 ^ 0,0002908882 ;

- - 1" — ? : 60 ^ 0,0000048481 .

' ) V -rgl . Anm . zu Fr . 17S . — Beispiele hierzu enthüll der Katech. der
Raumberechmmg Fr . S2 bis Ilg .
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VII . Der dem Halbmesser r gleiche Bogen gehört zu
einem Centriwinkeliv° — 57 ° 17 '

44,806 " — 206264,806 ".
VIII . Der Kreisausschnitt 8 — 0 )11) 120 , Fig . 163

(vergl . Fr . 87 I .) , wächst ebenfalls proportional dem Bogen
0121) — I> und dem Centri -
winkel 0 )11) — iv°

. Daher
verhält sich 8 : L — rv°

: 360 °
— b : u , und es ist :

8 — rri-̂ v°
: 360 ° — 4 rb .

Der Ausschnitt 8 läßt sich
wie ein Dreieck (Fr . 177 VII .)
berechnen; ebenso wegen IV.
der Kreis . Die Höhe ist in
beiden Fällen — r , die Grund¬
seite gleicht im erstern Falle

dem Bogen b , im andern dem Umfange u.

IX . Die Kreisabschnitte 7) — OVUO und L., — OVUO
(Fig . 163 ) werden erhalten , wenn man das ^XOV)I vom
Ausschnitt 8 — 0 )10120 subtrahiert , bezieh , zum Ausschnitt
8, — 0)IVU0 addiert . Ihre Inhalte sind demnach :

A — 4 (br — ss) und X, — 4 (dir - s- 8k) ,
Wobei b OÜO

'
, d . — OÜv , s ^ AX , 8 ^ ÖÖ.

Eine Tabelle zur Berechnung der Abschnitte enthält der
Katechismus der Raumberechnuug . 3 . Aust . S - 52 .

Wäre bloß die Sehne 00 — 8 und die Pfeilhöhe XI2 —
d — r — s des Abschnittes .4 gegeben , so hätte man
(Fr . 163 I . ) :

^ — 4 (r— 8)(r - s- e) — 4K ( 2r — k) — 8 kr — 4K^
,

also 8Kr — 8^ -s- 4K^
, woraus sich r — (8

^ -s- 4K"
) : 8K

berechnen läßt . — Ähnlich ist es beim größeren Ab¬
schnitt H, .

Zetzsche , Geometrie. 3. Aufl. 14
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X . Ein zwischen zwei parallelen Sehnen LU und X8
(Fig . 164 ) gelegenes Stück L.88LX der Kreisfläche heißt
eine Kreiszone und läßt sich
als Differenz der beiden Ab¬
schnitte und XWL be¬
rechnen.

XI . Die Fläche eines Kreis -

ringes bleibt übrig , wenn
aus einem Kreise X , vom Halb¬
messer r , ein anderer Lz vom
Halbmesserr, herausgeschnitten
wird , wie in Fig . 92 , 98 und 100 (S . 100,104 und 105 ) .
Daher ist die Fläche 6 eines solchen Ringes :

L — er (r? — r/ ) — er (1-, - st 1-2) (i'i — ir ) — Noi ,
wenn i — r , — r .2 die Breite eines gleichgroßen concentrischen
Kreisringes und vg — st (u , -st U2) — 2^ den mittleren
Umfang bedeutet , d . h . den durch die Mitte von 1 gehenden
Kreis vom Halbmesser — 4 (r , - st n ) — n - st 1 i .

XII . Für einen concentrischen Ringausschnitt , dessen
Centriwinkel cv

°
, dessen Halbmesser r , und r, und dessen

Bögen d , und l>2 sind, hätte man nach VIII . und V . :
8» — st (d .r . — d^ ) — (r ? — 02

° ) : 360 °

— i (r , — i'2) ( rl - st r2) -'rv "
: 180 °

— stilb . - stdr ) ^ ibo,
wenn wieder i — (r, — i-z) die Breite und b„ — ^ (b, -stdz)
— I'o r̂vv

°
: 180 ° den mittleren Bogen bedeutet .

XIII . Wenn zwei Kreise vom Halbmesser r , und r, , und
der Centralen N,Ll 2 — e sich schneiden , wie in Fig . 93 bis 95,
so teilen sie sich in drei Teile : eine (konvex - konvexe) Linse
4> — HXkBtz und zwei Monde X , — v ? Xtzv und
Xz — OkL (jO (konvex -konkave Linsen) . Die Linse läßt sich
als Summe , jeder Mond als Differenz zweier Kreisabschnitte
ansehen.

Setzt man nun die Bögen ? ?>() — d , und kotz — dz,
rxci 1,2 und 1-0' si» b„ ferner U,kLl 2tzN , ---
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— 2 /XLl, ? LI ., ^ v , im U ,? ^ 2 aber s ^
-sfr . -st ^ - ste ) , so ist nach Fr . 1 77 VIII .

v ^ 2 / s ( s — r >) ( s — r -Xs — s)
b >- st dz — 2 7ii-„ und b2 - st b, — 2 711-2 ;

deshalb nach IX . weiter :
X , — H (bzri — b,^ ) - st v I . — z (b,r , - st b^ ) — v
X2 — ^ ( bji-2 — b,r, ) - st v 2 ? - st X , - st X 2 X , - ^^ X>

Die Abschnitte , in welche 6 durch die gemeinschaftliche
Sehne ? tz geteilt wird , lassen sich nach Fr . 170 IV . bequem
finden , weil im einer der Winkel LI , und Llz spitz
sein muß.

Bei i-, — 1-2 wird X , — X2.
180. Wie läßt sich der Flächeninhalt bei Aufstellung der Data

für das Dreieck und die Vierecke verwerten ?
I . Da nach Fr . 177 VIII . für den Inhalt des Dreiecks 0

die Gleichungen
v — r„8 und
? ^ s/sa - stl, —stv )(— a —stb —ste ) (a —b—ste ) (a —stb — e)
gelten, so lassen sich auch noch

v , 1-0 , 8 — 4 (a - s b - st 0) und v , a. , b , o
als Data für das Dreieck den in Fr . 137 aufgeführten
anreihen .

II . Ebenso bilden wegen Fr . 177 VII . die drei Größen
v , x und b ein Datum für das Dreieck .

III . Nach 174 IV . Verhalten sich die Inhalte zweier
Dreiecke , welche einen Winkel ^ gemein haben, wie die Pro¬
dukte aus ihren diesen Winkel einschließenden Seiten Kunde .
Deshalb müssen für zwei in einem Winkel L. überein¬
stimmende flächengleiche Dreiecke die Produkte b,e , und Ichos
gleich groß sein . Man kann daher , wenn von den drei Stücken
O , X und Ko zwei gegeben sind , durch Verwandelung des
Dreiecks das dritte finden.

IV. Für das Parallelogramm (vergl. Fr . 138II . und III . )
bilden wegen Fr . 177 VI . auch noch der Inhalt ? , die Grund¬
seite A und die Höhe ll ein Datum .
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V . Für das Trapez ( vergl . Fr . 138 IV . bis VII .)
markiert die in Fr . 177 IX . gegebene Gleichung noch den

' Inhalt '! '
, die Höhe b und die mittlere Parallele p —

als drei zu einem Datum zusammengehörige Größen .

VI . Für das Trapezoid würde Fr . 177 X . als ein
Datum 2 , ä und die Summe ( ll, - j- 1i2) der Höhen liefern .
Außerdem besitzt man in den beiden Diagonalen <1 , und ch ,
dem von diesen eingeschlossenen Winkel rv und dem Flächen¬
inhalte 2 ein Datum .

Zeichnet man nämlich in Fig . 165 über XV — ä , mit
dem Winkel v und der zweiten Seite XX — ix — 62 das
Parallelogramm X — IXXV (Fr . 109 I . ) und zieht XX ,
sowie IX , so ist

XX G IX G VI (n . d . Konstr .)
ix L XX >
DV ^ XI > (Fr . 108 V . und III . )
UV — XI I
rX vrv ^ / X IXX (Fr . 80 I . )
IXXV ^ IXXXDV (Fr . 20 VIII . )

X -- IXllV - j- XXXV (Fr . 20 II . )
^ 2 ( /XVXI ' - j- /X 'I 'XII (Fr . 108 II .)
— 2 ( VXX 'I ') 2
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Aus dreien der oben genannten Stücke kann man daher
das Vierte finden . Indessen ist natürlich (vergl . Fr . 136
II . und III .) durch drei dieser Stücke das Trapezoid VXVN
nicht bestimmt , da ja z. B . nur die Neigung der beiden

Diagonalen gegen einander durch rv gegeben ist , nicht aber

ihr Schnittpunkt ; es läßt sich somit nicht nur der Anfangs¬
punkt N mit NX selber auf NX verschieben , wobei N auch
(wie in Fig . 113 S . 117 ) über ä , hinüber auf die Seite
von X rücken kann , sondern es läßt sich auch äs parallel zu
IX auf ä , verschieben .

X und ? sind übrigens — ähnlich wie in Fr . 177 X . —

proportional dem Produkte ä,äs aus den beiden Diagonalen ;
denn entspricht im rechtwinkeligen Dreieck mit dem vv der

Hypotenuse 1 die rv gegenüberliegende Kathete k , so gehört
zu der Hypotenuse äs die Kathete lll - f- lls — 2llo > und es ist
1 : k — äs : 2bo und X — dock, — ^ kä,äs - Man könnte

also mit X und rv auch (ä,äs ) , oder (lloä, ) mit v , ä , und äs
zu einem Datum Vereinen .

VII . Im Tangentenviereck X86V , Fig . 103 (S . 109 ) ,
gehören als Datum zusammen : der Flächeninhalt N , der

Umfang II (oder wegen Fr . 133 V . die Summe zweier
gegenüberliegenden Seiten ) und der Halbmesser r des ein¬

geschriebenen Kreises .
Da man sich das Viereck in die vier Dreiecke LOLI ,

6Ml und I) XN von der Höhe r (Fr . 83 X .) zerlegen kann ,
von denen jedes eine Seite des Viereckes als Grundseite hat ,
so ist nach Fr . 177 VII . auch N — 4IIr — - f- 6v ) r .

VIII . Es mag hier noch hervorgehoben werden , daß in

Fr . 141 und 142 , bezw . Fr . 161 IX . und X . nebenbei die

Aufgabe : „ ein Quadrat ( oder auch ein Rechteck) in ein Rechteck
zu verwandeln , dessen Seiten einen gegebenen Längen¬
unterschied besitzen " auf Grund von Fr . 161 II . , IV . , V . ,
Fr . 160 IV . und Fr . 170 IX . mit gelöst worden ist .



Zweiter Abschnitt .

Die Geometrie des Hlaumes .

Uchtes Hapitet.

Gerade und Ebenen im Kaum .

181. Wenn steht eine Gerade normal auf einer Ebene ?
I . Macht man (Fr . 120 ) in einem ebenen / X LöO

(Mg . 166 ) errichtet man in l? auf LO eine
( außerhalb der Ebene des / X ^ 110 liegende , Fr . 57 III .)
zweite Senkrechte VI (Fr . 121 ) , und macht in der Ebene

endlich m in so werden sich VII und VI in
L schneiden , sofern nur nicht etwa ^ IVV — 90 °

genommen
wurde (Fr . 62 IV .) . Dann steht VL — p zugleich auch
auf den beiden Seiten V6 ^ o und V6 — b senkrecht.

Bew . Man ziehe XL — e , L6 — ä ; zugleich sei VV
^ k, LE -- lr , VO ^ g , V6 ^ n .

Fällt V zwischen L und 6 , so ist (nach Fr . 170 I . ) :
— k°

; n' ^ o' - k'

Hvo
"

— R ^ I1vs ; ( Fr . 170 VII . )s
Fällt VV auf eine Seite V6 , so vereinfacht sich der

vorstehende Beweis , insofern nur / ). WIt als R nach¬
zuweisen ist.
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Fällt endlich ^ .0 zwischen ^ 17 und H.8 z . B . auf ^ 8 , so
ändert sich in der Beweisführung nichts wesentliches.

II . Nach I . kann man im Eckpunkte H eines / x 080 stets
eine Gerade 00 ziehen , welche auf den Seiten 08 und 00

zugleich senkrecht steht.
III . Steht eine Gerade 017

(Fig . 166 ) im Eckpunkte 0 eines
/ x 080 auf den Dreiecksseiten
08 — v und 00 — b zugleich
senkrecht , und trifft eine von O
auf die Seite 80 — a gefällte
Senkrechte 01 ' — k die Seite
60 in b'

, so steht 80 auch
senkrecht auf jeder Strecke
8L — k , welche sich von I?
nach einem Punkte L in 00
ziehen läßt .

Bew. 1 ) Es liege zunächst I? zwischen 8 und 0 ; zieht
man noch die Strecken LO — ä und L8 — e, und bezeichnet
man OL mit p , 017 mit g , 817 mit n — a — g , so ist

(zufolge Fr . 170 I . und 169 II .) :

och — stT) jb ! — (p ! jk) st- - 9 !
js^ ^ ^ ch - s- Io^ — (pjst - d >st- la—g

^ sps st- sk) st- W st- m — 2 imi )
^ st - ^ I ^ > g !-

Fiele nun der Fußpunkt 17 ' der in dem ebenen (Fr . 14 II .)
Dreiecke 8L0 von L auf 80 gefällten Senkrechten auf 0 ,
oder auf einen , etwa um x von 0 entfernten Punkt in der
über 0 hinaus liegenden Verlängerung von 80 , so wäre bez.

(g) st- ( a) (Fr . 170 I . ) , oder

sös — chO st- st- 2 l a , Xj (Fr . 170 V .) .

Beides widerstreitet dem für sss eben gefundenenWerte , und

deshalb muß 8 ' von 0 aus nach 8 hin liegen ; ist aber dabei
01" — ch , so ist weiter noch :
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m ^ -j- — 2 i -t, (, > (Fr . 170 IV .) ,
m ^ ^ 2H7

"
c( !— — 2 ! St , <1 (Fr . 20 V .),

also (Fr . 20 VIII . ) oder (Fr . 166 V .),
d . h . die Senkrechte von L auf 08 hat ihren Fußpunkt (8 )
ebenfalls in I?.

2) Läge dagegen I? aufO , oder 8 , so wäre g — 0 , oder
y — a. und aus — HI - s- ^ — 2 j 3 , würde

!H — ober Hs ^ säs — >H ,
also : L8ll,80 (Fr . 170 VII . ) .

3) Läge endlich V in der Verlängerung von 80 , z . B.
jenseits 8 , so wäre also würde zwar 88 — g — 3
zu setzen sein , sich aber , da 0 wieder spitz ist , wieder <p — ^
ergeben.

IV . Steht eine Gerade IIL . ( Fig . 166 ) im Eckpunkte V
eines ^ .80 auf den Dreiecksseiten V8 — e und .10 — b
zugleich senkrecht , so steht 881 auch auf der von V auf 80
gefällten Normalen ^ ,8 — k senkrecht .
Bew . Nach III . steht L8 ^ k auf 80 senkrecht , nach

Fr . 170 I . ist also :

sM — m — II
— W —
und deshalb / l . 1^ 8 ^ 90 °

(Fr . 170 VII .) .
V . Steht eine Gerade 8i^ (Fig . 166 ) im Eckpunkte L

eines Dreiecks ^ 80 auf den Dreiecksseiten ^ 8 — 0 und
^ .0 — b zugleich senkrecht , so steht sie auch ans jeder Strecke
^ 8 senkrecht , welche von ^ nach einem beliebigen Punkte 8
in 80 (oder deren Verlängerung ) gezogen wird ,
Bew . Nach III . und IV . ist

L8 ^ L8 -j- 88
^

j -s- jl8 — I ? j
^ .Uv - i- .11 /

/ ( L ^ 8 90 °
(Fr . 170 VII . ) .
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VI. Steht eine Gerade 44 (Fig . 167 ) im Durchschnitts¬

punkte 4 zweier sich schneidenden Geraden X4 nnd VV

auf diesen beiden Geraden zu¬
gleich senkrecht, so steht sie auch
auf jeder Geraden X4 senkrecht ,
welche man in der (nach Fr . 14
II .) durch XI ' und rv gelegten
Ebene 4 durch den Schnittpunkt
4 ziehen kann.

Bew . Verbindet man zwei
beliebige Punkte 6 und 0 der

Strahlen 44 und 4 V, zwischen
denen 44 , liegt , durch eine Ge¬
rade 80 , so schneidet diese auch
44 , und nach V . ist :

/ 41I44 ^ 90 °.
VII . Weder der Strahl 44 , noch seine Verlängerung 44 ,

kann wegen Fr . 57 III . , oder 12 II . in der Ebene 4 liegen .

VIII . Ebensowenig kann aber auch die Verlängerung 414

von 44 auf der nämlichen Seite der Ebene 4 liegen , wie

44 selbst. Denn wenn 414 die Verlängerung von 44 Wäre

und man durch 444 ' und durch X44 eine Ebene legte

(Fr . 14 14 ) , so müßte dann die Gerade 444 ' ganz auf der

einen Seite der Geraden X44 liegen *) , was nach Fr . 27 II .

unmöglich ist.
IX . Daher hat 444 , (in VI .) mit der Ebene bloß den

Punkt 4 gemein und durch dringt in diesem Punkte die

Ebene 4 (vergl . auch Fr . 184 II .) .

") Dabei ist allerdings stillschweigend angenommen, daß von der durch I7LI7 '

und U^ l , gelegten Ebene nur die eine HalbeLene (Fr . 15 IV .) oberhalb Ni liegt,
was doch erst in Fr . iss bewiesen wird . Daß indessen in Fig . 110 <S . sso)
nicht Ll,di und vux zwei zusammengehörige, i : in Fig . 1S1 entsprechende
Halbcbenen sein können , wahrend 171,17 und I7U .V die beiden durch 77V und

gelegten Halbebenen wären , geht daraus hervor , daß bei Drehung der

letzteren um 1,17 sich 171,17 von VL17 entfernt , wenn I7wI7 sich LUN nähert,
und daß deshalb die beiden Ebenen IlUdiW und VUI7L nicht zum Decken

gebracht werden können, im Widerspruch mit Frage 14 IV . Vergl. auch die
Anin . zu Fr . 21 II .
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X . Eine Gerade IIX nennt man normal ( senkrecht,
perpendikulär ) zu einer Ebene L (Fig . 167 ) , wenn sie
rechte Winkel mit allen den Geraden macht , welche sich in !
der Ebene L durch den Punkt X , worin die Gerade IIX die ^
Ebene L durchdringt , ziehen lassen (VI . ) . Der Punkt X , in
welchem VX die Ebene L durchdringt , heißt der FußPunkt
der Normalen .

Auch das Senkrechtstehen einer Geraden auf einer Ebene
bezeichnet man durch

XI . Eine Gerade IIX steht (wegen VI . ) schon normal
auf einer Ebene X, wenn sie auf zwei Geraden XD und VV
senkrecht steht , welche in der Ebene L durch den Punkt X
gezogen sind , in welchem die Gerade VX die Ebene L !
durchdringt . !

XII . Denkt man sich in Fig. 167 durch XII und die
'

willkürliche Gerade Xv eine Ebene Ich gelegt , so muß jede
Gerade xv „ welche noch in Ich durch X gezogen wird , nach
Fr . 57 III . mit XII schiefe Winkel machen . Dreht sich Xll
in der Ebene v um X um 360 °

, so überstreicht die Ebene Ich
dabei den ganzen Raum um die Gerade IIXII, .

Daher machen alle durch X gehende Gerade , welche nicht
in der Ebene v liegen, mit IIX schiefe Winkel.

XIII . Alle Gerade , welche in demselben Punkte X auf
einer Geraden IIX normal stehen , liegen (wegen XII . ) in
einer Ebene.

XIV . Dreht sich ein rechter Winkel IIX6 um seinen fest - I
gehaltenen Schenkel IIX , so beschreibt der andere Schenkel X0
nach XIII . eine Ebene Ich Ist der Schenkel XO begrenzt, so
beschreibt dessen Endpunkt 0 einen Kreis. .

182. Wodurch ist die Lage einer Ebene bestimmt?
Die Lage einer Ebene ist bestimmt , sobald man von j

ihr kennt :
I . drei Punkte , die nicht in einer Geraden liegen ;

II . eine Gerade und einen Punkt außer dieser
Geraden ;
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III. zwei sich schneidende Gerade ;
IV . zwei parallele Gerade ;
V. ihre Normale und einen ihrer Punkte , mag

dieser letztere in oder außerhalb der Normalen
liegen .

Für die Falle I . bis III . liegt der Beweis in Fr . 14 II.
bis IV -, für den Fall IV . in II . und Fr . 26 . Im V . Falle
kann man , wenn der gegebene Punkt ? außerhalb der Nor¬
malen VH liegt , durch ihn und die Normale eine Ebene
legen (II .) , und dann laßt sich von ihm nur eine Senkrechte
auf die Normale füllen (Fr . 57 IV. ) , daher auch nur eine
Ebene durch ? und normal zu v^, legen (Fr . 181 XIII .) .
Liegt dagegen im V . Falle der gegebene Punkt ? in der
Normalen vll , so kann ebenfalls bloß eine auf 4H normale
Ebene durch den gegebenen Punkt ? gelegt werden , weil
diese (nach Fr. 181 XIII . ) alle Normalen enthält , welche in
k auf VV errichtet werden können .

VI . Über andere Bestimmungsweisen der Ebene vergl .
Fr . 198 V . und Fr. 203 II .

183. Wenn fallen zwei Ebenen zusammen?
Zwei Ebenen fallen zusammen , wenn sie die in Fr . 182

I . bis V . aufgeführten Stücke gemein haben .
184. Welche Lagen kann eine Gerade gegen eine Ebene haben ?
I . Eine Gerade 6 , (Fig. 168)

liegt in einer Ebene bl , d . h . alle
ihre Punkte sind zugleich Punkte der
Ebene Ich sobald sie mit dieser Ebene
zwei Punkte V und 13 gemein hat
(Fr . 11 II . , oder 12 II . ) . Vergl .
Fr . 186 XV .

II . Hat eine Gerade 6 (Fig. 169
S . 220 ) bloß einen Punkt X mit
einer Ebene v gemein, so liegen ihre
anderen Punkte zu beiden Seiten der
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Fig . 16S.

Ebene L , also in den beiden halbbegrenzten Räumen , in
welche die Ebene L den unbegrenzten Raum teilt .

Der Beweis lautet wörtlich wie in Fr . 181 VIII . , nur
ist überall 0 statt II zu setzen .

III . Eine Gerade 0 , welche bloß
einen Punkt ^ mit einer Ebene L
gemein hat , ( kann die Ebene nicht
berühren , sondern ) muß die Ebene L
durchdringen oder schneiden ( II . ) .

Der Punkt in welchem die Gerade
tz die Ebene L durchdringt , heißt die
Spur der Geraden 0 in der Ebene L.

IV . Eine Gerade schneidet eine Ebene
nur in einem Punkte (I . ) .

V . Eine Gerade schneidet eine Ebene , wenn einer ihrer
Punkte in der Ebene , ein anderer außerhalb der Ebene
liegt (I . ) .

VI . Eine Gerade schneidet eine Ebene , wenn sie durch
zwei zu verschiedenen Seiten der Ebene liegende Punkte
gelegt ist .

VII . Es bleibt nun noch ein dritter Fall denkbar , nämlich
daß eine unbegrenzte Gerade 0 ganz aus der einen Seite
einer Ebene L läge , also mit der Ebene L gar keinen Punkt
gemein hätte ; eine solche Gerade soll parallel (// ) zur
Ebene L genannt werden . In Fr . 196 ff . wird davon weiter
die Rede sein .

185. WclchcLagencincrEbeiie
gegen eine Ebene sind denkbar?

I . Eine Ebene Ih kann mit
einer andern Ebene ^ nicht
bloß einen PunktV ( Fig . 170 )
gemein haben . Da nämlich üh
und Dz nicht zusammenfallen
( Fr . 183 ) sollen , so kann
man durch höchstens eine

Ng . i ?o . Gerade ziehen , welche beiden
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Ebenen gemein ist ; sicher läßt sich also in Ich durch ^ eine
Gerade , z . B . VO , ziehen , welche nicht in Ich liegt ; da nun
OO doch mit Ich den Punkt gemein hat , so muß sie kl ,
schneiden (Fr . 184 V . ) , d . h . die Punkte von 1) 6 liegen teils
auf der einen , teils auf der andern Seite von Ich (Fr . 184II . ) .
Verbindet man nun irgend einen in der Ebene Ich und zwar
etwa jenseits Ich gelegenen Punkt 14 mit einem in der Geraden
1) 6 , aber diesseits der Ebene Ich liegenden Punkte Ich so muß
die Strecke 14? die Ebene Ich in einem Punkte 8 durch¬
dringen (Fr . 184 VI . ) , und die durch diesen Punkt 8 und
den Punkt V gelegte Gerade OX liegt nicht bloß (wie 14? )
in Ich, sondern zugleich auch in Ich (Fr . 184 I . ) , weil 8 und
V auch in Ich liegen .

II . Der Durchschnitt zweier (unbegrenzten ) Ebenen ist
also eine (unbegrenzte ) Gerade .

Die Gerade OX , in welcher die Ebene Ich die Ebene Ich
schneidet , heißt die Spur der Ebene Ich in der Ebene Ich-

III . Wenn zwei Ebenen zusammenfallen , sagt Fr . 183 .
IV . Als dritter Fall der Lage zweier Ebenen gegen

einander wäre nur noch denkbar , daß eine unbegrenzte
Ebene Ich ganz auf der einen Seite einer andern unbegrenzten
Ebene Ich liegt , also mit der Ebene Ich gar keinen Punkt
gemein hat . Eine solche Ebene Ich soll der Ebene Ich
Parallel (// ) heißen . In Fr . 205 werden weitere Unter¬

suchungen darüber folgen .
186. Welche Lagen gegen einander

können bei zwei Geraden im Raum
Vorkommen ?

I . Liegt die Gerade 6 , (Fig . 171 )
in der Ebene Ich während die Gerade tch
diese Ebene in dem außerhalb 61 liegen¬
den Punkte 0 schneidet , so kann sch die
Gerade 6 , nicht schneiden , weil alle
Punkte von 0 , in ? liegen (Fr . 1841 . ) ,
von O2 hingegen nur der Punkt 0 .
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II . Gäbe es ferner eine Ebene Ich, in welcher 6 , und Ich
zugleich enthalten wären , so müßte der in 62 liegende Punkt
0 sowohl als auch 6 , in dieser Ebene L , liegen; 0 und 6 ,
lagen aber auch in II , und deshalb müßte L , mit L zusammen¬
fallen (Fr . 183 , 182 II . ) , könnte jedoch dann sicher nicht 0 ,
und 62 zugleich enthalten , weil ja D von 62 geschnitten wurde .

III . Wenn also 62 eine Ebene Ich welche 6 , enthält , in
einem außerhalb 6 , liegenden Punkte 0 schneidet , so läßt sich
keine Ebene durch 0 , und 62 zugleich legen .

IV . Zwei Gerade , durch welche man eine Ebene legen
kann , sind entweder parallel , oder sie schneiden sich
(Fr . 56 V . ) .

V . Zwei Gerade kreuzen sich , wenn es nicht möglich
ist , eine Ebene durch beide zugleich zu legen ( III . ) .

VI . Durch zwei parallele und ebenso durch zwei sich
schneidende Gerade kann man stets eine Ebene legen (Fr . 26 ;
182 III . und IV .) .

VII . Auch im Raum kann mau durch einen gegebenen
Punkt 6 nur eine Parallele 63 zu einer gegebenen (nicht
durch 6 gehenden ) Geraden 6 , ziehen (vergl . Fr . 119 , 571 . ).

63 liegt nämlich in der Ebene II (Fig . 171 ) , welche man
durch 0 und legen kann . Wäre nun auch die durch 0
gehende Gerade 62 zu 0 , parallel , so würde die durch 62
und 6 , gelegte Ebene Ich (VI .) mit 6 zusammenfallen
(Fr . 183 und 182 II . ) , weil sie mit II den Punkt 0 und
die Gerade 0 , gemein hat ; dann müßte aber 62 auch mit 63
zusammenfallen (Fr . 571 . ) ; es giebt daher durch 0 nur eine
Parallele ( Ich) zu 6, .

VIII . Jede der Geraden , welche sich außer 6g durch 0
ziehen lassen , schneidet 6 „ wenn sie in L liegt , wenn sie da¬
gegen II schneidet , so kreuzt sie 6, .

Nicht bloß die 6 , schneidenden (Fr . 56 I . ) , sondern auch
die 61 kreuzenden Geraden haben eine andere Richtung
als 6 „ weil die 0 , kreuzenden Geraden , z . B . 62 , die zu 6 ,
parallele Gerade 6g in 0 schneiden (Fr . 26 ) , daher eine
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andere Richtung als 6z und die mit ihr gleichgerichtete

(Fr . 56 IV .) 6 , haben .
IX . Zwei sich kreuzende Gerade haben weder einen Punkt

mit einander gemein (V . und I . ; vergl . VI . , oder Fr . 13 ) ,
noch haben sie gleiche Richtung (VIII . ) . Vergl . XII .

X . Es läßt sich also durch einen gegebenen Punkt 6 auch
im Raume nur eine Gerade 6z ziehen , welche mit 6 , in der

Richtung übereinstimmt ( VIII . ) . Vergl . Fr . 57 I .
XI . Zwei Gerade von gleicher Richtung sind (auch im

Raume ) parallel (X . und Fr . 56 II . ) , liegen also stets in

einer Ebene (VI .) .
XII . Die Richtungsverschiedenheit zweier sich kreuzenden

Geraden 6 , und 6 ?, Fig . 171 , mißt man durch den Winkel v ,
welchen zwei durch denselben Punkt 0 gehende Parallele zu
6 , und 62 einschließen ; diesen Winkel nennt man kurzweg
den Winkel zwischen den beiden sich kreuzenden Geraden .

XIII . Haben zwei Gerade 6 , und 62 (Fig . 171 ) von

verschiedener Richtung keinen Punkt gemein , so muß jede

durch die eine Gerade 6 , und einen Punkt 0 von 62 gelegte
Ebene L von 62 geschnitten werden (d . h . 6 , und 62 kreuzen
sich ), weil sonst 6 , und 6 s sich schneiden müßten (Fr . 56III .) .

XIV . Bei zwei Geraden im Raum können also nur die

in IV . und V . aufgeführten Fälle Vorkommen ; denn die

beiden Geraden haben :
(entweder einen Punkt gemein (schneiden sich ) ,

(oder keinen Punkt gemein und dabei :

Gleiche Richtung (sind parallel ) ,
(ungleiche Richtung (kreuzen sich ) .

XV . Nach VI . (oder VII .) ist Fr . 184 I . zu ergänzen :
Die Gerade 61 liegt in der Ebene Ich wenn sie durch einen

Punkt V in 6 hindurchgeht und zu einer in 6 liegenden
Geraden parallel ist . Vergl . Fr . 198 III .

XVI . Durch einen gegebenen Punkt 6 llißt sich höchstens
eine Gerade OL , Fig . 171 , legen , welche zwei sich kreuzende
(nicht durch 6 gehende ) Gerade 6 . und 62 zugleich schneidet .
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Eine durch H und 6 , gelegte Ebene bl muß (nach V .)
entweder 6 , schneiden (wie in III . ) , oder O- parallel sein
(Fr . 184 VII . ) . Jede durch H und einen Punkt von 6 ,
gelegte Gerade liegt in bl (Fr . 1841 . ) ; ist demnach (M/bl ,
d . h . hat 62 keinen Punkt mit bl gemein , so kann auch 62 von
keiner durch H und einen Punkt in 0 , gelegten Geraden
geschnitten werden ; wenn dagegen O2 die Ebene bl in 0
schneidet , so kann (weil ja 62 nur den Punkt 0 mit bl gemein
hat ) nur die durch 0 und H gelegte Gerade OH die beiden
Geraden 6 , und O2 zugleich schneiden , und OH schneidet
beide wirklich , sofern nicht OH // 6 , ist .

187. Wie zieht man durch einen gegebenen Punkt eine Normale
zu einer gegebenen Ebene ?

I . Will man von einem Punkte 10 (Fig . 172 ) außer¬
halb einer Ebene bl auf diese Ebene eine Normale fällen ,

so fälle man von 10
auf eine in der Ebene
bl liegende Gerade
LO eine Senkrechte
10b" (Fr . 120 ) , er¬
richte darauf in der
Ebene bl eine durch
den Fußpunkt 8 der
ersten Senkrechten
101? gehende zweite
Senkrechte k?H auf

L ' der Geraden 80
X (Fr . 121) und Me
^ endlich von dem

Punkte 10 auf die
zweite Senkrechte
b' H eine dritte Senk¬
rechte 10V (Fr . 120 ) ;

Fig . 17L.

dann steht IOV (auch wenn sie mit 101? zusammenfällt ) auf
der Ebene bl normal .
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Bew . Zieht man noch KI , nnd II , nach einem in 150
gelegenen Punkte I, , so ist :

KN _i_ KI, (Konstr .)
Ivl7 LN -st- NO (Fr . 160 III . )

KL NI IN _I_ KI, (Konstr .)
Lk — NI) st- lk

'
NI,

'
Ilst — kl (Fr . 16 0 III . I

kl / ^ j Nl
'

st- lkst - st stlo — Ni
'

) (Fr . 20 IV . )
LO ^ 1L° - st Il7
KL ll_ lo (Fr . 170 VII .)
Ll hfN (Konstr .)
LH N, (Frstl81XI . ) .

Fiele Kl mit LN zusammen, so wäre LN ebenfalls auf II
normal (Fr . 181 XI . ) , weil dann LN _1_ 80 und Lkl _ NH .

II . Will man in einem Punkte l einer Ebene II
(Fig . 172 ) auf dieser Ebene eine Normale errichten, so fälle
man von X auf eine in II liegende , nicht durch l gehende
Gerade 60 eine Senkrechte IN (Fr . 120 ) , dann ziehe man
in einer andern durch 110 gelegten Ebene 0 , in N eine Senk¬
rechte kl auf 80 , und errichte endlich in der durch lk und
kl bestimmten Ebene K,, im Punkte X eine Senkrechte .10
auf IN (Fr . 121 ) ; dann steht III auf N normal .

Bew . Schneiden sich IN und kl in L , so ist der Beweis
gleichlautend mit dem in I . ( oder Fr . 181 I .) .

WärelII//Nl , so brauchte man in NK bloß eine lll
schneidende Gerade NL , zu ziehen; dann wäre , weil 80 L ,
(Fr . 181 XI . ) , auch NL , - 0 60 (Fr . 181 X . ) , und man
könnte den Beweis wieder wie in I . führen .

188. Wie viele Normale zu einer gegebenen Ebene lassen
sich durch einen gegebenen Punkt ziehen?

I . Von einem Punkte L kann auf eine Ebenen nur eine
Normale herabgefällt werden ; denn wäre in Fig . 172

und auch LN HI , so hätte das nach Fr . 186 VI.
Zehs che , Geometrie. 31 Ausl. 15
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ebene Dreieck XXV zwei rechte Winkel (Fr . 181 X . ) , was

Fr . 69 IV . widerspräche .

II . In einem Punkte X (Fig . 172 ) einer Ebene X läßt

sich auf X nur eine Normale XV errichten ; denn wäre ^ 8

auch normal zu X , und würde X in der Geraden Xl-' von

der durch XV und X8 bestimmten (Fr . 182 III .) Ebene V

geschnitten (Fr . 185 II .) , so müßte nach Fr . 181X . /XVXV
— 90 ° — / (. 8XV sein , was nach Fr . 20 III . unmöglich ist.

III . Durch einen gegebenen Punkt läßt sich also nur

eine Gerade normal zu einer gegebenen Ebene ziehen .

189 . Welche Sätze iiber die Normalen sind noch zu erwähne» ?

I . Zieht man in einer Ebene V (Fig . 172 ) vom Fuß¬

punkte X der Normalen VX die Gerade XV senkrecht zu einer
in V liegenden Geraden 60 , so steht die letztere Gerade 60

auch senkrecht auf jeder Geraden XV , welche einen Punkt X
der Normalen mit dem Schnittpunkte V zwischen XV und 60
verbindet .

Der vorstehende Satz ist von jenem in Fr . 181 III . nicht
verschieden , weil dort VX normal zur Ebene V des / ^ X60

ist (Fr . 181 XI .) .
II . Fällt man auf eine in der Ebene V liegende Gerade

60 (Fig . 172 ) eine Senkrechte XV von einem Punkte X der
Normalen VX auf V , so steht die Gerade XV, welche die

Fußpunkte V und X der Senkrechten XV und der Normalen
VX verbindet , auch auf der Geraden 60 senkrecht.

Träfe die von X auf 60 gefällte Senkrechte die Gerade
60 in V , , dann wäre XV , X , 60 ( I .) ; da sich aber von X
nur eine Senkrechte auf 60 ziehen läßt (Fr . 57IV .) , so muß
XV , mit XV , d . h . v , mit V zusammenfallen , und es ist :

XV 60 .
III . 60 steht auch senkrecht auf der durch die Normale VX

und die Gerade XV , oder XV gelegten Ebene (Fr . 181XI .).
IV . Zwei Normalen XX und VV (Fig . 173 ) auf der¬

selben Ebene X sind parallel .
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90 ° ^ . vxx,

Um zunächst zu beweisen , daß sich — was wegen Fr . 26
erforderlich ist — durch LX und VX eine Ebene legen läßt ,
ziehe man auf der ihre Fußpunkte X
und X verbindenden Strecke XX in
X eine in X liegende Senkrechte 1,0 ;
dann steht 80 normal auf der Ebene
XXX (III .) ; weil ferner VX)X, L
vorausgesetztwurde , so ist auch X/VXO
— 90 °

(Fr . 181 X .) , und XU liegt
ebenfalls in der Ebene LXX (Fr . 181
XIII .) ; somit liegen LX und VX
in derselben Ebene.

Da nun nach Fr . 181 X . ^ . LXX
so istvX//LX (Fr . 62 II . 3 .) .

V . Steht eine Gerade 6 auf der Ebene X normal , so ist
dadurch die Richtung der Geraden bestimmt (IV . ) ; denn alle
parallele Gerade haben ja gleiche Richtung (Fr . 56 IV . ) .
Vergl . auch Fr . 188 III . und Fr . 25 II .

VI . Wird eine Ebene X von der einen L/V von zwei
parallelen Geraden in X geschnitten , so wird sie auch von der
anderen VX geschnitten . Denn die durch LX und VI? gelegte
Ebene (Fr . 186 VI .) schneidet (Fr . 185 II . ) X in einer Ge¬
raden XI?, Welche (nach Fr . 60 II . ) VI? in V schneidet . VI?
hat demnach mit der in 1? liegenden XI?, also auch mit 1?
selbst den Punkt I? gemein, außerdem aber keinen Punkt , weil
sonst VX ganz in X läge (Fr . 1841 . ) und LX kreuzen müßte
(Fr. 186 III . , V .) , während doch LX//VX sein sollte.

VII . Steht die eine LX (Fig . 173 ) von zwei parallelen
Geraden auf einer Ebene X normal , so steht auch die andere
VX auf X normal .

Da nämlich X von LX in X geschnitten wird (Fr . 181X . ),
so wird X auch von VX geschnitten (VI . ) . Zieht man nun
durch den Schnittpunkt V zwischen II und VX erst in der

durch XX und VX gelegten (Fr . 186 VI . ) Ebene X, die Ge¬
raden XX und XL nach den Punkten X und L in LX , darauf
in X die Gerade 8X6 X- XX , so ist 80 normal zu der durch



228 Achtes Kapitel . Fr . ISS.

I?x , LL . und vv gehenden Ebene v , (I . und III .) , also
LO -VVV ( Fr . 181 X . ) . Da aber VV//XX vorausgesetzt
wurde und demnach VVH 'X (Fr . 62 V . ) sein muß , so ist
auch VV -VV (Fr . 181 XI . ) .

VIII . Sind zwei Gerade 0 , und 62 (im Raum ) einer
dritten Geraden 6z parallel , so sind sie auch unter sich parallel .

Legt man nämlich durch irgend einen Punkt von 6z eine
Ebene bl normal zu Oz (Fr . 181 XI . ) , so ist nach VII . :

0 . - i_ L und 62X . V
^

6,//62 ( l ^ . ) .

IX . Sind die Schenkel
zweier nicht in derselben Ebene
liegender Winkel LVO und
b'VL (Fig . 174 ) paarweise
gleichsinnig parallel , so sind
die Winkel gleich. Vergl .
Fr . 63 l .
Vor . XII // vv ,

^ 0 // VL .
Beh . / (. 6X0 ^ /vH
Konstr . Man mache VV —

VH , ^eX ^ VV und ziehe
die Strecken Lv , VH, XV.

Bew . VVH - VH ^ XH ^VV (Vor . und Konstr.)
VVGVH oHGXV (Fr . 108 V . , III .)

VH G XV (VIII . und Fr . 20 V . )
VX ^ HV (Fr . 108 V . , III .)

XV ^ VH , L.X -^ VV (Konstr .)
/ vvXX ^ / vHVX (FrUÖ I . , 67 II . ) .

X . In gleicher Weise läßt sich zeigen , daß auch der
Satz Fr . 63 II . noch für in verschiedenen Ebenen liegende
Winkel gilt.
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ISO. Was ist die Projektion eines Punktes auf eine Ebene ?

I . Den Fußpunkt X (Fig . 175 ) der vom Punkte ? auf

die Ebene II gefällten Normalen kX nennt man die (recht¬

winkelige , orthogo¬
nale oder normale )
Projektion des

Punktes ? auf die
als Projektions¬
ebene gewählte
Ebene L .

Die Normale kX

heißt die Projizie¬
rende .

II . Jeder Punkt
k hat nur eine Pro¬
jektion di auf die¬

selbe Ebene D (Fr .
188 I .) .

III . Der Punkt
X ist zugleich die

Projektion aller in der durch I > auf IL gefällten Normalen M

gelegenen Punkte oder die Projektion der ganzen Normalen LX .

IV . Die Projizierende kX ist kleiner als jede andere von

dem Punkte k nach einem Punkte 8 in der Projektionsebene L

gezogene Gerade ? 8 (Fr . 181 X . , 74 VIII . ) .

Die Projizierende kX mißt den Abstand oder die Ent¬

fernung des Punktes k von der Ebene L ._
V . Nach Fr . 160 III . ist l 'X - j- X 8 ----- k «

'
-

VI . Ist X 8 -- - X 8 , ----- N 82 so ist auch ? 8 - -

ks , ^ ^ - (V .) , d . h . alle Punkte in Ich welche im

Kreise um X liege » , haben gleiche Entfernung von demselben

Punkte ? der Projizierenden X2 . Vergl . Fr . 47 II .

VII . Ist umgekehrt 8k --- 8,1 ' ^ 82k - --- - - , so ist

nach V . auch X 8 -- -- N 8 , - -- X 82 - - - - , d . h - alle Punkte

der Ebene Ich welche von dem Punkte k gleichweit entfernt

sind , liegen im Kreise um X (Fr . 47 II . ) .

Ng . 17s ,
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191 . Was ist die Projektion einer Geraden ans eine Ebene ?
I . Die Projektionen sämtlicher Punkte einer Geraden 6

auf eine Ebene L (Fr . 190 ) bilden die Projektion 6 ' der
Geraden 6 auf die Ebene L .

H . Die von den Punkten einer Geraden 6 auf eine
Ebene L gefällten Projizierenden liegen in derselben Ebene
(der projizierenden Ebene ) . Legt man nämlich (Fr . 189
IV . , 186 VI . ) eine Ebene Ich durch die Projizierenden k,X ,
und ichlch und eine Ebene Ich durch die Projizierenden k,X ,
und kzXz , so liegt 6 sowohl in 1,2 als in Lg ( Fr . 1841 .),
weil sie mit Lg die Punkte ? , und Ich , mit L , die Punkte k ,
und kg gemein hat . Ich und Lg haben außer 0 auch noch die
Projizierende IchX, gemein , fallen also zusammen (Fr . 183 ,
182 III . ) . kgXg und kgUz und (weil ja kg und kg ganz
willkürlich waren ) auch alle anderen Projizierenden liegen
somit in der Ebene , welche durch 6 und irgend eine Pro¬
jizierende , z. B . IchX,, gelegt werden kann .

III . Die Fußpunkte X „ Xg , Xg rc . der von Punkten ? „
kg , kg rc . einer Geraden 0 auf eine Ebene L gefällten Nor¬
malen liegen sämtlich in der Geraden 6 '

, in welcher nach
Fr . 1851 . und II . die Ebene L von der durch die Normalen
zu legenden (II .) Ebene geschnitten wird .

IV . Die Projektion einer Geraden 6 auf eine Ebene L
ist wegen I . und III . wieder eine Gerade 6 '

. Steht jedoch
6 auf L senkrecht , wie M in Fig . 175 , so besitzt sie als
Projektion (nach Fr . 190III .) bloß den Punkt X .

Jede Gerade hat nur eine Projektion auf dieselbe Ebene.
V . Schneidet die Gerade 6 (Fig . 176 ) die Projektions¬

ebene Ich so liegt die Spur 8 in der Projektion Och zur Be¬
stimmung der letzteren braucht man dann außer 8 nur noch
die Projektion X eines einzigen Punktes k der Geraden 6 .

192 . Wodurch zeichnet sich der Neigungswinkel einer Geraden
gegen eine Ebene ans ?

I . Der Winkel v (Fig . 176 ) zwischen einer Geraden 6
und ihrer Projektion 6 ' auf die Ebene L heißt der Neigungs¬
winkel der Geraden 6 gegen die Ebene L .
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II . Der spitze Neigungswinkel vv der Geraden 6 negeg

die Ebene L und der Winkel Xk8 zwischen 6 und einer

Normalen Xk zur Ebene kl

ergänzen sichzu90
°

(Fr .71 II .) .

III . Der (spitze) Neigungs¬
winkel vv einer Geraden 6

gegen eine Ebenes ist kleiner

( sein Nebenwinkel vv , also

größer ) als jeder Winkel

1̂ 6 — v , welchen die Gerade

6 mit einer in der Ebene L

durch die Spur 8 gezogenen
Geraden 80 einschließt .

(Die Betrachtung überstumpfer
Winkel bleibe dabei ausgeschlossen . Vergl . Fr . 193 VI .)

Bew . Macht man 8VM , so muß , weil

88 ^ 88 (Fr . 20 I .) und 8V > 8X (Fr . 190 IV .)

ist , nach Fr . 78 III . / ( v )> / ( . vv sein und wegen

Fr . 39 IV . weiter 180 ° — v < 180 ° — vv oder

/ / ? 88 < v, .

Ganz dieselben Schlüsse gelten für / / 886 ; also

ist auch / ( . v < ( / /888 , und daraus folgt nach

Fr . 39 IV . :
180 ° — vv, < ( 180 ° — v oder vv , (/ > v .

IV . Würde / ( w — 90 °
, so müßte auch / ( . vv , — 90 °

und v — 90 ° werden , weil nachlll . / /w < ( / ( v < ( / (. vv ,

sein muß . Dann wäre die in der Ebene 8X8 liegende

Gerade 6 Hl (Fr . 181 X .) . — Vergl . Fr . 189 VII . ;

dem, jetzt ist 6//8X .

V . Hätte man in Fig . 176 XV/ - 86 gemacht , so wäre

auch kV/ - 80 (Fr . 189 I .) . Man kann also die Strecke8V

aus ? 8 entweder durch einmalige Projektion unter dem

Winkel v , oder durch zweimalige Projektion : erst unter dem

Neigungswinkel vv und dann unter ' dem in der Ebene L

liegenden, von 0 ' und 80 gebildeten Winkel X80 — u erhalten .
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Dc> nun nach Fr . 112 IX . die Projektion von ? 8 unter
/ ^ ( u - s- v ) kleiner sein würde , als die durch die zweimalige
Projizierung unter ^ v und dann unter u erlangte
Projektion , letztere aber der Projektion von 08 unter v
gleicht , so muß wegen Fr . 112 IV . der Winkel v kleiner sein
als die Summe aus dem Winkel u und dem Neigungswinkel>v .

193. Wie wächst der Winkel v mit dem Winkel n ?
I . Ist der Winkel « 80 -- - u (Fig . 176 ) , welchen die

Projektion 6 ' der Geraden 6 mit dem in der Projektions¬
ebene L liegenden Strahle 80 einschließt, — 0 , fällt also 80
auf 8« , so gleicht der Winkel v zwischen 6 und 80 dem
spitzen Neigungswinkel v der Geraden 0 gegen 0 .

II . Ist der Winkel u spitz (0 u 90 °
) , so fällt

der Fußpunkt V der vom Fußpunkte « der Normalen M
auf 80 gefällten Senkrechten« V zwischen 8 und 0 (Fr . 71 V . ) ,und da OV8 — 90 °

(Fr . 189 I . ), so ist auch v spitz
(Fr . 701 . ) . Wegen Fr . 192III . ist also v < v < 90° .

Je größer aber / (. u wird , desto näher rückt V an 8 heran ,
desto größer wird also auch (Fr . 112 III . und IV . ) .

Zugleich ist stets /ch. / (,n ; wenn man nämlich das
/ XOV8 um V8 in die Ebene L niederklappt , so kommt V?
auf V« zu liegen (Fr . 31 und 39 III . ) , ? fällt aber vonV
aus jenseits « (Fr . 190 IV . ) , also 8 ? jenseits 8X .

III . Ist ^ u — 90 °
, so fällt V mit 8 zusammen

(Fr . 57 IV . ) , und es ist auch v — 90 ° (Fr . 189 1 . ) .
IV . Ist der Winkel u stumpf (90 °

<< / (. u < 180 °
) ,

so fällt V in die Verlängerung 8L ( Fig . 177 ) des Strahls
80 (Fr . 71V . ) , 08V ist daher spitz ( Fr . 70 I . ) , v stumpf
(Fr . 39 IV .) . Wegen Fr . 192 III . ist aber

90 ° < < / (. n, .
Je größer / (. u wird , desto weiter rückt V von 8 gegen II

hin , desto größer wird v (Fr . 39 IV . ) . Die größte Ent¬
fernung von 8 , welche V erreichen kann , gleicht aber nach
Fr . 160 III . der Strecke 8« . Vergl . V.
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Beim Niederklappcn des / X k8V in die Ebene k fällt
jetztk von V ans wieder jenseits M also I ' und 8? in den
Winkelraum MO , d . h . jetzt ist / X v < ( / X n .

V. Ist — 180 °
, so fällt wieder V auf M aber

80 in die Verlängerung von M ; daher ist / X v — / j.
VI. Wird / j. n überstumpf , so

vertauschen in Fig . 176 und 177 die
Strahlen 8k und 80 ihre Rolle .
Wahrend also / X u von 180 ° bis
360 °

wächst , wiederholen sich die
schon dagewesenen Werte des / ) v,
d . h . es wird der erst stumpfe Winkel
v wieder kleiner , darauf — 90 °

(bei
u — 27 0°

) , dann spitz und endlich
wieder — /X v .

VII. Macht man in den beiden
Fig . 176 und 177 8k — 8k und ist Fig . i ?? .
/ . MO in Fig . 176 dem / XMk in
Fig . 177 gleich, so ist / X kM ^ / X kM (Fr . 81 II . ) , also
US - - « 8 (Fr . 67 II . ) ; daher weiter / X MV ^ / X MV
(Fr . 81 II . ) und 8V — 8V ( Fr . 67 II . ) ; daher endlich
7X ? 8V ^ / X k8V (Fr . 81 I .) und k80 in Fig . 176
gleicht (Fr . 67 II . ) dem / Xk8k in Fig . 177 .

Wenn man also in k links und rechts von M einen
Strahl unter demselben Winkel (u) gegen 8X anträgt , so
machen diese beiden Strahlen auch gleiche Winkel (v) mit 8k .

VIII . Ebenso müssen daher auch zwei in k gelegene
Strahlen gleiche Winkel mit 8k bilden , wenn der eine unter
dem / X u, der andere unter dem / I, ( 360 ° — u) gegen 8di
geneigt ist.

IX . Aus dem Vorhergehenden folgt noch , daß jeder
v, welcher größer als / X rr , aber kleiner als / X rv, ist,

zweimal vorkommt und zwar bei zwei Strahlen 80 und80i ,
deren Winkel 0,80 (— 2 u) von M halbiert wird .

s ' / 5,
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194 . Wie wächst der Winkel k -- kM mit dem Winkel i ?

Ist xv wieder der (spitze) Neigungswinkel der Geraden 6
(Fig . 176 und 177 ) gegen die Projektionsebene 0 und X
der Fußpunkt der von dem Punkte ? in 0 auf bl gefällten
Normalen ? X , legt man in der Ebene L durch die Spur 8
der Geraden 0 einen Strahl 80 , welcher mit 6 den (hohlen)
Winkel v , mit der Projektion 6 ' von 6 aber den (hohlen ,
vergl . Fr . 193 IX . ) Winkel u eiuschließt , und fällt man von
? und bl Senkrechte ? X und XX auf die Gerade 880
(Fr . 189 II . ) , so finden zwischen dem (spitzen) Winkel
? VX — k, den diese beiden Senkrechten einschließen , und
den Winkeln u , v , xv folgende Beziehungen statt :

I . Bei u - - - 0 (v — xv , Fr . 193 I . ) fällt ? X mit ? x
zusammen, also ist Xk — 90 °

(Fr . 181 X .) .
II . Bei 0 <X X u 90 °

( X xv X v << 90°
,

Fr . 193 II . ) ist XX zwar stets kleiner als X8 (Fr . 74 VIII . ),
wird aber um so größer (Fr . 160 III .) , je kleiner 8X , je
größer also X u (und X v) wird. Klappt man nun das
/ X UXX um UX in die Ebene ? 8X , so kommt X stets
zwischen X und 8 zu liegen , rückt aber desto näher an 8 , je
größer Xu wird. Daher ist stets 90° Xk )> Xxv
(Fr . 69 VII. ) , und / X nimmt ab , wenn Xu (und X v)
zunimmt .

III . Bei Xu — 90 °
( Xv 90 °

, Fr . 193 III .) fällt
1' V auf 08 , also ist Xk ^ Xxv .

IV . Bei 90 ° < Xu < 180 ° (90 ° < Xv < Xxv„
Fr . 193 IV . ) fällt beim Umklappen des X kXX in die
Ebene ? 8X wieder X stets zwischen 8 und X , aber um so
näher an X, je größer X u wird . Es ist daher zwar wieder
90° > X k )> X xv (Fr . 69 VII . ) , aber X k wächst mit
X u (und X v) gleichzeitig .

V . Bei X u 180 °
( X v ^ X xv, , Fr . 193 V . )

wird wieder X k — 90 °.
VI . Bei Xu > 180 ° wiederholen sich dieselben Werte

von k, ähnlich wie in Fr . 193 VI .
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VII . Zieht man in der Ebene L zwei Strahlen 80 und
80 , unter gleichem Winkel (u — u,) gegen M , so ist wieder
/ . v v . und /X X8V ^ / X H8V . (Fr . 193 VII . ) , daher
XV ^ KV, (Fr . 67 II . ) , / X kXV ^ kXV , (Fr . 811 . ) und

wegen Fr . 67 II . endlich / s. 1 — / Xi, .
VIII. Aus dem Vorhergehenden folgt noch , daß jeder

/ . f, welcher kleiner als 90 °
, aber größer als vv ist, zweimal

vorkommt, und zwar bei zwei Strahlen 80 und 80 „ deren
Winkel 0,80 von M halbiert wird ( ^ u — /Xu, ) , welche
also nach Fr . 193 IX . mit 8k gleiche Winkel machen
(^ v — XX v,).

195 . Wenn schneidet eine Gerade eine Ebene ?

Die Gerade 6 (Fig . 176 ) schneidet die Ebene L , wenn 6
nicht ihrer Projektion 0 ' auf die Ebene 0 parallel ist , oder
wenn 0 nicht auf einer aus einem Punkte ? in 6 auf die
Ebene 0 gefällten Normalen kX senkrecht steht , oder wenn
zwei aus den Punkten k und k , in 6 auf 0 gefällte und auf
derselben Seite von 0 liegende Normalen kX und k,X ,
ungleich sind .

In allen drei Fällen liegen die Gerade 0 und ihre Pro¬
jektion 6 ' (Fr . 191II .) , also auch ? X und k,X , in derselben
Ebene , zugleich schneiden sich 0 und (V (nach Fr . 26 , oder
Fr. 62IV . , oder Fr . 108 XIII . und XIV . ) , und da 6 ' ganz
in k liegt (Fr . 191 I .) , so ist der Schnittpunkt zwischen 0
und 6 ' zugleich ein Punkt von 0 , d . h . 0 schneidet k

(Fr . 184 III . , V.) .
196 . Wie zieht man eine Gerade

Parallel zu einer Ebene ?
I . Eine Gerade 0 (Fig - 178 )

ist einer Ebene 0 Parallel (Fr .
184 VII.) , wenn sich in 0 eine zu
0 parallele Gerade 0 , ziehen läßt .

Denn dann kann man durch 6
und 0 , eine Ebene 0 , legen
(Fr . 186 VI . ), und wenn es nun Ug. i ?s.
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einen Punkt , etwa tz , gäbe , welchen 6 mit bk gemein hätte ,
so müßte in Ik und 0 zugleich und (weil alle Punkte von
6 in Ik , liegen , Fr . 184 I .) auch in Ik , liegen , also zugleich
in Ik und Ik „ d . h . in der Geraden 0, , welche 1k und Ik ,
gemein haben (Fr . 185 II .) . Da aber 6 , und 0 nach der

Voraussetzung keinen Punkt gemein haben (Fr . 26 ) , so hat
auch 6 keinen Punkt mit Ik gemein , und es ist 6 // Ik.

II . Eine Gerade 6 ist daher auch einer Ebene Ik Parallel ,
wenn sie ihrer Projektion 0 ' auf die Ebene Ik parallel ist (I .) .

III . Steht eine Gerade 6 (Fig . 178 ) auf der Normalen
I >X einer Ebene Ik senkrecht , so ist sie der Ebene Ik parallel .
Denn 0 liegt mit ihrer Projektion 6 ' in einer Ebene

( Fr . 191II . und III .) ; zugleich ist / ) Xk6 — 9 0 °
(nach d . Vor .)

und ^ ? X6 ' — 90 °
(Fr . 181 X . ) , daher 6 // 6 '

(Fr . 62 II .)
und 6 // Ik (II .) .

IV . Sind die Projizierenden ? ,X , und IVX) (Fig . 179 )
zweier auf derselben Seite der Projektionsebene Ik gelegenen
Punkte I >, und 1>

2 einer Geraden 6 gleichlang , so ist diese
Gerade 6 der Ebene Ik parallel . In der Ebene X, ? ,IVX2
(Fr . 191II .) ist ja I >,X , — (Vor .) , daher X , XV //
(Fr . 108 XV . ) , folglich 6//Ik (II .) .

V . Will man nun durch einen gegebenen , oder durch einen

willkürlich gewählten Punkt Fig . 178 , eine Gerade 6
parallel zur Ebene Ik ziehen , so braucht man nur durch ?
eine Parallele 6 zu einer in Ik gezogenen Geraden 6 ,
(Fr . 119 ) , oder eine Senkrechte 6 auf der Normalen ? X
zu Ik (Fr . 122 ) zu ziehen ; oder man errichtet auf ik noch
eine Normale X 2IV (Fr . 187 II .) von gleicher Länge wie die
Normale X ? und zieht 6 durch I? und IV. In allen drei
Fällen ist 6//1k (I . bis IV .) .

VI . Durch einen gegebenen Punkt lassen sich unzählige
Parallele Gerade zu einer nicht durch k gehenden Ebene Ik
ziehen ; dieselben stehen aber wegen Fr . 195 sämtlich auf der
Normalen ? X zu Ik senkrecht , liegen also nach Fr . 181 XIII .
sämtlich in einer Ebene .
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197. Was folgt »och aus Fr . 195 und 196 über eine Gerade ,
welche eine Ebene schneidet , oder dieser parallel ist ?

I . Ist die Gerade 6 (Fig . 178 ) der Ebene N parallel ,
so ist sie ihrer Projektion 6 ' auf die Ebene 12 Parallel , weil
sie sonst nach Fr . 195 die Ebene schneiden müßte .

II . Ist die Gerade 0 der Ebene 12 parallel, so schneidet
eine durch 6 und einen Punkt «2 in 12 gelegte Ebene 12 ,
(Fr . 182 II . ) die Ebene II in einer Parallelen 6 , zn 0 .
Wäre nämlich 0 , nicht Parallel zu 6 , so müßte sie 0 schneiden
(Fr . 26 ) , und 6 schnitte dann auch N, was der Voraussetzung
widerspricht .

III . Ist die Gerade 0 der Ebene II parallel , so steht sie
senkrecht auf jeder aus einem ihrer Punkte ? auf die Ebene II
gefällten Normalen H Sonst müßten sich ja 6 und II
nach Fr . 195 schneiden .

IV . Alle aus einer zur Ebene II (Fig . 179 ) parallelen
Geraden 6 nach dieser Ebene II gezogenen parallelen Strecken
sind gleichlang . Legt man
durch die Parallelen ? ,8 , und
PK , welche die Ebene II in
8 , und 82 schneiden , eine
Ebene 12, (Fr . 186 VI . ) , und
schneidet letztere die Ebene 12
in 8,82 , so ist :

8 .82 // ? , ? 2 (II . )
k>8 , // (Vor .) Ng. i? s .
x,8, ^ 282 (Fr . 108 III . ) .

V . Ist die Gerade 0 der Ebene N parallel , so sind alle
ihre Punkte, z . B . ? , und ? 2 (Fig - 179 ) , gleichweit von II
entfernt (Fr . 190 IV . , 189 IV . , 197 IV .) .

Die Entfernung oder den Abstand der zur Ebenen
parallelen Geraden 6 von 12 mißt eine aus 6 auf 12
gefällte Senkrechte H

VI. Lassen sich von zwei auf der nämlichen Seite der
Ebene II gelegenen Punkten I'

, und >'2 einer Geraden 0 zwei
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gleiche Parallelen Ich8 , und Ich 82 nach dieser Ebene L ziehen,
so ist 6 //L .

Bew . In der Ebene (Fr . 186 VI . ) k ,8 .82? 2 ist k . 8 . G
1-282 (Vor .) , folglich 8 .82 //l - .I>

2 (Fr . 108 V.) , folglich 6 //L
(Fr . 196 I . ) .

VII . Schneidet die Gerade 0 die Ebene L , so schneidet 6

auch ihre Projektion 6 ' auf L ; dann steht ferner 6 schief
auf jeder aus ihr auf L gefällten Normalen I 'X , endlich
liegen die Punkte von 0 in ungleicher Entfernung von L.
Sonst müßte ja 6 //L sein (Fr . 1961 . bis IV . ) .

VIII . Während eine Ebene und eine ihr parallele Gerade

unzählige gemeinschaftliche Normalen besitzen (III . ) ,
haben eine Ebene und eine sie schneidende Gerade keine

einzige gemeinschaftliche Normale ( VII . ) .

198 . Wie legt man eine Ebene parallel zu einer Geraden ?

I . Will man eine Ebene L (Fig . 180 ) durch einen ge¬
gebenen , oder einen willkürlich gewählten Punkt parallel

zu einer gegebenen Geraden 0
legen , so darf man nur (in der
durch und (I bestimmten Ebene
Ich ) durch eine Parallele 6 ,
zu 6 ziehen (Fr . 119 ) ; jede
durch 0 , gehende Ebene 8 ist
dann zu 6 parallel (Fr . 1961 . ).

II . Sind zwei Gerade 6
und 6 , parallel , so kann man
durch jede dieser beiden Geraden
unzählige Ebenen parallel zur
anderen Geraden legen (I . ) .

III . Ist die Gerade 0 parallel zur Ebene Ich so liegt
eine zu 6 parallele Gerade 6 , in der Ebene Ich sobald sie
mit dieser einen Punkt tz gemein hat . Vergl . 186 XV . —

Nach Fr . 185 II . wird L von einer durch tz und 6 gelegten
Ebene Ich in einer Geraden (ch geschnitten , nach Fr . 197 II .
aber muß (ch // 6 sein ; nun gehen 0 , und die in L liegende

Ng . iso.



Fr . IS8- lgg . Gerade und Ebenen im Raum . 239

62 durch H , sind beide // 6 und müssen deshalb wegen
Fr . 186 VII . zusammenfallen .

IV . Durch einen gegebenen Punkt tz läßt sich nur eine
Ebene L legen , welche zugleich zu zwei sich schneidenden , oder
sich kreuzenden Geraden 0 , und 62 Parallel ist .

Um nämlich eine Ebene L zu erhalten , welche zu 6 , und
6° zugleich parallel ist , müßte man nach I . durch H eine
Gerade 6 z // 6 , und eine andere Gerade 6 , // 62 ziehen , und
L muß dann sowohl durch 6 z als durch 6 § gehen ; durch
6z und 6 , läßt sich aber nur eine einzige Ebene legen
(Fr . 182 III . ) .

V . Die Lage einer Ebene L läßt sich also auch durch
einen ihrer Punkte und zwei Gerade 6 , und 62 be¬
stimmen, zu denen L parallel ist .

Aus einer Nebeneinanderstellung dieses Satzes mit Fr . 25II .
kann man eine Bestätigung dafür schöpfen , daß die Ebene

zwei Ausdehnungen hat (Fr . 5 III . ) .

199 . Wie verhält sich eine Strecke zu ihrer Projektion auf
eine Ebene L ?

I . Die Projektion NiUz sNg . 181 ) einer zur Projektions¬
ebene II parallelen Strecke ist dieser Strecke gleich.

Weil (Fr -
189 IV . und 197 V .) , so ist
auch :
(Fr . 108 V . , III . ) .

II . Die Projektion
(Fig . 181 ) einer gegen die
Projektionsebene L geneigten
Strecke kk ? ist kleiner als
diese Strecke .

Da kkz nicht parallel zu ist (Fr . 197 VII .) , so
kann man machen und hat dann : k .^ sl )
und k>k 2 > ? ,? 2 (Fr - 74 VIII . ) , daher auch
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(Dieser Beweis hört nicht auf zu gelten , wenn ? ? .z die
Ebene >7 in einem zwischen ? und ? z gelegenen Punkte
schneidet .)

III . Eine Strecke ? , ? z, welche ihrer Projektion
gleicht , ist der Projektionsebene 17 parallel ; denn sonst müßte
nach II . die Projektion kleiner sein als die Strecke .

IV . Eine Strecke ? ,? » , welche größer ist als ihre Pro¬
jektion schneidet die Projektionsebene II ; denn sonst
müßte sie nach I . ihrer Projektion gleichen .

V . Ähnlich wie in I . läßt sich auch beweisen , daß 8 ,8 .
wenn 6//17 und k>

, 8 , // ? 282. Vergl . Fr . 197 IV .

200. Wie zieht man eine Gerade k senkrecht zu zwei sich
kreuzenden Geraden lh und V? ?

I . Zieht man durch einen Punkt 17 in der einen 6 z
(Fig . 182 ) von zwei sich kreuzenden Geraden 6 , und 6 z eine
Gerade 6 z // 6 , und legt durch 6 z und 6 z eine Ebene 17
(Fr . 182 III . ) , so ist 17 ^ 6 , ( Fr . 196 I . V

II . Nach Fr . 198 III . ent¬
hält II in I . zugleich alle Gerade ,
welche durch irgend einen Punkt
in 62 parallel zu 6 , gezogen
Werden können .

Daher läßt sich durch 62 nur
eine Ebene 17 legen , welche der
anderen Geraden 6 , parallel ist .

III . Zieht man durch einen
Punkt 6 ( Fig . 182 ) in 62 eine
Gerade 6 z // 6 „ legt man dann durch 62 und 6 z eine Ebene
17 und projiziert man 6 , auf diese (zu 6 , parallele , Fr . 1961 . )
Ebene 17 , so muß 6 , die Projektion 6 ' von 6 > schneiden
(Fr . 60 II . , weil ja 6V/0 >//6z (Fr . 197 I . und Fr . 189
VIII . ) . Ist nun der Schnittpunkt dl zwischen 6 ' und 6 z
die Projektion des Punktes ? in der Geraden 6 , , so ist
kdi -1_ I7 (Fr . 190 I . ) , daher I ' XKZz (Fr . 181 X .) , zu¬
gleich aber auch ? X - !_ 6 , (Fr . 197 III . ) .
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Fällt man also von X eine Senkrechte Xk auf 6 „ so ist
8k die gesuchte gemeinschaftliche Normale 6 zu 6 , und 62.

IV . Die Lage der in I . durch 62 und Oz gelegten , zu 6 ,
parallelen Ebene L ist wegen Fr . 200 II . nicht abhängig
von der Lage des Punktes II ; daher ändert sich auch weder
die Lage der Projektion 6 '

( Fr . 191 IV .) , noch des Schnitt¬
punktes di , wenn man auch einen anderen Punkt II in 62
wählen wollte ; endlich läßt sich in dl nur eine einzige Nor¬
male 8 k auf II (Fr . 188 II . ) errichten .

Daher giebt es nur eine einzige Gerade 6 , welche auf den
sich kreuzenden Geraden 6 , und L zugleich senkrecht steht .

V . Die auf den sich kreuzenden Geraden 6 , und 62
zugleich senkrechte Strecke Xk ist kürzer als jede andere
Strecke 'kH , welche zwei Punkte I ' und 1, in 0 , und 62
verbindet.

Macht man nämlich NX , Ü- L (Fr . 187 I . ) , und zieht
man in der durch 62 gelegten , zu 0 , parallelen (Fr . 200 II . )
Ebene L noch X,k , so ist / I NX .X ^ 90 °

(Fr . 181 X . ) ,
daherVk > NX , (Fr . 7 4 VIII .) ; weil nun 6 . // 6 '

(Fr . 1971 .) ,
so istl 'X , — kX (Fr . 108 XIII .) und NN > kX (Fr . 20IX . ) .

VI . Die kürzeste Entfernung zweier sich kreuzenden
Geraden 6 , und 62 (III .) gleicht der Entfernung der einen
Geraden 6 , von der (nach Fr . 200 II .) durch die andere
Gerade 62 gelegten , zu 6 , parallelen Ebene II und steht zu¬
gleich senkrecht auf den beiden Geraden und der Ebene II.

201. Welche Beziehungen bestehen zwischen einer Ebene und
zwei parallelen Geraden?

I . Ist die eine von zwei parallelen Geraden einer Ebene II
Parallel , so kann auch die andere diese Ebene nicht schneiden ;
denn sonst müßte L nach Fr . 189 VI . von beiden Geraden
geschnitten werden . Die zweite Gerade liegt also entweder
in 8 (Fr . 198 III .) , oder sie ist //H (Fr . 184 VII .) .

II . Sind 6 ' und 6 " die Projektionen zweier Geraden 6 ,
und 62 auf dieselbe Ebene und schneiden sich 6 ' und 0 " in
einemPunkte /V , so ist X ' zugleich die Projektion eines Punktes

Zetzsche , Geometrie. 3 . Aufl. 16
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.-V , in 6 , und eines Punktes ^ 2 in 62 (Fr. 191 I .) ; wegen
Fr. 1901 . schneidet daher die in ^ auf der gemeinschaftlichen
Projektionsebene Ich errichtete Normale (Fr. 188 II .) beide
Gerade und 6H ; deswegen brauchen jedoch X , und V,
nicht zusammenzufallen.

III. Werden zwei parallele Gerade 6t , und 6H auf die¬
selbe Ebene IL projiziert , so sind ihre Projektionen 6 ' und 6"
entweder parallel, oder sie fallen zusammen; letzteres tritt
ein , sobald 6 ' und 6" einen Punkt gemein haben.

Haben nämlich 6H und 6" einen Punkt X' gemein , so
schneidet die in auf Ich errichtete Normale die Gerade 6,
in einem Punkte X, , die Gerade 62 in einemPunktes -, (II .) ;
da nun die durch die Parallelen 6 , und 6H gelegte Ebene Ih
(Fr. 186 VI .) mit der durch 6!, und 6!' gelegten projizierenden
Ebene II , (Fr. 191 II .) den Punkt X» und die Gerade 6t,
gemein hat , und da Ich, mit der durch 6H und 6t" gelegten
projizierenden Ebene Ich, den Punkt ,6 , und die Gerade 6z
gemein hat, so fallen die drei Ebenen Ich , und Ich, zusammen
(Fr. 182 II .) , und deshalb fallen auch ihre Schnitte (V und
6t" in II zusammen (Fr . 185 II .) .

Fallen dagegen die projizierenden Ebenen Ich, und Ich der
beiden Geraden 6t, und 6H nicht zusammen, so können die in
Ich liegenden Projektionen 6!' und 6!" von 6t , und 6H auch
keinen Punkt gemein haben, sondern es ist :

6t' // 6t" (Fr- 186 IV .) .
IV. Zwei Parallele , die Ebene Ich schneidende Gerade 6,

und 6H (vergl . Fr . 189 VI.) machen mit Ich gleiche Winkel v,
und ^ 2 nach derselben Seite hin . Sind nämlich 6t ' und 6"
die Projektionen von 6t, und 6H , so ist :

6 , // (h (Vor.) , 6 ' // 6!" (III .)
chh v , ^ hch v , (Fr- 192 I . und Fr. 189 IX .) .

Der Fall , wo 0" und 6t ' zusammenfallen (III .) , ist hier
nicht weiter zu berücksichtigen , vielmehr schon in Fr. 62 1. 1 .
erledigt .

;)» >>>O >
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V . Die Projektionen di ,6 , und dist, , gleichlanger Strecken
? ,tz, und ? 2^ 2 in zwei Parallelen Geraden 6 , und L auf
dieselbe Ebene bl sind gleichlang.

Bew . 1 ) Sind 6 , und 62 Parallel zur gemeinschaftlichen
Projektionsebene L , so ist :

und « 2I22 ^ ^ 2 (Fr . 199 I .)
I '

. tz, ? 2tz2 (Vor .)
I§>l 2, ^ ^ 2 (Fr . 20 IV . ) .

2 ) Wird dagegen 6 von 6 , und 62 geschnitten , so
ziehe man (ähnlich wie in Fig . 181 ) durch tz, und Hz Parallel

zu 6 ,di , und 122^ 2 die Strecken () ,V , und H2V2 , bis sie die

Projizierenden und kgdlg in V , und Vg treffen ; dann

sind die Winkel ? ,V, (f, und I^Vglfg rechte (Fr . 62 V.) , da

ja ^ R ^ IV^ 2l 22 (Fr - 190 I . ) ; ferner ist
/ ? ,6 ,V, — 2/ ? 2tzrV2 (Fr . 20 IV .) , denn diese Winkel

gleichen den zugehörigen (nach IV . unter sich gleichgroßen)
Neigungswinkeln v , und v , (Fr . 192 I . ) ; da endlich
k,tz, — ? 2^ 2 vorausgesetztwurde , so ist/X ? ,V, () ,
(Fr. 81II .) und V .H, ^ V262 (Fr . 67 II . ) . Nach Fr . 199 I.
ist aber V,tz , — di ,6 , und V^ — digDz, daher endlich
auch V . ü , ^ R .I22 (Fr - 20 IV .) .

VI. Sind die Projektionen 6 ' und 6 " zweier mit der

Projektionsebene L nach derselben Seite hin gleiche Winkel
>v, und V2 machenden Geraden 6 , und 62 parallel , so sind
die Geraden 6 , und 62 selbst parallel .

Wäre 0 , nicht parallel zu 6 „ so könnte man durch einen

Punkt k in 62 eine Gerade 6 g// 6 . ziehen . Die Projektion
I" von k liegt dann zugleich in 0 " und in der Projektion 0 "'

von 6 g (Fr . 191 I .) , auch fallen 6 '" und 6 ' entweder zu¬
sammen, oder es ist 6 ' " // 6 ' (III .) . Fiele nun 6 '" auf 6 '

,
so hätten auch 6 ' und 6 " den Punkt gemein , im Wider¬

spruch gegen die Vor . 6 ' // 6 " und Fr . 26 . Wäre dagegen
6 '" // 6 , so müßte 6 " ' mit 6 " zusammenfallen , weil 6 " // .(V

vorausgesetzt wurde , und sich durch nur eine Parallele zu
6 '

ziehen läßt (Fr . 57 I .) ; da ferner zugleich 6 , // 6 g , so
gliche dem Neigungswinkel rv » von 6 g gegen 6 (IV . )

16*
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und aus V2 (Vor .) folgte weiter / ^ Vz —

nun liegen vv , und V2 (Vor . ) und ebensoVz und vv , (nach IV.)
nach derselben Seite hin , und in rvz — V? würde daher ein
Widerspruch gegen Fr . 69 VII . stecken , wenn nicht v , und v ?
sich deckten und demnach ( wegen Fr . 46 ) auch die durch ? gelegte
6 z und O2 ; also ist :

VII . Zieht man in der einen (LZ von zwei sich schneidenden
Ebenen 6 , und 6 eine zur anderen (8 ) parallele Gerade 6 ,

so ist diese dem Durchschnitte 6 ,
beider Ebenen parallel (Fr . 26) .

0 und 61 liegen ja beide in
der Ebene bli , Fig . 183 , und
können sich nicht schneiden , weil
sich sonst auch 6 und 6 schneiden
müßten , da jeder Punkt von 6 ,
auch ein Punkt von L ist.
( 0 und 61 fallen nicht zusammen ,
Fr . 184 VII . )

VIII . Ist eine Gerade 6 parallel zu zwei sich schneidenden
Ebenen L , und Lz , so ist 6 auch parallel zum Durchschnitt
6 > der beiden Ebenen 6 , und Lz .

6 ist nämlich zu ihrer Projektion 0 auf 6 , parallel
(Fr . 197 I . ) , zugleich ist entweder 6 ' // 6 , , oder 6 ' fällt mit
6 , zusammen ( I . ) ; daher ist

v «g. IS4 .

— IM erstem Falle nach
Fr . 189 VIII . , im andern
unmittelbar — auch 6 // 6ü-

262. Was versteht man
unter einem Flächen- oder
Keilwinkel und was unter
dem Neigungswinkel zweier
Ebenen ?

I . Fällt man von einem
Punkte k (Fig . 184 ) zwei
Normalen kü undauf
zwei sich schneidende Ebenen
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L, und U, , so schließen die beiden Normalen immer den

nämlichen Winkel n ein , wo auch p liegen mag . Fällt .
man nämlich von einem andern Punkte I >, die Normalen

k,X , und ? il >, auf U, und L, , so ist nach Fr . 189 IV.

ux >// ? x und daher auch :
^ ^ 2i,u (Fr . 189 IX .) .

II . Legt man durch die beiden Normalen I'X und III ,

eine Ebene Ich , so schneidet Uz die Ebenen Ich und U, in zwei
Geraden UH und XH , welche sich ebenfalls stets unter

demselben Winkel v schneiden . In dem ebenen Vierecke

MHU ist nämlich ^ . UXH -^ 90 ° ^ X) ? UH (Fr . 181X . ) ,
solglich / ) X1->U - s- / (. XHU --- 180 ° (Fr . 72 III . ) , oder :

/ chXHU ^ 180 ° — / chXI'U -- - 180 ° — ^ u.

III . Zieht man durch den Punkt U eine Parallele ? ! ' zur

Schnittlinie 40 zwischen Ich und Ich , so ist nach Fr . 196 I .

kk//Ich und UU //Uz ; daher steht ? U zugleich senkrecht auf
den beiden Normalen UX und UU (Fr . 197 III . ) , also ist

kUHch (Fr . 181 XI . ) und . weil ja UU//XO gemacht
wurde , so steht auch die Schnittlinie XO auf Ich normal

(Fr. 189 VII .) .
IV . Zwischen den beiden durch die Schnittlinie XO halb¬

begrenzten Ebenen Ich und Ich ist ein halbbegrenzter Raum

enthalten , welcher ein Flächen - oder Keilwinkel heißt .

U , und Ich heißen die Seiten , XO die Kante des Flächen¬

winkels.
Dieser Raum wird von der Ebene Uz überstrichen, wenn

sich dieselbe von der Ebene Ich aus bis in ihre schließliche

Lage um die Schnittlinie XO dreht . Bei dieser Drehung

bewegt sich die nach III . und Fr . 181 X . auf XO normale

Schnittlinie HX zwischen Ich und Ich von der Schnittlinie HU

zwischen Uz und U , aus in der Ebene Ich bis in ihre endliche

Lage (Fr . 181 XIV .) und beschreibt dabei den ebenen Winkel

XHU — v .
V . Dieser ebene Winkel XHU — v , dessen Schenkel in

den Ebenen L , und Uz liegen und beide auf der Schnittlinie
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^ 0 dieser beiden Ebenen senkrecht stehen , wird der
Neigungswinkel der beiden Ebenen Ich und Ich
genannt .

Seine Größe ist zwar von der Größe des Flächen¬
winkels (IV . ) , nicht aber von der Lage des Punktes k oder

abhängig (II . ) .
VI . Den Flächenwinkel der zwei Ebenen Ich und V.., ,

welche sich in ^ .0 schneiden , bezeichnet man entweder durch
^ (L, , Lz) , oder durch II (L.0 ) X , wobei II und X zwei
Punkte in Ich und Ich bedeuten .

203 . Welche Sätze über den Neigungswinkel zweier Ebenen
ergeben sich aus Fr . 202 ?

I . Nach Fr . 202 IV . und V . läßt sich der (ebene)
Neigungswinkel v zur Bestimmung der Größe des Flächen¬
winkels und der gegenseitigen Lage der beiden Ebenen Ich
und Ich benutzen .

Jede Änderung des Winkels vv hat eine Änderung des
Flächenwinkels im Gefolge , und umgekehrt .

Wird der eine Winkel 2 , 3 , rc . mal so groß , so wird
auch der andere 2 , 3 , rc . mal so groß . Neigungswinkel und
Flächenwinkel sind also einander proportional .

Wenn man daher für die Flächenwinkel ganz ähnliche
Begriffsbestimmungen einführt , wie früher für die ebenen
Winkel , so erhält man sehr leicht eine ganze Reihe von
Sätzen , welche mit früher dagewesenen wörtlich gleichlauten .

II . Zur Bestimmung der Lage der Ebene braucht
man außer der Ebene Ich und der Spur XO nur die Gerade
Hü, , oder den Neigungswinkel Xtzch — v (Fr . 182III . ) .

III . Ist der Neigungswinkel cv zweier Ebenen Ich und Ich
spitz, recht , stumpf , flach oder überstumpf , so ist es auch ihr
Flächenwinkel .

IV . Jeder hohle Flächenwinkel ist kleiner , jeder über¬
stumpfe größer als ein flacher .
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V . Zu jedem hohlen Mchenwinkel giebt es einen über¬

stumpfen, welcher mit elfterem zusammengenommen den ganzen

Flächenwinkelraum um die Schnittgerade .40 herum erfüllt .

VI . Zwei Flächenwinkel heißen Nebenwinkel und Scheitel¬
winkel , wenn ihre Neigungswinkel es sind .

VII . Jeder Flächenwinkel ist seinem Scheitelwinkel gleich .

VIII . Jeder Flächenwinkel ergänzt seinen Nebenwinkel

zu einem flachen .
IX . Alle rechten Flächenwinkel sind unter sich gleich .

X . Eine Ebene Ich , deren Neigungswinkel gegen eine

andere Ich ein rechter ist , steht normal oder senkrecht

(ch_) auf L, .
XI . Der spitze Neigungswinkel vv (Fig . 184 ) zweier

Ebenen 0 , und Ich ist gleich dem spitzen Winkel III ' I . — v

zwischen ihren Normalen X ? und 1. 1' (Fr . 202 II . und

Fr . 39 IV . ) .

204 . Was ist über zwei aus einander senkrecht stehende Ebenen

zu bemerken ?
I . Steht eine Gerade 1X1 (Fig . 184 ) auf einer Ebenen ,

senkrecht , so steht jede durch kXl gelegte Ebene Ich auch auf Ich

senkrecht .
Zieht man nämlich in Ich im Fußpunkte X eine Senkrechte

XX zu der Schnittgeraden () I7 zwischen Ich und Ich , so ist

/ . 1'XIv der Neigungswinkel zwischen Ich und Ich (Fr . 202V .) ;

weil nun ^ 90 °
(Fr . 181 X . ) , so ist :

Ich ^ L , (Fr . 203 X .) .

II . Will man durch zwei gegebene Punkte ? , und Ich ,
oder die durch Ich und Ich gehende Gerade 6 (Fig . 179 S . 237 )

eine Ebene Ich senkrecht auf eine andere Ebene 1. fällen , welche

ans (t , bezw . auf der Strecke Ichlch nicht normal steht , so

braucht man nur zwei Normalen Ichlch und Ichdch auf X , zu

fällen (Fr . 187 I . ) ; durch diese beiden Normalen ist dann

die Ebene Ich zu legen (Fr . 191 II .) .

Es giebt nur eine solche Ebene (Fr . 191 IV . ) .
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III . Will man durch einen gegebenen Punkt ! ' eine Ebene
Lg legen , welche zu der Ebene L , normal und zu einer Geraden
0 parallel ist , so ziehe man durch V eine Gerade ?L // 0
(Fr. 196 V.) , mache LXUch (Fr. 187 I . ) und lege Lg
durch LL und IX . Vergl . Fig. 184.

Es giebt nur eine solche Ebene (Fr. 186 VII. , 188 I . ) .
IV . Schneiden sich die beiden auf einander normalen

Ebenen Ich und L, in IIH (Fig. 184) , so steht die in V,
gezogene , auf Iltz senkrechte Gerade X? auch auf bl , senkrecht.

Zieht man in Ich noch XL X, Iltz , so ist der Neigungs¬
winkel LXL 90°

(Fr . 202 V. und 203 X .) , und da auch/ l. ?XH ^ 90°
(Vor.) , so ist LXUch (Fr. 181 XI . ) .

V. Steht die Ebene Ich auf einer Ebene Ich senkrecht , so
läßt sich die Schnittgerade II(j dieser beiden Ebenen als die
Projektion von Ich auf Ich ansehen. Denn die durch einen
Punkt I> in Ich auf Ltz gefällte Senkrechte IX steht auch
auf Ich senkrecht (IV .) und X ist also die Projektion von k
(Fr . 190 I . ) .

VI. Fällt man von einem Punkte k einer Ebene Ich eine
Normale IX' auf eine zu Ich normale Ebene Ich , so trifft kX
nach V . und wegen Fr . 188 I . die Schnittlinie IIH der beiden
Ebenen. IX'

liegt also ganz in der Ebene Ich.
VII . Errichtet man in einem Punkte X der SchnittlinieII(j zweier auf einander senkrechten Ebenen Lg und Ich aufder Ebene Li eine Normale XL, so liegt dieselbe wegen IV.in der andern Ebene Lg , weil sich in X nur eine Normale

auf Li errichten läßt (Fr. 188 .11.) .
VIII . Steht eine Ebene Ich zugleich senkrecht auf zwei

sich schneidenden Ebenen Ich und Ich , so steht jene Ebene Lg
auch auf der Schnittlinie L.0 zwischen Ich und Ich senkrecht .

Schneiden sich in tj (Fig. 184) die Schnittlinien XH
zwischen Lg und Ich und Ltz zwischen Lg und Ich , so liegt
eine in o auf Lg errichtete Normale in Lg und in Ich zugleich
( VII . ) und fällt deshalb mit VO zusammen (Fr . 185 II.) .
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IX . Jeder Punkt k der Ebene II, , welche den Winkel
zwischen zwei Ebenen H, und Hz halbiert , ist von diesen
Ebenen bl , und L2 gleichweit entfernt .

Um die Entfernung des Punktes I' von II , und Hz zu
finden, müßte man von ? zwei Normalenund I'I, auf
L, und Lz fällen . Die durch OXI und kl , gelegte Ebene Hz
(vergl . Fig . 184) stünde dann auf II , und auf II^ zugleich
senkrecht (I .) , folglich stünde Lz in tz auf dem Schnitt -10
zwischen II , und Hz senkrecht (VIII .) und ebenso auf II , (I .) .
Der Neigungswinkel NtzO , zwischen II, und II, soll nun durch
L„ d . h . durch (Fr . 202 V . ) halbiert werden ; daher ist

^ (Fr . 81 II .)
und kill -- kN (Fr . 67 II .) .

2V5 . Wenn sind zwei Ebenen parallel ?
I . Jede Gerade 6 , (Fig . 185) , welche in der einen L,

von zwei parallelen Ebenen II, und Hz liegt, ist der anderen
Ls parallel .

Danämlich II , keinenPunkt mit Hz gemein hat (Fr . 185IV .) ,
so kann auch die in II, liegende (Fr . 184 I .) 6 , keinenPunkt

mit II .. gemein haben ,

Ftg . ISS .

6s. 62. A,

sondern es ist 0 , //H2
(Fr . 184 VII.) .

II . Werden zwei Pa¬
rallele Ebenen II , und II2
von einer dritten Ebene IIz
geschnitten , so sind die
Schnittlinien 0 , und O2
parallel.

Wenn sich nämlich 0 , und 62 in einem Punkte 1' schnitten,
so läge dieser Punkt k zugleich in H , und L2 (Fr . 184 I .) ;
weil nun L1 //L 2 sein soll, so können auch 6 , und 62 keinen
Punkt gemein haben (Fr . 185 IV .) , und da 6 , und 62 beide
in Lz liegen , so ist :

O . //O2 (Fr- 26 ) .
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III . Zwei Ebenen Li und L2 sind parallel , wenn sie eine
gemeinschaftliche Normale X,Xs haben.

Hätten L , und L, , Fig . 185 , einen Punkt L gemein , so
würde die durch L und X,Xs gelegte Ebene L,, die Ebenen L,
und L2 in zwei Geraden 6 , und 62 schneiden , welche parallel
wären (II . , oder Fr . 181 X. und 62 II . ) und doch den
Punkt L gemein hätten , was Fr . 26 widerspricht. Daher ist

L,//L 2 (Fr . 185 IV .) .
IV . Zwei Ebenen L > und L, sind parallel , wenn ihre

Normalen XiXz und parallel sind .
Ist in Fig . 185 X 1X 2 HH und so muß,

wenn tziHz//XiX 2 vorausgesetzt wird , auch tz^ -t- L , sein
(Fr . 189 VII .) ; steht demnach sowohl auf L , als auf
Lz normal , weshalb L^ L, sein muß (III . ) .

V. Zwei Ebenen L , und L , (Fig . 186 ) sind parallel ,
wenn sich in L , zwei sich schneidende Gerade 0 , und (V ziehen
lassen , welche zu Lz Parallel sind.

Fällt man vom Schnittpunkte 8 der Geraden 6 , und 6 r
eine Normale MkaufL ^ Fr . 1871 .) , so ist nach Fr . 197III -

8XX, 6 . und MX , 62, folglich 8XX . L,
(Fr . 181 XI . ) ; da nun M schon auf L,
normal gemacht wurde , so istL,//L 2 (lII .) .

VI . Zwei Ebenen Li und L2 sind
parallel , wenn sich in der einen L , zwei
sich schneidende Gerade 6 , und 62 ziehen
lassen , welche zu zwei Geraden 6 z und 64
in der anderen Ebene L . parallel sind (V .),
weil ja ldann auch 61 //Lz und 62/( 62
ist (Fr . 196 I .) .

VII . Zwei Ebenen L , und Lz ( Fig . 187 ) sind parallel,
wenn drei zwischen ihnen gezogene , nicht in einer Ebene
liegende (vergl . Fr . 182 I . ) parallele Strecken XL , IX) , XV
gleichlang sind ; wegen Fr . 189 IV . können an Stelle dieser
drei Parallelen auch drei Normale treten.

Wg . iss .
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Legt man durch Vv und L,tz , desgleichen durch .VI) und

XV eine Ebene (Fr . 186 VI .) , so ist :

XvGlltz und VO ^stXV (Vor .)

Xll // vtz // VV (Fr . 108V .)

^ // ^ (VI .) .

206. Welche Eigenschaften haben zwei parallele Ebenen ?

I . Sind zwei Ebenen Ich und Ich parallel , so steht jede

Normale 8X der einen Ebene Ich auch auf Ich normal .

Zieht man durch 8 mich zwei Gerade 6 , und lch , Ng . 186 ,

so ist 6,//Ich und lch//L - (Fr . 2051 .) , folglich6,ch _ 8Xch. 6r

(Fr . 197 III .) und deshalb :
M Uch (Fr . 181 XI .) .

II . Sind zwei Ebenen Ich und Ich parallel , so sind alle

zwischen ihnen gezogenen Parallelen gleichlang.

Legt man nämlich durch irgend zwei Parallelen L.V und

XV, Fig . 187 , eine Ebene , so sind die Schnittlinien VX und

VV dieser Ebene mit Ich und
Ich auch parallel (Fr . 205 II .)
und deshalb .VI) — XV
(Fr . 108 III .) .

III . AlleNormalen zwischen
zwei parallelen Ebenen Ich und
Ich sind parallel (I . und Fr . 189
IV.) und gleichlang (II .) .

Jede dieserNormalen mißt
den Abstand oder die Ent¬

fernung der beiden pa¬
rallelen Ebenen .

Der geometrische Ort
(vergl .74 XVII .) eines Punktes ,
welcher auf der einen Seite einer Ebene X, in einem gegebenen

Abstande von dieser liegt , ist eine zu Ich parallele Ebene Ich,.

IV. Schneidet eine Gerade 6 die eine Ich von zwei

Parallelen Ebenen Ich, und Ich,, so schneidet 6 auch die andere

Ebene Ich.

Ftg . is?.
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Fällt man von dem Punkte 8 , (Fig . 188 ) , in dem 0 die
Ebene Ich schneidet , eine Normale 8 ,X auf Ich , und legt man

dann durch 6 und 8 ,X eine Ebene Ich ,
so sind die Schnittlinien X ,8 , und

zwischen Ich und den Ebenen Ich
und Ich parallel (Fr . 205 II .) ; daher
muß 6 auch ^ Rschueiden ( Fr . 60II .)
und der Punkt 8z , in welchem dies
geschieht , ist zugleich der Schnitt
zwischen 0 und Ich , weil ja
ganz in Ich liegt.

V . Zwei parallele Ebenen Ich und
Ich machen nach derselben Seite hin

gleiche Winkel und ^ mit der sie schneidenden Geraden 6 .
Weil 8 ,X in Fig . 188 nicht bloß auf Ich (IV . ) , sondern

auch auf Ich normal ist (I .) , so sind 68 ,L.i und 68 ^ 2 die
Neigungswinkel zwischen 0 und den Ebenen Ich und Ich
(Fr . 192 I . und 191 ) ; nach Fr . 62 I . 1 . aber ist :

W68^ i ^ W. 68^ 2-
VI . Ist eine Gerade 6 Parallel zu der einen Ich von zwei

parallelen Ebenen Ich und Ich , so kann sie auch die andere
Ebene Ich nicht schneiden . Denn schnitten sich 6 und Ich , so
müßte tt nach IV . auch Ich schneiden , während doch O-//L ,
sein soll.

VII . Durch einen gegebenen Punkt 8 (vergl . Fig . 186 )
läßt sich nur eine Ebene Ich parallel zu einer gegebenen
Ebene Ich legen (Fr . 181 XIII .) ; denn nach I . muß II , alle
Geraden enthalten , welche in 8 senkrecht zu der von 8 auf Ich
herabgefällten Normalen 8X stehen . — Vergl . Fr . 198 IV .

VIII . Daher läßt sich auch nur eine einzige Ebene Ich
parallel zu Ich durch eine zu Ich parallele Gerade 6 , legen.

IX . Durch zwei sich kreuzende Gerade 6 , und 62 läßt
sich nach Fr . 200II . nur ein Paar parallele Ebenen Ich und
Ich legen ; denn wegen Fr . 205 I . muß z . B . die durch 6 ? zu
legende Ebene Ich auch zu 6 , parallel sein .
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Die Entfernung dieser beiden Ebenen ist zugleich die

kürzeste Entfernung der beiden Geraden . Vergl . Fr . 200 VI .

2Ü7. Welche Siitze gelten von zwei sich schneidenden Ebenen ?

I . Zwei Ebenen müssen sich schneiden , sobald eine auf L ,
errichtete Normale nicht auch zugleich auf Ich normal steht
(Fr . 206 I .) .

II . Zwei Ebenen , welche sich schneiden , haben wegen
Fr . 205 III . keine gemeinschaftliche Normale *) .

III . Zwei Ebenen schneiden sich , wenn zwei zwischen ihnen

gezogene parallele Strecken ungleich sind (Fr . 206 II . ) .

IV . Wenn zwei Ebenen Li und Ich sich schneiden , so sind
zwei zwischen ihnen gezogene Parallelen Ich und Ich ungleich ,
sofern die durch diese Parallelen gelegte Ebene Ich, nicht etwa

zur Schnittlinie 6 , der Ebenen Ich und ich Parallel ist .

Bei Ich// 6 z (vergl . Fig . 192 S . 255 ) sind nämlich die
Geraden 0 , und 62 , worin Ich und Ich von Ich geschnitten
werden , zunächst mit 6ch (Fr . 197 II .) , deshalb auch unter

sich parallel (Fr . 189 VIII . ) und Ich ^ Ich (Fr . 108 III . ) .
Daher können wegen Fr . 205 VII . Ich und Ich nicht noch
einer außer Ich liegenden Parallelen gleich sein .

V . Wie die - Parallelen Ich und Ich in IV . wachsen , wenn

ihre Ebene Ich die Gerade 63 in 0 schneidet (Fig . 193 ) , sagt
Fr . 148 I .

VI . Umgekehrt wäre bei Ich — Uz in Fig . 192 auch
6 , //Li (Fr . 197 VI .) , daher 6 , // 6 z (Fr . 197 II .) und
tch//Ich (Fr . 196 I . ) .

- 1 Nennt man zwei Ebenen mit einer gemeinschaftlichen Normalen , oder
mit parallelen Normalen Ebenen von gleicher Stellung , so lauten I . ,
IN , Fr . 206 I . <III .) und Los III . (IV .) ähnlich , wie die Siitze in Fr . S6. —
B.-rgl. Fr . iss III .
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208. Welche Lagen können drei Ebene» gegen einander habe» ?
I . Drei Ebenen Ich , Ich und Ich können nur fünf ver¬

schiedene Lagen gegen einander haben . Es lassen sich nämlich
zwei Hauptfälle unterscheiden :

zwei Ebenen sind parallel ;
keine Ebene ist der anderen parallel.

Beim ersten Hauptfalle kann dann die dritte Ebene der
ersten Ebene parallel sein, oder sie schneiden.

' Beim zweiten Hauptfalle kann die dritte Ebene den
Durchschnitt der beiden anderen in sich enthalten , ihm parallel
sein , oder ihn schneiden.

II . Sind zwei Ebenen Ich und Ich einer dritten Ich
parallel, so sind sie unter sich selbst parallel.

Fig . 18g. Fig . Igo,

Dann steht nämlich jede auf II, errichtete Normale M
(Fig . 189) auch auf Ich und Ich normal (Fr . 206 I .) , und
daher ist : ich // ^ (Fr . 205 III .) .

III . Schneidet eine Ebene Ich (Fig . 190) die eine ich von
zwei parallelen Ebenen Ich und §2 , so schneidet sie auch die
andere Ich . Eine auf Ich errichtete Normale ist zwar auf Ich
normal (Fr . 206 I .) , aber nicht auf Ich (Fr . 207 II .) ; Ich
und Ich müssen sich daher schneiden (Fr . 207 I .).

Dabei sind die beiden Schnittlinien chü und OO Parallel
(Fr . 205 II. ) .
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IV. Werden zwei Ebenen 6 , und Ich , Mg - 190 , von einer
dritten Ebene 6 z in den parallelen Geraden XL und OO
geschnitten, so steht jede auf XL normale Ebene Ich auch auf
6V normal (Fr . 189 VII .) . Schneidet nun 6 , die Ebenen
Ich , Ich und 12z inIchL, , Ichlch undXLAz , so sind / 26,6,X
und / . IchtchX die Neigungswinkel (Fr . 202 V . und 181 X .)
von 6 z gegen 12 , und 62 . Demnach gelten von diesen Neigungs¬
winkeln und daher auch von ihren Flächenwinkeln ganz die
nämlichen Sätze , welche in Fr . 62 für zwei Gerade aufgeführt
wurden ; denn bei Ich // Ich ist 6 ,Ich // Ichlch (HI . ) und
umgekehrt aus 6 ,Ich // 62L 2 bei XL // 60 folgt Ich // Ich
(Fr . 205 VI . ) .

Ng . 191 . Fig . 192 . Fig . 193 .

V . Liegt der Durchschnitt 6 zweier Ebenen 12 , und Ich
(Fig. 191 ) in der dritten Ebene Ich , so haben alle drei Ebenen
die Gerade 6 gemein , sonst aber nichts weiter.

Denn die drei Ebenen fielen nach Fr . 182 II . zusammen,
sobald sie nur noch einen Punkt außer 6 gemein hätten .

VI . Ist der Durchschnitt 6 z (Fig . 192 ) zweier Ebenen 12,
und Ich der dritten Ebene Ich parallel (und ist keine Ebene der
anderen parallel ) , so schneiden sich auch Ich und 12, , sowie Ich
und Ich , letztere in 6 , , erstere in lch .

Hierbei ist nach Fr . 197 II . 6 . // 6z und 62 // 6z , daher
auch 6 . // 62 // 6z (Fr . 189 VIII .) , d. h. die drei Durch¬
schnitte 6 , , 62 und 6 z sind einander Parallel .

VII . Schneidet die dritte Ebene 6 z den Durchschnitt 6 z
der beiden Ebenen 6 , und 6 z in 0 (Fig . 193 ) , so schneiden
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sich in dem Punkte 0 die drei Ebenen und auch ihre drei
Durchschnitte 6„ 62 und 6Z.

Die drei Ebenen haben aber außer 0 keinen Punkt
gemein , weil sonst auch dieser Punkt in jedem der drei
Durchschnitte liegen und allen drei Durchschnitten gemeinsam
sein müßte , da ja nach Fr . 185II . je zwei Ebenen sich nur in
einer Geraden schneiden können.

Neuntes Hapitet.

Das Dreikant.
209. Was ist ein Dreikant?
I. Denkt man sich die drei nicht in einer Ebene liegenden

Durchschnitte OL., OL und 06 (Fig . 194 ) der drei sich in
bloß einem Punkte 0 schneidenden
Ebenen L, , I> und Lg (Fr. 208
VII.) als drei von 0 auslaufende
Strahlen , so bilden sie zunächst
drei ebene Winkel LOL — 0,
LOO — u und OOL — d .

Zwischen diesen drei ebenen
Winkeln ist aber ein halbbegrenztes
Stück des unendlichen Raumes

enthalten , welches man eine dreiseitige Ecke , einen drei¬
seitigen körperlichen Winkel oder ein Dreikant nennt
und durch 0 (L60) bezeichnet.

II. Nimmt man mehrere von .O auslaufende Strahlen
und Ebenen , so erhält man in gleicher Weise ein Vielkant.

III . Der Punkt O ist der Scheitel oder die Spitze , die
drei Strahlen OL, , 08 und 00 sind die Kanten und die von
ihnen gebildeten ebenen Winkel a , d , 0 die Kantenwinkel,
Seitenwinkel oder Seiten des Dreikants. Bonden (nicht
über die Kanten hinaus erweiterten ) drei Seitenebenen werden
gegen das Innere des Dreikantshin drei Flächenwinkel L(0L )6

Ug . 1S4.
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— 8. 8 (06)^. ^ 0 und 0(0L.)8 ^ - ^ gebildet (Fr . 202IV.)
und heißen die (inneren) Winkel des Dreikants . Die Seiten
g,, h , e liegen der Reihe nach den Winkeln 8,0 gegenüber.

210. Wie vielerlei Dreikante giebt es ?
I . Dreikante mit flachen Seiten giebt es nicht ; wird nämlich

180°
, sofallen die Ebenen ^,08 und ^ 00 zusammen

(Fr . 182 III .) , ihr Flächenwinkel wird zu einem flachen (vgl.
Fr . 203III ) , und man hat dann kein Dreikant mehr , sondern
bloß einen Flächenwinkel.

II . Ebenso wird ein Dreikant zu einem Flächenwinkel,
sobald ein Winkel des Dreikants flach wird.

III . Weil die drei Seitendas Dreikant begrenzen(Fr. 2091 .),
so darf keine Seite durch das Dreikant hindurchgehen oder
zum Teil innerhalb des Dreikants liegen. Da nun die dritte
Kante mit keiner Geraden in der durch die beiden anderen
Kanten 08 und 06 gelegten Ebene 6 einen überstumpfen
Winkel macht (Fr. 192 III . ) , so müssen die Seiten d und o
hohl sein , sobald man für die Seite g. die Möglichkeit, hohl
oder überstumpf zu fein, zulasfen will.

Daher giebt es kein Dreikant mit mehr als einer über¬
stumpfen Seite.

IV. Jedes Dreikant hat demnach wenigstens zwei hohle
Seiten. Ist die dritte Seite hohl , oder überstumpf , so ist
auch ihr Gegenwinkel kleiner , oder größer als ein flacher
Winkel , d . h . hohl , oder überstumpf (I ., Fr. 203 III.
und v .) .

Ist umgekehrt der dritte Winkel hohl , oder überstumpf,
so ist auch seine Gegenseite hohl , oder überstumpf .

V. Ein Dreikant mit drei hohlen Winkeln hat auch drei
hohle Seiten (IV .) .

VI . Zu jedem Dreikant mit drei hohlen Seiten und
Winkeln giebt es ein Dreikant (Außendreikant ) mit den¬
selben Kanten und Seiten, aber mit drei überstumpfen

Zetzsche, Geometrie. 3 . Aufl. 17
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Winkeln , deren jeder einen Winkel des ursprünglichen Drei¬
kants (des Urdreikants ) zu 360 °

ergänzt *) . Vgl . VIII .
VII . Auch zu jedem Dreikant mit zwei hohlen und

einer überstumpfen Seite und Winkel giebt es ein Außen¬
dreikant mit denselben Kanten und Seiten , aber mit zwei
überstumpfen und einem hohlen Winkel , deren jeder
einen Winkel des Urdreikants zu 860 °

ergänzt . Vgl . VIII .
VIII . Sowohl in VI . als in VII . erfüllen die beiden

zusammengehörigen Dreikante den ganzen körperlichen
Winkelraum um den Scheitel . Nennt man diesen ganzen
Winkelraum Volldreikant , so macht jedes Dreikant mit
seinem Außendreikant ein Volldreikant aus . (Vgl . Fig . 195 .)

IX . Zu jedem Dreikant mit drei hohlen Seiten und
Winkeln giebt es drei Dreikante (Gegendreikante ) mit
denselben Kanten , aber mit je einer überstumpfen Seite
und Winkel , z. B - u , und V , in Fig . 194 , welche diebetreffende
Seite u , bezieh . Winkel X des Urdreikants zu 360 °

ergänzen ;
die beiden anderen Seiten in beiden Dreikanten sind gleich ; die
beiden anderen Winkel ergänzen die Winkel des Urdreikants
zu 180 °

. Man erhält ein solches Gegendreikant durch Er¬
weiterung einer Seitenebene U des Urdreikants .

X . Jedes Dreikant erfüllt mit seinem Gegendreikante den
Flächenwinkelraum auf der einen Seite einer Ebene U , bildet
also einen flachen Flächenwinkel oder macht eine flache oder
gestreckte Ecke , ein Flachdreikant , d . h . die Hälfte eines
Volldreikants aus .

XI . Wegen VI . bis VIII . braucht man bloß Dreikante ,
welche kleiner sind als ein Flachdreikant , und wegen IX . und X.
bloß hohle oder konkave Dreikante mit drei hohlen
Winkeln und Seiten zu betrachten . Im Folgenden wird daher
stets von solchen die Rede sein .

Denkt man sich das Urdreikant aus einem Stoff gebildet , so wird der
leere Raum um dasselbe von dem Außendreikant eingenommen . Wenn man
dagegen das Urdreikant lals Modell ) in eine Formmasse eindrückte und wieder
hcrauszöge , so würde die mit einem dem Urdreikante gleichenden Loche versehene
Formmasse das Außendreikant stofflich darstellen . Vergl . VIII .
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211. Wie entsteht ein Neben -, Hinter -, Scheitel -Dreikant ?

Erweitert man die drei Kanten und Ebenen eines Dreikants
0060 ) über dessen Scheitel 0 ( Fig . 195 ) hinaus , so erhält
man noch sieben Dreikante :

I . Die drei Nebendreikante 00,60 ) , 006,6 ) und

0060, ) haben mit dem Urdreikant nur je zwei Kanten und
eine Seite gemein , während die anderen Seiten und Winkel
die Seiten und Winkel des Urdreikants zu 180 °

ergänzen .

Ng . iss.

Je zwei Nebendreikante liefern als Summe einen Flächen¬
winkel. Vgl . Fr . 210 I . und II .

II . Die drei Hinterdreikante 006,0, ) , 00,66, )
und 00,6,0 ) haben mit dem Urdreikant nur je eine Kante

gemein.
Die Seiten und Winkel an dieser Kante sind als Scheitel¬

winkel gleich (Fr . 42 II .) ; die anderen Winkel und Seiten

ergänzen sich paarweise zu 180 ° .

III . Das Scheiteldreikant 00,6,0, ) hat keine Kante

mit dem Urdreikant gemein ; seine Seiten und Winkel sind
als Scheitelwinkel denen des Urdreikants gleich.

17'



260 Neuntes Kapitel. Fr . 211—212.

Diese beiden Dreilaute können aber trotzdem (weil ihre
Seiten und Winkel in umgekehrter Folge *) an einander stoßen)
im allgemeinen nicht zum Decken gebracht werden , sondern
nur wenn in jedem zwei Winkel gleich sind.

Man nennt solche Dreikante symmetrisch - gleich , da sie
sich mit je einer Seite s durch Drehung von 0 (1l.,L,0,) um
0^, z . B . mit / ^ OOL und / j. 0,06,j so auf einander legen
lassen , daß die beiden dritten Kanten sOH . und OV,j sym¬
metrisch zu beiden Seiten der durch die anderen beiden Kanten
gelegten Ebene sOOLj liegen .

212. Wie erhält man zu einem Dreikant das Polardreikant?
I . Fällt man von einem Punkte 0 , (Fig . 196) innerhalb

eines Dreikants O (?lL0 ) drei Normalen 0,L., , O .L, und 0,0,
auf die Ebenen des Drei¬
kants , und legt man durch je
zwei Normalen (als Strah¬
len betrachtet) eine Ebene
» .O .L.O , L.O . O.X , oder
0,0, (l,Vj , so erhält man das
Polar - oderSupplemen -
tardreikant 0,(L.,L,0,) ;

II. Die Seiten und Winkel
des Polardreikants ergänzen
die Winkel und Seiten des
Urdreikants zu je 180 °.

Es stehen nämlich auch die
Ebenen ^ . O .L.O , L.O .O .X

und O .Oi^ V auf den Kanten 00 , (Ol. und OL normal
(Fr . 204 I., VIII.) ; daher ist nach Fr . 202 V . und 181 X. :

— / 1. L,X0, , ^ L ^ ^ . 0,V?l.i , / 1. 0 ^ ^ . ^.,0L,
/ j. L, ^ ^ XL .O, ^ 0, --- ^ V0,X .

Ng . ise .

' ) Ähnlich wie die Finger an der rechten und LN der linken Hand ; der
rechte Handschuh paßt ja auch nicht an die linke Hand.
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In jedem der sechs Vierecke 8,0,0,X , O .O, ^ V,
XiVOII, 8 .II0X und 0,X0V sind aber zwei Winkel rechte
(Fr . 181 X .) , und deshalb ist nach Fr . 72 III . :

180 ° 180°
^ 8 - j- lj . b , — 180 ° 180°
^ 0 -j- / _ 0^ - 180 ° ^ . Oi - j- ^ o — 180° .

III . Das Polardreikant vom Polardreikante gleicht in
seinen Seiten und Winkeln dem Urdreikante (II . oder I . ) .

213. Welche Beziehungen bestehen zwischen den Seiten und
Winkeln des Dreikants?

I . Ein (hohles ) Dreikant heißt gleichschenkelig , oder
gleichseitig , wenn in ihm zwei, oder alle drei Seiten gleich¬
groß sind .

II . Fällt man in einem gleichschenkligenDreikante aus
einem Punkte 8 der den beiden gleichen Seiten u und d
gemeinschaftlichen Scheitelkante 00 eine Normale 8X auf die
Grundseite oder Basis v , so kann der Fußpunkt X der
Normalen nur in der Seite e selbst , oder in ihrem Scheitel¬
winkel liegen, und zwar halbiertOX diese Seite o (Fr. 193IX.) .
Vgl. Fig . 198 .

III . Daher sind die Winkel X und 8 an der Basis v des
gleichschenkligen Dreikants gleichgroß (II . u . Fr. 194 VII . ) .

IV . Alle gleichschenkligenDreikante über derselbenGrund¬
seite o haben ihre Scheitlkanten00 in der (durch die Normale
8X in II . gelegten) Ebene, welche die Grundseite senkrecht
halbiert .

V . In einem Dreikant mit zwei gleichen Winkeln^ und 8
muß die Projektion OX der Kante 00 auf die Gegenseite o
mit der Halbierungslinie dieses Winkels o (oder seines
Scheitlwinkels) zusammenfallen (Fr. 194 VIII .) .

VI . Aus der Gleichheit zweier Winkel ^ und 8 ergiebt
sich daher die Gleichheit der Gegenseitena und b (Fr. 193 VII .).

VII. Das gleichseitige Dreikant ist auch gleichwinklig (III .) ,
und jedes gleichwinkelige ist gleichseitig (VI . ) .
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VIII . In einem hohlen Drcikante steht der größeren Seite
(a )> l>) auch ein größerer Winkel (Vs> 6 ) gegenüber.

Der Beweis ist aus Fr . 193 und 194 ohne besondere
Schwierigkeiten zu führen , dabei aber zu unterscheiden , ob
die Projektion OX der Kante 00 auf die Seite o innerhalb o
selbst , oder in dessen Scheitelwinkel, oder Nebenwinkel fällt.

IX . In jedem hohlen Dreikante liegt dem größeren Winkel
auch die größere Seite gegenüber (III . und VIII .) .

X . Die Differenz a — b
zweier Seiten a und b eines
hohlen Dreikants ist kleiner als
die dritte Seite o .

Macht man in der Ebene
LOO (Fig . 197 ) den 00V
-- - / I. oox L b (also

LOV — a — b ) und
0V — 00 ; zieht man durch
v eine Gerade XI >X , welche. . ^ 06in Vund 00inX schneidet,No- rs? . und verbindet man X , v und V
geradlinig mit O , so ist :

/ ^ XOV ^ / 1. X00 ^ k (Konstr .)
00 ^ 00 (Konstr .)
OX OX (Fr . 20 I .)

/ X XOV ^ XxXOO (Fr . 80 II . )
Xv ^ XO (Fr . 67 II . )

/ 1. 00X > 90 °
(Fr . 74 III .)

XO > Xv ( Fr . 74 VIII . )
OX --- OX (Fr . 20 I . )
00 — ov (Konstr .)

/ ^ XOO > / ( XOV (Fr . 78 VI . )

XI . In jedem hohlen Dreikant ist die Summe zweier Seiten
größer als die dritte Seite .
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Nach X . ist e O a — ^ b , daher auch (wegen
Fr . 20 IX . ) — ^ bj - 1- ^ . I) ,

d . h . ^ e - Z ^ b > ^ n .
XII . Auch im Nebendreikant (Fr . 211 I ) , in welchem

L, — a , b^ — 180 ° — b und vz — 180 ° — o ist , wäre
nach XI . I>2 62 ) > »2 oder ( 180 ° — b) (180 ° — o) > n,
woraus sich nach Fr . 20 IX . leicht

360 °
OnZ - b - j- oO0

findet , d . h . in jedem hohlen Dreikant liegt die Summe der
drei Seiten zwischen 0 und 360 ° .

XIII . Im Polardreikant (Fr . 212 ) ist ebenfalls 360 °
> - g.,

- - bi - j- e >j> 0 ; daher im Urdreikant 360 °
> > (180 ° — X)

- - (180 ° — L ) - >- ( 180 ° — 0 ) > 0 , oder 540 ° — X - L - 0

> 0 und 360 °
s> 540 °— X — L — 0 , woraus durch Addition

von X - j- L - j- 6 nach Fr . 20 IX . sich
540 °

> X - s- L - s- 0 > 18 0 °

ergiebt , d . h . in jedem hohlen Dreikant liegt die Winkelsumme
zwischen 180 ° und 540 °.

214. Welche Stücke bestimmen ein Dreikant ?

I . Zwei Dreikante lassen sich zum Decken bringen (sind

kongruent ) , wenn ihre drei Winkel und ihre drei Seiten
der Reihe nach einander gleich sind und dabei auch in derselben

Reihenfolge an einander stoßen .
Folgen die gleichen Seiten und Winkel in entgegengesetzter

Ordnung auf einander ( wie z . B . bei 0 (X? X ) und 0 ( 1, )
in Fr . 213 II . und V .) , so sind die Dreikante symmetrisch ¬

gleich und lassen sich zu Scheiteldreikanten machen
(vgl . Fr . 211 III . ) .

II . In kongruenten (und in symmetrisch -gleichen ) Drei¬

kantensind die Gegenwinkel gleicher Seiten und die Gegenseiten

gleicher Winkel gleich .
III . Ein Dreikant ist bestimmt , wenn man von ihm so

viel Stücke (und deren Reihenfolge ) kennt , daß sich aus diesen
Stücken bloß ein Dreikant zeichnen läßt , oder daß alle Dreikante
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kongruent sind , welche diese Stücke in der nämlichen Reihen¬
folge besitzen.

IV . Davon, daß ein , oder zwei Stücke eines Dreikants zur
Bestimmung desselbennicht ausreichen, kann man sich (ähnlich
wie in Fr . 79 II . und III . ) leicht überzeugen.

V . Zwei Dreikante 0,(X,8,0, ) und (>2(^ 28262) sind
kongruent, wenn ihre drei Seiten der Reihe nach gleich sind
und in derselben Ordnung auf einander folgen.

Trägt man auf den Kanten 0,0 , und (chO , (Fig . 198)
zwei gleiche Stücke 0,1' , und (chlch auf , fällt von 8, und 82

zwei Normalen 8,X , und 82X2 auf die
Ebenen 0,8 , und L^Ollch , dann die
Senkrechten 8,0, , 8,0 , und l^lch ,
krvz auf 0 , V , und 0 ,8 , , O2L2 und
0 ^82 , so ist nach Fr. 189 II . auch

0 X,0, 0,L.„ X2N2 -I- 62^2 , X,0,
, 1, 0 ,8 , , « 2O2 - I- 6282. Nun ist
/ X 8,0,0 , ^ 2̂ 820282und/XI'

, 0 ,0 ,
826202 (Fr. 81 II . ) , daher 0 ,0,— O2O2 und 0 ,0 , — OzO, . Legt man

also die beiden Dreikante 0 ,(L ,8 ,0 ,)
und 62(^ 28262) mit den gleichen

Fig . lS8.

Seiten ^., 0 ,8 , und ^ 26282 auf einander , so fällt 0 , auf Ich
und O , auf O2 (Fr. 22 V . ) , deshalb fällt Ichdl, auf IchX- ,
V,X, auf O .Xch (Fr. 57 III . ) und dl , auf Xch (Fr. 26 ) . Weil
somit 0 ,X, — (chdch , auch 0 ,8, — O282 , sowie / chO,X,8,^ 90 ° O2X282 (Fr. 181 X.) ist , so ist / X 0,X,8,
^ / X O2H282 (Fr . 81 I.) und X ,8 , ^ X282 (Fr. 67 II .).
Demnach fällt auch 8, auf 82 (Fr. 188 II . , 22 V. ) und das
dritte Kantenpaar 0,8 , und tchlch der beiden Dreikante
auf einander (Fr. 21 II .) ; es decken sich also auch die drei
Seitenebenen (Fr. 182 III. ) und die Dreikante selbst.

VI. Drei Seiten und deren Reihenfolge bestimmen
wegen V . das Dreikant . — Vgl. aber Fr . 213 XII.

VII. Zwei Dreikante sind kongruent, wenn sie in ihren
drei Winkeln und deren Aufeinanderfolge übereinstimmen.
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Die Polardreikante der beiden Dreikante stimmen nach
Fr . 212II . in ihren Seiten und deren Reihenfolge überein , sind
also kongruent (V .) , haben daher auch gleiche Winkel in gleicher
Folge (II .) , und deshalb haben die Urdreikante auch gleiche
Seiten in gleicher Folge (Fr . 212II .) und sind kongruent (V .) .

VIII . Drei Winkel und deren Reihenfolge bestimmen
nach VII . das Dreikant . — Vgl . aber Fr . 213 XIII .

IX . Zwei Dreikante sind kongruent , wenn sie in zwei
Seiten bund « unddem eingeschlossenen Winkel X und
in deren Reihenfolge übereinstimmen .

Legt man die Kante 0 ,X , auf 0 ^ , so lassen sich die
Ebenen V >0 ,8 , und ^ O^ , X ,0 , 0 , und zum Decken
bringen (Vor . und Fr . 2031 .) ; da nun / ^ L ,0 ,L , ^
und ^ V,0,0 > — ^ X/I 2O2 (Vor .) , so decken sich diese
paarweise in derselben Ebene liegenden Winkel (Fr . 31 ) ,
d . h . 0 ,8 , fällt auf O282 , 0 ,0 , auf OzOz und daher auch die
Ebene 11,0,0 , auf die Ebene lOlVO , (Fr . 182 III .) , und es
decken sich wieder die beiden Dreikante .

X . ZweiSeitenbundound der eingeschlossene Win¬
kels bestimmen bei gegebener Reihenfolge das Dreikant (IX .) .

XI . Zwei Dreikante sind kongruent , wenn sie in zwei
Winkeln 8 und 0 und der von diesen eingeschlossenen
Seite a und in deren Reihenfolge übereinstimmen . Der
Beweis läßt sich mit Hilfe der nach IX . kongruenten Polar¬
dreikante ähnlich führen wie in VII .

XII . Zwei Winkel 6 und 0 und die eingeschlossene
Seite ^ bestimmen beigegebenerReihenfolgedasDreikant (XI .) .

XIII . Aus zwei Seiten b und 0 und einem Gegen¬
winkel 8 oder aus zwei Winkeln 6 und 0 und einer
Gegenseite b nebst deren Reihenfolge lassen sich im allgemeinen
zwei Dreikante konstruieren .

Die Untersuchung darüber , wenn zwei in diesen drei
Stücken übereinstimmende Dreikante kongruent sind , läßt sich
mit Fr . 193 und 194 unter Berücksichtigung von Fr . 213
I . bis III durchführen , ist aber etwas umständlicher .
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Zehntes Hapitct .

Das Prisma .
215 . Wie entsteht eine Prismenfliiche ?

I . Bewegt sich an dem als Leitlinie (viraetrix ) dienenden
Umfang XLOOL ( Fig . 199 ) eines festliegenden ebenen n - sei -
tigen Vielecks 1? ( der Grundfläche ) eine unbegrenzte , die

Grundfläche schneidende Gerade
0 (die Erzeugende ) so hin ,
daß sie stets dieselbe Richtung
behält , so erzeugt sie eine
Prismenfläche .

Diese besteht aus Teilen von
n Ebenen , die sich in n paral¬
lelen Kanten (Fr . 186 XIV .)
schneiden .

Der von der Prismenfläche
umschlossene prismatische
Raum ist nur halbbegrenzt .

II . Die Prismenfläche und der prismatische Raum können
auch durch die Bewegung der Grundfläche V — XLOVL ent¬
lang einer die Grundfläche schneidenden Geraden 6 entstehen .
Ändert dabei I? weder seine Größe , noch seine Gestalt , bleibt
ferner jede Seite der Grundfläche I? (und wegen Fr . 205 VI .
auch die ganze Grundfläche ) immer parallel zu sich selbst,
so beschreibt jede Seite eine der n Ebenen , XL z . B . die durch
XL und 6 bestimmte Ebene (Fr . 182 III .) , mit welcher ja
alle Ebenen zusammenfallen (Fr . 182 II . ) , welche sich durch
XL und eine ihrer späteren Lagen , z . B . X,Li , nach Fr . 186 VI .
legen lassen . Jeder Eckpunkt von V beschreibt wegen Fr . 108 V.
und 57 I . bei jener Parallelbewegung der Grundfläche eine

zu 6 parallele Gerade , also nach I . eine Kante .
III . Bei einer endlichen solchen Parallelbewegung der

Grundfläche I? beschreibt also jede Grundflächenseite nach II .
ein Parallelogramm .

Fig . 19S ,
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216. Welche Eigenschaften hat die Prismenfläche ?

I . Jede durch einen Punkt 1? der Prismenfläche gelegte
Parallele 6 , zur Erzeugenden 6 liegt ganz in der Prismen¬
fläche (Fr . 198 HI . ) .

II . Jede zur Grundfläche 8 parallele Ebene fchneidet alle
Ebenen der Prismenfläche in Strecken , welche je einer Seite
der Grundfläche parallel (Fr . 205 ll . ) und gleich (Fr . 108III .)
find . WegenFr . 189IX . sind demnachderSchnitt ^ .,8,0,1 ) ,L ,
und die Grundfläche I? auch gleichwinkelig und daher endlich
kongruent (Fr . 66 II . ) .

III . Gleiches gilt von jedem Paar paralleler Ebenen ,
welche eine Kante (und dann wegen Fr . 189 VI . auch alle
Kanten ) schneiden .

217. Was ist ein Prisma und ein Parallelcpiped ?

I . Der zwischen zwei Parallelen Schnittebenen (Fr . 216III .)
gelegene Teil H800LX,O,0,8, ^ .i eines prismatischen Raumes
mit u - eckiger Grundfläche heißt ein n - feitiges Prisma .

Dieses Prisma wird von zwei kongruenten Grund¬

flächen sl80M und ^ ,8,0,V,L , (Fr . 216 II .) und von n
in einer Seite übereinstimmenden Parallelogrammen (Fr . 215

III . ) als Seitenflächen begrenzt ; es besitzt 2n Grund¬
kanten ^ 8 , 80 rc . , 71,8, , 8,0 , re . , welche paarweise
parallel und gleich find , n parallele ( und gleichlange )
SeitenkantenL .^ , , 86,rc . und 2n dreiseitige Ecken L , 8 rc . ,
rl, , 8 , rc . Die n Seitenflächen zusammen bilden den

Prismenmantel . Die Entfernung II der beiden Grund¬

flächen (Fr . 206 III .) heißt die Höhe des Prismas .
II . Das Prisma ist also der bei einer endlichen Bewegung

der in Fr . 215 II . beschriebenen Art von der Grundfläche 8

durchlaufene Raum .
III . Beim geraden Prisma stehen die Seitenkanten

auf den Grundflächen normal (vergl . Fig . 201 ) und sind der

Höhe gleich (Fr . 206 III .) . Beim schiefen Prisma sind
die Seitenkanten gegen die Grundflächen geneigt (Fr . 192 )
und größer als die Höhe 8 (Fr . 190 IV .) .
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IV . Das Parallelepiped HLOMI-Lb' (Fig . 200) ist ^
ein Prisma mit einem Parallelogramm als Grundfläche ; es
wird von drei Paar parallelen und kongruenten Parallel » - ^
grammen begrenzt. )

Da jedes der drei Paare als Grundflächen gelten kann , !
so sind je vier der zwölf Kanten parallel und gleich . i

Fig. soo. Fig. SOI.

o

V . Im Parallelepiped lassen sich drei Paar Diagonal¬
ebenen und ÜXXIfl b'LOV und « 68^. , L6IVV
und ÜV06 durch je zwei gegenüberliegende Kanten
(I . , Fr . 182 IV .) , auch vier Diagonalen ^ 6 , 61?, M
und H durch je zwei gegenüberliegende Ecken ziehen ; elftere
schneiden sich in einem Punkte LI , denn letztere schneiden und
halbieren sich in LI (I . und Fr. 110 III .) .

Auch die drei den Kanten Parallelen Strecken , in denen
sich die drei Paare der Diagonalebenen schneiden , halbieren
sich gegenseitig in LI (Fr. 110 IV . ) .

VI. Beim dreimalrechtwinkeligenParallelepiped OkHRV-
vllÄ (Fig . 201) , einem geraden (Fr . 217 III . ) mit recht¬
eckiger Grundfläche , sind alle sechs Begrenzungsflächen
Rechtecke, weil alle Kanten auf einander senkrecht stehen.

VII? Sind bei einem dreimalrechtwinkeligen Parallel - j
epiped alle Kanten gleichgroß , so wird es von sechs kon¬
gruenten Quadraten begrenzt und heißt ein Würfel (Cubus) .
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218. Wie berechnet man die Oberfläche eines Prismas?
I . Die Oberfläche des Prismas wird nach Fr. 178 I.

und 177 VI . berechnet.
II . Beim geraden Prisma (Fr . 217 III. ) haben alle

Seitenflächen die nämliche Höhe II wie das Prisma selbst ;
daher ist die Oberfläche 0 — 2 8 - j- 118, wenn I eine Grund¬
fläche und 8 deren Umfang bedeutet (Fr . 177 IV . ) .

219. Wenn sind zwei Prismen kongruent ?
I . Zwei gerade Prismen von kongruenter Grundfläche

und von gleicher Höhe lassen sich zum Decken bringen , sind
kongruent .

Denn bringt man ein Paar ihrer Grundflächen zum Decken,
so decken sich auch die Kanten (Fr . 188 II . , 22 V.) .

II . Zwei schiefe Prismen sind bei gleicher Höhe und kon¬
gruenten Grundflächen nur dann kongruent, wenn die Seiten¬
kanten (und deren Projektionen ) gleiche Neigung und Lage
gegen die Grundfläche haben (vergl . Fr . 201VI. , 186 VII .) .

III . Teilt man die Höhe II eines Prismas in n gleiche
Teile (vergl . Fig. 201 ) , und legt man durch die Teilpunkte
Parallelebenen zur Grundfläche , so erhält man n kongruente
Prismen (Fr. 216 II . und 219 I . , oder II .).

220. Wie verhalten sich die Rauminhalte zweier Prismen?
I . Zwei gerade Prismen 8 , und Lfl mit kongruenter

Grundfläche verhalten sich wie ihre Höhen.
Sind die beiden Höhen II, —xiu und II. — Mi kommen¬

surabel und man teilt sie in x und ^ gleiche Teile von der
Größe in , so läßt sich 8 , durch Parallelebenen in x , dfl in ^
kongruente Teile p (Fr. 219 III . und I . ) zerlegen ; daher ist
8, : 82 — xp : — X : ^ — xm : ^UI — 8 , : 82.

Sind 8 , und 8z inkommensurabel, so sind auch 8 , und 82
inkommensurabel, ihr Verhältnis liegt aber (ähnlich wie in
Fr . 173 III .) stets zwischen denselben Grenzen , wie das Ver¬
hältnis der Höhen , weshalb nach Fr. 147 wieder :

8, : 8. ^ 8, - 82.
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II . Körper zwischen parallelen Ebenen haben gleiche Höhe
und umgekehrt (Fr . 206 III . ) .

III . Zwei dreimalrechtwinkeligeParallelepipede I'
, und ? ?

von gleicher Höhe II Verhalten sich wie ihre (kommensurabel» ,
oder inkommensurabeln) Grund¬
flächen § , und l?2.

Legt man ? , und Lz (Fig . 202 )
mit der Kante d so aneinander ,
daß die an dieser Kante ge¬
legenen Flächenwinkel Neben¬
winkel werden , und erweitert
man die Grundflächen I? , —
^ 808 ^ Vd 6 und § 2 -^
6 N80 ^ sowie die
Seitenflächen VI8V und
bis sie sich in § 11 schneiden, so
ist noch ein drittes dreimalrecht¬

winkeliges Parallelepiped 8 , — ck6§ 6kN6L von der näm¬
lichen Höhe d entstanden. Da nun kMit VVM8686
die Grundfläche I8I66 , mit ? 2 — 86860808 aber die
Grundfläche LOLI? gemeinschaftlich hat , so ist nach I . 6, : ? g
^ 68 : 68 und k>

z : ? 2 --- L0 : 60 ; daher
(? , : ? g) . (? z : § 2) ^ 68 . 66 : 68 . 60 (Fr . 20 VIII . ) und
nach Fr . 177 IV . endlich 6, : ? 2 ^ 6, : § 2.

Ng . 202 .

IV . Zwei dreimalrechtwinkeligeParallelepipede 6 , und § 2
Verhalten sich wie die Produkte aus ihren Grundflächen § ,
und § 2 und ihren Höhen II , und Isi.

Denkt man sich noch ein drittes dreimalrechtwinkeliges
Parallelepiped 6 von der Grundfläche und der Höhe
8 — 82 , so ist nach I . — 8, : 8 — 8, : 82 und nach
III . 6 : 62 ^ § , : § 2 , daher nach Fr . 20 VIII.
k . - — (? , : ? ) ( ? : 1'-) — § .8 , - § 282 .

V . Zwei dreimalrechtwinkelige Parallelepipede Verhalten
sich wie die Produkte aus ihren in einer Ecke zusammen¬
stoßenden drei Seiten ( IV. und Fr . 177 IV . ) .
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VI. Jedes schiefe Prisma XLOOVIIVX (Fig . 203 ) läßt
sich in ein gerades XL,6lvlV,II,V,X von demselben Inhalte
und derselben Seitenkante XX verwandeln , indem man durch
die Endpunkte X und X einer Kante XX zwei Ebenen

X6,6,0i und XV,V,V , legt , welche auf dieser Kante (und
daher auch auf allen anderen Kanten , Fr . 189 VII . ) normal

stehen. Denn die Körper X600I1,0,L,X und XVVVV .II .V .X

sind dann kongruent , da sie sich wegen der Übereinstimmung
in allen ihren Stücken zum Decken bringen lassen . Addiert man
nun zu diesen beiden Körpern den Körper XL,0,v,VIIVX ,
so erhält man die Prismen

XLOVVIIVX und XL .O,v,V,II,V,X ,
welche nach Fr . 20 VIII . inhaltsgleich sind .

Mg . 20S . Mg . SSL.

VII . Wegen Fr . 166 111 . ist in VI . XDVX ^ XV .V.X ;
faßt man diese Parallelogramme als Grundflächen auf , so ist
in VI . das Parallelepiped X86VVIIVX in ein inhaltgleiches
X6,6lvlV,II .ViX von gleicher Höhe (II . ) und inhaltgleicher,
rechteckiger Grundfläche verwandelt worden , das mit jenem
die Kante XX gemein hat , die aber jetzt auf den Seitenflächen
XL,0,1 ) , und XV,II,V , normal steht.

VIII . Wiederholt man das in VI . angegebene Verfahren
bei dem Parallelepiped XL,6,I ) ,V,II,V,X (Fig . 204 ) in betreff
der Kante Xv „ so laufen die auf Xv , normalen EbenenXLXX
und DiLDV, durch die Kanten XX und V,V , (Fr . 181 X . ).
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Zwischen diesen Ebenen und den Parallelebenen V6,V,X und
I) ,0,v,V , liegen dann zwei (nach Fr . 219 I . ) kongruente
dreiseitige Prismen V8,VXV,X und 0,0,8111,V, ; addiert
man zu diesen den Körper V8,8V,V,1V,X , so erhält man
die ( nach Fr . 20 VIII . ) inhaltgleichen Parallelepipede
VV,8VX1V,X und V,V8,6,V,V,XV, . Da nun in elfterem
VV8V, - I- VX und VVXX _I_ VV , gemacht wurde , so ist
^ XVV ^ 90 ° und ^ v,V8 ^ 90 °

(Fr . 181X . ) , alsoauch :
VV _I_ VV,V,X (Fr . 181 XI . ) .

Demnach läßt sich jedes schiefe Parallelepiped
V80VVVVX in ein dreimalrechtwinkeliges V88V,V,1XX
von gleichem Inhalt , gleicher Höhe Vv (VII . und Fr . 206III .)
und gleicher Grundfläche (VV,V,X — VI ) VX ) verwandeln ,
welches mit dem erster « in einer Seite VX übereinstimmt .

IX . Daher gilt der Satz IV . auch für schiefwinkelige
Parallelepipede (Fr . 20 IV . ) ; denn die zwei dreimal¬
rechtwinkeligen Parallelepipede , in welche sie sich nach VIII .
verwandeln lassen , und welche sich nach IV . wie die Produkte
aus ihren Grundflächen und Höhen Verhalten , haben ja die
nämliche Höhe und gleichgroße Grundfläche wie die schief¬
winkeligen .

X . Jedes gerade Parallelepiped V80VILIV ( l)V- l_V86v ;
Fig . 202 ) wird durch die Diagonalebene MVI in zwei kon¬
gruente Hälften zerlegt (Fr . 108 I . und 219 I .) .

XI . Jedes schiefe Parallelepiped V86VVVVX (Fig . 203 )
wird durch die Diagonalebene MW in zwei inhaltgleiche
Hälften zerlegt .

Bringt man die Körper
V80VO,6,8 . V und XVVVV .IW .X

zum Decken (VI .) , so decken sich auch die Trapeze MV,8 , und
VVV .V , und die Körper VMO .8 .V und XWV .V.X , sowie
M60,v,8 , und VVVV .V .V, ; nach X . und Fr . 20 VIII .
ist daher :

V8VWX ^ V8,V,V,V,X ^ 8,0,V,V .8,V ,
^ 86VVVV .

Ganz dasselbe gilt für die Diagonalebene V6IIX .
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XII . Jedes dreiseitige Prisma läßt sich als die Hälfte
eines Parallelepipeds ansehen (X . , oder XI .) .

XIII . Daher Verhalten sich dreiseitige Prismen wie die

Produkte aus ihren Grundflächen und Höhen (XII . und IX .) .
XIV . Jedes Prisma läßt sich in dreiseitige zerlegen ;

daher gilt (wegen XIII .) der Satz IV . für alle Prismen , d . h . :

Zwei Prismen Verhalten sich wie die Produkte aus Grund¬

fläche und Höhe .

XV . Zwei Prismen von gleicher Grundfläche und gleicher

Höhe sind inhaltgleich (XIV . ) .

221 . Wie berechnet man den Inhalt eines Prismas ?

I . Als Maß für den Rauminhalt der Körper wählen
wir das Kubikmeter ( 1 B "' — 1 °*"") , d . h . einen Würfel
( Fr . 217 VII . ) , dessen Seite der Längeneinheit ( 1 Meter )

gleicht . Vergl . Fr . 146 III . und Fr . 176 .

II . Ein Kubikcentimeter rc . ist ein Würfel von 1 Centi -

meter rc . Seite .
III . Die Zahl , welche angiebt , wie viel Kubikmeter ein

Körper enthält , heißt dessen Jnhaltszahl oder Raumzahl .

Damit die nachfolgenden Formeln den Rauminhalt in

Kubikmetern liefern , sind die in ihnen vorkommenden

Maße in Metern einzusetzen .

IV . Die Jnhaltszahl eines Würfels IV ist die dritte

Potenz der Längenzahl a seiner Seite a . Denn nach
Fr . 220IV . findet man IV : 1S " — (a' Hst - . a"

) : ( 1 1 "
)

— lst , also ^

V . Für die Würfel IV , und IV 2 der Summe (3 - f- b) oder

der Differenz (3 — b ) zweier Strecken hat man nach IV .
*

) :

W1 (a bst 3' 3a' b — batst ist
IV- — (3 — bst ^ 3° — 3a'b - f- 83b' — Ist.

") Vcrgl . Katechismus der Raumberechnung Fr . SS. — Eine hübsche Deutung
dieser zwei Formeln gestattet VII . in Verbindung mit Fr . 177 I . Hiernach
läßt sich nämlich 'lV, in zwei Würfel und sechs Parallclepipede zerlegen . —

Bergl . die Anmerkung ' ) zu Fr . 178.

Zetzsche , Geometrie , z . Aufl . 18
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VI . Aus IV . folgt leicht , weshalb
1 — 10 ° d . h . 1000 SDecimeter

— 100° d . h . 1 000 000 BCentimeter rc.
VII. Die Raumzahl eines dreimalrechtwinkeligen

Parallelepipeds ? ist das Produkt aus den Längenzahlen
seiner drei Seiten a , b , o (Fr. 220 V . ) :

x> ^ abc S".
Jede Diagonale dieses Körpers hat nach Fr. 1701 . (wegen

Fr. 181 X .) die Länge ä —
VIII. Die Raumzahl eines Prismas U ist das Produkt

aus der Flächenzahl F seiner Grundfläche und der Längen¬
zahl H seiner Höhe :

N --- FH
Beispiele enthält der Katechismus der Raumberechnung.

3 . Ausl. 1888 . Fr. 139 ff.

Erstes Hapitek.
Der Lylinder .

222. Was ist eine Cylinderfliiche und ein Cylinder ?
I . Bewegt sich an einer festliegenden als Leitlinie 4/,

Fig . 205 , dienenden Kreislinie eine unbegrenzte, die Ebene
der Leitlinie schneidende Gerade (die Erzeugende) 6 , von
unveränderlicher Richtung (Fr. 186 XI . ) hin , so beschreibt
sie eine Kreis - Cylinder fläche , welche (da andere
Cylinderflächen hier nicht betrachtet werden sollen) kurzweg
Cylinderfläche genannt werde.

H . Die durch den Mittelpunkt 0 der Leitlinie 4 gelegte
Parallele ^ zur Erzeugenden 6 heißt die Axe , die Ebene 4
der Leitlinie die Grundfläche der Cylinderfläche.

III .
' Steht die Erzeugende 0 und demnach (wegen

Fr . 189 VII.) auch die Axe V normal , oder schief auf der
Ebene der Leitlinie , so ist die Cylinderfläche gerade,
oder schief.
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IV . Der von der Cylinderfläche umschlossene halb¬
begrenzte Raum heißt ein cylindrischer Raum.

V . Eine durch einen Punkt 0, der Axe parallel zur
Grundfläche V gelegte Ebene muß die Erzeugende in allen
ihren Lagen schneiden (Fr . 206 IV.) , die Cylinderfläche also
in einer geschlossenen Linie .

6/ S/ /6

Fig . S0S.

VI. Der von der Grundfläche V und einer dazu parallelen
Ebene und dem zwischen beiden liegendenStücke der geraden,
oder schiefen Cylinderfläche (dem Mantel ) begrenzteKörper
heißt ein (gerader , oder schiefer) Cylinder (Walze) . —
Vergl . Fr . 224 VI.

Die Entfernung dieser beiden parallelen Ebenen (der
beiden Grundflächen ) heißt die Höhe II des Cylinders .

is»
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223. Welche Lagen kann ein Punkt nnd eine Gerade gegen
eine Cylinderfläche haben?

I . Jede durch einen Punkt ? , Fig . 205 , der Cylinder¬
fläche gelegte Parallele 6 zur Axe ^ liegt ganz in der
Cylinderfläche (Fr . 222 I . und 186 VII . ) .

II . Jede andere Parallele (z . B . oder VV ) zur Axe
V hat keinen Punkt mit der Cylinderfläche gemein (I .) .

III . Nennen wir den Punkt I"
, in welchem eine durch

den Punkt ? gelegte Parallele ? ? '
(die Projizierende ) zur

Axe X die Grundfläche ? trifft , die Parallelprojektion
(oder hier kurz die „ Projektion " ) von ? auf ? (vergl .
Fr . 190 ) , so liegt der Punkt ? innerhalb , auf oder
außerhalb der Cylinderfläche , jenachdem seine Projektion
? ' innerhalb , auf oder außerhalb der Leitlinie liegt (I . und II .) .

IV . Jeder Punkt ? ' der Grundfläche ? ist die Projektion
der ganzen durch ? ' gehenden Parallelen ? '? zur Axe L
(Fr . 186 VII .) , und diese Parallele liegt auf der Cylinder¬
fläche , sobald ? ' in der Leitlinie ? liegt.

V. Jede der Axe V parallele Gerade 6 hat als Pro¬
jektion nur einen Punkt ? '

, nämlich die Spur von (1 in ?
(Fr . 188 III .) .

VI . Eine zur Axe parallele Gerade 6 liegt ganz inner¬
halb , auf oder außerhalb der Cylinderfläche , wenn ihre
Projektion innerhalb , auf , oder außerhalb der Leitlinie ?
liegt (I . und II . ) .

VII . Die Höhe II des geraden Cylinders ist gleich , die
des schiefen kleiner als eine Cylinderfeite a , d. h . eine auf
dessen Mantel von einer Grundfläche zur andern gezogene
Strecke ? '? , (Fr . 190 IV . ) .

VIII . Die Projektion 6 ' jeder nicht zur Axe V parallelen
Geraden 0 ist wieder eine Gerade , was sich ganz ähnlich
wie in Fr . 191 beweisen läßt .

IX . Die Cylinderfläche wird wegen III . bis V . von der
Geraden 6, , 6z oder Oz in zwei Punkten X und H
geschnitten , in einem Punkte ? berührt , oder in
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keinem Punkte getroffen , jenachdem die Projektion die
Leitlinie schneidet wie 6/ , oder berührt wie 0/ , oder wie
6z' gar nicht trifft (Fr . 83) .

In der durch den Berührungspunkt , oder durch einen
Schnittpunkt zwischen Projektion und Leitlinie gelegten
Projizierenden kann nämlich wegen Fr . 211 . und 223 III.
nur ein Punkt der Geraden 6 liegen.

X. Die Cylinderfläche ist also krumm (Fr . 16 I . und
12 I .) , da sich durch jeden ihrer Punkte 8 nur eine Gerade
6 (I .) ziehen läßt , welche ganz in der Cylinderfläche liegt.

XI . Durch jeden Punkt ? der Cylinderfläche lassen sich
unzählige Berührungslinien oder Tangenten an die
Cylinderfläche legen (IX.) ; dieselben liegen aber wegen
Fr. 184 I . in der (zur Axe X parallelen ) Ebene 8L6 '8 ',
welche sich durch 1' und die Tangente 66' der Leitlinie im
Punkte I" legen läßt (Fr. 182 II. , oder 200 II . , da X und
6z'

sich kreuzen ) .
XII. Von jedem Punkte 6 außerhalb der Cylinderfläche

lassen sich nach XI. zwei Scharen von Tangenten an
die Cylinderfläche legen , weil sich von der Projektion 6'
des Punktes 8 zwei Tangenten L 'k ' und Ü'I" an die Leit¬
linie legen lassen (Fr . 103 II .) . Jede Schar liegt in einer
Ebene Lkk'8 '

, bezw.
224. Wie kann eine Ebene gegen eine Cylinderfläche liegen ?
I. Die Projektion einer zur Axe X parallelen , oder durch

die Axe selbst gelegten Ebene L ist die Gerade 6 ' (Spur) ,
in welcher L die Grundfläche 8 schneidet ; denn alle Pro¬
jizierende von Punkten in 8 liegen ganz in dieser Ebene 8,
die Projektionen der Punkte also in 6 ' (Fr . 223 III . und
198 III. ; oder Fr . 186 XV.) .

II . Die zur Axe X parallele , oder durch X gehende Ebene
8 schneidet die Cylinderfläche in zwei Geraden X,X' und

(Ng - 205 ) , berührt sie in einer Geraden oder
hat gar nichts mit ihr gemein, jenachdem die Projektion 6,
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der Ebene L die Leitlinie schneidet , berührt, oder nicht trifft
( vergl. Fr . 223IX. ) . Die Schnitt- und Berührungs-Geraden
zwischen einer solchen Ebene L und der Cylinderfläche sind
der Axe X parallel (Fr . 223 X.) .

III. Durch einen Punkt k der Cylinderfläche läßt sich
nur eine , durch einen Punkt L außerhalb derselben lassen
sich zwei Berührungsebenen an die Cylinderfläche
legen (II . ; vergl . Fr . 223 XI . und XII.) .

IV . Nach Fr. 222 V. schneidet eine durch einen Punkt 0, ,
Fig. 205 , der Axe X parallel zur Grundfläche I? gelegte
Ebene L die Cylinderfläche in einer geschlossenen Linie.
Legt man durch einen beliebigen Punkt I', der Schnittlinie
eine Parallele k.k ' zur Axe X , so liegt k .I" ganz in der
Cylinderfläche (Fr . 223 I . ) und trifft die Leitlinie in einem
Punkte k '

. Legt man nun noch durch die Parallele k.k'
und die Axe X eine Ebene , so schneidet letztere k und V in
zwei Parallelen O.k. und 6k ' (Fr . 205 II.) ; deshalb ist
O .k . ^ Ok ' (Fr. 108III .) , d . h . jeder Punktk . des Schnittes
ist von Oi um den Halbmesser (6k ') der Leitlinie entfernt.

Die Schnittlinie ist also ein der Leitlinie kongruenter
Kreis (Fr. 47 II . ) , dessen Mittelpunkt in der Axe X liegt.

V . Daher sind die beiden parallelen Grundflächen des
Cylinders kongruent (Fr. 222 VI.) .

VI . Auch der Cylinder (vergl . Fr . 217 II .) kann daher
durch stetige Parallelbewegung seiner Grundfläche entstehen ;
dabei muß aber der Mittelpunkt 0 der ihre Größe nicht
ändernden Grundfläche die Axe V beschreiben .

Ein gerader Cylinder entsteht auch durch Umdrehung
eines Rechtecks um die eine festgehaltene Seite , wobei die
letztere die Axe 6.6 liefert (Fr . 181XIV . , 106III . , 108 VII.).

VII. Eine Ebene 6 , welche weder der Grundfläche k,
Fig. 205 , noch der Axe X parallel ist, schneidet dieEylinder-
fläche ebenfalls in einer geschlossenen Linie , deren Punkte k
jedoch in ungleicher Entfernung von dem Punkte Oz liegen ,
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worin k die Axe ^ schneidet . Zieht man nämlichkV// kV',
so ist wieder kV — kV (IV .) ; mit k aber ändern sich die
Strecken 6V ^ kV (Fr . 207 IV .) und O-v — 6V — VO2
(Fr . 20 IX .) , ebenso der Winkel kvvz -- kVL . (Fr . 193),
daher auch die Strecke kOz (Fr . 170 I. , IV. , oder V .) .

VIII . Am einfachsten gestaltet es sich bezüglich des in
VII . besprochenen Schnittes beim geraden Cylinder, weil
bei diesem kvOz — 90° ist. Der hier auftretende
Schnitt heißt eine Ellipse (vergl . Katechismus der Raum¬
berechnung . 3 . Aust . Fr . 123 ; Katechismus der analytischen
Geometrie, Z 21 ) .

IX . Beim schiefen Cylinder ist der in VII. besprochene
Schnitt meist auch eine Ellipse , bei einer bestimmten Lage
der schneidenden Ebene jedoch ein Kreis .

X . Bei der schiefen Cylinderfläche ist ein Normalschnitt
zur Axe eine Ellipse (IX .) ; daher läßt sich jede schiefe
Kreiscylinderfläche als eine gerade elliptische
Cylinderfläche auffassen.

225 . Wie groß ist die Mantelfläche eines Cylinders?

I . Die Mantelfläche jedes Cylinders vom Halb¬
messer kV — k , Fig. 205 , läßt sich auf einer Ebene
abwickeln , da ja nach Fr . 224 II . der Cylinder diese Ebene

beständig berühren kann.
Die abgewickelte Mantelfläche ist eine Figur , welche durch

Parallelverschiebung von der Cyliuderseite k,k ' L beschrieben
werden kann, wenn letztere sich an der abgewickelten Leitlinie
k — 27rk hinbewegt ; dabei beschreibt jeder Punkt der Seite
den Weg 27rR. Vergl . Fr . 168 und 177 .

II . Die Mantelfläche N des geraden Cylinders von
der Höhe II ist ein Rechteck aus den Seiten II — a. und v .

Daher ist die Mantelfläche U — III , — 27rkII ,
und die gesamte Oberfläche 0 des Cylinders

0 ^ 2E -f- 2 EI ^ 2Ek - f- 8 ) .
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III . Die Oberfläche 0 des geraden Hohlcylinders oder
einer Röhre ( Fig . 206 ) besteht aus dem innern Cylinder-

mantel No — , dem äußern
Cylindermantel U, — 27rk,8 und
den beiden ringförmigen Grund¬
flächen , von denen jede den Inhalt
(k ? — k > — (ki - j- k ) (k — k ) -r
hat ( Fr . 178 XI .).

Dabei ist bei der lichten Weite 2K,,
und der Wandstärke s — L, —k der
äußere Durchmesser V, — 2K, —
2 (k - st s) und der mittlere Durch-

Ng . sos .
"

messer v — 2K 77- 2k -st6 ^ 7k,
- stk ». Daher ist :

0 ^ 27r(k , - st k ) (s - st k ) ^ 4 -rk (s -st 8 ) .
IV . Beim schiefen Cylinder ist die abgewickelte Mantel¬

fläche eine gemischtlinigeFigur , läßt sich aber in ein Rechteck
von den Seiten u und b verwandeln , wenn b den Umfang
der Ellipse bedeutet, welche ein Normalschnitt zur Axe liefert
(Fr . 224 X .) .

226 . Wie berechnet man den Inhalt eines Cylinders und
seiner Teile?

I . Da ein Prisma mit regelmäßiger Grundfläche zu
einem Kreiscylinder wird , sobald die Seitenzahl der Grund¬
fläche ins Unendliche wächst (vergl . Fr . 113 VIII .) , so behält
die Jnhaltsformel für das Prisma ( Fr . 221VIII .) auch für
den Cylinder Geltung ; der Inhalt des letztem ist daher :

0 - - 7 KU 77- Trk
'
l l .

II . Für den Inhalt V von Cylinderteilen , deren Grund¬
fläche V ein Abschnitt, Ausschnitt , Zone , Ring , oder Mond
ist , gilt (sobald nur diese Teile noch die in Fr . 224 IV.
und V . vorausgesetzteEigenschaft haben) ebenfalls die Formel :

D K8 .
III . Der Hohlcylinder (Fig . 206 ) hat demnach den Inhalt :
D, 777- E (k ? — L/ ) — Es (k - st k ) ^ 7 2 -rIIsk .
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IV. Nach derselben Formel darf auch der Inhalt von
prismatischen (Fr . 217 III .) Körpern mit irgendwelcher
krummlinigen, oder gemischtlinigen Grundfläche berechnet
werden , weil man einen möglichstkleinen Bogen jeder krummen
Linie als einen kleinen Kreisbogen ansehen darf.

227 . Wenn sind zwei Körper inhaltsgleich ?
I . Denkt man sich in Fig . 207 die einzelnen prismatischen

(oder cylindrischen) Schichten so auf einander gesetzt, daß die
Flächen , mit denen sie sich berühren, sich nicht decken , so entsteht
ein treppenförmiger Körper , welcher demPrismaKDIIVUtzkO
an Inhalt gleicht . . .

Flg . 208 ,Mg . 207

II . Zwei solche treppenförmige Körper (von gleicher Höhe)
werden demnach gleichen Inhalt haben , wenn alle einzelnen
prismatischen Schichten des einen denselben Inhalt haben wie
die entsprechendenSchichtendes anderen , d . h . (wegen Fr. 220
XV . ) wenn die Schichten beider Körper paarweise gleiche Höhe
und gleiche(wennauch verschieden gestaltete ) Grundflächenhaben.

Dabei ist es aber keineswegs erforderlich , daß sämtliche
Schichten eines jeden der beiden Körper unter sich gleich sind ,
vielmehr kann sich der Querschnitt jedes Körpers von Schicht
zu Schicht an Größe und selbst an Gestalt ganz beliebig ändern.

III . Läßt man in II . die Schichtenhöhenimmer kleiner und
kleiner werden , so werden unter übrigens gleichen Umständen
die Treppenabsätze immer unmerklicher, und inFig . 208 z . B.
rücken die sich entsprechenden oberen Eckpunkte L, , Ls , Lz rc.
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der einzelnen Schichten immer näher an einander , ohne
daß die in II. ermittelte Jnhaltsgleichheit verloren geht.

Könnte man die Schichtenhöhen verschwindend klein machen ,
so würden jene Eckpunkte zu einer (geraden , oder krummen)
Linie, die gebrochenen Seitenflächen zu einer (ebenen, oder
krummen) Fläche zusammenrücken, welche die Kanten ^,1^ ,
^ ,62 rc . enthält . Der Satz II . würde dann lauten :

IV. Zwei Körper sind inhaltsgleich, wenn je zwei , zu den
Grundflächen der beiden Körper parallele und in gleicher
Entfernung von diesen Grundflächen liegende Querschnitte
der beiden Körper inhaltsgleich sind .

Iwölftts HapiU.
Die Pyramide .

228. Was ist eine Pyramide ?
I . Wenn ein Strahl 08 (die Erzeugende ) , welcher in

seinem Endpunkte 0 (Fig . 209 ) fest gehalten wird , sich so bewegt ,
s daß er stets einen Punkt

mit dem Umfange (der
Leitlinie ) eines seine Lage
nicht ändernden Vielecks
LLOV (der Grundfläche
V) gemein hat , dessen Ebene
nicht durch den festgehalte¬
nen Punkt 0 (die Spitze )
geht , so erzeugt 08 eine
Pyramidenfläche.

II. Ist die Grundfläche V
ein n-eck, so besteht die Pyra¬
midenfläche aus Teilenvon n
sich schneidendenEbenen und
hat u Kanten 08, , O^ rc.
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III . Das an der Spitze 0 entstehende Dreikant , oder

Vielkant (Fr . 209 ) ist durch die Leitlinie und die Lage der

Spitze gegen die Leitlinie bestimmt .

Zur Bestimmung der Lage der Spitze 0 gegen die Grund¬

fläche I? genügt der Punkt dl , in welchem eine von der Spitze

auf die Grundfläche gefällte Normale Odl die Grundfläche

trifft , und die Länge dieser Normalen (Fr . 188 II .) .

Die Lage und die (von der Grundfläche aus gerechnete )

Länge einer Kante (Fr . 214 ) , oder die Länge von drei

Kanten (Fr . 79 V . ) würden die Lage von 0 gegen V eben¬

falls bestimmen .
IV . Verlängert man die Kanten über die Spitze 0 hinaus ,

so entsteht noch das (symmetrisch - gleiche) Scheitelvielkant , und

dessen Seiten bilden mit den schon vorhandenen die Doppel¬

pyramidenfläche .
V . Der innerhalb der Pyramidenfläche liegende , von ihr

halbbegrenzte Raum (das Vielkant ) heiße ein pyramidaler
Raum .

VI . Die n -seitige Grundfläche b' und der Pyramiden¬
mantel (d . i . der zwischen V und der Spitze 0 liegende Teil

der Pyramidenfläche ) begrenzen einen Körper , welcher eine

n - seitige Pyramide heißt .
Die Normale Odl von 0 auf V heißt die Höhe der

Pyramide . Die n -seitige Pyramide hat n Seitenkanten

OH, , OL rc . , und n Grundkanten HL , LO re . ; von

ihren n - fl 1 Begrenzungsflächen und von ihren n - fl 1

Ecken 0 , H , L rc . sind je n dreiseitig (vergl . Fr . 209 I .) .

VII . Liegen die Eckpunkte H , L rc . der Grundfläche V im

Kreise um den Fußpunkt dl der Höhe , so sind alle Seitenkanten

gleichlang (Fr . 190 VI . ) , und die Pyramide heißt gerade .

VIII . Die Pyramide ist regelmäßig , wenn ihre Grund¬

fläche eine regelmäßige Figur ist , deren Mittelpunkt mit dem

Höhenfußpunkte dl zusammenfällt .
IX . Die dreiseitige Pyramide heißt Tetraeder . Jede

ihrer vier Flächen kann als Grundfläche angesehen werden .
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229. Welche Eigenschaften hat die Pyramide?
I . Jede durch die Spitze 0 (Mg . 209 ) und einen Punkt

der Leitlinie gelegte Gerade 6 liegt ganz in der Pyramiden¬
fläche (Fr . 228 I . ) .

II . Jede durch den Punkt X , der Höhe OX — II gelegte»
zur Grundfläche I? — ^ 600 parallele Ebene 12 schneidet
alle Ebenen der Pyramidenfläche (Fr . 208 III . ) , liefert also
eine geschlossene Schnittfigur VilchOivi.

Zerlegt man von dem Höhenfußpunkte X und von dem
Schnittpunkte X , aus die Grundfläche und den Schnitt in
Dreiecke , so sind auch deren Seiten paarweise parallel
(Fr . 205 II .) , die Dreiecke , z . B . ^ »Xilch und XX8 , sind also
gleichwinkelig (Fr . 189 IX . ) und ähnlich (Fr . 156 I . ) ; daher
ist denn (nach Fr . 150 I . ) auch der Parallelschnitt der
Grundfläche ähnlich .

III . Ebenso ist wegen Fr . 155 II . ^ VOX . ^ ^ XOX,
/ X 8,0Xi ^ /X 80X rc . , und demnach verhält sich

OX» : OX ^ OL .» : 0 ^ 08 » : 08 ^ .
^ ^ .»8 » : L,8 8,0 » : 80 —

IV . Der Inhalt k des Parallelschnittes findet sich aus
k : V — x .,1'.? : X8? (Fr . 175 II . ) , wofür man nach III . auch
L : v — 7? : 10 setzen kann , wenn OX , — 2 .

V. Ähnliche Sätze , wie II . bis IV . , gelten auch von je
zwei anderen parallelen Ebenen , welche alle Kanten der
Pyramide schneiden .

VI . Will man auch die Pyramide durch stetige Parallel¬
bewegung eines Vielecks I? entstehen lassen , so müssen dessen
Seiten stets parallel zu sich selbst bleiben und die Ecken sich
auf den Kanten geradlinig fortbewegen , damit die Größe
von Id sich nach dem in IV . gefundenen Gesetze stetig
ändere.

VII . Die Summe der ebenen Winkel der n dreieckigen
Seitenflächen der n -seitigenPyramide beträgt 2nR (Fr . 68II . ) .
Da nun die zwei Winkel , welche irgend eine Kante mit den
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zwei zugehörigen Grundkanten einschließt , zusammen größer

sind , als der von diesen Grundkanten gebildete Winkel

(Fr . 213 XI . ) , so muß die Summe 8 der n ebenen Winkel

bei 0 kleiner sein als der Rest zwischen 2nR und der Summe

der n Winkel der Grundfläche (Fr . 20 IX .) ; nach Fr . 72 III .

ist aber letztere Summe — (2n — 4)R , und deshalb ist die

elftere Summe 8 < ( 4R .

VIII . Bei einem Vielkant (einer mehrseitigen Ecke) mit

lauter hohlen Flächenwinkeln liegt die Summe 8 der Seiten

zwischen 0 und 360 ° (VII .) . Vgl . Fr . 213 XII .

IX . Die Summe der Winkel eines n -seitigeu Vielkants

liegt zwischen n . 180 ° und ( n — 2 ) 180 °
, was man aus

VIII . mittels des Polar -Vielkants ebenso wie in Fr . 213 XIII .

findet .

230 . Was versteht man unter einem Pyramidenstumpf ?

I . Schneidet man von einer n -seitigen Pyramide OXLOV

(Fig . 209 ) das nach der Spitze 0 hin gelegene Stück OX,IflO,IX

durch eine zur Grundfläche V Parallele Ebene weg , so bleibt

ein Phramidenstumpf ( abgestutzte , abgekürzte oder

abgestumpfte Pyramide ) übrig , mit 2n dreiseitigen Ecken,
3n Kanten und n - s- 2 Begrenzungsflächen ; von den letzteren

sind zwei (die Abstutzun gsflä che k und die Grundfläche b')

ähnliche n - Ecke (Fr . 229 II .) , die n anderen sind lauter

Trapeze und bilden den Mantel .

II . JstX,X — b die Höhe des Stumpfes , d . h . der

Abstand zwischen k und V , ist Odfl — 2 die Höhe des weg¬

geschnittenen Teils , also OX — II — ü -s- 2 die Höhe
der ursprünglichen Pyramide , so findet sich aus Fr . 229 IV .
und Fr . 19 VI . zunächst

(ü - s- 2) : 2 — / I? : / k und hieraus

2 / X ( ü - ^ 2) s/ ^ , 2 ( — >/ ^ ) — ü s/ ^ ,
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III . Das abgeschnittene Stück ist der ganzen Pyramide
iihnlich ; die ähnlichen Begrenzungsflächen beider folgen in
gleicher Weise auf einander , schließen gleiche Flächenwinkel
ein und bilden kongruente Ecken.

231 . Wie groß ist die Oberfläche der Pyramide?
I. Die Oberfläche der Pyramide und des Pyramiden¬

stumpfs ist nach Fr. 177 und 178 zu berechnen .
II . Hat eine regelmäßige n-seitige Pyramide bei der Leit¬

linie O — ns die Höhe II und der ihrer Grundfläche ein¬
geschriebene Kreis den Halbmesser r, so ist die Höhe jeder
Seitenfläche k — s/ lU - fl ? (Fr. 189 II . ) . Die Grund¬
fläche hat nach Fr. 178 II . den Inhalt I? — ^Dr . Daher
mißt die Oberfläche

0 ^ 41^ - fl zOK z O(r - fl k) .
III . Ähnlich ist's , wenn die Fußpunkte aller Dreieckshöhen

im Kreise um den Fußpunkt H der Höhe OH der Pyramide
liegen (Fr. 190 VI . ) .

IV. Beim regelmäßigen u -seitigen Pyramidenstumpf haben
alle Trapeze gleiche Höhe K (Fr . 189 II .) , daher ist die
Oberfläche

o — rfl - i -fl ; (iifl - u)k,
wenn I? und k (Fr. 230) die Umfänge II und u haben.

232. Welchen Inhalt haben Pyramiden, Pyramidenstumpfe
und in solche zu zerlegende eckige Körper ?

I . Zwei Pyramiden von gleicher Grundfläche Ich und Ich
und gleicher Höhe II sind inhaltsgleich (Fr. 227IV.) . Denn
legt man bei beiden in der Entfernung n von der Spitze einen
Parallelschnitt ch und ch zu der Grundfläche Ich und Ich ,
so ist nach Fr . 229 IV . ch : Ich --- 2°

: IP --- ch : d . h.
ch : Ich — ch : ich oder ch — ch , weil ja Ich — Ich vorausgesetzt
wurde .

II . Das dreiseitige Prisma (Mg- 210) läßt
sich durch die Ebenen und L.6X in drei inhaltsgleiche
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Pyramiden zerlegen . Weil nämlich / döOH - ^ ML
(Fr. 217 1 . ) , so ist (I . ; Fr. 220 II .) NL80 — L.HL8 ;
die beiden Pyramiden VlsLX und Vddi
ferner haben gleiche Höhe , weil sie eine
gemeinschaftliche Spitze H besitzen und
ihre Grundflächen und LOV (welche
nach Fr . 108 I . kongruent sind) in einer
Ebene ^d () liegen ; daher ist auch

^ (I .) und nach Fr . 20V.
endlich :

RdO ^ ^ ^OL« .
III. Jede dreiseitige Pyramide ist

also der dritte Teil eines Prismas von
derselben Höhe II und derselben Grundfläche V.

Dasselbe gilt aber auch von jeder u - seitigen Pyramide,
weil sich diese in lauter dreiseitige Pyramiden mit einer
gemeinschaftlichen Spitze zerlegen läßt.

IV . Die Raumzahl einer Pyramide ist 1 von dem Produkt
aus der Flächenzahl der Grundfläche und der Längenzahl der
Höhe (III . und Fr . 221 VIII .).

V . Zwei Pyramiden verhalten sich wie die Produkte aus
Grundfläche und Höhe (IV .) ;

V, : Vz 1) 111 : 1)82.
VI . Bei der abgestutzten Pyramide V von der Höhe b,

der Grundfläche V und der Abstutzungsfläche k sei 2 die Höhe
des weggeschnittenen Teils (Fr . 230 I.) . Dann ist nach IV.

V — ^ V (b - s- 2) — -z ^,
woraus nach Fr . 230 II. weiter folgt :

v - zi
^ -fl i) .

fl i ' — fli
VII . Eckige Körper , deren Berechnung nicht schon in

VI. und Fr . 221 gelehrt wurde , zerlegt man durch Diagonal¬
ebenen in drei- oder mehrseitige Pyramiden und berechnet sie
dann nach IV.

Fig . 210 .
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VIII. Wird ein gerades dreiseitiges Prisma XltOULV
211) von der Grundfläche X60 — L und der Höhea

durch eine Ebene so abgeschnitten, daß
seine Seiten XI) — a , 00 — v und
LV — b sind , so fällt der Fußpunkt H
der Höhe vtz — b der vierseitigen
Pyramide VULVO in die Kante UL
(Fr . 2041. und VI . ) . Nach Fr . 177 IX.
ist die Grundfläche OULV —
i (UO - s- LV) UL ^ ^ (g. — e) - s-

(a — b)s UL 4 (2a. — b — v) UL ;
denn UL soll ja auf OU und LIt senkrecht
sein (Vor. und Fr. 181 X . ) .

Daher hat die Pyramide VULVO
V ^ 4, (OULV) Ii

- b — v) 4UL . b
- e ) /X0UL

^ ^- 0 (2a — b — e) .
Daraus ergiebt sich aber wegen Fr. 221VIII . der Inhalt

des schief, aber eben abgefchnittenenPrismas XLOOVV zu :
1 ^ La — zv (2a — b — e)

Ftg . 211 .

den Inhalt :
- ^ (2-r -

? (2a — b -

— L (a -s- b - s- v) .
Dieselbe Formel ergiebt sich , wenn auch noch auf der

anderen Seite des Prismas ein Stück durch eine Ebene ab¬
geschnitten wird . (Vergl . Katechismus der Raumberechnung.
3 . Aufl . Fr. 155 .)

IX . Zwei ähnliche Pyramiden (vergl . Fr . 230 III . ) und
deshalb auch zwei ähnliche eckige Körper (welche sich in
ähnliche Pyramiden zerlegen lassen ; vergl . Fr . 150 II . ) Ver¬
halten sich wie die dritten Potenzen ähnlichliegender Seiten
oder Strecken (V . ) ; denn bei den ähnlichen Pyramiden ist

^ II? : lI/ (Fr . 229 IV .) .
Auch zwei ähnliche Körper , welche ganz oder zumteil

von krummen Flächen begrenzt werden , verhalten sich wie
die dritten Potenzen ähnlichliegender Strecken.
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"Dreizehntes Hapitei .

Der Kegel .

233. Was ist eine Kegelfläche und ein Kegel?
I . Bewegt sich ein an seinem Endpunkte 0 (Fig. 212)

sestgehaltener Strahl 08 (die Erzeugende ) an einem als
Leitlinie 0 dienenden
Kreise hin , dessen Ebene
(die Grundfläche 10
nicht durch den festen
Endpunkt 0 geht, so be¬
schreibt der Strahl eine
( Kreis - ) Kegelfläche,
deren Spitze oder
Mittelpunkt der feste
Punkt 0 ist.

II . Bewegt sich an¬
statt des Strahles 08
eine unbegrenzte Ge¬
rade in derselbenWeise,
so beschreibt sie eine
aus zwei symmetri¬
schen Hälften bestehende
Doppelkegelfläche.

III . Der von der
Kegelfläche umschlossene
halbbegrenzte Raum
heißt ein kegelför¬
miger oder konischer
Raum.

IV . Der Körper zwischen Spitze 0, Grundfläche V und
dem zwischenliegenden Kegelflächenstück (dem Mantel ) heißt
ein Kegel . — Vergl . auch Fr. 236 XIV . und XV.

Zetzsche , Geometrie. 3. Aufl.

Fig . 212 .

19
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V . Die durch die Spitze und den Mittelpunkt 0 der
Grundfläche L gelegte Gerade 00 heißt die Axe der Kegel¬
fläche .

Jenachdem die Axe auf der Grundfläche normal , oder
schief steht, heißen die Kegelfläche und der Kegel selbst gerade ,
oder schief. Die Höhe II des Kegels ist die Normale 0X von
der Spitze 0 auf die Grundfläche Id.

VI . Die Kegelfläche hat als äußerste Fälle einerseits die
Cylinderfläche (wenn 08 // 0^ ) , oder die Gerade (wenn der
Grundflächenhalbmesser — 0) , anderseits aber die Ebene
(wenn ^ V08 ^ 90°

; Fr. 181 XIV .) .
VII- Durch jedenPunktL der Kegelfläche und die Spitze 0

läßt sich eine Gerade legen , welche ganz in der Kegelfläche
liegt (I .) , also (in L ') durch die Leitlinie geht.

VIII. Die zwischen der Spitze und der Leitlinie gelegene
Strecke OL' heißt eine Kegelseite.

Der geradeKegel hat lauter g l e i ch e S e i t e n ( Fr. 19 0 VI . ) ,
und alle Seiten machen einen Winkel von der nämlichen
Größe mit der Axe (Fr . 81 I .) .

Der schiefe Kegel ist ungleichseitig (Fr. 193 und 7811 .,
oder 170 ^1. , IV . und V . ) ; seine Seiten sind nur paar¬
weise gleich (Fr. 193 VII . , 80 II . ) , mit Ausnahme der in
der Neigungsebene der Axe liegendenkleinsten und größten
Seite (Fr. 192 III . ) .

234. Was versteht man unter Ccntral-Projektion ?
I . Central - Projektion (oder hier kurzweg „ Pro¬

jektion " ) eines Punktes L (Fig . 212 und 213) auf die
Grundfläche Id heißt die Spur I" (Fr. 184 III .) , worin die
durch den projizierten Punkt Lund die Spitze 0 gelegte
Gerade OL die Grundfläche L durchdringt . OL ' ist die
Projizierende .

II . Die Spitze 0 ist dann streng genommen nicht projizier¬
bar (Fr . 24 I .) .

III . Alle anderen Punkte der durch die Spitze parallel
zur Grundfläche L gelegten Ebene L» haben keine Projektion
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in endlicher Entfernung von 0 in Fig . 212 ( Fr . 26 ;
205 I .) .

IV . Die Projektion eines Punktes der Grundfläche l?
fällt mit dem projizierten Punkte felbst zusammen .

V . Die Punkte innerhalb , auf , oder außerhalb der Kegel¬
fläche aus 0 haben ihre Projektion innerhalb , auf , oder außer¬
halb der Leitlinie 6 .

235 . Wie kann eine Gerade gegen eine Kegelfliichc liegen ?
I . Jede Gerade 0 in der durch die Spitze 0 , Fig . 212 ,

parallel zur Grundfläche l? gelegten Ebene Lo hat mit der
Kegelfläche nur die Spitze , oder gar nichts gemein und hat
keine Projektion in endlicher Entfernung von 6 (Fr . 234
II , III .) .

II . Jede durch die Spitze 0 gehende und der Grund¬
fläche I? nicht parallele Gerade 6 , hat als Projektion nur
einen Punkt (Fr . 184IV , 2111 .) . Liegt dieser Punkt
innerhalb , auf , oder außerhalb der Leitlinie , so liegt die
Gerade 6 » innerhalb , auf , oder außerhalb der Kegelfläche
(Fr . 234 V .) .

III . Jeder Punkt I " der Grundfläche I ' kann als die
Projektion einer durch die Spitze 0 gehenden Geraden 6 ,
gelten , welche innerhalb , auf , oder außerhalb der Kegelfläche
liegt (II .) .

IV - Die Projektion 6 ' einer weder durch die Spitze 0
gehenden (II .) , noch in der durch 0 parallel zu ie gelegten
Ebene Lo liegenden (I .) Geraden 6 , , 6 -- oder 6 z ist wieder
eineGerade ; denn alle Projizierenden liegen in der durch 0
und die Gerade 6 t» 6 », oder 6 z bestimmten Ebene (Fr . 182II .) ,
diese aber schneidet I" nur in einer Geraden 6 ' (Fr . 185II .).

V . Wenn in IV . die Projektion die Leitlinie schneidet
wie Ost, oder berührt wie 6 st , oder wie 6 z

'
gar nicht trifft ,

so wird die Kegelfläche von der Geraden 6 , , 62 , oder 6 z in
zwei Punkten IV und H geschnitten , in einem Punkte
? berührt , oder in keinem Punkte getroffen (Fr . 234 I .
und V .) .

IS«
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In der durch den Berührungspunkt , oder einen Schnitt¬
punkt zwischen Projektion und Leitlinie gelegten Projizierenden
kann nämlich wegen Fr . 211 . nurein Punkt der berührenden ,
oder schneidenden Geraden liegen .

VI . Wird eine Gerade durch einen von der Spitze 0 ver¬
schiedenen Punkt ? der Kegelfläche gelegt, so kann sie nach
I ., II . und V. nur dann ganz in der Kegelfläche liegen, wenn
sie auch durch die Spitze geht. Bergt . Fr . 233 I.

VII . Die Kegetfläche ist also krumm (Fr . 161 . und 121 .) ,da sich durch jeden ihrer (von der Spitze verschiedenen ) Punkte
nur eine Gerade (II . und VI .) ziehen läßt , welche ganz in
der Kegelfläche liegt.

VIII . Schneidet die in IV . besprochene Gerade 6 , Fig . 213 ,
die Grundfläche I? in 0 , die durch 0 Parallel zu I? gelegte

Ebene 1-̂ in 1),„ und schnei¬
det die durch 0 gelegte
Parallele OH zu 0 die
Grundfläche in H , so liegt
H in der durch 0 und 6
gelegten , in schnei¬
denden Ebene , also in der
Projektion 0 ' von 6 (Fr .
186 VI . , XV.) . Zugleich
werden 6 und 0 ' durch 0 »
und H in je zwei Strahlen
O->VV und DoX , HOV und
HX' zerlegt ; Î V und HV
schneiden sich in v ; dabei
ist HX' die Projektion von
Xvo,HV die Projektion von
Vvo , und zwar HO die von
Vv und VV die von 00 ».

IX . Die zwei Punkte H und X , Fig . 212 , in denen eine
Gerade (si die Kegelfläche schneidet , können entweder auf der¬
selben oder auf verschiedenen Hälften der Doppelkegelfläche
liegen.

Fig . 2is.

A klM ^

s TiirL

Hkzelkgkoü
MmchM

I sichMi
MM lt̂

IpIiMit'k
kch ltj » ?

A S» i« l
i Pt tnj ),

H k lI tÜ.7

^ dkritrl :i' ^
iiildik



Fr . SSS—S36. Der Kegel . 293

Im elfteren Falle hat das innerhalb der Kegelfläche
liegende , begrenzte Stück der Geraden 6 , eine endliche

Projektion AL '
; im anderen Falle ( vergl . Fig . 216 S . 296 )

hat das außerhalb der Kegelfläche liegende , begrenzte Stück

HL der Geraden zwei (unendliche ) Strahlen AX ' und Li "

als Projektion , während die Strecke AL die Projektion der
beiden innerhalb der Kegelfläche gelegenen Strahlen (jX
und LV ist .

X . Durch jeden Punkt 8 der Kegelfläche lassen sich

unzählige Berührungslinien oder Tangenten an den

Kegel legen (V .) ; dieselben liegen aber in der Ebene , welche

sich durch 0 ? ? ' (Fig . 212 ) und die durch I" gehende Tan¬

gente 62 ' der Leitlinie legen läßt (Fr . 182 III .) .
XI . Von jedem Punkte 8 außerhalb der Kegelfläche lassen

sich zwei Scharen von Berührungslinien an die

Kegelfläche legen (V .) , weil sich von der Projektion 8 ' des

Punktes 8 zwei Tangenten 8 '? ' und 8 '8 ' an die Leitlinie

legen lassen (Fr . 103 II .) . Jede Schar liegt aber in einer

durch 8 '
, bezw . 1" und durch 88 ' gehenden Ebene .

236 . Wie kann eine Ebene gegen eine Kegclfliiche liegen ?

I . Jede durch die Spitze 0 , Fig . 212 , gelegte , die Grund¬

fläche 8 in einer Geraden 0 ' schneidende Ebene L schneidet
entweder die Kegelfläche in zwei Geraden 0A und OL ,
oder berührt dieselbe in einer Geraden 08 '

, oder hat

bloß die Spitze 0 mit der Kegelfläche gemein , wenn die

(als Projektion von 8 aufzufassende ) Spur 6 ' die Leitlinie

in A und L schneidet , in 8 ' berührt , oder gar nicht trifft

(Fr . 83 ) .
II . Jeder die Axe enthaltende ebene Schnitt 8 '0L

(Hauptschnitt ) besteht aus zwei Kegelseiten , welche durch
die zwei Endpunkte 8 ' und L desselben Grundflächendurch¬
messers 8 'L gehen (Fr . 48 II .) .

III . Durch jeden Punkt 8 in der Kegelfläche kann man

eine , durch jeden Punkt 8 außerhalb der Kegelfläche zwei

Berührungsebenen an die Kegelfläche legen (Fr . 235 X .
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und XI . ) . Die Projektion jeder Berührungsebene berührt
die Leitlinie (I .) .

IV . Die durch die Spitze 0 gehende , der Grundfläche I?
parallele Ebene 0 « besitzt keine Projektion in endlicher
Entfernung von 6 und hat mit der Kegelfläche nur die
Spitze 0 gemein ( Fr . 234 II . , III . ) .

V . Jede nicht durch die Spitze 0 gehende , der Grund¬
fläche I? Parallele Ebene Ich (Fig . 214 ) schneidet die Er¬

zeugende in allen Lagen derselben ;
ihr Schnitt mit der Kegelfläche
ist also eine geschlossene Linie und
liegt in einer und derselben Hälfte
des Doppelkegels . Alle Punkte ?
des Schnittes sind in gleicher
Entfernung von dem Punkte 0 „
worin die Schnittebene die Axe L,
trifft ; denn weil 0, ? //0k ' (Fr .
205 II .) , so ist 0, ? -. 0 -0 ^
6 ? '

: 60 (Fr . 148 I .) ; die Größe
der Strecke 0, ? ist also nicht von
der Lage des Punktes ? abhängig ,da ja 0,0 , 01 " und 00 für alle Punkte ? dieselbe Länge

haben .

Daher ist der Schnitt ein Kreis ( Fr . 47II . ) . Der Halb¬
messer 0, ? dieses Kreises verhält sich zum Halbmesser 01"
der Grundfläche , wie der durch die Schnittebene Ich erzeugte
obere Abschnitt 0 ? , 00 „ oder <M , einer Kegelseite 01 "

, der
Axe 00 , oder der Höhe OH zur ganzen Kegelseite , Axe , oder
Höhe (Fr . 148 I .) .

Ng . SI4 .

VI . Jede durch irgend zwei Kegelseiten gelegte Ebene 0
schneidet jene Parallelschnittebene Ich und die Grundfläche in
zwei parallelen (Fr . 205 II .) Sehnen (bezw . nach II . in
zwei parallelen Durchmessern ) , welche sich (Fr . 1481 .) eben¬
falls wie die Halbmesser des Parallelschnitts und der Grund¬
fläche (V . ) Verhalten .
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VII . Schneidet eine nicht durch die Spitze 0 gehende
Ebene U? (Fig. 215 und 216 ) die Grundfläche I? in der
Spur 0 '

, so sind nur die drei Fälle zu unterscheiden, ob eine
zu Lz parallel durch die Spitze 0 gelegte Ebene L bloß die
Spitze , bloß eine Gerade 0? '

, oder zwei Gerade 0,1 und 02
mit der Kegelfläche gemein hat (I .).

VIII . Im ersteren Falle in VII . schneidet die Schnitt¬
ebene Lz alle Kegelseiten (Fr . 206 IV.) , und zwar alle in
derselben HälftedesDoppel¬
kegels, weil die andere Hälfte
ganz auf der l^ entgegen¬
gesetzten Seite der Ebene L
liegt ; der Schnitt ist also ?
einegeschlosseneLinieD ?OL
(in Fig . 215) und erweist )
sich bei weiterer Unter¬
suchung als eine Ellipse
(vergl. Fr . 224 VIII .) . M

IX . Im zweiten Falle
in VII. ist die Schnittebene
Lz zu einer Berührungs¬
ebeneparallel (l .) , also auch
zu der betreffenden Be¬
rührungslinie 0? ' ( Fr.
205 I .) , aber bloß dieser
einen Kegelseite ; alle an-
deren Kegelseiten werden
geschnitten und wieder alle
auf der nämlichen Seite ^
von U , d . h . in derselben
Kegelhälfte (Fr . 206 IV .) ,

Wg . SIS .

der Schnitt ( Fig. 216 S . 296) ist aber keine ge¬
schlossene Linie , sondern erweist sich als eine Parabel
(vergl . Katechismus der Raumberechnung . 3 . Aufl . S . 55 ;
Katech . d . analytischen Geometrie , S . 167 ) . Die Grund¬
fläche I? wird hier von U? in einer Geraden ^ 8 geschnitten ,
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welche zur Tangente des Punktes 1^ der Leitlinie parallel ist
(I . und Fr. 205 II .) .

X . Im dritten Falle in VII. endlich ist die Schnittebene
Lz zu zwei Kegelseiten 01 und 02 , Fig . 216 , parallel , schneidet

wieder alle anderen Kegelseiten
(Fr . 206 IV . ) , aber einige in
der einen , die anderen in der
zweiten Kegelflächenhälfte, je-
nachdem die von 0 aus der
Grundfläche zugewandteHälfte
der Seite mit der Schnitt¬
ebene Hz auf derselben, oder
ans entgegengesetzten Seiten
jener durch die Spitze gelegten
Parallelebene I-i zur Schnitt¬
fläche liegt ; der Schnitt
besteht aus zwei sich nicht
schließenden Zweigen OVO und
0,V,v, , und heißt eine Hy¬
perbel (vgl. Katech . d . analyt .
Geometrie , S . 152) . Die Spur
der Ebene 201 in I" ist zu der
Spur 00 von Oz in I? Parallel
(Fr. 205 II . ) .

Umgekehrt ist jede die beiden Kegelhälften schneidende
Ebene L Parallel zu den beiden Seiten 01 und 02 , in
welchen eine parallel zur Schnittfläche 1̂ durch die Spitze
gelegte Ebene L die Kegelfläche schneidet .

XI. Andere ebene Kegelschnitte , als Kreis , Ellipse ,
Parabel und Hyperbel , giebt es nicht ; dieseLinien bilden
eine abgeschlossene Gruppe . Die Parabel erscheint als
Zwischenglied zwischen Ellipse und Hyperbel .

XII . Bei jeder schiefen Kreiskegelflächeist ein (nicht durch
die Spitze 0 gehender) Normalschnitt zur Axe eine Ellipse
(VIII.) .
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Wegen Fr. 73 VIII. geht aber die Axe des schiefen Kreis¬
kegels nicht durch den Mittelpunkt der Ellipse .

XIII . Jeder schiefe Kreiskegel läßt sich als ein
gerader elliptischer Kegel auffassen.

Die Axe dieses elliptischen Kegels liegt in der Ebene des
Neigungswinkels (Fr. 192 I . ) der Axe des schiefen Kreis¬
kegels gegen dessen Grundfläche und halbiert den Winkel,
unter welchem sich die in dieser Ebene liegenden beiden Seiten
schneiden ( vgl. Fig . 53 S . 63) .

XIV . Der Kegel entsteht durch die stetige Bewegung eines
stets zu sich selbst parallel bleibenden Kreises , wenn dessen
Mittelpunkt nicht aus der Axe X herausrückt und sein Halb¬
messer sich so , wie es V . verlangt, stetig ändert.

XV. Der gerade Kegel wird auch durch stetige Bewegung
eines rechtwinkeligen Dreiecks 001" (Fig. 217) um die eine
Kathete 00 erzeugt (Fr. 181 XIV ).

237. Was ist ein Kegelstumps?
I . Der Körper , welcher von der Grundfläche V , einem (in

derselben Kegelflächenhälfte gelegenen ) Parallelschnitte 1 zu
ihr und dem zwischenliegendenKegel¬
flächenstück (dem Mantel ) begrenzt
wird , heißt ein ab gestutzter Kegel
oder ein Kegelstumpf ; die Ent¬
fernung ll seiner beiden parallelen
Grundflächen V und 1 ist seine
Höhe .

II . Der gerade Kegelstumpf
(Fig. 217 ) kann durch die Um¬
drehung eines Trapezes 00,01" ent¬
stehen , dessen Parallelseiten 0,0
und 00 ' auf der Seite 00, , um
welche die Umdrehung erfolgt , senk¬
recht stehen (Fr . 181 XIV .) .

III. Hat der Kegelstumpf , dessen Grundfläche 0 und
Abstutzungsfläche k Kreise vom Halbmesser r, und i-„ und den

o

Ng . 217 .
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Umfängen u , und n<, sind , dieHöhe b , während die abgeschnittene
Spitze dieHöhe 2 hatte , ist ferner r der Halbmesser und u der
Umfang des in der Mitte der Höhe Ir (also in der Entfernung

— 2 - st ^ ll von der Spitze 0 ) gelegten Parallelschnittes ,
so findet sich aus Fr . 236 V. zunächst r-g -. r , — 2 -. ( ll - str )
und r : r , — Ii - st 2) : ( Ir - st 2) ; hieraus ergiebt sich leicht :

i i 2r , r, (ll -st llr)r , - st r„ r, - st —
^

— st- .
' - ^ ^ 2r .

Dann ist aber u — 27rr — 7r(r , - st i-g) — 1, (u , - st Ug).

238 . Wie groß ist der Kegelmantel ?
I . Auch derKegelmanteldl läßt sich (wegen Fr . 236III .)

auf einer Ebene abwickeln . — Vgl . Fr . 225 I.
II . Beim geraden Kegel vom Halbmesser OU — k und

der Höhe 00 — U , Fig . 217 , erhält man (Fr . 233 VIII .)
einen Kreisausschnitt , dessen Halbmesser der Kegelseite 011
— s — s/ U? - st 11^ und dessen Bogen der Leitlinie U —
27rU gleicht ; daher ist nach Fr . 179 VIII . 21 — —
7iR8 . — Vgl . Fr . 230 II .

III . Der Mantel des schiefen Kegels ist kein Kreisaus¬
schnitt (Fr . 233 VIII .) .

IV . Der Mantel 21 des geraden Kegelstumpfes
(Fr . 237 ) , dessen Seite s ^ Ok ' — 0 ? 8, — 8»
ist, hat den Inhalt 21 — ^ « ,8 , — ^ u»8o — A ( r,8 , — rg8g) .

Nach Fr . 236 V. ist aber 8g : 8 > — i-g : r, ; daher auch
(3, — 8g) : 8 , — (r , — i-g) : r , und (wegen Fr . 237III . ) weiter :

LI — 778,(rst — rst) : r , — 778 , (1-, - st r„) (r , — r„) : r,
— 7r(r, - st r») (8, — 8g) — ^ (u , - stug) 8 — U8.

Es läßt sich also der Mantel dieses Stumpfes wie ein
Trapez (Fr . 177 IX .) berechnen . Vgl . Fr . 179 XII .

239. Wie groß ist der Inhalt des Kegels ?
I . Wegen Fr . 236 V . und 229 IV . ändern sich bei einem

Kegel vom Halbmesser R die der Grundfläche k' —
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parallelen Querschnitte genau so wie bei einer Pyramide von
der nämlichen Höhe II und einer gleichgroßen Grundfläche .

Nach Fr . 227 IV . hat daher der Kegel denselben Inhalt 0
Wie diese Pyramide , d . h . nach Fr . 232 IV . ist :

II . Der Kegelstumpf (Fr . 237 ) hat nach Fr . 232 VI . den

Inhalt ^ t, ( I? - s- s/lll - j- k) , woraus sich nach Fr . 17 9II .
weiter ergiebt : ll (r ^ - s- r,n - s- r/ ) .

Vierzehntes Hapitel.

Die Kugel .
240 . Was ist eine Kugelfläche und eine Kugel ?

I . Die Kugelfläche enthält alle PunkteL des Raumes ,
welche in gleichem Abstande von einem Punkte LI (dem
Mittelpunkte ) liegen . Diese unveränderliche Entfernung
Ul ? — L heißt der Halbmesser der Kugel .

II . Zwei Halbmesser , deren jeder die Verlängerung des
anderen bildet , geben einen Durchmesser o — 2R . Vgl .
Fr . 48 II .

III . Daher sind alle Halbmesser und alle Durchmesser
der Kugelfläche unter sich gleich.

IV . Wird ein Halbkreis l?0 ? 2 (Fig - 218 S . 300 ) um
seinen festliegenden Durchmesser gedreht , bis er wieder in

seine anfängliche Lage kommt , so beschreibt er wegen Fr . 47II .
eine volle Kugelfläche .

Die Kugelfläche ist demnach eine geschlossene Fläche ;
der Mittelpunkt U liegt innerhalb derselben .

Die Kugelfläche ist der geometrische Ort (vgl . Fr . 74
XVII . ) eines Kreises von gegebenem Halbmesser und von

vorgeschriebenem Mittelpunkte . Vergl . Fr . 242 VI .
V . Der von einer Kugelfläche umschlossene Körper heißt

eine Kugel .
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VI . Ist die Entfernung eines Punktes k vom Mittel¬
punkte größer , oder gleich , oder kleiner als der Halbmesser R ,
so liegt der Punkt ? außerhalb , oder auf , oder innerhalb der
Kugelfläche .

241 . Wie kann eine Gerade gegen eine Kugelfläche liegen ?

I . Ist die Entfernung NX , einer Geraden 0 > vom
Mittelpunkte LI größer als der Halbmesser II , so liegt 0 ,
ganz außerhalb der Kugelfläche (Fr . 240 VI .) . Denn alle
anderen Punkte von 6 , sind noch weiter von U entfernt
als X , (Fr . 74 IX .) .

II . Ist die Entfernung LlXz einer Geraden (I . vom
Mittelpunkte LI dem Halbmesser R gleich , so hat tzz bloß
einen Punkt X 2 mit der Kugelfläche gemein (Fr . 240 VI .) ,

weil alle anderen Punkte
von 62 weiter als X 2
von LI entfernt sind
(Fr . 74 IX . ) .

III . Eine Gerade 6 . ,
welche mit der Kugel¬
fläche bloß einen Punkt
gemein hat , heißt eine
Berührungslinie
oder Tangente .

IV . Jede Senkrechte
(-LXL? auf einem Halbmesser

NXz in dessen Endpunkte
X 2 ist eine Tangente (II .) .

V . Ist die Entfernung
NX — s einer Geraden

6 , Fig . 218 , vom Mittelpunkte LI kleiner als der Halb¬
messer II , so schneidet 6 die Kugelfläche in zwei Punkten
k , und liegt nämlich innerhalb der Kugelfläche
(Fr . 240 VI .) , die beiden Punkte X und in 6 aber , welche um
XX — XI . — II von X abstehen , liegen außerhalb der
Kugelfläche (Fr . 7 4 VIII .) , und deshalb muß es in 0 zwei

Mg . 21s .
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Punkte ? , und geben , welche in der Entfernung R von LI

liegen (Fr . 74 X .) .
VI . Die Kugelsehne , d . h . die innerhalb der Kugelfläche

gelegene Strecke 1'
,? r — s der schneidenden Geraden 6 wird

von der Senkrechten NX halbiert (Fr . 75V . und VI .) . Nach
Fr . 160 III . ist daher k? - - - k? - stj8

°.
VII . Je näher die Kugelsehne am Mittelpunkte N liegt ,

desto größer ist sie (VI .) .
VIII . Die Kugelfläche ist krumm (Fr . 16 I . und 12 I .) ;

denn nach I . bis V . lassen sich auf ihr gar keine Geraden

ziehen .
IX . Jede Gerade 6 durch einen Punkt H innerhalb der

Kugelfläche schneidet die Kugelfläche in zwei Punkten (V .) .
Denn fällt man von N eine Senkrechte NX auf 0 , so ist

wegen Fr . 7 4IX . NX NH , jenachdem X mit H zusammen¬

fällt , oder nicht ; da nun nach Fr . 240 VI . schon NH < R,
so ist NX < L (Fr . 20 IV . , oder VII .) , und 6 schneidet
die Kugelfläche .

X . Jede Gerade 6 durch einen Punkt k , der Kugelfläche
und schief gegen den nach I ' , gezogenen Halbmesser Nk ,
schneidet die Kugelfläche in zwei Punkten ? , und kz (V .) ,
weil der Fußpunkt X der von N auf (1 gefällten Senk¬

rechten NX innerhalb der Kugelfläche liegt (Fr . 240 VI .) ,
da ja NX < N ? , ^ k ist (Fr . 74 IX . ) .

XI . Jede Tangente ( III . ) steht wegen X . auf dem Halb¬
messer des Berührungspunktes senkrecht.

XII . In jedem Punkte der Kugelfläche giebt es unzählig
viele Tangenten , dieselben liegen aber sämtlich in einer Ebene

(Fr . 181 XIII . ) .

242 . Wie kann eine Ebene gegen eine Kugelfläche liegen?

I . Eine Ebene (Fig . 219 S . 302 ) , deren Entfernung
NX , vom Mittelpunkte N den Halbmesser R übertrifft , liegt

ganz außerhalb der Kugelfläche ( Fr . 240 VI . ) , weil alle
anderen Punkte der Ebene L , noch weiter von N abstehen ,
als X , (Fr . 190 IV . ) .
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II . Eine Ebene L» , deren Entfernung Lldl ? vom Mittel¬
punkte LI dem Halbmesser L gleicht , hat bloß einen
Punkt mit der Kugelfläche gemein (Fr . 240 VI .) , denn
alle anderen Punkte von IX stehen weiter von LI ab , als X,
( Fr . 190 IV . ) .

III . Eine solche Ebene L, , die mit der Kugelfläche bloß
einen Punkt gemein hat , heißt eine Berührungsebene .

IV . Jede Normalebene auf einem Halbmesser Lid) in
dessen Endpunkte dlz berührt also die Kugelfläche .

Fig . 219 .

V . Ist die Entfernung üldl — e einer Ebene H vom
Mittelpunkte LI kleiner als der Halbmesser k , so liegt der
mit dem Halbmesser II um den Fußpunkt dl der vom Mittel¬
punkte LI auf die Ebene gefällten Normalen LIdl geschlagene
Kreis ganz außerhalb der Kugelfläche (Fr . 74 VIII . und
240 VI .) . Alle durch d> in L gezogenen Geraden schneiden
die Kugelfläche zweimal (Fr . 241 V . ) , und letztere wird
demnach von der Ebene bl in einer geschlossenen Linie
geschnitten . Jeder Punkt I' der Schnittlinie LkL , ist um
dl ? — i- —

(/ 1^ — o ' von dem Fußpunkte entfernt (Fr . 160
III . ) , d . h .

der Schnitt ist nach Fr . 47 II . ein Kreis (Kugelkreis) ,
und sein Halbmesser r ist um so größer , je näher der Schnitt
am Mittelpunkte liegt.
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VI . Ein durch den Mittelpunkt N gehender Schnitt
liefert einen größten Kreis 016 , der Kugelfläche , dessen
Mittelpunkt mit dem Kugelmittelpunkte zusammenfällt und
dessen Halbmesser NI dem der Kugelfläche gleicht (vergl .
Fr . 240 III . und IV . ) .

VII . Je zwei größte Kreise schneiden sich in einem
Kugeldurchmesser (VI . ) und halbieren einander .

VIII . Jeder größte Kreis halbiert die Kugelfläche , zer¬
legt sie in zwei sich deckende Halbkugeln (Fr . 22 V . ) .

IX . Die Normale NX vom Mittelpunkte N der Kugel
auf einen Kugelkreis geht durch den Mittelpunkt X des
letztem (V . und Fr . 188 I . ) .

X . Die Gerade NX durch den Mittelpunkt LI der Kugel
und den Mittelpunkt X eines Kugelkreises steht auf diesem
Kreise normal (IX . und Fr . 21 II . ) .

XI . Die im Mittelpunkte X eines Kugelkreises auf diesem
Kreise errichtete Normale geht durch den Kugelmittelpunkt LI
( IX . und Fr . 188 II . ) .

XII . Durch zwei sich schneidende Kugelsehnen läßt sich
eine Ebene legen (Fr . 182 III . ) ; in dem von dieser Ebene
gelieferten (V . ) Kugelkreise sind die beiden Kugelsehnen Sehnen ,
und deshalb gelten die Sätze in Fr . 161 auch von zwei sich
schneidenden Kugelsehnen .

XIII . Wenn zwei Kugelsehnen sich in X gegenseitig
halbieren , so schneiden sie sich im Mittelpunkte X des durch
sie gelegten Kugelkreises , stehen also beide senkrecht auf der
Strecke NX (Fr . 93 und 242 X . ) .

XIV . Halbieren sich zwei Kugelkreise gegenseitig , so
schneiden sie sich in einer Kugelsehne , welche für beide
Kugelkreisc ein Durchmesser ist , und daher haben die beiden
Kreise einen gemeinschaftlichen Mittelpunkt X ; wenn nun X
außerhalb N läge , so müßte die Strecke NX auf beiden Kreisen
normal stehen (X . ) , d . h . es müßten die Ebenen beider Kreise ,
weil sie ja den Punkt X gemein haben , zusammenfallen
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(Fr . 182 V . ) ; weil sie dies aber nach der Voraussetzung
nicht sollen , so muß XIX — o sein , d . h .

die beiden Kngelkreise sind größte Kreise .

XV . Jede Tangente k/Ich ( in Fig . 218 ) an einen Kugel¬
kreis im Punkte Ich berührt auch die Kugelfläche in Ich ; denn
auf der Tangente steht wegen Fr . 83 der Kugelkreis¬
halbmesser (X ? in Fig . 219 ) , daher auch der Kugelhalbmesser
XI? , senkrecht (Fr . 189 I .) .

XVI . In jeder die Kugelfläche schneidenden Ebene lassen
sich zwei Tangenten X,N und Xchlch (Fig . 218 ) von einem in
dieser Ebene , aber außerhalb der Kugel liegenden Punkte X ,
an die Kugel ziehen (XV . und Fr . 103 II . ) .

XVII . Jede Ebene L durch einen Punkt H (in Fig . 219 )
innerhalb der Kugelfläche schneidet die Kugelfläche (V . ) ;
denn eine von N auf L gefällte Normale NX ist ^ NH
(Fr . 190 IV . ) , und da NH < K (Vor .) , so ist NX < R .

XVIII . Jede Ebene L durch einen Punkt ? der Kugel¬
fläche und schief gegen den nach dem Punkte ? gezogenen
Halbmesser N ? schneidet die Kugelfläche (V . ) , weil die von
N auf L gefällte Normale NX kleiner ist als R (Fr . 190IV . ) .

XIX . Jede Berührungsebene Ich (Fig . 219 ) steht normal
auf dem nach dem Berührungspunkte Xz gezogenen Halb¬
messer NX 2 ( XVIII .) .

XX . In jedem Punkte der Kugelfläche giebt es nur eine
Berührungsebene (XIX . und Fr . 182 V .) .

XXI . Jede durch den Berührungspunkt X 2 ( Fig . 219 )
gehende , in der Berührungsebene Ich liegende Gerade berührt
die Kugelfläche ( XIX . und Fr . 181 X . ) .

XXII . Legt man durch die Verbindungsstrecke NL ,
Fig . 219 , des Kugelmittelpunktes N und eines außerhalb der
Kugelfläche gelegenen Punktes I ! eine Ebene Ich und in dieser
einen Halbkreis über der Strecke NL , so schneidet dieser die
Kugelfläche in einem Punkte V , und LV ist also Tangente an
den größten Kugelkreis (Fr . 103II . ) und an die Kugel (XV . ) .
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Dreht man nun die Ebene k? um N8 , so rückt V auf der
Kugel fort ; daher lassen sich von dem außerhalb gelegenen
Punkte 6 unzählige Tangenten an die Kugelfläche legen ;
alle Berührungspunkte sind von 8 gleichweit entfernt
(Fr . 103 V .) . Bei der Drehung um N8 beschreibt die von
V auf UI ! gefällte Senkrechte VlI eine Ebene (Fr . 181XIV .) .
Daher liegen (nach V . ) alle Berührungspunkte V im Kreise
um den Fußpunkt II der Senkrechten VII auf N6 . Demnach
bilden aber die sämtlichen Tangenten eine gerade Kegel¬
fläche .

XXIII . Auch in eine gerade Cylinderfläche läßt
sich eine Kugelfläche einschreiben , welche mit der Cylinder -
leitlinie gleichen Halbmesser hat , und deren Mittelpunkt in
der Axe der Cylinderfläche liegt .

XXIV . Durch jede der unzähligen Tangenten in XXII .
läßt sich eine Berührungsebene legen (IV .) , wenn man nur
vorher durch den Berührungspunkt V noch eine zweite Nor¬
male auf NV errichtet (Fr . 181 XI .) .

Daher lassen sich von einem außerhalb der Kugel gelegenen
Punkte 8 auch unzählige Berührungsebenen an die
Kugel legen und dieselben berühren zugleich den in XXII
erwähnten geraden Kegel (V -fl

XXV . Eine durch den Mittelpunkt N einer Kugelfläche
normal zu einer außer der Kugelfläche liegenden Geraden 0 ,
(Fig . 218 ) gelegte Ebene schneidet die Gerade inX, , die
Kugelfläche in einem größten Kreise . Zieht man in dieser
Normalebene von X , aus die zwei Tangenten X, ? , und X,8
an den größten Kreis (Fr . 103II .) , so stehen die Halbmesser
N8 , und N8nicht bloß auf X, ? , und X,8 senkrecht (Fr . 83 X .),
sondern auch auf den durch 8 , und 8 gelegten Parallelen zu
6 , (Fr . 189 VII . und 181 X .) ; daher wird die Kugelfläche
(nach IV . und Fr . 181 XI .) von den beiden Ebenen berührt ,
welche sich durch die Gerade 6 , und je eine der beiden
Tangenten X,8 , und X,8 legen lassen .

Die Berührungspunkte 8 , und 8 dieser beiden Ebenen
sind gleichweit von X , entfernt (Fr . 103 V . ) .

Zetzsche , Geometrie. 3. Aufl. 20
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243. Welche Sätze über Parallelkrcise und Meridiane sind
zu merken?

I . Sind zwei oder mehr Schnittebenen parallel , so
fallen nach Fr . 206 I . die aus dem Kugelflächenmittelpunkte
U (Fig . 220) auf sie gefällten Normalen in eine Gerade .4 .4 ,
(die Axe) , welche die Kugelfläche indenbeidenPolenH .
und ^ der Parallelkreise 8XVV und LkHI. schneidet .

II . Der größte Parallelkreis VLOI) , heißt Äquator ;
jeder größte Kreis 4.X4., durch die Axe heißt Meridian .

Fig . 22V.

III . Jede Meridianebene steht auf den Parallelkreisen
normal (Fr. 204 I . ) .

IV . Kugelkreise , welche die nämlichen Pole haben, liegen
in parallelen Ebenen (I . und Fr . 205 III.).

V . Zieht man von einem Punkte k , Fig. 220 , eines
Parallelkreises Strecken und I^V, nach dessen Polen L.
und , so stehen diese auf einander senkrecht (Fr . 96 III . ) .

VI . Der Halbmesser Xk — r eines Kugelkreises ist die
mittlere Proportionale zu den Abschnitten 4.X und X4, , in
welche der Kugelkreis die Axe ^ 4 , zerlegt (Fr . 161 II .) .

VII . Jeder Pol ist von allen Punkten desselben Parallel¬
kreises gleichweit entfernt (Fr . 190 VI. ) .



VIII . Die Meridianbögen X ? und Vtz zwischen zwei
Parallelkreisen sind gleichgroß (VII -, Fr . 91IV . , 20 VIII . ) .

IX . Zwischen denselben Meridianen liegen Parallelkreis¬
bögen kH und XV von gleichem Centriwinkel (Fr . 189 IX . ) .

Diesem Centriwinkel gleicht der Winkel zwischen den
(ebenfalls auf der Axe VV , senkrecht stehenden ) Meridian¬
tangenten VII und VI am Pol V.

Die nämliche Größe hat der von den beiden Meridianen
am Pole gebildete sphärische Winkel VVH und der
Neigungswinkel (Fr . 202 V .) der beiden Meridianebenen .

214 . Wie heißen die Teile der Kugel und der Kngelfliiche?
I . Jeder Schnittkreis LkHV (Fig . 220 ) zerlegt die

Kugelfläche in zwei Hauben , Kappen oder Kalotten ,
die Kugel in zwei Abschnitte oder Segmente .

II . Zwischen zwei Parallelkreisen 8XVV und LkHO
liegt eine Kugelflächenzone und eine Kugelschicht .

III . Zwischen einer Kappe 8XVVV (oder 8XVVV, ) und
der durch ihren Schnittkreis gelegten Kegelfläche 8XVVN ,
deren Spitze im Kugelmittelpunkte U liegt , ist ein Kugel -
Ausschnitt oder Sektor enthalten .

IV . Zwei sich schneidende Meridiane VVXV , und VHVV ,
zerlegen die Kugelfläche in vierZweiecke (z. B . VLkV, «̂ 6V )
und die Kugel in vier Kugelkeile (z . B . VLOV , VOtzV, ) .

Je zwei benachbarte der elfteren bilden eine Halbkugel¬
fläche , je zwei benachbarte der letzteren eine Halbkugel
(Fr . 242 VIII .) ; je zwei gegenüberliegende find kongruent .

V . Drei (nicht parallele ) größte Kreise VHVV „ VkXV ,
und 1) 1100, , Fig . 220 , schneiden sich in sechs Punkten und
zerlegen die Kugelfläche in acht sphärische Dreiecke oder
Kugeldreiecke , entsprechend den durch ihre Ebenen am
Mittelpunkte LI der Kugel entstehenden acht Dreikanten
(Fr . 211 ) .

Die sphärischen Winkel V , L und 0 (Fr . 243 IX .)
jedes sphärischen Dreiecks VLO sind den Neigungswinkeln
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der Ebenen des zugehörigen Dreikants gleich ; die drei

Seiten V8 , 86 und 664 des sphärischen Dreiecks sind

Bögen , deren Centriwinkel den Seitenwinkeln des Dreikants

gleichen . Deshalb lassen sich die Sätze in Fr . 209 bis 2l4
und 229 VIII . und IX . auf sphärische Dreiecke und Vielecke

übertragen . Vergl . auch Fig . 222 .
VI . Jede Halbkugel läßt sich als Sektor , als Segment

und als Kugelkeil betrachten .

VII . Jeder größere Abschnitt , Ausschnitt , Keil , Kappe
und Zweieck ist größer , jeder kleinere kleiner als die Halb¬
kugel , beziehentlich die Halbkugelfläche .

VIII . Kappe und Zone , Segment , Schicht und Sektor

entstehen bei der Erzeugung der Kugel (Fr . 240 IV . ) durch
die Drehung des Bogens VV und VI - , des halben Kreis¬

segments ViliV, der halben Zone VMI - und des Kreis¬

sektors ^ .NV .

245 . Welche Lage haben zwei Kugelflächen gegen einander ?

I . Zwei konzentrische Kugelflächen haben denselben
Mittelpunkt und entweder keinen , oder (bei gleichem Halb¬
messer ) alle Punkte gemein (Fr . 240 I . ) .

II . Legt man durch die Centralstrecke , d. h . die Ent¬

fernung N .Uz — v der Mittelpunkte L-I , und A6 zweier
excentrischen Kugelflächen eine Ebene , so erhält man
stets dieselbe , aus zwei größten Kreisen bestehende Schnitt¬
figur (Fr . 242 VI .) .

Daher müssen (wegen Fr . 240 IV . ) für zwei excentrische
Kugeln ganz ähnliche Sätze gelten , wie für zwei excentrische
Kreise (vergl . Fr . 102 ) . Nämlich :

III . Ist die Summe II , - s- 16 der Kugelhalbmesser kleiner
als die Centralstrecke e , so liegt jede der beiden Kugelflächen
ganz außerhalb der anderen .

IV . Ist die Differenz R, — 16 der Halbmesser größer als
die Centralstrecke o , so liegt die eine Kugel ganz innerhalb
der anderen .
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V . Gleicht die Summe II, -s- 82 , oder die Differenz
8 ,— 8 -, der Halbmesser der Centralstrecke o , so haben die
Kugelflächen nur einen Punkt gemein , berühren sich von
außen , oder innen . Der Berührungspunkt zweier Kugeln
liegt in der Centralen U . Uz . Die gemeinschaftliche
Berührungsebene der beiden Kugeln steht in dem
Berührungspunkte auf der Centralen schick 2 senkrecht .

VI . Die größere Kugelfläche schmiegt sich der Berührungs¬
ebene besser an als die kleinere ; letztere krümmt sich
demnach stärker . Vergl . Fr . 86 III .

VII . Ist die Summe der Halbmesser größer , und ihre
Differenz gleichzeitig kleiner als die Centrale ( II , lU ^ oj^
8 , — 8 ,2) , so schneiden sich die beiden Kugelflächen.

Die beiden Schnittkreise , welche eine durch die Centrale
gelegte Ebene in beiden Kugelflächen liefert , haben eine
gemeinschaftliche Sehne , welche von der Centralen senkrecht
halbiert wird und bei jeder Lage der Schnittebene dieselbe
Größe und denselben Schnittpunkt mit der Centralen hat ;
deshalb schneiden sich die beiden Kugeln in einem auf der
Centralen normalen Kreise (Fr . 181 XIV .) . — Vergl .
auch Fr . 242 XXII .

VIII . Haben zwei excentrische Kugelflächen einen Punkt
außerhalb der Centralen gemein , so schneiden sie sich in einem
Kreise ; haben sie einen Punkt der Centralen gemein , so haben
sie weiter nichts gemein .

246 . Wie ist die Kngcloberfläche zu berechnen?

I . Der Inhalt der durch die Umdrehung des Bogens
V8 — b , Fig . 221 S . 310 , um die Axe NX erzeugten
Kugelflächenzone nähert sich dem Inhalte des gleichzeitig
von der Sehne V 8 — s erzeugten Mantels des abgestutzten
Kegels um so mehr , je mehr sich der Bogen b seiner Sehne s
nähert ( Fr . 179 IV . ) , und je mehr er sich deshalb mit der

Sehne vertauschen läßt , je kleiner also der Bogen ist.



310 Vierzehntes Kapitel . Fr . 246 .
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Fig . 221 .

II . Zieht man den Halbmesser UD — u (Fig . 221 ) nach der
MitteD des Bogens VU , und macht man D8//V2 LIV
und VI // NV Uidl , so sind die beiden Dreiecke N8U
und llV gleichwinkelig (Fr . 71 VI . ) und deshalb ähnlich
(Fr . 156 I . ) ; daher ist 8D : ND ^ IV : DV ( Fr . 153 I . )

oder r : R — Ii : s , d . h . i>8 — Ub , wenn
D8 — r und VI — M — Ii gesetzt wird .
Darf man aber den Bogen d als gerad¬
linig auffassen , so ergiebt sich nach I . und

Fr . 238 IV . als Inhalt der Zone
2 — 2M -8 — 27rUb , d . h . ist die Höhe Ii

einer Zone r so klein , daß man den die

Zone erzeugenden Bogen b mit dessen
Sehne 8 vertauschen darf , so gleicht die Zone dem Mantel
eines geraden Cylinders (Fr . 225 II . ) , welcher mit der

Zone gleiche Höhe Ii und mit der Kugel gleichen Halb¬
messer R besitzt.

III . Teilt man den Bogen VU — b , welcher durch seine
Umdrehung um LIV die Kugelzone V8UU (Fig . 220 ) von
der Höhe W — II erzeugte , in n Teile , deren Projektionen
auf ^ LI mit b „ bz , dz . . . Ii „ bezeichnet werden mögen , so

erhält man den Inhalt 7, der Zone , als Summe von n kleineren

Zonen von den Höhen Ii, , I>z, Iiz . . . Ii„ , nach II . angenähert :

2 — 2, - j- ^2 ^ 2z ' ' ' - j -

27rU Ou -P - Iiz ^ bz li ^ ) 2/rUU .

Diese Formel wird um so richtiger , je größer u oder je
kleiner die Bogenteile werden ; bei noch so weit getriebener
Verkleinerung der Bogenteile und Vergrößerung der An¬

zahl derselben bleibt aber die ausgeführte Summierung
- >- Ii „ — U immer noch möglich und

liefert auch immer noch das nämliche Resultat . Daher giebt
die obige Formel / — 2aUII nicht einen angenäherten ,
sondern den streng richtigen Wert für den Zoneninhalt2 .

IV . Ganz die nämliche Schlußfolgerung paßt auch auf
die Kugelkappe k von der Höhe II ; daher ist auch deren Inhalt

>< 2EI .
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V . Jede Kappe und Zone gleicht demnach dem Mantel

eines geraden Cylinders , welcher mit der Kugel gleichen Halb¬
messer 8 . und mit der Kappe , oder Zone gleiche Höhe 11 hat .

VI . Der Inhalt 0 der ganzen Kugel fläche ergiebt sich
aus IV . , Wenn man 28 für II setzt ; 0 — 4 ^ 8 ?, d . h .

die Oberfläche jeder Kugel ist viermal so groß als deren

größter Kreis .
Da man auch 0 — 2 ^ 8 ( 28 ) schreiben darf , so gleicht die

Kugelfläche der Mantelfläche eines der Kugel umschriebenen
geraden Cylinders , im Einklang mit V .

VII . Den Inhalt des Kugelzweiecks IV mit dem

sphärischen Winkel vv
°

(Fr . 244 IV . und 243 IX .) erhält
man (wegen Fr . 210 I . , VIII . und X . ) aus der Proportion
Vp : 0 v °

: 360 °
, nämlich :
zv ^ n8 ?>v°

: 90 °.

VIII . Legt man durch die drei Eckpunkte 4 , 8 , 0 , Fig . 222

( S . 212 ) , eines Kugeldreiecks 4 .80 (Fr . 244 V . ) eine

Ebene (Fr . 182 I .) , so schneidet dieselbe die Kugelfläche in

einem Kreise Iv (Fr . 242 XVIII . ) ; jeder Pol 8 (Fr . 2431 . )
dieses Schnittkreises ist von den drei Eckpunkten gleichweit

entfernt (Fr . 243 VII . ) ; daher läßt sich 480 von dem einen

(mit 4 , 8 , 0 in der nämlichen Kappe 4808 , gelegenen )

Pole 8 , aus in drei gleichschenklige sphärische Dreiecke 488 „
808, , 048 , zerlegen .

Jede der drei Meridian - Ebenen , durch welche diese Zer¬

legung bewirkt wird , geht aber auch durch den zweiten Pol 82
und einen Eckpunkt des Scheiteldreiecks 4,8,0 , (Fr . 244 V.
und 211 III . ) , so daß zugleich auch das Scheiteldreieck vom

zweiten Pol 82 aus in drei gleichschenklige (Fr . 42 II .)
Dreiecke 4 ,8 ,82 , 8 ,0 ,82 , 0,4,I ^ zerlegtworden ist , und zwar
ist jedes dieser letzteren drei Dreiecke je einem der drei Drei¬

ecke des Urdreiecks kongruent ( Fr . 214 X . ; Fr . 42 II .,
243 IX . und 203 VI . ) .

Daher hat jedes Kugeldreieck 480 gleichen Inhalt mit

seinem (ihm symmetrisch -gleichen ) Scheiteldreiecke 4,8,0, .
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IX . Die Summe aus einem Kugeldreieck ^ 80 und einem
Hinterdreieck XV,8, (Fr . 211 II.) desselben ist (wegenVIII.)
dem Kugelzweieck ^ 6,^ ,8,^ — ^,0^ ,6^. gleich , welches
jenem Winkel ^ entspricht, welcher in beiden Dreiecken (als
Scheitelwinkel) vorkommt ; denn dieses Zweieck ist die Summe
aus dem Dreieck L.80 und dem Scheiteldreieck ^.,80 des
Hinterdreiecks V(!,8, .

X . Addiert man die zwei Kugelzweiecke L.8^,,611 und
6V0,80 , welche zu den zwei Winkeln X und 0 des Kugel¬
dreiecks L.80 gehören , zu den beiden Dreiecken ^ 80 und
H.,80, , welche nach IX . dem ( zu dem Winkel 8 — ^ ,80,
gehörigen) Zweiecke 8^8i08 — 8^ 8,0,8 gleichen , so erhält
man (vergl . VIII. ) als Summe das Doppelte des Dreiecks
X80 mehr als die über dem größten Kreise (nach
vorn zu) stehende Halbkugelfläche Daher ergiebt sich
aus VII . für den Inhalt v des sphärischen oder Kugel¬
dreiecks :

28 27^ ^ -s- 8 -j- 0) : 90 °,
oder v 7r8' (L. -s- 8 -fl 0 — 180°) : 180°.

'
Ln «"
; KV

11. W
wd dw i)
nßncö rw
MdM ^
dm Grwl

, gleicht . I '
s P den In

Mringr t

s Gmdnhn
!s Tahnl
» pm hoW'

AMchn -
l lxP . NM ^
t Mm du
^ HWwn»
,
§ mhgr.

!
s M ule

Mddn «s -



Fr . 247 . Tie Kugel. 313

247 . Welche Formeln liefern den Inhalt der Kugel ?

I . Zieht man in dem Quadrat N ^ O (Fig . 223 ) von
der Seite R die Diagonale NIch den Quadranten ^ VO und
eine Strecke M//NO , welche den
Quadrant in V und die Diagonale
in II schneidet , so ist NV — NO — W
(Fr . 240 III . , 108 III . ) ; 2NII
^ 45 ° ^ ^ MN (Fr . 110 II . ,
62 I . ) , daher 2N — M (Fr . 73 I .)
und nach Fr . 170 I . :

2V ^ NV — 2N M .
II . Läßt man nun in Fig . 223 das Quadrat , das/X NIH

und den Quadrant ^ VO sich um NV drehen , so erzeugt
ersteres einen Cylinder , das Dreieck einen Kegel und der
Quadrant eine Halbkugel , deren Halbmesser II der Höhe und
dem Grundflächenhalbmesser des Cylinders und des Kegels
gleicht . Jeder auf N ^ normale Kugelschnitt (Fr . 242 V . )

hat den Inhalt -r . 2V — 7r ( W — Li/ ) , gleicht also dem
Kreisringe von der Breite IIH in dem durch das Dreieck NHO
erzeugten Hohlkörper , welcher auch entsteht , wenn man den
durch NUV erzeugten Kegel aus dem durch NOOV erzeugten
Cylinder herausnimmt .

Daher hat nach Fr . 227 IV . nicht nur die Halbkugel mit
jenem Hohlkörper , sondern auch jede Kugelschicht und jeder
Kugelabschnitt , welcher durch eine halbe Kreiszone / VV,/ „
bezw . einen halben Kreisabschnitt/VV erzeugt wird , mit der
zwischen denselben Parallelebenen enthaltenen Schicht des
Hohlkörpers gleichen Inhalt .

III . Als Inhalt der Halbkugel ( ^Iv) findet sich aus II .
nach Fr . 226 I . und 239 I . :

UV ^ -Ut ' lt — ^ 77ll' It ^ ^ 771^ .

Auch erkennt man leicht , daß der Cylinder , die Halbkugel
und der Kegel in II . sich wie 3 : 2 : 1 Verhalten .
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IV . Der Inhalt der ganzen Kugel ist
X — §77« ° - -- 10 « .

Die Kugel läßt sich also auch als eine Pyramide von einer
der Kugelfläche gleichen Grundfläche 0 — 477« ° (Fr . 246 VI .)
und der Höhe L auffassen (Fr . 232 IV .) .

V . Der Inhalt eines Kugelabschnittes 1 über dem
Kreis VVX8 (Fig . 220 und 223 ) vom Halbmesser 2V — r
und von der Höhe ^ 2 — ü ist ( weilXO — « und 20 — 2N
— 3 ^ « — ü ) nach ii . , Fr . 226 I . und 239 II . :

1 ^ 77« °ü — § 77b f« ° - fl « (« — k) - fl (L — Il)fl
77kfli — § 77Ü M ° — 3KIr - fl üfl ;

weil nun nach Fr . 170 II . , oder 163 I . 4,2 . 42 — 2V ,
d . h . ( 2« — ü) Ii — r °

, also 2« ü — r ° - flü ° ist , so wird :

l ' — §77(8« - ü)ü° — z77 (2k - fl2 )(k — 2)
°

— § 77(? - fl « b)ü ^ §77(3? - fl l? ) l, .

VI . Der Inhalt 8 einer Kugelschicht , deren zwei Kugel¬
kreise die Halbmesser 2V — r und 2,V , — r , haben und in
den Entfernungen LI2 — 2 — 20 und N2 , — — 2,0 ,
vom Kugelmittelpunkte auf der nämlichen Seite desselben
liegen, so daß also ü— 2 , — 2 die Höhe der Schicht ist , findet
sich aus II . nach Fr . 226 I . und 239 II :

8 — 77« °Ü - § 77Ü fl ? - fl 2,2 - fl 2°s
§77b f6 « ° — 22 ? — 22° — 22,2s .

Da nun aber — 22,
° — 22° — 22,2 — — 82 ,

° — 82° - fl

(2? — 22.2 fl 2.fl — — 32 .
° — 82° - flI ? (Fr . 169 II .) und

3 (« ° — 2 ,fl — 3r, °
, sowie 3 (« ° — 2°) — 3r ° ist , so wird :

8 — §77Ü (r,° fl - r° - fl §üfl .

Auf die nämliche Formel kommt man schließlich auch ,
wenn man den Inhalt der Kugelschicht nach V . als Differenz
des Inhaltes zweier Abschnitte berechnet .

VII . Den Inhalt I eines (von Z1V4LI , Fig . 223 ,
erzeugten) Kugelausschnittes findet man entweder als
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Summe seines Abschnittes (V .) und des (vom / X IIVX er¬

zeugten ) Kegels über dessen Kugelkreis , oder man faßt nach
IV . den Ausschnitt als einen Kegel von der Höhe It und einer

Grundfläche auf , welche seiner Kappe ü (von der Höhe
LX — ü ) gleicht . Man erhält dann (wegen Fr . 246 IV . ) :

VIII . Die über dem Kugeldreiecke XLO — 0 (Fr . 246 X .)
stehende , mit der Spitze im Mittelpunkte N liegende Kugel¬

pyramide hat nach IV . den Inhalt :
? ^ ^ -z7rR

°(X - f- 0 — 180 °
) : 180 ° .

IX . Der Inhalt eines Kugelkeils vom Winkel v °

(Fr . 246 VII .) hat den Inhalt :
IV — -r ^ vv

°
: 270 °

.

248 . Wie viel giebt cs regelmäßige Polyeder ?

I . Ein regelmäßiges Polyeder (eckiger Körper ) wird

von lauter kongruenten regelmäßigen Figuren begrenzt , die

in lauter kongruenten , gleiche Flächenwinkel besitzenden Viel¬

kanten aneinanderstoßen .
Alle Kanten eines regelmäßigen Polyeders sind gleich,

ebenso alle seine ebenen und alle seine Flächen -Winkel .

II . Wegen Fr . 229 VIII . und 113 II . können bei einem

regelmäßigen Körper
mit Dreiecken nur drei , vier , oder fünf Flächen ,
mit Quadraten nur drei Flächen ,
mit Fünfecken nur drei Flächen '

in einer Ecke zusammenstoßen .

Es giebt also nur fünf regelmäßige Polyeder .

III . Das (regelmäßige ) Tetraeder wird von vier gleich¬

seitigen Dreiecken begrenzt , hat vier Ecken und sechs Kanten .

Vergl . Fr . 228 IX .

IV . Das Hexaeder gleicht dem Würfel (Fr . 217 VII .) .

V . Das Dodekaeder wird von zwölf regelmäßigen

Fünfecken begrenzt , hat zwanzig Ecken und dreißig Kanten .
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rr»

VI . Das Oktaeder wird von acht gleichseitigen Dreiecken
begrenzt , deren je vier in einer der sechs Ecken zusammen¬
stoßen ; es hat zwölf Kanten und läßt sich in zwei gerade
vierseitige Pyramiden mit quadratischer Grundfläche zerlegen.

VII. Von den zwanzig gleichseitigen Dreiecken des Iko¬
saeders stoßen je fünf in einer der zwölf Ecken zusammen.
Seine Kantenzahl ist dreißig .

VIII. In jedem regelmäßigen eckigen Körper giebt es
einen Mittelpunkt , von welchem aus sich der Körper in
so viel kongruente regelmäßige Pyramiden zerlegen läßt, als
er Seitenflächen hat.

IX . Vom Mittelpunkte jedes regelmäßigen Körpers aus
läßt sich eine Kugelfläche durch die sämtlichen Ecken , eine
zweite durch die Kantenmitten und eine dritte durch die
Mittelpunkte der Seitenflächen legen . v»nlp,,,s
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Im Verlage von K. A . Weber in Leipzig sind erschienen und
durch jede Buchhandlung zu beziehen:

Illustrierte Katechismen.
Belehrungen aus dem Gebiete

der

MsstnschMen, Künste und Gewerbe ete.
In Orrginal -Lrinrnbändrn .

Ackerbau . Dritte Auflage. — Katechismus des praktischen Ackerbaues .
Von Wilhelm Hamm . Dritte Auflage , gänzlich umgearbettet von A . G.
Sch mirtcr . Mit 1VS in den Text gedruckten Abbildungen. M . S

Agrikutturchcmie . Sechste Auflage, Katechismus der Agrikulturchemie
Von dir . E . Litt dt . Sechste Auflage , neu dearvettet unter Benutzung der
fünften Auflage von Hamms „Katechismus der Ackerbauchemte , der Boden¬
kunde und Dünger lehre" . Mit 4 t tu den Text gedruckten Abbildungen. M . S

Algebra . Drille Auflage. — Katechismus der Algebra , oder die Grund ,
lehren der allgemeinen Arithmetik. Von Fried r . Hcrrmann . Dritte
Auflage, vermehrt und verbessert von K. F . Hehm . Mit 8 in dm Text
gedruckten Figuren und vielen ÜbungSdeifpielen. M . 2

Annandslehre f. Ton , der gute, und die seine Sitte .
Archäologie . — Katechismus der Archäologie . Übersicht über die Ent¬

wickelung der Kung bei den Bollern des Altertums . Von vr . Ernst Kroker .
Mn p Tafeln und 127 in den Text gedruckten Abbildungen. M . s

Archivkunde s. Registratur .
Arithmetik . Dritte Auflage. — Katechismus der praktischen Arithmetik .

rrurzgefaßles Lehrbuch der Rechenkunst für Lehrende u . Lernende. Von E. Schtck .
Dritte , umgearbettele u . vermehrteAuflage, bearbeite! von Max M eher . M . S

Ästhetik . Zweite Auflage. — Katechismus der Ästhetik . Belehrungen
über die Wissenschaft vom Schonen und der Kunst . Von Robert Prölb .
Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. M . s

Astronomie , Siebente Auflage. — Katechismus . der Astronomie . Be¬
lehrungen über den gestirnten Himmel, die Erde und den Kalender . Von vr .
Adolph Drechsler . Siebente, verbesserte und vermehrteAuflage . Mit einer
Sternkarte und 170 in den Text gedruckten Abbildungen. M . 2 . so

Auswanderung . Sechste Auflage. — Kompast für Auswanderer nach
Ungarn , Rumänien , Serbien , Bosnien , Polen , Rutzland, Algerien, der Kap -
loloine, nach Australien , den Samoa -Inseln , den lud- und mittelanierilanischen
Slaaren , den Westindischen Inseln , Mextlo , den Vereinigten Staaten von
Nordamerika und Canada . Von Eduard Pelz . Sechste, völlig umgearbettele
Auflage. Mit « Karlen und einer Abbildung. M . I . »o

Bankwesen . — Katechismus de » Bankwesens . Von vr . E . Gleisberg .
Mil 4 Check-Formularen und einer Uberfichi über die deutschen Notenbanken. M . 2

Baukonirruttlousleyrc . Zweite Auflage. — Katechismus der Baukvn -

strukitonslehre. Mit besonderer Berücksichtigung von Reparaturen und Um -
baulen . Von Waliher Lange . Zweite, vermehrteund verbesferie Auflage .
Mil 277 in dm Texi gedruckten Abbildungen. Ms

Baustile . Zehnte Auslage. — Kaiechwmu » der Baustile , oder Lehr « der
archiicktonischen Slilarlen von den ältesten Zeiten bis au , die Gegenwart.
Von vr . E d. greihcrrn vonSackcn . Zehure, verbesserte Auflage. Mil einem
Verzeichnis von Kunslausdrückenund lüs in dm Text gedruckten Abbild. M . s

Die mit ' versehenen Bändchen sind zurzeit nur geheftet zu haben.

Ein ausführliches Verzeichnis mit Inhaltsangabe jedes einzelnen
Bandes wird ans Verlangen unberechnet abgegeben.



2 Webers Illustrierte Katechismen.

Bergbaukundc . — Katechismus der Bergbaukunde . Bon Bcrgrat G.
Köhler . Mit 217 in den Text gedruckten Abbildungen . M . <

Bergsteiger . — Katechismus für Bergsteiger , EebirgStouristen und
Alpenreisendc. Aon Julius Meurer . Mil 22 in den Text gedrncklen Ab¬
bildungen. M . S

Bewegungsspiele . — Katechismus der Bewegungsspiele für die deutsche
Jugend . Herausgegebenvon I . C. Lion und I . H . Wortmann . Mil 2S
in den Text gedrncklen Abbildungen. M. 2

Bibliothekslehre . — Grundzügc der BibliothekSlehre mit bibliographischen
und erläuternden Anmcrtungen. Neubearbetlungvon llr . IuItusPehh 0 idls
Katechismus der Vibliothelenlehre . Aon llr. Arnim Gräsel . Mit SS in den
Text gedruckten Abbildungen und ll Schrtsttafeln. M . 4 . bd

Bienenkunde . Dritte Austage . — Katechismus der Biencnkunde und
Bienenzucht. Von G . Kirsten . Dritte , verm. und Verb. Auslage , heraus-
gegeben von I . Kirsten . Mit bi in den Text gedruckten Abbildungen . M . 2

Bleicherei s. Wäscherei rc.
»Botanik . — Katechismus der Allgemeinen Botanik . Von Prof . llr.

Ernst Hallte r . Mit gb in den Text gedruckten Abbildungen . M. 2 !
»Botanik , landwirtschaftliche . Zweite Austage . — Katechismus der land. j

wirtschaftlichen Botanik. Von Karl Müller . Zweite , vollständig um- !
gearbeitete Austage von R . Herr mann . Mit 4 Tafeln und 48 in den
Text gedruckten Abbildungen. M . l . bd

Buchdruckerkunst. Fünfte Auflage . — Katechismus der Buchdrucker-
tunst und der verwandten Geschäftszweige . Von C. A. Franke . Fünfte,
vermehrte und verbesserte Auslage, bearbeitet von Alexander Waldow .
Mit 4g in den Text gedruckte» Abbildungen und Tafeln. M. 2. so

Buchführung . Vierte Auflage . — Katechismus der kaufmännischenBuch¬
führung . Von Oskar Älemich . Vierte , vermehrte und verbesserte Auflage .
Mit 7 in den Text gedruckten Abbildungenund g Wechselformularen . M . 2. so

Buchführung , landwirtschaftliche . — Katechismus der landwirtschaft-
lichen Buchführung. Von Prof . K. Birnbaum . M . 2

Chemie . SechsteAuflage . — Katechismus der Chemie. Bo » Prof . llr. H.
H i rzel . Sechste, vermehrteAust . Mit S1 in den Text gedruckten Abbild . M . S

Ehemikalienkunde . — Katechismus der Chemikalienkundc. Eine kurze
BeschreibungderwtchtigstenChemikaliendeSHandeis. Vonllr .G . HePpe . M. 2

Chronologie . Dritte Auflage . — Kalendcrbüchlein. Katechismus der
Chronologiemit Beschreibung von »3 Kalendern verschiedener Völker und Zeiten .
Von llr . Ad . Drechsle r . Dritte , verbesserte und sehr verm . Aust . M . 1 . bd

Dampfmaschinen . Vierte Auflage . — Katechismus der stationäre»
Dampfkessel , Dampfmaschinen und anderer Wärmemotoren. Ein Lehr- und
Nachschlagebllchletn für Praktiker, Techniker und Industrielle. Bon Ingenieur
Th . Schwartze . Vierte, vermehrte und verbesserte Auflage . Mit 264 m den
Text gedruckten und IS Tafeln Abbildungen. M. 4. bd

Darwinismus . — Katechismus des Darwinismus . Bou llr. Ltto
Zacharias . Mit dem Porträt Darwins , SO in den Text gedruckten
und 1 Tafel Abbildungen. M . 2. bd

Drainierung . Drille Auflage . — Katechismus der Drainierung und der
Entwässerung des Bodens überhaupt. Von llr . William Löbe . Dritte,
gänzlich umgearbciteteAuflage. Mit g2 in den Text gedr . Abbildungen . M . 2

»Dramaturgie .— Katechismus der Dramaturgie . Bon N , Pro Ist. M. 2. bd
Droguenkunbe . — Katechismus der Droguenkunde . Bon llr. G . Heppe .

Mit »0 in Len Text gedruckten Abbildungen. 2- bd

28 " Die mit » versehenen Bändchen sind zurzeit nur geheftet zu haben .



Weber » Illustrierte Katechismen . 3

Einfähriq .Freiwillige . — Der Weg zum Einjährig -Freiwilligen und
zum Offizier de» Bcurlaubtenflandcs in Armee und Marine . Von Oberst-
licutenant z. D . Exn er . M . S

Elektrotechnik . Vierte Auflage .— Katechismus der Elektrotechnik . Ein Lehr¬
buch für Praktiker, Technikerund Industrielle . Von Ingenieur Tb . Schwa rtze.
Vierte, verbesserte u . vcrm. Aufl. Mit 24S in den Text gedr . Abbild . M . 4 . 50

Ethik . — Katechismus der Dittenlehre . Bon l-iv . llr . Friedrich
Kirchner . M . 2 . SS

Färberei und Zengdruck. Zweite Auflage. — Katechismus derFärberei und
des Zeugdrucks . Von vr . Herm . Grothe . Zweite , vollständig neu be¬
arbeitete Austage. Mit 7» in den Text gedruckten Abbildungen. M . 2. so

Farbwarenkunde . — Katechismus der Farbwarenkunde . von llr. G .
Hevve . M . 2

Feldmeßkunst. Fünfte Auflage. — Katechismus der Feldmeßkunst. Von
Dr . C. Pietsch . Fünfte , neu bearbeitete Auflage. Mit 75 in den Text
gedruckten Figuren . M. 1. so

Feuerwerker«! . — Katechismus der Lustfeuerwerkerei . Kurzer Lehrgang
für die gründliche Ausbildung in allen Teilen der Pyrotechnik. Bon E. A. !
v. Nida . Mit 124 in den Text gedruckten Abbildungen. M . 2 l

Finanzwifsenschast . Fünfte Auflage. — Katechismus der Fiuanzwiffen -
schalt oder die Kenntnis der Grundbegriffe und Hauptlehren der Verwaltung j
der Staatseinkünfte . Von A . Bischof . Fünfte , verbesserte Auflage. M . 1 . SV

Fischzucht. — Katechismus der künstliche« Fischzucht und der Teich.
Wirtschaft . Wirtschastsletzre der zahmen Fischerei . Von E . A . Schroeder .
Mit 52 in den Text gedruckten Abbildungen. M . 2 . SV

»Flachsbau . — Katechismus de» Flachsbaues und der Flachsbereitung .
Von K. Sonntag . Mit 12 in den Text gedruckten Abbildungen. M . 1

Fleischbeschau. Zweite Auflage . — Katechismus der mikroskopischen
Fleischbeschau . Von F . W . Rüffert . Zweite , verbesserte und vermehrte
Austage. Mit 40 in den Text gedruckten Abbildungen. M . 1 20

Forstbotanik . Vierte Auflage . — Katechismus der Forstbotanik . Bon
H . Fi schbach . Vierte , vermehrte und verbesserte Auflage. Mt 79 in den
Text gedruckten Abbildungen. M . 2 . so

Freimaurerei . — KatechiSmu» der Freimaurerei . Bon llt . Willem
Smitt , Meister vom Stuhl der Loge Apollo zu Leipzig . M . 2

Galvanoplastik . Dritte Auflage . — Katechismus der Galvanoplastik .
Ein Handbuch für das Selbststudium und den Gebrauch in der Werkstatt. Von
vr . G . Seelhorst . Dritte , durchgesehene und vermehrteAuflage. Bon vr . G.
Langbein . Mit Titelbild und 42 in den Text gedruckten Abbildungen. M . 2

Gedächtniskunst . Siebente Auflage . — Katechismus der GedächtniSkunst
! oder Mnemotechnik. Von Hermann Kothe . Siebente von I . B . Montag
i sehr verbesserte und vermehrte Auflage. fUnter der Presse.

Geflügelzucht . — Katechismus der Geflügelzucht . Ein Merkbüchlein
für Liebhaber. Züchter und Aussteller schönen RasscgeflügelS . Bon Bruno
Dürigen . Mit 40 in den Text gedruckten und 7 Tafeln Abbildungen. M . 4

Geographie . Vierte Auflage . — KatechiSmu» der Geographie . Vierte
Auflage, gänzlich umgcarbeitct vonKarlArenz . Kaiser!. Rat und Direktor
der Prager Handelsakademie. Mit 57 Karten und Ansichten . M . 2. 40

Geographie , mathematische. — Katechismus der mathcmat . Geographie .
Bon vr . Ad . Drechsler . Mit US in den Text gedr . Abbildungen. M . 2. 5V

Geologie . Fünfte Auflage . — KatechiSmu» der Geologie , oder Lehre vom
innern Bau der festen Erdkruste und von deren Bildungsweise. Von Prof .
H. Haas . Fünfte , verbesserte Auflage. Mit vielen in den Text gedruckten
Abbildungen und einer Tabelle. Mter der Presse.

LL " Die mit » versehenen Bändchen find zurzett nur geheftet zu haben .



Weber» Illustrierte Katechismen.

Geometrie , analytische . — Katechismus der analytischen Geometrie.
Von vr . Max Friedrich . Mit SS in den Text gedr . Abbild. M . 2 . 40

Geometrie . Dritte Anfl . — Katechismus der ebenen und räumlichen Geo¬
metrie. Von Proi . vr . K. Ed . Zetzsche . Drille , vermehrteund verbesserte Aufl .Mit 20s in den Text gedr . Figuren u . 2 Tabellen zur Maßverwandlung. M . S

Gelangskunst . Vierte Auflage . — Katechismus der Gesangskunst . Bon
F . Sieber . Vierte, verbesserte und vermehrte Auflage . Mit vielen in den
Text gedruckten Notenbetspielcn. M . 2. 40

Geschichte s. Weltgesckichie
' Geschichte, deutsche. — Katechismus der deutschen Geschichte, von

vr. Wilh . Kentzler . M. 2. so
Gesundkeitslekre . — Naturgemäße Gesundheitsichre auf physiologischer

Grundlage. Bon vr . Friedrich Scholz . Mil 7 in den Texi gcdruckicnAbbildungen. M . 8. so
iUnter gleichem Titel auch Band 20 von Weber« Zllustr Gesundbeitsbüchcrn >Girowcsen . — Katechismus des Girowesens . Von Karl Berger .Mit 21 Geschäfts -Formularen . M . 2

Handelsmarine . — Katechismus der Handelsmarine . Bon Kapitän zurSee z. D . R . DIitmer . Mit 66 in den Text gedruckten Abbiidungen. M . S. Ssi
Handelsrecht . Dritte Auflage . — Katechismus des deutschen Handele -

rechts , nach dem Allgem . Deutschen Handelsgesetzbuche . Von Reg .-Rat Robert
Fischer . Dritte , umgearbeitete Auflage. M . l . so

Handel - Wissenschaft. Sechste Auflage . — Katechismus der Handelswifsen -
schait . Von K. Arenz . Sechste, verbesserte und vermehrteAuflage , bearbeitet
von Gust . Rothbaum und Ed . Deimel . M . 2

Heerwesen. — Katechismus des Deutschen Heerwesen». Bon Oberst¬
leutnant a . D . H . Vogt . Nach dem Tode des Verfassers herausgegeben vonR . v . Hirsch . Haummann a . D . Mit einem Nachtrag und 7 in den Texi
gedruckten Abbildungen. M . 2 . so

Heizung » Beleuchtung und Ventilation . — Katechismus der Heizung ,Beleuchtung und Ventilation . Von Ingenieur Th . Schwartze . Mit iss
In den Text gedruckten Abbildungen. M . S

Heraldik . Vierte Auflage . — Katechismus der Heraldik . Grundzüge
der Wappenkunde . Von vr . Ed . Frech , v. Sacken . Vierte , verbesserte
Auflage. Mit 202 in den Text gedruckten Abbildungen. M . 2

Hufbeschlag . Dritte Auflage . — Katechismus de» Hufbeschlage» . Zum
Selbstunterricht für jedermann. Von E . Th . Walther . Dritte , ver¬
mehrte und verbesserte Auflage. Mit 67 in den Text gedr . Abbild . M . l . so

Hunderassen . — Katechismus der Hunderassen . Von F . Krichler .Mit 42 in den Text gedruckten Abbildungen. M . 8
Hüttenkunde . — Katechismus der allgemeinen Hüttenkunde . Von vr.E. F . Dürre . Mit 20g in den Text gedruckten Abbildungen. M . 4 . so
Iagdkunde . — Katechismus für Jäger und Iagdfrcunde . Von Franz

Krichler . Mit W in den Text geknickten Abbildungen. M . 2 . so
Kalenderbüchlein s. Chronologie .' Kalenderkunde. — Katechismus der Kalendcrkunde. Belehrungen über

Zeitrechnung. Kalenderwesen und Feste . Von O . Frech , v. Reinsberg -
Düringsseld . Mit 2 in den Text gedruckten Tafeln . M . 1

Kindergärtnerei . Dritte Auflage . — Katechismus der praktischen Kinder-
gärtnerei . Von Fr . Seidel . Dritte , vermehrte und verbesserte Auflage .Mit 8» in den Text gedruckten Abbildungen. M . l . so

Kirchengeschichte. — Katechismus der Kirchengeschichte. Bon I-I». vr,Friedrich Kirchner . M. 2 . so

Die mit ' versehenen Bändchen sind zurzeit nur geheftet zu haben.
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Klavierspiel . — KatechiSmu» de» Klavierspiel ». Bon Fr . Ta » ! or,deutschvon Math . St eg Mover . MttvielmindmTexlaedr. Notmbeisvielm M . I . eäKnabenbandarbeit » -Un »errtch». — Katechi»mu » de» KnabenliandarbeltS -UnierrichtS. Ein Handbuch des erziehlichen ArbcitsunterrichtS. Bon vr ,Waldemar Götze . Mil 69 in den Text gedruckten Abudungen, M . s
Kompositionslehre . FUntte Austage . — Katechismus der Kvmpofitlons -

lehre . Von Pros . I . C. Lobe . Fünfte , verbesserte Auflage. Mit vielen inden Text gedruckten Musikbcispielen. M . 2
Korrespondent - ZweiteAuflage. — Katechl»mu » der kaufm. Korrespondenzin deulicher Sprache. Von C. I . Ftndeisen . Zweite, Verb. Auflage. M . 2
Kostümkunde. — Katecht»mu» der Kvstümkunde. Von Wolf g . Quincke .Mit 4SS Kostümftguren In Iso in den Texl gedruckten Abbildungen. M . 4
Kriegsmarine » Deutsche . — Katechismus der Deutschen Kriegsmarine .Von KapiiSn z. See z. D . R . Dillmer . Mit 126 I. d. Text gedr . Abbild . M . 3
Kulturgeschichte . Zweite Auflage . — Katechismus der KulturgeschichteBon tz. I . Honegger . Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. M , 2
Kunstgeschichte. Dritte Auflage . — Katechismus der Kunstgeschichte.Von Bruno Bücher . Dritte, verbesserte Auflage. Mir 276 in den Tlxigedruckten Abbildungen. M . tLitteraturgeschtchte . Dritte Auflage . — Katechismus der allgemeinenLltteraturgeschtchte. Vonvr. Ad . Stern . Dritte, durchges . Aufl. M . z
Litterarurgeschichte , deutsche . Sechste Auflage . — Katechismus der

deutschen Ltnerarurgeschichte. Von Oberschulratvr . Paul MdbinS . Sechste,vervollständigteAuflage. M . 2Logarittimen . — Katechismus der Logarithmen . Bon Mar Meyer .Mit 3 Taseln Logarithmen und trigonometrischenZahlen -und 7 in den Textgedruckten Abbildungen. M . 2
Logik. Zweite Auflage . — Katechirnru» der Logik . Bon l.1«. llr. Hrtedr .Kirchner . Zweite, durchges. Aufl. Mit 36 in dm Text gedr . Abbild . M . L. soMalerei . — Katechismus der Malerei Bon Karl Raupp . Mit 48in den Text gedrucktm ' Abbildungm und' 4 Taseln. » M. 3Marine s. Handels- bez. Kriegsmarine .
Markscheidekunst. — Katechismus der Markscheidekunst. Bon Q. Brat¬huhn . Mit 174 In den Text gedruckten Abbildungen. M . 3Mechanik . VierteAuflage. — Katechismus derMechanik . Bon PH . Huver .Vierte, welentltch vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 184 in dm Textgedruckten Abbildungen. M . 2. so' Meteorologie . Zweite Auflage . — KatechiSmu» der Meteorologie . Bo »Hetnr . Gretschel . Zweite , verbesserte und vermehrte Auflage. Mit SSin dm Text gedruckten Addildungm. M. 1. so
Mikroskopie . KatechiSmu» der Mikroskopie . — Bon Prof . EarlEh NN. Mit 97 in den Text gedruckten Abbildungen. M . 2
Milchwirtschaft . — KatechiSmu« der Milchwirtschaft . Bon llr, EugenWerner . Mit 23 In dm Text gedruckten Abbildungen. M . »Mimik . — KatechiSmu» der Mimik und der . Gebärdensprache. BonKarl Skraup . Mit so In den Text gedruckten Abbildungen. M . S. so
Mineralogie . Vierte Auflage. — Katechismus der Mineralogie . Bon

Prlvatdozmt vr . Eugen Hussak. Vierte , neu bearbeitete Auflage . MitIS4 in den Text gedruckten Addildungm. M. 2
Münzkunde . — Grundzüge der Münzkunde . Bon H. Dannenberg .Mit II Tafeln Abbildungen. M . 4Musik . Bierundzwanzigste Auflage . — KatechiSmu» der Musik . Erläure -
, rnng der Begriffe und Grundsätze der allgemeinen Muflklehre . Bon Prof .I . E. Lobe. VierundzwanzigsteAuflage. M. 1. so

Die mit ' versehmen Bändchen sind zurzeit nur geheftet zu haben.
e
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Musikgeschichte. — Katechismus der Musikgeschichte. Von N . Mus ! oI .
Mit 15 in den Text gedruckten Abbildungenund »4 Notenbeisvielm. M . 2. so

Musikinstrumente . FünfteAuflage . — Katechismus der Mustrinstrumente .
Von Richard Hofmann , Fiinkte . vollständig neu bearbeitete Auslage .
Mit ISS in den Text gedruckten Abbildungen. M . 4

Mntholoaie . — Katechismus der Mntboloaie aller Kulturvölker . Don
vr . E . Kroker . Mit 78 in den Text gedruckten Abbildungen. M . 4

' Naturlehre . Dritte Auslage . — Katechismus der Naturlehre » oder
Erklärung der wichtigsten vbvsskalistbm und chemischenErscheinungende? täglichen
Lebens . Rach dem Englischen des vr , C . E. B r e w e r . Dritte , vonHeInrich
Gretschel umgearb. Auflage. Mit ss in den Text gcdr . Abbildungen. M . 2

Nivellierknnst . Dritte Auflage . — Katechismus der Nivellierkunst . Von
vr . C. Pietsch . Dritte , vollständig umgearbettete Auflage. Mit S1 in den
Text gedruckten Abbildungen. M . 2

Nuhacirtnerei . Vierte Auflage . — Katechismus der Nuhgärtnerel , oder
Grnndzilae de? Gemüse - und Obstbaues. Von Hermann Jäger . Vierte,
verm. und Verb. Auflage. Mit S4 in den Text aedr . Abbildungen. M . 2

Orden . _ .Handbuch der Nitter - und Verdienstorden aller Kulturstaaten
der Mett Innerhalb de? XIX . Fabrh , Ans Grund amtlicher und anderer
zuverlässiger Ouellen zusammenacsi-llt von Maximilian Gritzner . Mit
vielen in den Text gedruckten Abbildungen. fUntcr der Presse .

Orael . Dritte Aullage . — Katechismus der Orgel . Grkläriniq Ihrer
Stniktur . besonders In Beziehung ani technische Vebandluna beim Sviel . Von
Pros . E . F , Richter . Dritte , durchgeschene Auflage. Mit 25 in den Text
gedruckten Abbildungen. M . I . so

-Ornamentik . Vierte Auslage . — Katechismus der Ornamentik . Leitfaden
über die Geschichte. Entwickelung und die charakteristischen Normen der Ver-
zierunaSstile oller sielten. Von F . Kanitz . Vierte , verbesserte Anklage . Mit
INI in den Tert aedruckten Slbbildnnaenund einem Verzeichnis von 100 Sverial -
merken zum Studium der Ornamentikstile. M . 2

' Orthographie . Vierte Auflage . — Katechismus der deutschenOrthographie .
Von vr . D . Sanders . Vierte, verbesserte Auflage. M . I . so

Pädagogik . — Katechismus der Pädagogik . Von Uo . vr. Nr. Kirchner. M. 2
Perkvektive. — Katechismus der Nnaewandten Perspektive . Nebst einem

Anhang über Scbattenkonstrnktion und Sviegelbilder. Von Max Kleiber .
Mit iss in den Text gedruckten Abbildungen. M . s . so

Petrographie . — Katechismus der Petrographie . Lehre von der
Beschaffenheit . Laaeruna und RildunaSweiseder Gesteine . Von vr . I . Vlaa s.
Mit 40 in den Tert gedruckten Abbildungen. M . 2

Philosophie . Dritte Auflage . — Katechismus der Philosophie . Von
I . H . v. Kirchmann . Dritte , verbesserte Auflage. M . 2. so

- Zweite Auflage . — Katechismus der Geschichte der Philosophie
von Males bis zur Gegenwart. Von Ino. vr . Fr . Kirchner . Zweite , ver¬
mehrte und verbesserte Auflage. M . 8

Photographie . Vierte Auflage . — Katechismus der Photographie , oder
Anleitung zur ErzeugungPhotograph . Bilder. Vonvr . A . Schnaub . Vierte, den
neuesten Fortschritten entsvr. Verb. Null. Mit 84 in den Tert gedr . Abbild . M . 2

Phrenologie . Siebente Auflage . — Katechismus der Phrenologie . Von
vr . G , Scheve . Siebente Auflage. Mit einem Titelbild und IS in dm Tert
gedruckten Abbildungen.

' M . 2
Pimstk . Vierte Auflage . — Katechismus der Phvstk . von vr. I . Kollert .

Vierte, vollständigneu bearbeiteteAusl . Mit 281 in den Text gedr . Abbild . M . 4

2b DI( mit " versehenen Bändchen sind zurzeit nur geheftet zu haben.



Webers Illustrierte Katechismen. 7

Poetik. Zweite Auflage . — Katechismus der deutschen Poetik . Von Pros»vr . I . Minckwitz. Zweue , oermeyrie und verbesserte Austage . At . t . so
Pcoiekliousleyre. — KarcchiSulu» der Prosekllonsteyre . Von JuliusHoch . Mu loo tu den Text gedruckien Avdudmigen. M . 2Pspa»olog »c. — Kakecht » ,nu» »er Pspaivlogie. Bon l-iv. vr. Kr .« irqner . M . S
Raumderechuung . Dritte Auflage . — Katechismus der Naumberechnung .Anleitung zur Grötzenbestimmung von Flachen und Körpern jeder Art . BonFr . Hcrrmann . Drme , vermehrte und verbesserte Austage von vr.E . Pietsch . Mit SS in den Text gedruckten Avdlldungen. M . l . 8V
Redekunst. Vierte Auflage . — Katechismus der Redekunst. Anleitungzum mündlichen Bortrage . Von l )r . Rodert ch Benedlx . Biene , durch-

gesehene Auflage. M. l . SVRegistratur - und Archivkundc . — Katechismus der Registratur - UN»
Archivrunde. Handvuch sur das Registratur- und Archtvwesen oel den Reichs - ,Staats- , Hof - , Kirchen - , Schul- und Geinerndedehorden , den Rechtsanwälte» re.,sowie vct den Staatsarchiven . VonGcorg Hoixtliger . Mit Beilragen vonvr . Friedr . Leist. M. s

Reichspost . — Katechismus der Deutschen NeichSpost. Bou Wilh .Lenz . Mit 10 ln den Text gedruckten Formularen . M . 2. so
ReichSvcrfassung . Zweite Auflage . — Katechismus des Deutschen Reiche» .Ein lliiterrichtSviich in den Grundsätzen des deutschen SlaarsrechlS , der Ver¬

fassung und Gesetzgebung des Deutschen Reiches . Bon vr . Wilh . Zeller .Zweite , vermehrte und verbesserte Auslage . M . s
Rvsenzucht . — Katechismus der Rvsenzucht . Bon Her NI. Jäger ,Mit Sv in den Text gedruckten Abbildungen. M . 2
Schachspieikunst . Zehnte Auflage . — Katechismus der Schachspielkunst . !Bon K. J . S . Pvrtius . Zehnte, vermehrte und verbesserte Aust. M . 2 s' Schreibunterricht . ZweiteAuflage . — Katechismus des SchreidunterrichtS . l

Zweue , neubearbeuete Auflage. Bon Hcrm . Kaplan . MU 147 in den !
Texl gedruckten Figuren . M. 1 !

Schwimmkunst . — Katechismus der Schwimmkunst . Bon Martin
Schwagers . Mit lis in den Text gedruckten Abbildungen. M . v !

Spinnerei und Weberei. Dritte Auflage . — Katechismus der Spinnerei,Weberei und Appretur, ober Lehre von der mechan . Verarbeitung der Gespinst¬fasern. Dritte , bedeut , verm. Ausl . , unter leilweiserBenutzungdes Grothe scheuOriginals beard. v. vr . A. GanSwindt . Mit 106 in den Text gedr . Abbild . M t
Sprachlehre . Dritte Auflage . — Katechismus der deutschen Sprachlehre .Bon vr . Konrad Mtchctsen . Dritte , verbesserte Auslage , herausgegevenvon Ed. Mtchelsen . M. v. so
Stenographie. ZlveiteAuflage. - Katechismus der deutschenStenographie«Ein Leitfaden sür Lehrer und Lernendeder Stenographie tili allgemeinenund desSystems von Gabelsbergerim besonder !!. Von HeinrtchKrtcg . Zweite, ve>-

besserteAuft . Mit vielen in den Text gedr . stenogr . Vorlagen. M . S. soStilistik. Zweite Auflage . — Katechismus »er Stilistik. Eine Anweisungzur Ausarbeitung schriftlicher Aufsätze. Vonvr . KonradMtchelsen . Zweite,durchgeschenc Auflage, herausgegeben von Ed. Michelsen. M . 2
Tanzkunst . Fünfte Auflage . — Katechismus »er Tanzkunst. Ein Leitfaden

sür Lehrer und Lernende. Von BernhardKlemm . Fünfte, verbesserte und
vermehrte Auflage. MU 82 in den Text gedruckten Abbildungen. M . 2. so

Technologie , mechanische. — Katechismus der mechanischenTechnologie .Bon A. v. IHering . MU 1öS in den Text gedruckten Abbildungen. M . 4
Telegraphie . Sechste Auflage . — Katechismus der elektrischen TelegraphieBou Pros . vr. K . Ed. Zetzs ch e. Sechste , völlig umgearveUeteAuflage. MU

SIS in den Text gedruckten Abbildungen. M. 4

Die mU ' versehenen Bändchen sind zurzeit nur geheftet zu haben .
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Tierzucht , landwirtschaftliche . — Katechismus der landwirtschaftlichen
Tierzucht. Von vr . EugenWerner . Mit so in den Text gedr . Abbild . M . 2 . »o

Ton , der gute . — Katechismus des guten Tons und der feinen Sitte .
Von Eufcmta v. Ablersseid , geb . Gräfin Ballcstreoi. M . 2

Trigonometrie . — Katechismus der ebenen und sphärischen Trigono -
, mctrie. Von Franz Bend t . Mit 8« in den Text gedr . Abbild. M . I . bo
Turnkunst . Sechste Auflage . — Katechismus der Turnkunst . Von llr.

M . Kloss . Sechste , vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 100 in den Text
gedruckten Abbildungen. M . 8

ührmacherkunst. Dritte Auflage . — Katechismus der Uhrmacherkunst.
Von F . W . Rliffert . Dritte , vollständig neu bearbeitete Auflage. Mt
S29 in den Text gedruckten Abbildungen und 7 Tabellen. M . 4

Urkundenlehre. — Katechismus der Diplomatik , Paläographie , Chrono¬
logie und Svhraglstik. Von vr . Fr . Le lst . Mit s Takln Abbildungen. M . 4

Versicherungswesen . Zweite Auflage . — Katechismus des Versicherungs¬
wesens . Von Oskar Lemcke . Zweite , verm. und Verb. Ausl. M . s . 40

Verskunst . Zweite Auflage . — Katechismus der deutschen Berskunst .
Von llr . Roderich Benedtx . Zweite Auflage. M . l . SO

Versteinerungskundc . — Katechismus der Verstcinerungskunde (Petre -
siktenkunde , Paläontologie ). Von Pros . H . Haas . Mit 178 in den Text
icdruckten Abbildungen. M . 8

Völkerkunde. — Katechismus der Völkerkunde . Von l>r. Heinrich
Schnitz . sUllter der Presse.' Völkerrecht. — Katechismus des Völkerrechts . Mit Nucrsuht auf die
Zeit- und Streitfragen des internationalen Rechtes . Von A . Bischof . M . 1. 20

Volkswirtschaftslehre . Vierte Auflage . — Katechismus der Volkswi t -
Ickastslehre . Katechismus in den Anfangsgrüuden der Wirtschaftslehre. Vonvr. Hugo Schober . Vierte , durchgesehene Auflage. M . 8

Warenkunde . Fünfte Auflage . — Katechismus der Warenkunde . Von
E . Schick . Fünfte , verm. u . Verb. Ausl . , bearbeitet von vr . G . HePpc . M . 8

Wäscherei , Reinigung und Bleicherei . Zweite Auflage. — Katechismus
der Wäscherei , Reinigung und Bleicherei . Von vr . H erin . Groth e in Berlin .Zweite, umgearbeitete Auflage. Mit 41 in den Text gedr . Abbild . M . S

Wechselrecht. Dritte Auflage . — Katechismus des allgemeinen deutschen
Wechselrechts . Mit besonderer Berücksichtigung der Abweichungen und Zusätzeder österreichischen und ungarischen Wechselordnung und des eidgenössischen
Wechsel- und Check-Gesetzes. Von Karl Arenz . Dritte , ganz umgearbeiteteund vermehrte Auflage. M . S

Weinbau . Zweite Auflage . — Katechismus des Weinbaues . Von F r .
Jac . Dochnahl . Zweite , vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 88 in
den Text gedruckten Abbildungen. M 1. SO

Weltgeschichte. Zweite Auflage . — Katechismus der Allgemeinen Welt¬
geschichte. Von TheodorFlathe . Zweite Auflage. Mit b Stammtafeln undeiner tabellarischen Übersicht . M 8

Ziergärtnerei . Fünfte Auflage . — Katechismus der Ziergärtnerei , oder
Belehrung über Anlage, Ausschmückung und Unterhaltung der Garten , Io wie
über Blumenzucht. Von H . Jäger . Fünfte , vermehrte und verbesserte Auflage .Mit 7« in den Text gedruckten Abbildungen. M . s . so

Zimmergärtnerei . — Katechismus der Zimmergärtnerei . Nebst einem
Anhang über Anlegung und Ausschmückung kleiner Gärtchen an den Wohn¬
gebäuden. Von M . Lebl . Mit d6 in den Text gedr . Abbildungen. M . s' Zoologie . — Katechismus der Zoologie . Von Prof . C . G . Giebel .Mit 12b in den Text gedruckten Abbildungen . M. 2

Serlag von I . I . Weber in «Leipzig .
Druck von 2 . 2 . Weber in Leipzig.

Die mit ' versehenen Bändchen sind zurzeit nur geheftet zu haben ,
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